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1 Einfiihrung

Die (lineare) Algebra beschéftigt sich mit dem Losen von (linearen) Gleichungssystemen und den

damit verbundenen Rechenoperationen.

Herkunft des Begriffs: Das Wort ,,Algebra” stammt aus dem Arabischen von al-gabr, zu deutsch

in etwa ,,Ergdnzen”. Das Wort war urspriinglich Teil des Titels eines berithmten Mathematikbuchs
von Al-Chwarizmi (9. Jhd., Bagdad). Der vollstéandige Titel lautet:

al-Kitab al-Muchtasar fi hisab al-dschabr wa-I-muqabala

»,Das kurz gefasste Buch iiber die Rechenverfahren durch Ergénzen und Ausgleichen"

1.1 Historische Einfiihrung

Friihgeschichte in Babylon (in etwa Gebiet des heutigen Irak) und Agypten:

Babylonier (ca. 1800 v. Chr.): Gleichungssysteme der folgenden Form werden in erster Naherung

gelost. Hier sind a, b gegeben, x,y gesucht:

rt+y=a

}:>x2—am+b—0
r-y=>

Dies entspricht dem Losen quadratischen Gleichungen, aber: keine irrationalen Zahlen, keine

negativen Zahlen, nur erste Naherung.

Agypter (ca. 1700 v. Chr.): Lineare Gleichungen der Form

r+a-x=2>
r+c-x+d-xr=e

mit a, b, ¢,d, e gegeben und x gesucht werden mit geometrischen Methoden geldst.
Hohepunkt der Entwicklung im antiken Griechenland:

Pythagoreer (ca. 600 v. Chr.): Entdeckung der Existenz inkommensurabler Strecken und damit

irrationaler Zahlen durch Hippasos von Metapont.

Euklid (ca. 300 v. Chr.): Verfasst die 13 Biicher der ,Elemente". Dies bleibt das Standardwerk

der Geometrie und Arithmetik bis ins 19. Jhd (und das am zweitmeisten verbreitetste Buch nach

der Bibel). Euklid wird u.a. der Beweis der Irrationalitit von V2 zugeschrieben.

Es folgt eine Weiterentwicklung der Mathematik im arabisch-persischen Raum mit Hohepunkt
im 9. Jahrhundert. Die Araber greifen dabei sowohl auf die indische als auch die griechische
Mathematik zuriick. Die Werke werden ins Arabische {ibersetzt, weiterentwickelt und gelangen

durch die (Riick-)Eroberung Spaniens wieder zuriick nach Europa.



Moderne Entwicklung:

Erst in der Renaissance im Italien des 16. Jahrhunderts kommt es wieder zu einer Weiterentwick-
lung der Mathematik (und aller anderer Wissenschaften) im européischen Raum. Ab dem 18.
Jhd. bestimmen bedeutende Mathematiker wie Euler, Gauss, Laplace, Cantor etc. die weitere

Entwicklung.

Aussicht fiir diese Vorlesung (kurzes Intermezzo): Wir werden uns in diesem Semester mit li-

nearen Gleichungssytemen der folgenden Art beschéftigen. Hier sind aq1, ..., Gmpn und 41, ..., Ym

gegeben und z1, ..., x, gesucht.
a1, + a12x2 + ...+ AinTn, = Y1
a1, + a22x9 + ...+ aAonTn = Y2
Am1T1 + Om222 + ... + AmnTn = Ym

Dieses Gleichungssystem kann man auch schreiben als:

aip a2 ... Qin z y1
asy ago a2, i) Y2
aAml Am2 ... Omn Tn Ym
Oder in Kurzschreibweise:
A-x=y

Dabei ist A = (a;j)i=1,...,m, €ine m x n Matrix (m Zeilen, n Spalten), x ist ein Spaltenvektor mit
j: 7"'7n
n Komponenten und y ein Spaltenvektor mit m Komponenten.

1.2 Euklidische Mathematik

Im antiken Griechenland (vertreten insbesondere durch Euklid) basieren Zahlen und Rechenope-
rationen auf der geometrischen Anschauung. Mathematische Beweise werden iiber die Geometrie

gefithrt. Wir betrachten einen Beweis der Irrationalitit von v/2.

Definition 1.2.1 (Inkommensurabilitit). Zwei Strecken heiften inkommensurabel, wenn sie kein

gemeinsames Mafl besitzen. Sie heifsen kommensurabel, wenn sie ein gemeinsames Maf besitzen.

Bemerkung 1.2.1 (Grofites gemeinsames Mafs). Besitzen zwei Strecken ein gemeinsames Mafs,
so besitzen sie ein grifites gemeinsames Mafi (ggM), und dieses ist eindeutig. Beweis: Wechsel-

wegnahme /euklidischer Algorithmus.

Definition 1.2.2 (ggT). Das grofte gemeinsame Mal zweier natiirlicher Zahlen m,n € N ist

der ggT (grofiter gemeinsamer Teiler).



Der Euklidische Algorithmus zur Konstruktion des grofiten gemeinsamen Mafes ist die sogenann-

te Wechselwegnahme.

Bemerkung 1.2.2 (Euklidischer Algorithmus). Man betrachte dazu zwei Strecken X und Y.
Sei 0.B.d.A. Y < X. Um das grofite gemeinsame Mak (bzw. bei natiirlichen Zahlen den ggT)
zu bestimmen, trage man Y so oft auf X ab, bis ein Rest 1 bleibt, 0 < r; < Y. Wenn r; = 0,
dann gilt: Y = ggM (X,Y). Wenn r; > 0, trage man r; auf Y so oft ab, bis ein Rest ry bleibt,
0 <79 <r1. Wenn ry =0, dann gilt: 11 = ggM(X,Y). Wenn r9 > 0, trage man ry auf r; so oft

ab, bis ein Rest r3 bleibt usw.

Damit ergibt sich das folgendes Gleichungssystem (mit n; € NVi=0,...,k; Y =rg):

X =nyY +7m
Y =niri + 179

1 =MNory + 13

Tk—1 = NTk + Tk+1

Falls rp41 = 0= rp, = ggM(X,Y).

Die Wechselwegnahme ist eine eindeutiges Charakterisierung des Verhéltnisses X/Y durch die

natiirlichen Zahlen ng,ni, ..., ng:

X n 71 n 1 n 1 N 1 n 1

=0t =no+ 5 =no 7=t ———— =...=no T

Y Y ry m 1 ni+ nz"‘% m o+ na+ J:L
7Lk

Falls der Kettenbruch abbricht, sind X und Y kommensurabel. Falls nicht, sind X und Y in-

kommensurabel.

Definition 1.2.3 (Irrationale Zahl). Das Verhéltnis zweier inkommensurabler Strecken ist eine

wrrationale Zahl, das Verhéltnis zweier kommensurabler Strecken eine rationale Zahl.

Beispiel 1.2.1 (Kettenbruch). Kettenbruchdarstellung von 2 und gg7'(5, 3).

5=1-3+2
3=1-2+1
2=2-140
:>5—1+ !
377 1413

und g¢7'(5,3) = 1.

Wir betrachten im Folgenden den Beweis der Inkommensurabilitdt von Seite und Diagonale im
Quadrat. Daraus folgt die Irrationalitit von /2.



Satz 1.2.1 (Diagonale im Quadrat). Seite und Diagonale eines Quadrats sind inkommensurabel.

Beweis. Mittels Wechselwegnahme trage man die Seite a des Quadrats an der Diagonalen d ab.
Dabei bleibt ein Rest a1 (d.h. d = a + a1). An dieser Stelle fallt man das Lot auf d. Die Strecke,
die sich von dort bis zum Schnittpunkt mit der Seite a ergibt, hat die Lénge a1 (gleichschenkliges
Dreieck!). Die Strecke bildet nach Konstruktion die Seite eines kleineren Quadrats mit Diagonale
dy. Dabei bildet d; einen Abschnitt der Seite a mit a = a; +d; (man beachte das Drachenviereck,
an dem man erkennt, dass a — d; = a;!). Nun beginnt die ganze Konstruktion von vorne (nur
diesmal am kleineren Quadrat). Man trage also nun a; an d; ab. Dabei bleibt ein Rest ag (d.h.
a = 2a1 + az). Dieser bildet nach Konstruktion die Seite eines noch kleineren Quadrats mit

Diagonale do usw. Diese Konstruktion kann endlos fortgesetzt werden; sie bricht niemals ab.
Zur geometrischen Konstruktion: siche Tafel bzw. Ubung.
Insbesondere gilt geméf Konstruktion (mit k£ € N, a = ag, d = dp):

a1 = do — ag

dlzao—al

ap = dp—1 — ap—1

di = ag—1 — ay,

Fiir die Wechselwegnahme gilt geméfs Konstruktion (mit 7, = a):

do=1 a9+ a;
ag=2- a1+ as

a1 =2 a9+ as

ak—2 =2-ax_1+ ak

Daraus folgt:

d 1
2 itooT——
s

O

Um zu sehen, dass diese Kettenbruchdarstellung der Zahl v/2 entspricht, brauchen wir den Satz

von Pythagoras.

Satz 1.2.2 (Satz des Pythagoras). Seien a,b,c die Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks. Dabei
sei ¢ die Seite, die dem rechten Winkel gegeniiberliegt. Dann gilt:

a’ + b =2



Beweis. z.B. von Euklid (Ubung). O

Aus dem Satz von Pythagoras folgt, dass im gleichschenkligen rechtwinkligen Dreieck gilt:

2 2 2 2 2 d2 _d
t+al=d> o 2¥=d* & 2=2 & 2=2>.
a

a2
Aus dem Satz des Pythagoras erkennen wir also, dass die Zahl /2 genau dem Verhéltnis aus
Diagonale und Seite im Quadrat entspricht (wie Euklid ja feststellte, sind reelle Zahlen Verhalt-
nisse von Strecken). Wichtig ist dabei: Egal von welcher Linge a das Quadrat ist, das Verhéltnis
g ist immer /2.

Und wir wissen nun bereits aus Satz 1.2.1, was V/2 fiir eine Zahl ist. Wir wissen, dass g =2

irrational ist und dass gilt:
1
\/5 =1+ 72 i

2457

Bricht man diesen Kettenbruch (die Iteration bzw. Rekursion) an einer bestimmten Stelle k£ € Ny

ab, indem man willkiirlich ay,; = 0 setzt, so erhilt man eine Niherung von v/2 (der k-ten

Ordnung):
d
z.B. k=0: —-—=1
a
ko1 Y1413 45
a 2
1
N L
a 2+§ 5
1 1
kes. Y_14 - IELRNEAT:
a 2—1—2+l 12
2



2 Grundbegriffe

2.1 Logik

Die Aussagenlogik untersucht die Struktur von Sdtzen (Aussagen) A, B, ... hinsichtlich ihres

Wahrheitswerts. Sitze (Aussagen) konnen entweder wahr (w) oder falsch (f) sein.

Beispiel 2.1.1 (Wahrheitswert von Aussagen).
A : 4 ist eine gerade Zahl (w)
B : 15 ist durch 7 teilbar (f)

C : Seite und Diagonale des Quadrats sind inkommensurabel (w)

Die Aussagenlogik arbeitet mit Junktoren (logischen Operatoren):
A 1 ,und”
Vi 0der”  (Achtung: nicht ,entweder ... oder ...")
— @ ,nicht”
=: wenn ..., dann ...” bzw. ,aus ... folgt ...”

& genau dann, wenn”

Mit Hilfe von Junktoren erhalten wir zusammengesetzte Aussagen, die wiederum auf ihren Wahr-
heitsgehalt untersucht werden kénnen. Dies ist wichtig fiir die mathematische Beweisfithrung. Wir
untersuchen den Wahrheitsgehalt mit Hilfe von Wahrheitstafeln.

Beispiel 2.1.2 (Wahrheitstafel fir AA B und AV B).
Seien A und B Aussagen.

ANB | AV B

(=g |8 |~
|8 |||
(==& |>

g |g |8 |

Fiir die Junktoren gelten bestimmte Rechenregeln:

Satz 2.1.1 (Rechenregeln). Fir A und V gelten das Kommutativgesetz, das Assoziativgesetz und

das Distributivgesetz,

ANB < BANA
(AANB)AC < AN(BAC)
(AVB)AC < (AAC)V (BAC)

und analog fir v (bzw. V und A vertauscht im DG).
Weiter gelten die De-Morgan-Regeln:



Zuletzt gilt fiir die doppelte Verneinung:
-(-A) e A

Beweis. Mittels Wahrheitstafeln zeigt man jeweils die Aquivalenz der links und rechts von ,,<”

stehenden Aussagen (Ubung). O

Definition 2.1.1 (Aquivalenz). Zwei Aussagen A; und As heifen (logisch) dquivalent, wenn sie

dieselben Eintrége in der Wahrheitstafel besitzen.

Definition 2.1.2 (Tautologie, Paradoxon). Eine Aussage nennt man eine Tautologie oder allge-
mein giltige Aussage, wenn alle ihre Eintrége in der Wahrheitstafel wahr (w) sind. Eine Aussage
nennt man ein (logisches) Paradozon, wenn alle ihre Eintrége in der Wahrheitstafel falsch (f)

sind.

Bemerkung 2.1.1. Sind zwei Aussagen A; und As dquivalent, dann ist die Aussage A; < Ao

eine Tautologie.

Beispiel 2.1.3 (Tautologie A V A und Paradoxon —A A A).

Sei A eine Aussage.

Al -A| - AVA| -ANA
w | f w f
flw w f

Satz 2.1.2. Seien A und B Aussagen. Die Aussagen (A = B) A (B = A) und A < B sind

dquivalent.

Beweis. Wir beweisen dies mittels Wahrheitstafel:

A=B|B=A] (A= B) Bl (A= B)A(B= A)) < (A= B)

g |8 |®

=g |x
gle =g |l
gl=|g|s |l
gl |=|g|¢
glelsle|d

S

Zum Erstellen dieser Wahrheitstafel ist es wichtig zu erkennen, dass die Implikation A = B nicht
bedeutet, dass B wahr sein muss, sondern lediglich dass, wenn A wahr ist, dann B wahr ist.

Dariiber hinaus gilt die allgemeine Regel: aus Falschem kann alles folgen (ex falso quodlibet). [

Bemerkung 2.1.2. Die Aquivalenz von (A = B)A(B = A) und A < B ist wichtig, um Beweise
zu fithren. Wir beweisen in der Regel, dass A < B, indem wir A = B und B = A zeigen.

Satz 2.1.3 (Kontrapositionsgesetz). Seien A, B Aussagen. Dann ist allgemein giiltig:

(A= B) < (-B=-A)



Beweis. Mittels Wahrheitstafel (Ubung). O

Beispiel 2.1.4 (Ball). Wir nehmen zur Veranschaulichung ein Alltagsbeispiel, auch wenn All-

tagsbeispiele nie ganz prazise sind. Seien A, B die folgenden Aussagen:

A: ,der Junge trifft mit dem Ball die Scheibe”

B: ,die Scheibe zerbricht”.
Dann gilt: A = B. Dies impliziert aber auch -8 = —.A, denn ,wenn die Scheibe nicht gebrochen
ist, folgt daraus, dass der Junge mit dem Ball nicht die Scheibe getroffen hat”.

Bemerkung 2.1.3. Statt eine Aussage direkt zu beweisen, kénnen wir sie also auch durch

Kontraposition (—B = —.A) beweisen.

Bemerkung 2.1.4 (Sprechweise). Statt A < B sagen wir auch ,, A ist hinreichend und notwendig
fir B” bzw. ,B ist hinreichend und notwendig fiir A”. Statt A = B sagen wir auch ,, A ist

hinreichend fiir B” oder dquivalent ,,B ist notwendig fiir A” (siehe Kontraposition).
Achtung: Aus A = B folgt nicht die Aussage A = =B, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.1.5. Sei k € Z. Seien A und B die folgenden Aussagen:

A: .k ist durch 9 teilbar”

B: ,,k ist durch 3 teilbar”
Dann gilt: A = B. Es gilt aber nicht: -.A = =B, denn wenn eine Zahl k nicht durch 9 teilbar
ist, folgt daraus nicht, dass sie nicht durch 3 teilbar ist. Betrachte z.B. k = 6.

In diesem Beispiel haben wir die Wahrheit der Aussage A = B bereits angenommen. Was machen

wir, wenn wir diese noch beweisen miissen?

Bemerkung 2.1.5 (Widerspruchsbeweis). Die Aussage A = B beweisen wir in der Regel durch
einen Widerspruch. Wir nehmen dazu an, dass A gilt, aber B nicht, formal A A =3, und zeigen

dann mittels korrekter Schliisse, dass dies zu einem Widerspruch fiihrt.

Beispiel 2.1.6 (Widerspruchsbeweis). Sei .4 wieder die Aussage ,eine ganze Zahl k ist durch 9
teilbar” und B die Aussage ,eine ganze Zahl k ist durch 3 teilbar” (siehe oben).
Zu zeigen: A = B

Beweis. Wir nehmen an, dass es eine ganze Zahl k gibt, die durch 9 teilbar ist, aber nicht durch
3, also A A =B. Wenn aber k durch 9 teilbar ist, dann ist £k = m - 9 mit m € Z. Dies gilt genau
dann, wenn k£ = (3-m) - 3. Daraus folgt, dass es ein p € Z gibt (ndmlich p = 3-m) mit &k = p- 3.
Somit ist k£ durch 3 teilbar und dies ist im Widerspruch zur Annahme. Somit gilt: A = B.

Weitere wichtige Schlussregeln fiir Beweise ergeben sich aus den folgenden Eigenschaften von

»,="und ;<" (auch Transitivitat von ,=" und ,,<” genannt).

Satz 2.1.4 (Transitivitidt von ,,=” und ,,<"). Seien A, B,C Aussagen. Dann ist allgemein giiltig:

N
4
S
=
4
N

10



Beweis. Mittels Wahrheitstafeln (Ubung). O

Bemerkung 2.1.6. Dieser Satz kann (spéter) mittels vollstandiger Induktion auf eine beliebige

Anzahl an Aussagen A, ..., A,, n € N, erweitert werden.

Bemerkung 2.1.7 (Pradikatenlogik). Zum Abschluss noch ein Exkurs zur Pradikatenlogik. In
der Logik unterscheiden wir formal die Aussagenlogik von der Pradikatenlogik. Wechseln wir zur
Pradikatenlogik kommen zusétzlich noch Variablen z,y, ... und (zwei) Quantoren dazu:

J: ,es existiert”

v fiir alle”
Aussagen werden nun durch Pradikate P, Q, ... ausgedriickt. Ist z.B. P das Pradikat ,,... ist griin”
und Q das Préadikat ,,... ist stachlig”, dann entspricht der Term 3z : P(x) A Q(x) der Aussage ,es

existiert ein x, das griin und stachlig ist”.

In der Pradikatenlogik gibt es allgemein giiltige Regeln zur Verneinung der Quantoren:
-(Vz:P(x)) < 3Jx:-P(z)

—(Jz: P(x)) <« Va:-Px)

Wir sind nun bereits sehr nah an der Mengenlehre. In der Mengenlehre werden wir in der Regel
nicht mehr (wie hier) mit universellen Quantoren arbeiten, sondern mit Quantoren iber Mengen.

Diese sind wie folgt definiert. Sei M eine Menge.
Vee M :Plx) < Vr:(reM=P(x))

JreM:P(x) & Jz:(xeMAP(x))
Wichtig: Die Reihenfolge von Quantoren darf nicht vertauscht werden!

Beispiel 2.1.7 (Reihenfolge Quantoren). Die Aussage
VkeZ:ANeZ: 1<k

ist wahr, denn fiir jede ganze Zahl k € Z gibt es eine Zahl [ € Z mit [ < k. Setze z.B. [ := k oder
[ :=k — 1. Anders herum ist die Aussage

ANeZ:VkeZ: 1<k

falsch, denn es existiert keine Zahl [ € Z, die kleiner oder gleich jeder ganzen Zahl k € Z ist (Z

hat kein kleinstes Element!).

2.2 Vollstandige Induktion

FEin sehr niitzliches Beweisverfahren ist die wollstindige Induktion. Wir benutzen sie, um zu
zeigen, dass eine Aussage A(n) fiir alle n € N (oder fiir alle n € Ny) gilt. Dabei ist A(n) in der

Regel eine Gleichung, in der ein Parameter n € N vorkommt.

11



Fiir die Induktion miissen wir zwei Dinge zeigen:

1) A(1) ist wahr (Induktionsanfang)

2) A(n) = A(n + 1) ist wahr (Induktionsschritt)
Daraus folgt: A(n) ist wahr Vn € N.

Ausfiihrlicher: Schritt 2) ist der Beweis dafiir, dass, wenn A(n) wahr ist (Induktionsannahme),
A(n + 1) wahr ist (Induktionsbehauptung).

Bemerkung 2.2.1. Falls n € Ny, dann beginnen wir beim Induktionsanfang mit n = 0, also

zeigen in 1), dass A(0) wahr ist.

Es ist wichtig, bei 1) mit dem ersten nicht-trivialen Fall der Aussage zu beginnen. Dann kénnen
wir von A(1) ausgehend mit Hilfe von 2) iterativ die Wahrheit der nachfolgenden Aussagen
feststellen:

A(l)wahr = A(2)wahr = A(3)wahr =

So kénnen wir letztlich darauf schliefsen, dass die Aussage A(n) fir alle n € N gilt.

Bemerkung 2.2.2 (Wohlordnungsprinzip von N). Das Verfahren der vollstdndige Induktion
basiert auf der Tatsache, dass wir die natiirlichen Zahlen anordnen kénnen ( Wohlordnungsprinzip

von N siehe aziomatische Mengenlehre).

Bemerkung 2.2.3 (Minimum, Maximum). Insbesondere gibt es wegen des Wohlordnungsprin-

zips von N fiir jede nicht-leere endliche Teilmenge A von N ein kleinstes Element, d.h.
dk € A, sodassVn € A: k <n,

und ein grofites Element, d.h.
dg € A, sodassVn € A: g > n.

Wir nennen k das Minimum von A und g das Mazimum von A.

Wir schreiben: £ =: min A und g =: max A.
Achtung: Nicht jede Teilmenge von R enthélt ein kleinstes und grofites Element!

Bemerkung 2.2.4 (Offenes, abgeschlossenes Intervall). Seien a,b € R. Mit [a, b] C R bezeichnet
man das abgeschlossene Intervall. Es enthélt seine Randpunkte a, b. Mit |a, b[C R bezeichnet man

das offene Intervall. Es enthilt seine Randpunkte a, b nicht (siche Analysis).

Bemerkung 2.2.5 (Supremum, Infimum). Man betrachte nun das offene Intervall |0, 1[C R.
Es gilt: 0 ¢]0,1[ und 1 ¢]0,1[. In diesem Fall gibt es kein Maximum bzw. Minimum, aber alle
aufsteigenden bzw. absteigenden Folgen, die in |0, 1] liegen, néhern sich 1 bzw. 0 an. Wir nennen
1 das Supremum, sup|0,1[= 1, und 0 das Infimum, inf]0,1[= 0. Falls es ein Maximum bzw.

Minimum gibt, gilt: ,sup = max” bzw. ,inf = min” (siche Analysis).

Wir betrachten im Folgenden ein paar Beispiele zur Induktion.

12



Satz 2.2.1 (Geometrische Reihe). Sei |¢| < 1, n € Ng. Dann gilt:
n
) Y=
q 1_
-0 q

und insbesondere

[e.9]
-

k=0

Bemerkung 2.2.6 (Summenzeichen). Zunéchst ein Hinweis zur Schreibweise. ¥ ist das sog.
Summenzeichen”. Wir summieren damit iber die verschiedenen Werte von k& wie im Folgenden

angegeben:
n

qu:q0+q1+q2+.“_‘_qn—1_‘_qn.
k=0

Beispiel 2.2.1 (Summenzeichen). Betrachte ¢ = % Dann gilt:
k n
1 1 1 1 1
- Sl R T
Eq k§0(> tot gt +<2>

Beweis (von Satz 2.2.1). Wir beweisen die erste Aussage mittels vollstdndiger Induktion. Die

zweite Aussage folgt daraus mit Hilfe der Regeln fiir die Grenzwertbildung.

Induktionsanfang (n = 0):

0

0 _1_q_1_q0+1
Zq —q-l—l_ 1=
=0 q q

Die Aussage ist also fiir n = 0 wahr. Wir kénnen uns interessehalber noch n = 1 anschauen:

1

1+q 1_q 1_q2 1_q1+1
qu:qo+q1:1+qz( -9 _ _
prd l—gq l—gq l—gq

Die Aussage ist also auch fiir n = 1 wahr.

Induktionsannahme (IA): Wir nehmen an, die Aussage Y p_,¢" = % gilt fiir festes n.
Induktionsschritt (n = n+ 1):
+1
SN gt =g 1o gt (A —g) 1 g
g S < LEE g .
1—gq 1—gq 1—gq
k=0

Hier haben wir im zweiten Schritt die Induktionsannahme verwendet. Wir haben also gezeigt:
Aus A(n) wahr, folgt, A(n + 1) wahr.

Daraus folgt: Aussage 1) ist fiir alle n € Ny wahr.
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Insbesondere gilt nun im Limes n — oo :

e n+1 1 -1 n+1 1
Z ¢" = lim Z q" = lim —4 = Mhn o0 @ = .

n—00 n—oo 1 —gq 1—g¢q 1—¢q
k=0

Hier folgt die vorletzte Gleichung aus den Rechenregeln fiir Limiten (ohne Beweis verwenden
wir, dass wir den Limes in den Quotienten und die Differenz ,reinziehen” konnen). Die letzte

Gleichung folgt daraus, dass |¢| < 1, also limy, 00 ¢" 1 = lim, 0 ¢" = 0. O

Beispiel 2.2.2 (Geometrische Reihe). Betrachte ¢ = 3. Dann gilt:

i<1>k—1+1+1+1+ -
— = — — - cee — 1— .
£ \2 248 1-1

Satz 2.2.2 (Gaufische Summenformel). Fir die Summe der ersten n natirlichen Zahlen gilt die

Beweis. Mittels vollstdndiger Induktion (Ubung). O

Gaufische Summenformel:

Bemerkung 2.2.7 (Historisch). Es heifit, Gauf (1777 — 1855) habe die Summenformel in der
Grundschule entdeckt, nachdem er von seinem Lehrer aufgefordert wurde, die natiirlichen Zahlen

von 1 bis 100 zusammen zu zéhlen. Rechnung:
14+24...4994100=(14100)+ (24 99) + ... + (50 + 51) = 50 - (101) = 5050.

Satz 2.2.3 (Binomischer Lehrsatz). Seien z,y € R,n € Ny. Es gilt der Binomische Lehrsatz:

(x+y)" = i (Z) " Ryk,

k=0

(1) =a"mm

Bemerkung 2.2.8. Man kennt den binomischen Lehrsatz aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Dabei ist

Dort ist * = p die Wahrscheinlichkeit, dass ein gewisses Ereignis eintritt und y = (1 — p) die
Wahrscheinlichkeit, dass es nicht eintritt. Die Summe z 4+y =p+ 1 —p = 1 ist die Gesamtwahr-
scheinlichkeit. Beispiel (n-facher Miinzwurf): Hier ist p = 1/2 die Wahrscheinlichkeit fiir ,,Zahl”
und 1 —p = 1/2 die Wahrscheinlichkeit fiir ,Kopf”. Der Binomialkoeffizient ( ) gibt die Zahl der
Moglichkeiten an, bei denen k aus n Miinzen ,,Zahl” zeigen. 3 summiert tiber alle Moglichkeiten,

wie oft ,,Zahl” unter n Wiirfen geworfen werden kann (von k = 0 bis k = n).

Beweis (von Satz 2.2.3). Wir fithren die Induktion iiber n € Ny.
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Induktionsanfang (n = 0):

(z+y)°’=1= <8> 2%y" = ZO: (2) 20 kyk

k=0

Der Fall n = 0 ist also wahr. Wir konnen uns interessehalber noch n = 1 anschauen:

1
1 1 1
(z+y)l=a4+y= <O> aly® + (1>x0y1 = Z <k;> gl =kyk

Der Fall n =1 ist also auch wahr.

Induktionsannahme (IA): Wir nehmen nun an, die Aussage (z + )" = > _p_, (})2" "y* gilt.
Induktionsschritt (n = n + 1):
" /n
(I +y)n+1 — (SL‘ _|_y)n($ _|_y) — Z <k>xn—kyk(x+y)
k=0
_ Z <k> .TUn_kyk.’IJ + <k> xn—kyky _ <k> :L,n—f—l—kyk + <k> xn—kyk:-i-l
k=0 k=0 k=0 k=0
n n n+1 n
_ n+l1—k, k n+1-1,1
- R () ()
k=0 =1

Hier haben wir im zweiten Schritt die Induktionsannahme verwendet und im letzten Schritt die
Substitution [ := k 4+ 1 (wobei wir nun, da wir richtig substituiert haben, das [ auch wieder k

nennen konnen). Nun nutzen wir, dass fiir jedes k > 1 gilt:

n n B n! n! ~nln+1-k)+nlk
<k>+<kz—1> B Py oy (P TP R O AT}
B (n+1)! (n+1>
 (m+D) =KWK\ k)

Damit folgt:

1

n+1 —~ (n n+l—k, k < n n+l—k, k

(x+y) = L Y-+ b 1)® y
k=0

Wir haben also gezeigt: Aus A(n) wahr, folgt, A(n + 1) wahr.
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Damit ist die Aussage fiir alle n € Ny wahr.
O

Bemerkung 2.2.9 (Vollstéandige Induktion). Statt des Induktionsschrittes n = n+1, also statt
zu zeigen, dass fiir gegebenes n die Implikation A(n) = A(n+1) wahr ist, kann man auch zeigen,
dass die Implikation A(k) : K < n = A(n) wahr ist. Dies ist auch ein giiltiger Induktionschritt.

In Worten: Man zeigt, dass die Aussage, wenn sie fiir k£ < n gilt, auch fiir n gilt.

2.3 Mengenlehre

Man kann die Mengenlehre als den Rahmen oder die Sprache betrachten, in der sich die (moderne)
Mathematik begriinden und betreiben liasst. Die Mengenlehre wurde durch Cantor eingefiihrt.

Er gab 1895 die folgende Definition einer Menge:

Definition 2.3.1 (Menge). Unter eine Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von
bestimmten wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche

die Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Bemerkung 2.3.1 (Eztensionalititsprinzip). Eine Menge ist durch ihre Elemente vollstdndig

bestimmt.

Bemerkung 2.3.2 (Schreibweise). Wir schreiben:
x € M: x ist ein Element von M”
x ¢ M: x ist kein Element von M”

Bemerkung 2.3.3 (Russel’sche Antinomie). Man kann zunéchst versuchen, die Mengendefini-
tion wie folgt zu verstehen (naive Mengenlehre). Sei G die Menge aller Objekte (unserer An-

schauung oder unseres Denkens). Sei £(z) eine Eigenschaft von Objekten = aus G. Dann bildet
M={zeG&(x)}
wieder eine Menge, ndmlich die Menge aller Objekte z € G mit der Eigenschaft £(x). Man

beachte, dass auch M € G, denn G ist ja die Menge aller Objekte.

Eine solches Mengenverstiandnis fiihrt zu Widerspriichen, wie Russel gezeigt hat. Er veroffent-

lichte 1903 die sog. Russel’sche Antinomie, das ist
,die Menge aller Mengen, die sich selbst nicht enthalten”
Formal:
R = {z|z ¢ x}
Wire R € R = R ¢ R, was ein Widerspruch ist. Andersherum, falls R ¢ R = R € R, was auch

ein Widerspruch ist.

Dieses Paradoxon zeigt, dass der naive Mengenbegriff nicht widerspruchsfrei ist. Problem ist,
dass er von einer fertigen Gesamtheit von Mengen ausgeht. Tatséchlich brauchen wir einen sol-

chen Mengenbegriff in der Mathematik nicht. Es reicht, Mengen aus Elementen zu bilden, die
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bereits gegeben sind. Dies kann man stufenweise tun, z.B. 1. Stufe: (), 2. Stufe: (), {0}, 3. Stufe:
0,{0},{{0}} ... (siehe aziomatische Mengenlehre).

Beginnen wir mit gegebenen Objekten x, konnen wir eine Menge M durchaus iiber ihre Eigen-

schaften E(x) definieren und erhalten damit einen direkt Zusammenhang zu den Aussagen.
Beispiel 2.3.1. Sei A die Aussage ,.... ist eine Quadratzahl”, dann ist die zugehorige Menge
A={reNA(x)} ={z €eNjz =k* k€ N} = {1,4,9,16, ...}

Bemerkung 2.3.4. Bei Mengen kommt es weder auf die Reihenfolge der Elemente an noch

darauf, ob Elemente mehrfach aufgezahlt werden. So sind die folgenden Mengen ein- und dieselbe:
{1,2,3} ={3,1,2} = {1,2,2,3}.

Mengen konnen auch selbst wieder Mengen enthalten, wie z.B. die Menge M = {1,{1},{2,3}}.
Dabei sind 1 und {1} verschieden.

Beispiel 2.3.2. Bekannte Mengen sind:

e () oder {}: die leere Menge (sie beinhaltet kein Element)

N ={1,2,3,...}: die Menge der natiirlichen Zahlen

Z=A..,-2,—-1,0,1,2,...}: die Menge der ganzen Zahlen

Q= {%‘p € ZNq € Z\{0}}: die Menge der rationalen Zahlen

R : die Menge der reellen Zahlen

C={z+ iy‘x € R Ay € R}: die Menge der komplexen Zahlen
Im Folgenden seien A, B jeweils Mengen.

Definition 2.3.2 (Gleichheit von Mengen). Zwei Mengen A und B sind gleich, wenn sie dieselben
Elemente enthalten:
A=B & Vr:zeAexeB

Definition 2.3.3 (Teilmenge). A ist eine Teilmenge von B, wenn alle Elemente, die in A ent-

halten sind, auch in B enthalten sind:
ACB & Vrx:zxecA=zxz€eB

Wir nennen eine Menge A C B eine echte Teilmenge von B, wenn B Elemente enthélt, die in A
nicht vorkommen (A # B). Wir schreiben dann A C B oder explizit A C B.

Bemerkung 2.3.5. Insbesondere gilt fiir jede Menge B: () C B, B C B.
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Satz 2.3.1. Fiir Mengen A, B,C gilt:
a) ACBABCA < A=8B

b) ACBABCC = ACC

Beweis. Zu a):

ACBABCA & (Vz:xeA=zeB)ANNVr:zeB=uzcA)
& Ve:(reA=zreB)N(zxeB=zcA)
& Ve:(xe AsxeB)
& A=D

Zu b): Analog. O

Definition 2.3.4 (Potenzmenge). Als Potenzmenge P(A) bezeichnen wir die Menge aller Teil-

mengen von A,

P(A) = {M|M C A}.

Beispiel 2.3.3. Sei A = {1,2,4}.

P(A> = P({lv 2, 4}) = {@, {1}7 {2}7 {4}7 {17 2}7 {17 4}7 {27 4}7 {17 2, 4}}

Definition 2.3.5 (Differenz). Die Differenz B \ A der Mengen B und A ist die Menge aller

Elemente, die in B, aber nicht in A liegen:
B\A={zlre BNz ¢ A} ={x € Blx ¢ A}.

Ist A eine Teilmenge von B, dann nennen wir B \ A das Komplement von A in B. Ist B eine
nicht eigens zu spezifizierende Grundmenge (im Allgemeinen 2 genannt), dann schreiben wir fiir

das Komplement A°€.
Beispiel 2.3.4. Seien B = {1,3,5} und A = {1,5}, dann ist B\ A = {3}.

Definition 2.3.6 (Schnitt). Der Schnitt der Mengen A und B ist die Menge aller Elemente, die
in A und B liegen:
ANB={zlr€e ANz € B} ={x € Alx € B}.

Ist AN B =0, so nennen wir A und B disjunkt.

Beispiel 2.3.5. Seien A = {1,2}, B = {2,7,8} und C = {7,8,9}.
Dann ist ANB={2},BNC ={7,8} und ANC =0, also A und C disjunkt.

Definition 2.3.7 (Vereinigung). Die Vereinigung der Mengen A und B ist die Menge aller

Elemente, die in A oder B liegen:
AUB = {z|lxr € AVx € B}.
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Satz 2.3.2 (Rechenregeln fiir N und U). Seien A, B Mengen. Fir N und U gelten Kommutativ-,

Assoziativ- und Distributivgesetze sowie die De-Morgan-Regeln
(ANB)=A°UB° und (AUB)°=A°NB".

Beweis. Dies folgt aus den entsprechenden Rechenregeln fiir A und Vv (Ubung). O

Bemerkung 2.3.6 (Notation). Wir koénnen die Definitionen von N und U auf endlich und
sogar abzdhlbar unendlich viele — mehr zu diesen Begriffen spiter — Mengen ausdehnen. Seien
Ay, As, ..., A, Mengen, n € N. Dann ist:

n

ﬁAi:AlﬂAgﬂ...ﬁAn und ﬁAn:nh_)I?gOmAl
=1 n=1 =1

LTLJAZ':AlLJAQU...UAn und GAn:hm LnJAl
n=1 i=1

) n—00 |
=1

Beispiel 2.3.6. Man betrachte reelle Intervalle A,,, B,, C R (auch Intervalle sind Mengen, nam-
lich Teilmengen von R). Seien a,b € R,a < b, und n € N. Sei A,, =]a — 1/n,b+ 1/n[. Dann

ist .
ﬂAn:lim ﬂ]a—1b+1[:[ab].
m—oo n’ n ’
neN n=1

Sei weiter B, = [a+ 1/n,b — 1/n]. Dann ist

o 1 1
U B, :n}gnoo U [a—l—n,b— n] =la, b.
neN n=1

Definition 2.3.8 (Kartesisches Produkt). Als kartesisches Produkt nicht-leerer Mengen Ay, ..., A,
bezeichnen wir die Menge aller Folgen der Lénge n, sog. n-Tupel (a1, .., a,), mit a; € Ay, a2 € As,
ey Gy € Ay

Ay X Ag X ... X Ay ={(a1,a2,...,an)|a; € A; Vi=1,..,n}.

Ist Aj = AVi=1,...,n so schreiben wir A” := A x A x .... x A (n-mal).

Bemerkung 2.3.7. Bei n-Tupeln kommt es im Unterschied zu Mengen auf die Reihenfolge der

Eintrage an. So ist
(1,2,3) # (2,1,3) aber {1,2,3} ={2,1,3}.

Bemerkung 2.3.8 (Reelle Folgen). Man kann die Definition des kart. Produkts auf abzihlbar
unendlich viele Mengen Ay, k € N, ausdehnen. So ist z.B. RY die Menge aller reellen Folgen
(a1, a2,...) mit a € R fur alle k € N.

Bemerkung 2.3.9 (Historisch). Wir nennen das kartesische Produkt ,kartesisch” in Erinnerung

an Descartes, der erkannt hat, dass man die Punkte der euklidischen Ebene durch Zahlenpaare
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(2-Tupel) darstellen kann und die Ebene als kart. Produkt
R? =R x R = {(z,y)|z,y € R}.

Analog kann man die Punkte des 3-dim. euklidischen Raums als 3-Tupel darstellen und den
3-dim. Raum als kart. Produkt

R? =R xR xR = {(z,y, 2)|z,y, 2 € R}.

Bemerkung 2.3.10 (Paar). Ein 2-Tupel (-,-) nennt man auch ein Paar. Paare kénnen auch
direkt iiber (Mengen von) Mengen definiert werden. Seien A, B Mengen. Sei A x B = {(a,b) :
a € A, b€ B}. Dann definieren wir

(a,0) := {{a},{a,b}}.
Damit ist (a,b) C P(AU B) bzw. (a,b) € P(P(AU B)). Explizit:
Ax B:={xe€P(P(AUB))|z = {{a},{a,b}} mit a € A,b € B}.

Achtung: Es gibt keine analoge Definition fiir n-Tupel mit n > 3!

Definition 2.3.9 (Endliche Menge). Eine Menge A heifit endlich, wenn sie nur endlich viele
Elemente enthélt. Wir bezeichnen die Anzahl der Elemente mit |A|.

Beispiel 2.3.7. Sei A ={1,2,4,7,9}. Dann ist |A| = 5.

Bemerkung 2.3.11 (Méichtigkeit). Spéter betrachten wir auch unendliche Mengen wie N, Q
und R. Dann verallgemeinert sich der Ausdruck ,,Anzahl der Elemente” auf den Begriff der
»Méchtigkeit”. Auch fiir ihn schreiben wir |A]|.

Satz 2.3.3. Seien Aq,..., A, endliche Mengen. Dann gilt:
‘Al X A2 X An| = ‘A1| . |A2| et |An|

Beweis. Wir suchen die Anzahl an n-Tupeln (a1, ...,a,) mit a; € A; Vi = 1,...,n. Dabei gibt es
|A1| Moglichkeiten a; zu wahlen. Fiir jede dieser |A;| Moglichkeiten gibt es |Aa| Moglichkeiten
ay zu wahlen, fir jede dieser |A;] - |Aa| Moglichkeiten gibt es |As| Moglichkeiten ag zu wihlen

usw. Damit erhdlt man genau die oben stehende Produktregel. O

Satz 2.3.4. Seien A, B und C endliche Mengen. Dann gilt:
a) [AUB|=|A[+|B|-[ANB,

b) |AUBUC|=|A|+|B|+|C|—-|AnB|—-|ANC|—|BNC|+|]ANnBNC|.
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Seien Ay, ..., Ap,n € N, endliche Mengen. Dann gilt das sog. Inklusions-Exklusions-Prinzip:

OAi = > N4
=1

I: i€l
0AIC{1,...n}

¢)

Beispiel 2.3.8 (Zu c¢)). Sei n = 7. Dann sind mégliche Indexmengen jeweils Teilmengen von
(1,2,3,..,6,7}, z.B. I, = {2,5), I = {1,2,4,6,7} und I3 = {3}.

In diesem Fall ist [I1| = 2, [I2] = 5 sowie |I3] = 1. Weiter ist (), Ai = A2 N A5 und
Nier, Ai = A1 N A2 N A5 N Ag N A7 und (;cp, Ai = As.

Beweis. Zu a) Anschaulich: Wenn wir alle Elemente aus A und aus B zusammenzihlen, zéhlen
wir genau die Elemente doppelt, die in A N B enthalten sind. Die miissen wir wieder abziehen,

wenn wir die Anzahl an Elementen bestimmen wollen, die in A U B enthalten sind.

Formal: Fiir zwei endliche Mengen A und B gilt: AUB = (A\ B)U(ANB)U(B\ A), wobei
A\ B,AN B und B\ A disjunkte Mengen sind. Das heifst:

|JAUB|=|A\B|+|ANB|+|B\A4|

Weiter sind A\ B und AN B disjunkt und (A\ B)U(ANB)=A,dh. |A\ B|+|[ANB| = |A]
und analog fir B, d.h. |B| = |B\ A| + |AN B|. Es folgt:

|AUB| = |A|+|B| —|AN B].

Falls A, B disjunkt, dann ist AN B = () und || = 0. Folglich ist dann: |A U B| = |A| + |B.

Zu b): Die Aussage b) folgt direkt aus a) und den Rechengesetzen:

|[AUBUC|

|[AUB|+|C|—|(AUuB)NC|
|A|+ |B|—|ANB|+|C] - (ANnC)U (BN Q)|
|A|+|B|+|C|—|ANnB|—-|ANnC|—|BNC|+|AnBNC|.

Zu c): Wir beweisen nun mittels vollstandiger Induktion, dass sich die Relation auf beliebige,
ja sogar abzahlbar unendliche Vereinigungen von Mengen ausgeweitet werden kann.

Wir fiihren die Induktion iiber n € N und beginnen mit dem Induktionsanfang n = 1. Fiir
n =1 gilt: |U,_; 4i| = |A1| = (=1)'"!|N,~; Ai|. Das stimmt also.

Wir betrachten nun den Induktionsschritt von n auf n + 1 unter der Induktionsannahme,

dass die Relation fiir n stimmt.
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J 4

+ [Ans1| — ‘( U Ai) N Ant1

€{1,...,n+1} i€{1,...,n} i€{1,...,n}
= U A|+14al-| U @ind
i€{1,...,n} i€{l,...,n}
= Y IO A+ Al - Y DY (450 Ann)
I: iel J: jeJ
0AIC{i,...n} 0£JC{1,.n}
e ()fh’%_(_l)un+1ﬂl N 4
0A£IC{1,...n+1} iel i=n+1
n+1¢1
+ Z (_1)|Ju{n+1}\—1 ﬂ Aj
(/J;éJgi{]i,. ) JE(JU{n+1})

- X e

I:
0£IC{1,..n+1}

(]fhy

icl

Hier haben wir im dritten Schritt die Induktionsannahme gleich doppelt verwendet. Im letzten
Schritt haben wir erkannt, dass der erste der drei verbleibenden Terme iiber alle Indexmengen [
summiert, die n + 1 nicht enthalten, der letzte {iber alle, die n + 1 und mindestens ein weiteres
1 € I enthalten, wahrend der mittlere Term genau den noch fehlenden Term darstellt, der nur

tiber die einelementige Indexmenge I = {n + 1} ,summiert”. O]

2.4 Relationen

Definition 2.4.1 (Relation). Seien X,Y Mengen, R C X x Y. Das Tripel R := (X, Y, R) heift

(zweistellige) Relation zwischen (Elementen von) X und (Elementen von) Y. Formal:
x~y & (x,y) €R.

Statt (X,Y, R) schreiben wir auch (X,Y,~). Falls Y = X, spricht man von einer Relation auf
X. In dem Fall schreibt man (X, ~) statt (X, X, ~).

Beispiel 2.4.1. R; = (R,<), R2 = (R,>) und R3 = (R,=) sind Relationen auf R. Die
zugehorigen Mengen sind Ry = {(z,9) € R?|z < y}, R = {(z,y) € R x Rlz > y} und
Rs = {(z,y) € R x Rjz = y}.

Eine wichtige Art von Relationen sind Aquivalenzrelationen.
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Definition 2.4.2 (Aquivalenzrelation). Eine Relation (X, ~) heift Aquivalenzrelation, wenn gilt:

1) Vee X: xz~x (reflexiv)
2) Ve,ye X: z~y<y~ax (symmetrisch)
3) Ve,y,z€ X x~yAy~z=x~2z (transitiv)

Die Aquivalenzrelation ist eine Abschwiichung der Gleichheitsrelation. Insbesondere ist die Gleich-

heitsrelation selbst eine Aquivalenzrelation, wie der folgende Satz zeigt.
Satz 2.4.1. (X, =) ist eine Aquivalenzrelation.
Beweis. Alle drei Bedingungen sind erfiillt:

1) VeeX: zxz=x (reflexiv)

2) Ve,ye X: z=y<y=uz (symmetrisch)
3) Ve,y,z€ X x=yAy=z=x=2z (transitiv)

Wir betrachten ein weiteres wichtiges Beispiel.

Satz 2.4.2. Seien x,y € Z und m € N. Die Relation (Z,~) mit
e~y & omi(z-y)
ist eine Aquivalenzrelation. Hier steht m|(x —vy) fiir ,m teilt (x — y)”.

Beweis. Wir priifen die drei Bedingungen:

1) Vx €Z:m|(x —x) < m|0undm|0 ist wahr (reflexiv)
2) Ve,y€Z:ml(x—y) < m|(—1)(z—y) < m|(y —x) (symmetrisch)
3) Vx,y,z€Z:ml(x—y) Am|(y —2) = m|((x —y) + (y — 2)) & m|(x — z) (transitiv)

Begriindung fiir ,,=” in 3): Weil m|(x —y), 3k € Z mit (z —y) = k-m und weil m|(y —=z), A € Z
mit (y —z) =1-m. Es folgt: (xt —y)+ (y—2) =k-m+1-m = (k+1)-m. Folglich 3p € Z,
namlich p := k + 1, mit (z —y) + (y — 2) = p - m und somit m|((z —y) + (y — 2)). O

Die im letzten Satz gezeigte Relation ist bekannt als Kongruenz modulo.

Definition 2.4.3 (Kongruenz modulo). Seien z,y € Z und m € N. Die Relation
r=ymodm & ml|(z—y)

heifst Kongruenz modulo. Wir sagen ,,x kongruent y modulo m”.

Beispiel 2.4.2. Esist 7=2 mod 5 und 7= —2 mod 3.
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Der Begriff der Aquivalenzrelation bringt mit sich den Begriff der Aquivalenzklasse.

Definition 2.4.4 (Aquivalenzklasse). Sei (X, ~) eine Aquivalenzrelation und a € X. Die Menge
la] :={z € X|z ~a}

heiftt Aquivalenzklasse von a.

Bemerkung 2.4.1 (Reprisentant der Aquivalenzklasse). Es reicht also, fiir jede Menge zu-
einander dquivalenter Elemente (i.e. fiir jede Aquivalenzklasse) einen einzigen Repriisentanten a
anzugeben. (Hitte man etwa die Aquivalenzklassen ,Hund” und ,Katze”, so wiirde je ein einzelner
Hund bzw. eine einzelne Katze reichen, um die entsprechende Klasse zu spezifizieren bzw. zu

représentieren).
Beispiel 2.4.3. Betrachte (X, =). Die Aquivalenzklasse von a € X ist gegeben durch [a] = {a}.

Beispiel 2.4.4. Seien a,b € Z, m € N. Betrachte (Z, ~) mit a ~ b < m|(a — b). In dem Fall ist

die Aquivalenzklasse zu a gegeben durch

[a] = {z€Zm|(z—a)}={2€Z|Fk€Z :z2—a=k-m}
= {2€Z|3k€eZ:z=a+k-m}

Hier ist
mZ:={k-mlk € Z} ={...,—2m, —m,0,m,2m, ...}

die Menge aller ganzzahligen Vielfachen von m. Weil Vk € Z : [a] = [a + k - m] , gibt es nur m

(paarweise) verschiedene Aquivalenzklassen:
[0], [1], [2], ..y [ — 1].

Man bezeichnet diese Klassen auch als ,Restklassen” (denn die Zahlen einer Klasse liefern bei

Division durch m denselben Rest!) und schreibt fiir ihre Menge:

Lo = {01, [, [2ms oves [0 — L}

Hat man einmal festgelegt, dass man auf Z,, rechnet, kann man die eckigen Klammern auch

wieder weglassen und schreibt dann wieder 1 statt [1] oder [1],,.

Bemerkung 2.4.2 (Quotientenraum). Z,, definiert einen sog. Quotientenraum,
Ly =: Z/ M.

Satz 2.4.3. Sei (X,~) eine Aquivalenzrelation und a,b € X. Dann ist entweder [a] = [b] (falls
a~b)oderlalN[b] =0 (falls a = b).
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Beweis. Es gibt nur zwei mogliche Fille, entweder a ~ b oder a ~ b.

1. Fall: Sei a ~ b. Fiir jedes x € [a] gilt: # ~ a und a ~ b, also x ~ b wegen Transitivitét.
Damit ist z € [b], also [a] C [b]. Analog folgt, mit a ~ b < b ~ a (Symmetrie), dass [b] C [a] und
damit [a] = [b].

2. Fall: Sei a »~ b. Angenommen [a] N [b] # 0. Dann 3z € X mit = € [a] N [b]. Also z ~ a und
x ~ b. Wegen Symmetrie auch a ~ x. Aus a ~ z und z ~ b folgt mit Transitivitdt: a ~ b. Dies

ist ein Widerspruch, folglich muss [a] N [b] = 0 gelten. O

Definition 2.4.5 (Umkehrrelation). Sei R = (X,Y,R) eine Relation. Das Tripel R~} :=
(Y, X, R~") mit
R™ ={(yx) €Y x X|(z,y) € R}

heilt Umkehrrelation.

Bemerkung 2.4.3 (Existenz der Umbkehrrelation). Die Umkehrrelation ist selbst wieder eine
Relation. Im Unterschied zur Umkehrfunktion existiert die Umkehrrelation immer (R~! beinhal-

tet ja einfach die Paare mit ,vertauschten” Eintrédgen.)

Beispiel 2.4.5. Sei X ={1,2,3} und Y ={1,2,3,4,5} und R = (X,Y, R) mit

R = {(17 5)7 (2,3), (2, 4)7 (27 5>}

Dann ist die Umkehrrelation gegeben durch R~ = (Y, X, R~!) mit

R =1{(5,1),(3,2),(4,2), (5,2)}.

Man kann sich bildlich z.B. vorstellen, X sei eine Menge von Personen und Y eine Menge von
Eissorten und (z,y) € R besagt ,x mag Eissorte y”. Dann gibt es zwei Eissorten, die von nie-
manden gemocht werden (1 und 2) und eine Person (3), die kein Eis mag. Dazu gibt es natiirlich
eine Umkehrrelation R~ und (y,z) € R~! besagt, dass ,,y von x gemocht wird”. (Man beachte:
Im Unterschied zu Funktionen beschreiben R und R~! keine eindeutigen Abbildungen, z.B. wird
2 € X von R auf 3,4,5 € Y abgebildet und 5 € Y von R~! auf 1,2 € X.)

2.5 Abbildungen (Funktionen)

Definition 2.5.1 (Abbildung/Funktion). Wir nennen eine Relation f = (X, Y, R) eine Abbildung

oder Funktion genau dann, wenn gilt:
VeeX 3 yeY:(z,y) €R

Hier bedeutet 3!: ,es existiert genau ein”. Wir nennen y den Funktionswert von f and der Stelle
x und schreiben y = f(x). Statt f = (X, Y, R) schreiben wir f : X — Y. Wir nennen X den
Definitionsbereich, Y den Wertebereich und R = Gy den Graph von f.
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Definition 2.5.2 (Bild, Urbild). Sei f : X — Y eine Abbildung, A C X, B C Y. Die Menge
fA) ={f(x)lz e Ay ={yeY|Fz € A: f(z) =y}
heifst Bild von A unter f. Die Menge
f7UB)={zeX|f(x)e B} ={re X[FyeB: f(x) =y}

heifst Urbild von B unter f.
Bemerkung 2.5.1. Insbesondere ist demnach f(A) CY und f~1(B) C X.

Beispiel 2.5.1 (Bild, Urbild). Betrachte f : R — R, f(z) = 2% Seien A = [~1,1] C R und
B =[1,4] CR. Dann ist f(A) = [0, 1] das Bild von A und f~(B) = [-2,-1] U [1,2] das Urbild

von B unter f.

Definition 2.5.3 (Verkettung). Seien f: X — Y und g : Y — Z Abbildungen. Dann heifst die
Abbildung X — Z, 2 — g(f(z)) Verkettung von g und f. Wir schreiben dafiir g o f.

Satz 2.5.1 (Assoziativgesetz). Seien f: W — X, g: X — Y, h:Y — Z Funktionen. Dann gilt:
(hog)of=ho(gof)
und dies ist eine Abbildung von W nach Z.

Beweis. Wiederholte Anwendung der Definition (Ubung). O

Beispiel 2.5.2 (Verkettung). Sei f : R = R, f(z) =22 +2und g : R — R, g(z) = 3z — 5.
Dann ist:
gof:R=R, (g0f)(z)=g(f(2)) =3 +2) —5=32" +1

Weiter gilt:
fog:R—=R, (fog)(x)=f(g9(z)) = Bz—5)2+2=9z%—30x+27

Achtung: Auch wenn X =Y = Z ist, soist i. A. fog # go f (also o i. A. nicht kommutativ)!

Definition 2.5.4 (Injektivitat, Surjektivitit, Bijektivitat). Sei f : X — Y eine Abbildung. f
heifst

o injektiv & Ve, o' € X 1 x #2' = f(x) # f(2)

(oder dquivalent als Kontraposition: f injektiv < f(x) = f(2') = x = 2/)
o surjektiv < Vy € Y : 3z € X mit y = f(x) (oder kurz: f(X) =Y
o bijektiv < f injektiv und surjektiv

Bemerkung 2.5.2. Wir nennen eine bijektive Abbildung auch eine 1:1-Abbildung.
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Beispiel 2.5.3 (Injektivitiit, Surjektivitit, Bijektivitit). Die Funktion f: R — R}, z +— x? ist
nicht injektiv, denn f(1) = f(—1) (genauer: fir x = 1,2/ = —1 gilt: « # 2/, aber f(z) = f(2/),
also f nicht injektiv), aber f surjektiv, denn Vy € ]R(T : 3z € R mit 22 = y, némlich = VY
(und die Wurzel ist wohldefiniert, weil y € R7).

Wir fiihren noch drei spezielle Funktionen ein.

Definition 2.5.5 (Identitét, Einbettung, Einschrankung). Sei X eine Menge. Die Abbildung
dy: X=X, z—o=z

heifst Identitdt. Sei A C X. Die Abbildung
ia: A—X, z—oux

heifst Finbettung (Inklusion) von A in X. Sei Y eine Menge, f : X — Y eine Funktion. Die
Abbildung
fla: A=Y, z— f(x)

heift Einschridnkung (Restriktion) von f auf A.
Bemerkung 2.5.3. Insbesondere ist demnach i4 = idx|4.

Beispiel 2.5.4 (Einschriinkung). Man betrachte wieder die Funktion f : R — R{", 2 — 2%, Diese
Funktion ist nicht injektiv, aber die Einschrankung f |Ra- : ]Rar — Rg & — x? ist injektiv und

surjekiv, also bijektiv.

Satz 2.5.2. Seien f: X =Y und g:Y — Z Abbildungen. Dann gilt:

1) go f injektiv. = f injektiv
2) go f surjektiv = g surjektiv

Beweis.

1) g o f injektiv. Aus f(x) = f(2') folgt g(f(z)) = g(f(2')), weil g eine Funktion. Daraus
folgt, weil g o f injektiv, dass z = /. Wir haben also gezeigt: f(x) = f(2') = = = a/, also f
injektiv.

2) g o f surjektiv. Es gilt g(Y) C Z, weil g : Y — Z. Noch z. zg.: Z C g(Y). Weil go f
surjektiv, ist (g o f)(X) = g(f(X)) = Z. Aber f(X) C Y und damit g(f(X)) C g(Y), weil g
Funktion, also Z C ¢g(Y). Aus g(Y) C Z und Z C ¢g(Y) folgt Z = g(Y), also g surjektiv. O

Definition 2.5.6 (Umkehrfunktion). Eine Abbildung g : Y — X heifit Umkehrabbildung oder
Umkehrfunktion von f: X — Y genau dann, wenn gilt:

1) gof=idx, dh g(f(zx))=2 VreX
und 2) fog=idy, dh. f(g(y) =y VyeY
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Wir schreiben dann: g =: f~1.
Beispiel 2.5.5. Betrachte f : R — R, f(z) = 3z + 5. Fiir die Umkehrfunktion f~! muss gelten
fo f~! =idy, also:

JU ) =y =3 s =y = ) =

Wir iiberpriifen, ob f~! das notwendige Kriterium f~! o f = idx erfiillt:

flx)—5 3x+5-5
3 N 3 N

U f(x) = z, alsof lof=idx
Satz 2.5.3 (Umkehrfunktion). Falls die Umkehrfunktion f~' existiert, so ist sie eindeutig und
bijektiv. Auch f ist in dem Fall bijektiv.

Beweis. Bijektivitit von f, f~1:

Weil idy bijektiv = f~! o f bijektiv = f injektiv, f~! surjektiv.

Weil idy bijektiv = f o f~! bijektiv = f~! injektiv, f surjektiv.

= f, 7! bijektiv

Eindeutigkeit von f~!:
Seien f] 11y - X und fy 1Y — X zwei verschiedene Umkehrfunktionen zu f. Dann gilt fiir
jedes x € X:

@)=z A fH(f@) ==

Weil f surjektiv, d.h. f(X) =Y, existiert fiir jedes y € Y ein ¢ € X mit y = f(z). Also ist
ffl(y) = f{l(y) fiir jedes y € Y (wére f nicht surjektiv, konnte es y € Y geben, auf denen ffl
und fy ! nicht tibereinstimmen). Folglich f;~ - fo L O

Satz 2.5.4 (Eigenschaften von f=1). Seien f: X =Y und g:Y — Z Funktionen. Es gilt:

1) fbijektiv < f besitzt eine Umkehrfunktion
2) fbijektiv = £~ bijektiv und (f 1)t = f
3) f,gbijektiv = g o fbijektiv und (go f)™' = flog™?
Beweis.
1) ,,<” wurde bereits gezeigt (siehe Satz 2.5.3). ,=": Weil f surjektiv ist, existiert Vy € Y

ein z € X mit f(x) =y, und weil f injektiv ist, ist dieses = sogar eindeutig (denn fiir z, 2’ € X

mit f(z) =y und f(2') =y folgt, wegen f(z) = f(2'), dass x = '), also:
VyeYdze X: f(x)=y.

Aber dies definiert genau eine Funktion f=1:Y — X, f~!(y) := 2. Dies ist die Umkehrfunktion,
denn sie erfiillt: f(f~!(y)) =y fiir alle y € Y und f~1(f(x)) = z fiir alle z € X.
Anschaulich: Im Fall einer bijektiven Funktion f : X — Y, dargestellt durch Pfeile von

X nach Y, endet bei jedem Element in Y genau ein Pfeil. Dreht man diesen Pfeil um, so
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endet bei jedem Element in X genau ein Pfeil. Dies ist die (wieder bijektive) Umkehrabbildung
(Umkehrfunktion).

2) Dass f~! existiert, folgt aus 1). Daraus folgt, dass f~! bijektiv ist (siehe Satz 2.5.3). Wir
erhalten auferdem aus Satz 2.5.3, dass f~! eindeutig ist. Daraus folgt, dass (f~!)~! = f (denn
f ist ja nach Definition der Umkehrfunktion bereits Umkehrfunktion zu f~1).

3) Aus der Definition der Umkehrfunktion und der Assoziativitdt der Verkettung (siehe Satz
2.5.1) folgt:

(fTtogolgof)=f"olg 7 og)of=f"oidyof=f"of=idx.
Anders herum gilt:
(gof)o(fteg)=go(fofHog=goidyog '=gog ' =ids

f~1og™ ! ist also Umkehrfunktion von g o f und weil sie existiert, ist sie auch eindeutig und
bijektiv und g o f ist auch bijektiv (siehe Satz 2.5.3). O

2.6 Unendliche Mengen

Definition 2.6.1 (Gleichméchtigkeit). Eine Menge M heillt gleichmdchtig zu einer anderen
Menge N genau dann, wenn eine bijektive Abbildung ¢ : M — N existiert. Wir schreiben dann:

[M] = |NI.

Wir kénnen nun den Begriff der endlichen Menge prazisieren und den Begriff der unendlichen

Menge einfiihren:

Definition 2.6.2 (Endliche, abziéhlbar und iiberabzihlbar unendliche Mengen). Sei M eine
nicht-leere Menge und n € N. Dann gilt:

1) [0]=0

2) M hat n Elemente (d.h. [M|=n) < 3¢ : {1,...,n} — M bijektiv

3) M heifst endlich < 3n € N mit |M| = n (sonst heift M unendlich)

4) M heilt abzihlbar unendlich < M gleichméchtig zu N (d.h. |M| = |N])
)

5) M heiflt uberabzahlbar unendlich < M nicht endlich und M nicht abzahlbar unendlich

Bemerkung 2.6.1 (N bzw. Ny). Sei M gleichméchtig zu N. Ist |M| = |N|, so ist |[M| = |Np|,
denn weil ¢ : M — N bijektiv und ¢’ : N — Ny, n — n — 1 bijektiv, so ist auch ¢’ o ¢ : M — Ny
bijektiv. In dem Fall:

|M] = [N| = [No|.

Bemerkung 2.6.2. Fiir endliche Mengen gilt: Wenn M C N und |M| = | N|, dann folgt M = N.

Achtung: Dies gilt nicht fiir (abzdhlbar oder tiberabzéhlbar) unendliche Mengen!
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Beispiel 2.6.1. Betrachte N und 3N = {n € Njn = 3k, k € N} = {3,6,9,12,..}. Dann gilt:
3N C N und |3N| = |N| (denn es existiert ¢ : N — 3N, n — 3n bijektiv), aber 3N # N,

Satz 2.6.1. N,Z und Q sind abzdhlbar unendlich.

Beweis.
e N ist trivialer Weise abzdhlbar (unendlich), denn ¢ = idy : N — N, n — n ist bijektiv.
e 7 ist abzéhlbar (unendlich), denn es existiert eine bijektive Abbildung

¢’:N0—>Z:n—>1_(_1)4(2n+1).

Damit werden die ganzen Zahlen anschaulich wie folgt ,abgezahlt”™

1 213 415 6
+1|-1|+2|-2]|+3 |3

e Dass Q abzihlbar (unendlich) ist, folgt aus einer dhnlichen Uberlegung wie im Fall von
7. sowie einer besonderen ,Abzéhlung”. Diese Abzéhlung ist bekannt als Cantors erstes

Diagonalargument. Sie geht wie folgt:

N =
W=
N

[\CI1\)
[SV][ )

[[eV]

=W $— o
NN N Y
N

c = R

Zur Abzihlung aller rationalen Zahlen Q werden die nicht vollstéandig gekiirzten Briiche
iibersprungen, die 0 wird hinzugefiigt und nach jeder positiven rationalen Zahl wird die

entsprechend negative rationale Zahl eingefiigt. Damit ergibt sich:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10| 11 |12 | 13 | 14

1 1
-3 JFZ _

+
—_
|
—_
+
N[
|
N[
+
[\]
o
+
w
co
+
=
=
+
ol
ol

Die Menge der Primzahlen P ist eine weitere bekannte Menge, die abzahlbar unendlich ist.

Definition 2.6.3 (Primzahl). p ist Primzahl . p e Np>2undVa e N:alp=a=1Va =0p.
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Satz 2.6.2. Die Menge der Primzahlen P ist abzihlbar unendlich, d.h. |P| = |N]|.

Beweis. Einerseits gilt: P C N (echte Teilmenge), d.h. |[P| < |N|. Andererseits gilt: Es gibt un-
endlich viele Primzahlen (Beweis von Euklid, siehe Ubung). Daraus folgt: |P| = |N|. Insbesondere
konnen wir die Primzahlen P als Teilmenge von N der Grofe nach anordnen (siehe Bem. 2.2.2
zum Wohlordnungsprinzip von N) mit p; < p2 < p3 < ... . Damit konnen wir die Primzahlen
,abzahlen”, d.h. 3 ¢ bijektiv: N = P, 7 — p;. O

Tatséachlich gibt es aber auch Mengen, die tiberabzédhlbar unendlich sind. Welche Mengen sind

iiberabzéahlbar unendlich? Wie kann man das zeigen?
Satz 2.6.3. Die Menge der reellen Zahlen R ist tiberabzihlbar unendlich, d.h. |R| > |N|.
Beweis. Cantors zweites Diagonalargument (Ubung). O

Bemerkung 2.6.3 (X, Kontinuumshypothese). Cantor zeigt also: |R| > |NJ.
Wir bezeichen die Méchtigkeit von unendlichen Mengen mit dem hebréischen Buchstaben ,,Aleph”.

Fiir die kleinste solche Menge schreiben wir: |N| = Ry.

Wie grof ist |R|? Ist |R| = Ny, also die nédchstgrofere Menge? Diese These nennt man die
Kontinuumshypothese. Sie stammt von Cantor selbst. Oder gibt es dazwischen noch etwas, also
eine Menge M, deren Méchtigkeit zwischen der von N und R liegt: |N| < |M| < |R|?

Godel beweist 1938: Die Kontinuumshypothese lasst sich auf Basis der axiomatischen Mengen-
lehre nicht widerlegen. Cohen zeigt 1960: Die Kontinuumshypothese ldsst sich auf Basis der axio-
matischen Mengenlehre nicht beweisen. Dies ist ein Beispiel fiir die Giiltigkeit der Godelschen

Unvollstéandigkeitssétze.

Satz 2.6.4. Die Mdchtigkeit von R ist gleich der Mdchtigkeit der Menge der 0-1-Folgen. Insbe-

sondere ist die Menge der 0-1-Folgen also auch tberabzdhlbar unendlich.

Beweis. Man zeigt Gleichméchtigkeit, indem man zeigt, dass es eine 1:1-Abbildung zwischen
beiden Mengen gibt. Dazu wechselt man von der Darstellung reller Zahlen im Dezimalsystem
zur Darstellung reeller Zahlen im Binérsystem. Jedes r € (0, 1) lasst sich im Bindrsystem in der
Form 0, dydads.... mit dj, € {0, 1} fiir alle k € N schreiben. Explizit:

- 1 1 1 1
= 2_k = - = - = <= c— + .
r ;dk dy-5+dy- o +ds 8+d4 T
Eine im Binérsystem dargestellte Zahl ist z. B. 0,00101100001.... So kann man jede reelle Zahl
r € (0,1) mit einer 0-1-Folge identifizieren (und dieses Argument erweitert sich auf ganz R, denn
fir r ¢ (0,1) kommen zu der unendlichen 0-1-Folge nur endlich viele Folgeglieder hinzu). Es gibt
also eine 1:1-Abbildung zwischen R und der Menge der 0-1-Folgen. Ul

Bemerkung 2.6.4 (Exkurs zum Binédrsystem). Betrachten wir zuerst N. Heutzutage werden

natiirliche Zahlen n € N im Dezimalsystem dargestellt, d.h. in der Form ¢,,...c3cocico mit ¢; €

31



{0,...,9} fiir alle 0 < ¢ < m (hier ist ¢; die Ziffer der Zahl an der i-ten Stelle). Der Wert der Zahl

ist in dem Fall
m

n:Zci-loi

=0
mit m € N, ¢; € {0, ...,9}.
Dieselben Zahlen konnen im Binérsystem dargestellt werden in der Form d;...dsdod1dy mit
dy, € {0,1} fiir alle 0 < k <. Der Wert der Zahl ist in dem Fall

1
n:deQk
k=0

mit [ € N, dj, € {0,1}. Im Vergleich ergibt sich fiir die Zahlen:

Dezimalsystem | 0 | 1 | 2 | 3 4 5 6
Binéarsystem | 0| 1| 10 | 11 | 100 | 101 | 110

Im Unterschied zu natiirlichen Zahlen gehen bei reellen Zahlen in der obigen Darstellung als
Summe auch negativen Indizes ein, wobei die Summe bei rationalen Zahlen nach endlich vielen
(negativen) Gliedern abbricht oder sich wiederholt (z. B. ist # im Binérsystem 0,0011). Fiir

irrationale Zahlen bricht die Summe nie ab und wiederholt sich nie. D.h. allgemein fiir r € R(‘)F:

m

mit n € N oder n — oo.
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3 Gruppen, Ringe, Korper

3.1 Gruppen

Definition 3.1.1 (Verkniipfung). Sei M eine Menge. Eine Verkniipfung o auf M ist eine Abbil-
dung o: M x M — M, (a,b) — aob.

Bemerkung 3.1.1. Verkniipfungen sind etwa die Addition ,,+” und Multiplikation ,,-” auf N.

Achtung: Die Subtraktion ,,~” und Division ,,;” sind keine Verkniipfungen auf N!

Definition 3.1.2 (Gruppe). Eine Menge G mit einer Verkniipfung o heifst Gruppe (G, o) genau

dann, wenn gilt:
1) Va,b,ce G: (aob)oc=ao(boc) (,Assoziativgesetz”)
2) Jee G,sodass Va € G:aoe=eoa=a (,Existenz eines neutralen Elements”)
3)Va € GIa~' € G:aoca'=a'loa=e (,Existenz eines inversen Elements zu a”)
(G, 0) heikt abelsche oder kommutative Gruppe, wenn zusétzlich gilt:
4)Va,be G:aob=boa (,Kommutativgesetz”)

Bemerkung 3.1.2. Tatsidchlich geniigt in dieser Definition die Existenz eines rechtsneutralen

und rechtsinversen Elements (oder analog eines linksneutralen und linksinversen Elements):
2’) Jde € G, sodass Ya € G :aoe=a (,Existenz eines rechtsneutralen Elements”)
3)VacGIa~' €G:aoa"! =e (,Existenz eines rechtsinversen Elements”)

Beispiel 3.1.1.

o (Z,+),(Q,+),(R,+) sind abelsche Gruppen. Neutrales Element ist jeweils e = 0 und

inverses Element zu a ist —a. Dagegen ist (N, 4) keine Gruppe (# inverses Element).

e (Q\ {0},),(R\ {0},-) sind abelsche Gruppen. Neutrales Element ist jeweils e = 1 und

inverses Element zu a ist 2. Dagegen ist (Z \ {0},-) keine Gruppe (# inverses Element).

o (Z™ 4),(Q" +),(R™ +) mit der komponentenweise definierten Addition
(al, ey an) + (bl, ey bn) = (a1 + b1,y an + bn)

sind abelsche Gruppen. Neutrales Element ist e = (0,...,0) und inverses Element zu

(a1y .oy @p) ist (—ag, ..., —ay).

Satz 3.1.1 (Eindeutigkeit e und a='). Das neutrale Element e einer Gruppe ist, sofern es

existiert, eindeutig. Ebenso ist das inverse Element a™' zu a, sofern es existiert, eindeutig.

Beweis. Angenommen e und e’ sind neutrale Elemente. Dann gilt: eoe’ = ¢’ oe = € (weil e

neutrales Element) und ¢’ o e = e o ¢’ = e (weil €’ neutrales Element). Folglich: e = ¢’.
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el a”* inverses Element zu a. Angenommen a'~ - ist weiteres inverses Element zu a. Dann

S 1 El t A =1 st weit El t D

gilt: aoa’~! = /7! o a = e. Damit folgt (unter Verwendung der Gruppenaxiome):
al=aloe=ato(aod™)=(a"toa)od P =cod =d"

O

Definition 3.1.3 (Permutationsgruppe). Sei M = {1,...,n}. Man nennt die Menge der bijekti-
ven Abbildungen auf M, ie. S, := {¢ : M — M bijektiv}, zusammen mit der Funktionsverket-
tung o die Permutationsgruppe. Die bijektiven Abbildungen ¢ : {1,...,n} — {1,....,n},i — ¢(7)

nennt man Permutationen.
Bemerkung 3.1.3. Die Permutationsgruppe erfiillt die Gruppenaxiome (Ubung).

Satz 3.1.2. Fir die Mdchtigkeit von S, gilt:
|Sp| = nl!

Beweis. Es gibt insgesamt n Moglichkeiten, welchen Wert ¢(1) annehmen kann, mal (n — 1)

Méglichkeiten, welchen Wert ¢(2) annehmen kann, usw. O

Bemerkung 3.1.4. Fiir eine gegebene Permutation 7 : {1,...,n} — {1,...,n},i — m(¢) schreiben
wir:
{ 1 2 3 .. n }
©(1) w(2) w(3) .. w(n)
Tatséchlich reicht es zur Spezifikation einer Permutation auch aus, nur die untere Reihe dieser

Klammer in Form eines n-Tupels anzugeben, also (7w(1),7(2),...,m(n)).

Beispiel 3.1.2 (Nicht-kommutative Gruppe). Seien p : {1,...,5} — {1,...,5},i — p(i) und
o:4{1,...,5} = {1,...,5},j — o(j) Permutationen mit

{1 2 3 4 5} {1 2 3 4 5}
: , o
P 31 2 45 5 1 4 3 2

Dann sind p oo und o o p Permutationen mit

{1 2 3 4 5} {1 2 3 4 5}
poo: , ogop:
5 3 4 2 1 4 5 1 3 2

Insbesondere ist also p o o # o o p, d.h. die Permutationsgruppe ist nicht kommutativ!

Satz 3.1.3.

1) Sei m € N. (Zy,,+) mit der Verkniipfung [a]m + [b]m = [a + b]m ist eine kommutative
Gruppe mit m FElementen.

2) Seip Primzahl. (Z,\{[0]p},-) mit der Verkniipfung [a]p - [b], = [a-b], ist eine kommutative
Gruppe mit p — 1 Elementen.
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Bewess.

Zu 1): Zp, = {[0]m; [1]m; -y [m — 1] }, d.h. Zyy, hat m Elemente. Dabei ist [a],, = a+m-Z =
{a+m-k|k € Z}.
Zuerst zeigen wir, dass [a]my, + [b]m = [a + ], tatséchlich wieder auf Z,, abbildet, d. h. dass
+ : Zyy X Ly — L. Dies sieht man wie folgt: [a],, = [a + km]y, Yk € Z und [b], = [b+ Im]pm,
VIl € Z. Um auf Z,, abzubilden, muss gelten, dass [a + bl,, = [a + km + b+ Im],,, Vk,l € Z. Dies
ist tatséchlich der Fall, denn [a + b, = [a + km + b+ lm],, < m| ‘ (a+km+b+im—(a+0)) <

m|(km -+ lm) und letztere ist eine wahre Aussage.

Nachweis der Gruppeneigenschaften:

Assoziativitat:

([a]m + [blm) + [clm = [a+blm + [cln = [(@+b) + c|m = [a+ (b+ )]m
= [a]m + [b+ cm = [alm + ([B]m + [c]m)

Neutrales Element: [0],
[0 + [a]m = [0+ alm = [a]lm = [a + O] = [a]m + [0]m

Inverses Element: [—a,

Kommutativitat:
[alm + [blm = [a + b]m = [b+ alm = [blm + [a]m

Zu 2): Weitgehend analog. Man muss sich allerdings genau tiberlegen, wie das inverse Element
aussieht (Ubung).
O

Bemerkung 3.1.5. Im folgenden Beispiel schreiben wir @ := [a},,, wobei a € {0,1,...,m — 1}
und [al]y, € Zy, .

Beispiel 3.1.3. Verkniipfungstafel von (Z4, +).

+(0]1]2]3
00123
1(1(2(3]0
2121301
3(13/0[1]2

Definition 3.1.4 (Homomorphismus, Isomorphismus, Automorphismus). Seien (G, o) und (H, *)
Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H heilt
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1) Homomorphismus genau dann, wenn Va,b € G : ¢(a o b) = ¢(a) * ¢(b),

2) Isomorphismus genau dann, wenn ¢ Homomorphismus und ¢ bijektiv ist. In dem Fall
nennen wir (G, o) und (H,*) isomorphe Gruppen.

3) Ist ¢ : G — G ein Isomorphismus einer Gruppe G auf sich selbst, dann nennen wir ¢ einen

Automorphismus.

Beispiel 3.1.4. (R,+) und (R*,-) sind isomorph, denn es existiert eine bijektive Abbildung
¢:R— R a— e mit
$la+b) = e =" = ¢(a) - 4(b)

fiir alle a,b € R.

Beispiel 3.1.5. (Z4,+) und (Zs5\{0}, ) sind isomorph, denn es existiert eine bijektive Abbildung
¢ (Za,+) = (Zs\{0},"), [kla = [2"]s mit ke {0,1,2,3},

welche die Gleichung ¢([k]4 + [l]a) = &([k]a) - &([l]4) fiir alle k,1 € {0, 1,2, 3} erfiillt.

Bemerkung 3.1.6 (Isomorphismus). Man bezeichnet zwei isomorphe Strukturen S und S’

(Gruppen, spéter auch Korper, Vektorraume etc.) als ,strukturgleich” und schreibt: S = 5"

Bemerkung 3.1.7 (Automorphismus). Jede Struktur S hat einen trivialen Automorphismus,
die Identitét id : * — x. Vorwegnahme: Tatséchlich gibt es auf den Kérpern @Q und R nur den
trivialen Automorphismus, erst auf C gibt es einen nichttrivialen Automorphismus, ndmlich die

komplexe Konjugation z = x + iy — z = = — 1y.

3.2 Ringe

Definition 3.2.1 (Ring). Sei R eine Menge mit zwei Verkniipfungen:
) +:BxR—R, (ab)—a+b (Addition”)
i) -:RxR—R, (ab)—a-b (,Multiplikation”)
(R, +,-) heift Ring genau dann, wenn gilt:
1) (R,+) ist eine kommutative Gruppe
2) Die Multiplikation ,,-” ist assoziativ (oder dquivalent: (R, -) ist ,Halbgruppe”), d.h. es gilt
Va,b,ce R:(a-b)-c=a-(b-c)
3) Es gelten die Distributivgesetze, d.h.
Va,bce R:(a+b)-c=(a-¢)+(b-¢) und c-(a+b)=(c-a)+ (c-b)
(R, +, ) heilt kommutativer Ring, wenn zusétzlich gilt:
4) Ya,be R:a-b=b-a

Bemerkung 3.2.1 (Nullelement, inverses Element). Das neutrale Element der Addition nennen
wir Nullelement und schreiben 0. Fiir das inverse Element der Addition zu a schreiben wir —a.

Damit kénnen wir die Subtraktion definieren als a — b := a + (—b).

Achtung: Die Division kommt erst spéter auf Kérpern!
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Bemerkung 3.2.2. Statt (a-c)+ (b-c) schreiben wir kurz a-c+b-c oder ac+bc. Dabei bedeutet

unsere Schreibweise: ,Punkt vor Strich” und ,,kein Zeichen gleich Punkt”.

Definition 3.2.2 (Einselement). Sei (R, +,-) ein Ring. Ein neutrales Element der Multiplikation
e € R heifit Finselement. Statt e schreiben wir in dem Fall 1 und dann gilt Va € R:

Bemerkung 3.2.3 (Eindeutigkeit). Falls ein Einselement existiert, so ist es eindeutig (Beweis

dazu ist analog zum neutralen Element bei Gruppen, siehe Satz 3.1.1).

Definition 3.2.3 (Nullteilerfrei). Sei (R, +,-) ein Ring. Wir nennen R nullteilerfrei genau dann,
wenn Va,b € R gilt:
a-b=0=a=0VvVb=0

Beispiel 3.2.1.

e (Z,+,-) ist ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit Einselement.

o (mZ,+,-) mit m > 2, m € N ist ein kommutativer, nullteilerfreier Ring ohne Einselement.

(N, +,-) ist kein Ring (Erinnerung: (N, +) ist ja bereits keine Gruppe mangels inversen

Elements!)

(Q,+,-) und (R, +,-) sind kommutative, nullteilerfreie Ringe mit Einselement und es sind

sogar Korper (mehr dazu spéter)!

Ein Beispiel fiir einen kommutativen Ring mit Einselement, der nicht nullteilerfrei ist, ist

der Quotientenraum (Z,,, +, -) mit m > 2 und m keine Primzahl

Satz 3.2.1. (Zy,, +, ) mit m > 2 ist ein kommutativer Ring mit Einselement. Er ist nullteilerfrei

genau dann, wenn m eine Primzahl ist.

Beweis. (Zy,+) ist kommutative Gruppe (siehe Satz 3.1.3). Das Nullelement ist [0],,.
(Z, ) ist Halbgruppe, d.h. die Multiplikation ist assoziativ. Sie ist auch kommutativ und
die Distributivgesetze gelten (siehe Satz 3.1.3 bzw. Ubung). Das Einselement ist [1],,,.

1. Fall: Angenommen m ist keine Primzahl. Dann da,b € Z,a,b > 2 mit m = a - b. Daraus
folgt:
[alm - [b]m = [a - b]m = [M]m = [O]m.

Wiére nun (Zy,, +,-) nullteilerfrei, dann miiste aus dieser Bedingung folgen, dass [a],, = [0]m
oder [b], = [0]s,. Dies ist aber nicht der Fall. Tatséchlich gilt: [a],, # [0]s,, denn m teilt nicht a,
und [b]y, # [0]m, denn m teilt nicht b. (Zy,, +, -) ist also nicht nullteilerfrei.

2. Fall: Angenommen m ist eine Primzahl. Es gilt [a]m, - [b]m = [0]m genau dann, wenn

[a - by, = [0]m, und dies gilt genau dann, wenn m|(a - b). Daraus folgt, weil m Primzahl ist (siche

Ubung): m|a V m|b. Dies ist genau dann der Fall, wenn a oder b (oder beide) Vielfache von m
sind, wenn also [a]m, = [0]m V [b]m = [0]m. (Zm, +, ) ist also nullteilerfrei.

O
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Satz 3.2.2 (Rechenregeln). Sei (R, +, ) ein Ring, a,b,c € R, dann gelten folgende Rechenregeln:
1) 0ca=a-0=0
2) —(a-b)=(-a)-b=a-(-b)
3) (=a)-(=b)=a-b
4)

Fualls ein Einselement 1 € R existiert:
—a=(-1)-a=1-(—a)
5) Falls R nullteilerfrei ist:
(c#0ANa-c=b-¢c)=a=b und (c#0Ac-a=c-b)=a=b

Aus Rechenregel 5) folgt insbesondere, dass man wie gewohnt beidseitig kiirzen kann.

Beweis. Zu 1): Sei a € R. Aus dem Distributivgesetz und der Tatsache, dass 0 das neutrale
Element der Addition ist, folgt:

0-a+0-a = (040)-a=0-a
0-a+0 = 0-a
= 0-a =0 und analog a -0 = 0.
Zu 2): Seien a,b € R. Aus dem Distributivgesetz und der Tatsache, dass —a das inverse

Element der Addition zu a ist, folgt:

a-b+(—a)-b = (a+(-a))-b=0-b=0
a-b+(=(a-b) = 0

= —(a-b) = (—a) - b und fiir die zweite Gleichung analog.

Zu 3) - 5): Ubung.

3.3 Korper

Definition 3.3.1 (Koérper). (K, +,-) heift Koérper genau dann, wenn gilt:
1) (K,+,-) ist ein Ring
2) (K \ {0}, ) ist eine kommutative Gruppe

Fiir das neutrale Element der Multiplikation schreiben wie 1. Fiir das inverse Element der

Multiplikation zu a schreiben wir é oder a~!'. Damit konnen wir die Division definieren als

%::a-%:a-b_l.
Beispiel 3.3.1.

e (Q,+,") ist ein Korper (,der Korper der rationalen Zahlen”)
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e (R, +,-) ist ein Korper (,der Korper der reellen Zahlen”)
e (Z,+,-) ist kein Kérper, denn (Z\ {0}, ) ist keine Gruppe (3 inverses Element)

Bemerkung 3.3.1. In Kérpern gelten die uns gewohnten Rechenregeln der Addition, Subtrak-
tion, Multiplikation und Division!

Insbesondere gelten demnach auf Koérpern Sétze bzw. konnen Beweise gefiihrt werden, wie
wir sie etwa bereits im Kapitel zur vollstandigen Induktion kennengelernt haben (z.B. Beweis
der geometrische Reihe > 32, ¢* = 1—iq fir |¢| <1, ¢ € R).

Bemerkung 3.3.2 (Gauloisfeld). Jeder Korper hat mindestens 2 Elemente, das neutrale Ele-
ment der Addition ,0” und das neutrale Element der Multiplikation ,,1”. Wir bezeichnen den

Korper, der aus genau diesen zwei Elementen besteht, als Gauloisfeld GF'(2) = {0, 1}.
Auch die komplexen Zahlen C bilden einen Kérper.

Bemerkung 3.3.3 (Komplexe Zahlen). Historisch sind die komplexen Zahlen entstanden als

2

Antwort auf die Frage, wie man Gleichungen der Form x* = —1 I6sen soll. Dieses Problem

wurde bereits im 8. Jhd. von Al-Chwarizmi benannt. Eingefiithrt wurden die komplexen Zah-
len im 16. Jhd. von Cardano. Erstmals mit der imaginéren Zahl i gerechnet hat FEuler (1748).
Cauchy entwickelte die komplexe Analysis (Integration und Differentiation im Komplexen), auch
Funktionentheorie genannt (1814). Der Begriff , komplexe Zahl” stammt von Gaufs (1831).

Die komplexen Zahlen C bilden einen Korper, wenn man sie als R? mit den entsprechenden

Verkniipfungen der Addition und Multiplikation auffasst.

Definition 3.3.2 (Korper der komplexen Zahlen). Eine komplexe Zahl z ist ein Paar z = (x,y)
reeller Zahlen z,y € R. Die Menge C = {(z,y)|z,y € R} = R? mit den Verkniipfungen

+ (R R* 5 R% (21,51) + (22,92) := (z1 + 22, y1 + ¥2)
‘R2 X R? 5 R (w1,u1) - (v2,92) = (1 -T2 — Y1 - Y2, 21 - Y2 + T2 - Y1)

wird als Kérper der komplexen Zahlen bezeichnet.
Bemerkung 3.3.4. (C,+,) erfiillt die Kérperaxiome (Ubung).
Definition 3.3.3 (Imaginire Einheit). Wir definieren die imagindre Einheit i := (0,1).

Bemerkung 3.3.5. Seien z,y € R. Mit Hilfe der imagindren Einheit und den oben definierten

Vorschriften der Addition und Multiplikation kénnen wir wie folgt rechnen:
i-i=(0,1)-(0,1) = (-1,0),

((L‘,O) + i(y,O) - (1‘,0) + (07 1) : (y70) - (x70) + (Ovy) = (wvy)'

Damit kommen wir zu der iiblichen Schreibweise fiir die komplexen Zahlen:
C={x +iy|z,y € R}
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Demnach ist z € C genau dann, wenn z := x + iy mit x,y € R. Dabei nennen wir « den Real-
und y den Imaginarteil. Die reellen Zahlen sind demnach diejenigen komplexen Zahlen, deren
Imaginérteil y = 0 ist. In dieser Schreibweise ist i-i = —1 und wenn wir dies beriicksichtigen,

konnen wir bei der Addition und Multiplikation jetzt wie folgt ,rechnen”
21 4 20 = (1 +iy1) + (w2 +iy2) = (w1 + 22) +i(y1 + y2),

212z = (21 +iy1) - (w2 +1iy2) = (w1 - 22 —y1 - y2) +i(z1 - y2 + y1 - 22).

Definition 3.3.4 (Real- und Imaginérteil, Betrag, komplex konjugierte Zahl). Sei z = z+iy € C.

Wir setzen:
1) Rez:=z (,Realteil von 27)
2) Imz:=y (,Jmaginérteil von 2”)
3) |2 := /22 + 4% (,Betrag von 2”)
4) z:=x —1iy (komplex konjugierte Zahl”)

Bemerkung 3.3.6 (Polardarstellung der komplexen Zahlen). Geometrisch kann man die kom-
plexen Zahlen als Vektoren in der Zahlenebene R? auffassen, wobei auf der ,z-Achse” der Realteil
von z, auf der ,y-Achse” der Imaginérteil von z angetragen wird (die ,,y-Achse” tragt demnach
die imaginére Einheit 7).

Die Lénge des Vektors ist gegeben durch den Betrag r := |z| = \/m und der Win-
kel, unter dem der Vektor angetragen wird, durch ¢ := arctany/xz. Daraus ergibt sich die sog.

Polardarstellung der komplexen Zahlen mit Polarkoordinaten r und ¢:
z=x+iy=rcos¢+irsing = re'.
Hier haben wir im letzten Schritt die Eulersche Formel
e'? = cos ¢ + isin ¢

verwendet (Beweis iiber Reihenentwicklung von cos, sin und exp, siche Analysis).
Wir kénnen nun noch einige wichtige Gleichungen herleiten.

Satz 3.3.1. Seien z1, 29,2 € C. Dann gilt:

1) Zi+zm=a+2
2) Z ;=712
3) |zl=Vz-Zz
4) a1 22| =zl |2
Beweis.
Zu 1):
21+ 20 = (o1 +iay) + (x2 +iy2) = (w1 +22) +i(y1 +y2) = (w1 + 22) —i(y1 +y2)

= (x1—iy1) + (z2 —iy2) =21 + 22
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Zu 2):

z1-22 = (z1+iy1) - (2 +iy2) = (21 -T2 — Y1 - y2) +i(21 - y2 +y1 - 22)
= (z1-z2—y1-y2) —i(z1-y2 +y1 - 22) = 21 (22 — dy2) — w1 (22 — iy2)

= (r1—iy1) (w2 —iy2) =21 - 22

Zu 3):
Ve z=/(x+iy) (z—iy) = Va2 +y2 = |z]
Zu 4):
2120 = (@1 @2 —y1-y2) FilTroy2 +yn - @2)| = V(2122 — Y1 y2)2 + (T Y2 + Y1 - 22)?

= V(@) + (1 y2)? + (@1 92)? + (h-a2)? = \/x% (23 +y3) + ot (23 +3)

= @ +y) @+ = vl =al =

Wir kommen nochmal zuriick zu Koérpern im Allgemeinen.
Satz 3.3.2. Jeder Kérper ist ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit 1 als Finselement.
Beweis. Wir zeigen nacheinander jede der genannten Eigenschaften:
e kommutativer Ring”: Weil (K \ {0}, ) eine kommutative Gruppe ist, gilt
Va,be K\{0}:a-b=b-a
und weil (K, +,-) Ring, gilt Va € K : 0-a = a -0 (siche Aussage 1) von Satz 3.2.2)
= (K, +,-) kommutativer Ring

e .1 ist Einselement”: Weil (K \ {0}, ) eine kommutative Gruppe ist, gilt weiter
Vae K\{0}:a-1=1-a=a

und 0-1 =1-0 = 0 (sieche wieder Aussage 1) von Satz 3.2.2) = (K, +,-) ist Ring mit 1 als
Einselement
e nullteilerfrei” Seien a,b € K. Seia-b=0.%Z.zg.:a=0Vb=0.
Wir machen eine Fallunterscheidung. 1. Fall: a = 0 = fertig
2.Fal a#0=b=1-b=(a"'-a)-b=a"t-(a-b)=0

Hier folgt der letzte Schritt daraus, dass a-b = 0.
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Bemerkung 3.3.7 (Quaternionenschiefkorper). Lésst man die Bedingung der Kommutativitét
der Multiplikation weg, erhélt man statt eines Korpers einen sog. Schiefkdrper. In einem Schief-
korper gibt es also Elemente a,b mit a - b # b - a. Ein Beispiel dafiir bildet der Schiefkérper der

Quaternionen HI.

42



4 Vektorraume und lineare Abbildungen

4.1 Vektorraume

Definition 4.1.1 (Vektorraum). Sei K ein Korper. Eine Menge V' mit zwei Verkniipfungen
i) +:VxV-=V, (vyw)—v+w  (Vektoraddition”)
i) - KxV-=V, (Mv)—=Xwv (,skalare Multiplikation”)

heifst Vektorraum iiber K oder K-Vektorraum genau dann, wenn gilt:
1) (V,+) ist eine kommutative Gruppe

2) VA€ K und v,w € V:
A(v+w)=A- v+ w

3) Vi pue K,veV:
A+p)-v=Xv+p-v

4) VA pe K,veV:
(A-p)-v=X(u-v)

5) YveV:

l-v=w
Die Elemente von V heifflen Vektoren, die Elemente von K heifsen Skalare.

Bemerkung 4.1.1. Statt vom K-Vektorraum (V,+, -) sprechen wir kurz vom K-Vektorraum V'
und wissen, was gemeint ist. Meist gilt: K = R oder K = C. (Wenn wir wissen, welcher Korper

K gemeint ist, lassen wir den Bezug auf K manchmal auch ganz weg).

Bemerkung 4.1.2. Ohne die letzte Bedingung in der Vektorraumdefinition (Bedingung 5),
wonach 1-v = v) wiirde ,A-v = 0 fiir alle A € K und alle v € V” alle anderen Forderungen

erfiillen und das ist nicht, was wir wollen. Wir brauchen also auch die letzte Bedingung.

Satz 4.1.1. Sei K ein Korper, n € N. Seien v := (v1,...,0p),w := (w1, ..., w,) € K"\ € K.
Dann ist K™ mait

1) (U1, ey Un) + (W1, ooy wy) = (V1 + W1y ooy Uy + W)

i) A (V1,0 tp) == (A 01,00, A - 0p)

ein K-Vektorraum.

Beweis.

Zul): (K™, +) ist kommutative Gruppe, weil (K, +) kommutative Gruppe. Neutrales Element
ist der Nullvektor 0 := (0,...,0). Inverses Element zu (vy,...,v,) € K" ist: (—vy,..., —vy,). Hier
wie im Folgenden schreiben wir der Einfachheit halber 0 statt 0 (es sei denn, wir wollen explizit

betonen, dass es sich um einen Vektor handelt).
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Zu 2):

Av+w) = M(v, .o, vp) + (W1, oy wy)) = AMvr + w1y ey Uy + Wh)
(A(vr +w1), e, M + wy)) = (Av1 + Awi, ...y Aoy, + Awy,)

(AV1, oy Avp) + (AW, ooy Adwy) = M(v1, ooy vp) + NMwi, ooy wy)

Hier haben wir im zweiten und vorletzten Schritt die Definition der Vektoraddition, im drit-
ten und letzten Schritt die Definition der skalaren Multiplikation und im vierten Schritt das

Distributivgesetz auf K verwendet.

Zu 3) — 5): Analog. O
Bemerkung 4.1.3. Insbesondere ist demnach jeder Korper K selbst ein K-Vektorraum.
Beispiel 4.1.1.

e R ist R-Vektorraum, C ist C-Vektorraum

o C = {(z,y)|r,y € R} = R? mit dem darauf fiir komplexe Zahlen definierten ,+” und ,,-”
(siehe Def. 3.3.2) ist R-Vektorraum

o R™ ist R-Vektorraum, C™ ist C-Vektorraum

Bemerkung 4.1.4 (Euklidische Geometrie). Im Fall eines euklidischen Vektorraums R™ (z.B.
der euklid. Ebene R? oder des euklid. Raums R3) kommt zu der Vektorraumstruktur, die wie
bislang kennengelernt haben, noch ein Skalarprodukt (i.e. eine Vorschrift zur Multiplikation von

Vektoren) hinzu. Erst dadurch kénnen wir Winkel und Léngen von Vektoren messen.
Auch Mengen von Funktionen oder Folgen kénnen Vektorrdume sein.
Satz 4.1.2. Sei M eine nicht-leere Menge und V' ein K-Vektorraum, A € K. Die Menge aller

Abbildungen Abb(M, V) :={f: M — V} von M nach V mit
)ftg: M=V, (f+9)(z):= f(x)+g(z)
i) Af: M=V, (A)(x):=Af(x)
ist ein K -Vektorraum.
Beweis.
Zu 1): (Abb(M,V),+) ist Gruppe. Dabei ist die Nullfunktion fo : M — V| fo(z) = 0 das
neutrale Element und das inverse Element zu f ist —f : M — V,z — — f(x).

Zu 2): Analog zu oben (siehe Satz 4.1.1).
Zu 3):

(A )@) = A+ f(x) = Af(2) + pf(z) = (A)(@) + (wf)(@) = (Af + pf)(2)
= A+ f=A+nf

Hier haben wir im ersten und dritten Schritt die Definition der skalaren Multiplikation und im

zweiten die Aussage 3) der Vektorraumdefinition von V' benutzt.
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Zu 4) und 5): Analog. O

Beispiel 4.1.2 (Vektorrdume).

e Die Menge aller reellwertigen Funktionen auf R, i.e. die Menge Abb(R,R), ist ein R-

Vektorraum. Man nennt ihn auch den reellen Funktionenraum.
e Analog ist der kompleze Funktionenraum Abb(C,C) ein C-Vektorraum.

e Sei K ein Korper. Seien n,m € N. Die Menge aller Abbildungen von K™ nach K™, i.e. die
Menge Abb(K"™, K™) = {f: K™ — K™}, ist ein K-Vektorraum.

Allgemein schreiben wir: f: K™ — K™ (21, ....,xn) = (f1(T1, ', Tn), ooy (X1, 0y ).
Sei z.B. K = R. Fiir n = 3,m = 2 liegen z.B. die folgenden Funktionen in Abb(R3, R?):
g:R3 = R2 (z,y,2) = (22 + %22 — z) oder h: R3 = R2 (z,y,2) = (z,7 +y).

e Die Menge aller reellen Folgen Abb(N,R) := {(an)nen = (a1, ag, ...)|a, € RVn € N} mit
+ ¢ (@n)nen + (bn)nen := (an + bp)nen und
“t A (an)nen == (A ap)nen
ist ein R-Vektorraum.

e Analog bilden die komplexen Folgen Abb(N, C) einen C-Vektorraum.

e Die Menge aller reellen Polynome vom Grad kleiner oder gleich n,

n
P, = {P(a:) = Zakxk =ag+ a1z + asx® + ... + anz|ar € RY0 < k < n},
k=0

bildet einen R-Vektorraum.

Satz 4.1.3 (Rechenregeln). Sei V' ein K-Vektorraum. Dann gilt:

)YweV: 0-v=0
2)VAeK: A-0=0
JIVAeK,veV: Xv=0=A=0Vv=0
HhYoeV: (-1)-v=-v
Beweis.

Zu 1): Sei v € V.. Wegen Aussage 3) der Vektorraumdefinition und der Tatsache, dass 0 das

neutrale Element der Vektorraumaddition ist, gilt:

0O-v4+0-v
0O-v+0

Folglich ist 0-v = 0.

0+0)-v=0-v
0-v
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Zu 2): Sei A € K. Wegen Aussage 2) der Vektorraumdefinition und der Tatsache, dass 0 das

neutrale Element der Vektorraumaddition ist, gilt:

A-0+A-0 = A-(0+0)=A-0
A0+0 = A-0

Folglich ist A -0 = 0.
Zu 3): Sei A+ v = 0. Wir machen eine Fallunterscheidung. Falls A = 0, dann sind wir fertig.

Falls A # 0, dann existiert ein inverses Element % € K (denn K ist Korper) mit % A =1und

1 1
vzl'v:<)\')\>-vz)\-()\-v)20

Hier haben wir im ersten und dritten Schritt Aussage 5) und 4) der Vektorraumdefinition ver-

damit:

wendet und im letzten Schritt, dass nach Annahme A - v = 0.

Zu 4): Analog. O

4.2 Lineare Abbildungen

Definition 4.2.1 (Lineare Abbildung, Hom(V, W), Isomorphie). Seien V und W K-Vektorraume.
Eine Abbildung f : V. — W heifit lineare Abbildung oder Vektorraumhomomorphismus genau
dann, wenn gilt:

1) YuvoeV: f(ut+v)=f(u)+ f(v)

2) YAeK: f(\)=Af(v).

Fiir die Menge der linearen Abbildungen f von V nach W schreiben wir:

Hom(V,W) :={f : V — W|f linear}.

Alternativ bezeichnet man die Menge Hom(V, W) auch als £L(V, W).

Ist f zusétzlich bijektiv, dann heift f : V. — W Vektorraumisomorphismus. In dem Fall sagen

wir, V und W sind isomorph.

Bemerkung 4.2.1. Man kann die beiden Bedingungen fiir Linearitdt (1 und 2 in Def. 4.2.1)

auch zusammenfassen als eine Bedingung, die besagt, dass f linear ist genau dann, wenn:
VAe KVNu,veV: f(Au+v)=Af(u)+ f(v).

Beispiel 4.2.1.

o f:R = R,z 22 ist nicht linear, denn fiir alle z, 2’ # 0 :

flz+a)=(x+2) =2+ 222" + 2 # 22 + 27 = f(z) + f(2)).
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e h:R?2 = R3 (z,y) — (z+vy,y, ) ist linear, denn Yu := (x,y),v := (2,y) € R?:

h(du+v) = h(Xz,y) + (@', 9)) = h((Az, Ay) + (2, 9))
= h(Az+2', My +9)
= e+ + X y+y, y+y e+ 2)
= Az + My, \y, ) + (2 +9 .y, 2)
= Mx+y,y,2)+ @ +v,v,2") = Mu(z,y) + h(2',y') = Mn(u) + h(v)

Bemerkung 4.2.2 (Operatoren). Im Fall von unendlichdimensionalen Vektorrdumen spricht

man bei linearen Abbildungen auch von Operatoren (siehe z.B. Quantenmechanik).

Es gibt einen Spezialfall linearer Abbildungen, ndmlich den Fall W = K (siehe Def. 4.2.1), also
die Menge der linearen Abbildungen von V nach K: Hom(V,K) = L(V, K). Wie nennt man
lineare Abbildungen in dem Fall?

Definition 4.2.2 (Linearform, Dualraum). Sei V' ein K-Vektorraum und f : V' — K eine lineare
Abbildung. In diesem Fall nennt man f Linearform, 1-Form oder lineares Funktional auf V. Die

Menge aller Linearformen auf V' bezeichnet man mit V*. Man nennt V* den Dualraum von V.

Bemerkung 4.2.3. Hom(V, W) ist mit der auf der Menge Abb(V, W) definierten Addition und
skalaren Multiplikation ebenfalls ein K-Vektorraum. Insbesondere sind also fiir f, g € Hom(V, W)
und A € K auch

f+g: V=W und Af:V W

lineare Abbildungen.

Bemerkung 4.2.4 (Linearitdt). Seien V und W K-Vektorrdume. Sei f : V' — W eine lineare
Abbildung. Seien vy, ...,v, € V und Ay, ..., A, € K. Dann gilt:

f(g)\ﬂh-) = g)\if(vi)

und
£(0) = 0.

Die erste Aussage folgt unmittelbar aus der Definition einer linearen Abbildung, die zweite Aus-

sage daraus, dass nach Definition:

f(0) = f(0-0) =0-f(0) =0.

Satz 4.2.1. Seien U,V und W K-Vektorrdume. Seien f : V — W und g : U — V lineare
Abbildungen. Dann ist die Funktionsverkettung fog:U — W auch eine lineare Abbildung.

Beweis. Ubung. O
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Bemerkung 4.2.5. Wir werden bald beweisen, dass sich jede lineare Abbildung f : K™ — K™
durch eine m x n Matrix A € K™*™ darstellen 1aft, d.h. A = (aij)izl ,m, Mit a;; € K bzw.

j=1,m
ausgeschrieben
all a9 . Q1p
a1 a9 e Q92p
A:
Aml Am2 -« Qmn

Die Matrix A wirkt auf Vektoren x = (x1,...,2,) € K™ und bildet sie ab auf Vektoren y =
(Y1, e, Ym) € K™ gemifs der Vorschrift y = Az. Die Analyse der Matrizen werden wir brauchen,

um lineare Gleichungssysteme zu 16sen.

Definition 4.2.3 (Lineares Gleichungssystem). Sei z = (21, ...,x,) € K™,y = (Y1, .-, Ym) € K™.

Ein lineares Gleichungssystem ist ein Gleichungssystem der folgenden Form:

a11r1 + @122 + ... + 1Ty = Y1
as1r1 + G292 + ... + ATy, = Y2
Am1T1 + am2Z2 + ... + ATy, = Ym

Man nennt das Gleichungssystem homogen, falls y = 0, und inhomogen, falls y # 0.

Bemerkung 4.2.6 (n-Tupel, Zeilen- und Spaltenvektoren). Bislang haben wir Vektoren v € K™
nur als n-Tupel kennengelernt:
v = (v1,v2,...,0p) € K"

Spéater werden wir Vektoren auch als spezielle Form von Matrizen auffassen und unterscheiden

dann zwischen Zeilenvektoren (Linearformen) der Form
v=_(v1 vy .. w,) €K
und Spaltenvektoren der Form

v=|: | e kK™
(%)
Tatséchlich sind die Vektorriume K", K'*™ und K™*! isomorph (denn offensichtlich gibt es eine
bijektive, lineare Abbildung zwischen ihnen), so dass es oft reicht, eine einzige Schreibweise fiir
Vektoren einzufiihren (z.B. Spaltenvektoren). Das bedeutet nicht, dass Zeilen- und Spaltenvek-

toren dasselbe sind. Zeilenvektoren v € K'*™ sind, wie wir noch sehen werden, Linearformen,
d.h. sie bilden Vektoren v € K™*! auf Elemente von K (Skalare bzw. Zahlen) ab.
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4.3 Untervektorraume

Definition 4.3.1 (Untervektorraum). Sei V' ein K-Vektorraum. Eine nicht-leere Menge U C V/
heifst Untervektorraum von V genau dann, wenn gilt:

1) YowelU: v+welU

2) YA eKwveU: NwvelU

Bemerkung 4.3.1. Jeder Untervektorraum U ist demnach selbst wieder ein Vektorraum. Ins-
besondere ist der Nullvektor in jedem Untervektorraum enthalten, d.h. 0 € U, und zu jedem

Element v € U ist auch das inverse Element —v € U.

Beispiel 4.3.1 (Untervektorrdume).

e Sei V ein K-Vektorraum. {0} und V sind Untervektorrdume von V.

e Sei V ein K-Vektorraum und v € V. Dann ist U = {\v| A € K} ein Untervektorraum von
V. Dies ist offensichtlich der Fall, denn fir alle u,w € U: da, € K mit u = av,w = v
und damit u+w = av+pv = (a+)-v e U, weilla+5 € K,undVA € K,v e U : A-v eU.

Wir kénnen dieses Beispiel geometrisch deuten, indem wir z.B. V' = R? und

-0

betrachten. Wir sehen, die Gerade, die durch den Ursprung geht und den Vektor v enthélt,

ist der spezifizierte Untervektorraum, d.h.

o~ (e

Eine alternative Beschreibung dieses Untervektorraums ist:

3U1+U2:0}

e Voriges Beispiel ldsst sich verallgemeinern. Sei V' ein K-Vektorraum und vy, ...,v,, € V.
Dann ist U' = {A\jv1 + ... + Anvm| A1, s Ay € K} ein Untervektorraum von V.

Wir konnen dieses Beispiel wieder geometrisch deuten, indem wir z.B. V = R3 und

1 2
v=\|3], va=11
0 1

betrachten. Wir sehen, die Ebene, die durch den Ursprung geht und von den Vektoren vy
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und vo aufgespannt wird, ist der spezifizierte Untervektorraum, d.h.

1 2
U/—{/\l’ 31 +X-]1 Al,)\QER}
0 1

Satz 4.3.1 (Schnitt ist Unterraum). Sei V' ein K-Vektorraum und (U;);er eine Familie von

Untervektorraumen von V. Dann ist der Schnitt (\;c; U; ein Untervektorraum von V

Beweis. Betrachte ﬂiel U;. Seien uq,us € ﬂie] U;. Dann gilt Vi € I: uy,us € U;. Jedes U; ist
aber Untervektorraum, folglich u; + us € U;. Dies gilt Vi € I. Damit

up +u € ﬂ U;.
el

Sei weiter v € (;c; Ui, A € K. Dann gilt Vi € I: u € U;. Nun ist aber jedes U; Untervektorraum,
folglich auch Au € U;. Dies gilt Vi € I. Damit

A€ (U

= ies Ui Untervektorraum. .

Satz 4.3.2 (Vereinigung kein Unterraum). Dagegen ist die Vereinigung | J;c; Us im Allgemeinen

kein Untervektorraum von V.

1 1
Beweis. Wir geben ein Beispiel. Betrachte U} = {)\- <1> ‘)\ € R} und U = {,u- ( 1> ‘,u € R}.

Offensichtlich sind Uy und Us Untervektorriume von R2.

1 1
Betrachte nun z. B. <1> € Uy UUs und ( 1) € U; U Uy. Obwohl beide Vektoren in der

()+(2)- (e

= U; U U, ist kein Untervektorraum von R2. O

Vereinigung sind, gilt:

Satz 4.3.3. Sei V ein K-Vektorraum und seien Uy, Us, ..., U, mit n € N Untervektorrdume von

V. Dann ist die Summe
Uy +Us+ ...+ U, := {u1 =+ us + ... —i—un]ul e Uy,ug € Uy, ...,up € Un}

ein Untervektorraum von V.

Beweis. Analog zum Schnitt (siehe Satz 4.3.1). O

Bemerkung 4.3.2. Sind die U;, U; paarweise disjunkt bis auf den Nullvektor, d.h. ist U; NU; =

{0} fiir alle 4,5 = 1,...,n, dann nennt man U; + ... + U, die direkte (innere) Summe.
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Definition 4.3.2 (Kern, Bild). Seien V und W K-Vektorrdume. Sei f : V' — W eine lineare

Abbildung. Dann bezeichnen wir als Kern von f die Menge
Kernf := {v € V|f(v) = 0}.
Als Bild von f bezeichnen wir die Menge

Bildf = f(V).

Satz 4.3.4 (Kern und Bild sind Untervektorrdume). Seien V' und W K-Vektorriume. Sei f :
V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt:

1) Kern f ist Untervektorraum von V,

2) Bild f ist Untervektorraum von W.

Beweis.

Zul): Kern f # 0, denn f(0) =0und 0 € V.

Angenommen v1,v9 € Kern f. Dann ist also f(v1) = 0 und f(vy) = 0. Wegen Linearitit von
fgilt: f(v1 4+ v2) = f(v1) + f(v2) =040 =0, also auch v; + vo € Kern f.

Angenommen v € Kern f, A € K. Dann gilt, wegen Linearitdt von f und weil v € Kern f:
f(Av) = Af(v) = 0 und damit Av € Kern f.

Zu 2): Bild f # 0, denn V # ().

Angenommen wi,wy € Bild f. Dann existieren also vi,ve € V mit wy = f(v1) und wy =
f(v2). Wegen Linearitéit von f gilt: wi + we = f(v1) + f(v2) = f(v1 + v2), also auch w; + we €
Bild f.

Angenommen w € Bild f, A € K. Dann gilt, wegen Linearitdt von f und weil w € Bild f
(dh. JveV:iw= f(v)): Aw=Af(v) = f(Av) und damit Aw € Bild f.

O]

Lemma 4.3.1. Seien VW K-Vektorrdume und sei f : V. — W eine lineare Abbildung. Dann
gilt:
finjektiv < Kernf = {0}

Beweis. Ubung. OJ

4.4 Matrizen

Definition 4.4.1 (m x n Matrix iiber K, K™*™). Seien m,n € Nund a;; € K fir i =1,...,m

und j = 1,..,n. Das rechteckige Schema mit m Zeilen und n Spalten

ai; a2 «e Qln
a1 a9 aon

A pr—
aAml Am2 ... Qmn
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heifst m x n Matriz (iiber K). Wir schreiben kurz: A = (aij)izl .m,- Die Menge aller m x n

j=1,.n
Matrizen iber K wird mit K™*™ bezeichnet.
alj
a; = : = (aij)i=1,...m € K™*1 heifit j-te Spalte von A.
amj
at = (ail am) = (aij)j=1,..n € K™ heilt i-te Zeile von A.

Definition 4.4.2 (Matrizenaddition, skalare Multiplikation). Seien m,n € N. Sei K ein Kérper.
Seien A = (aij)izl o, B = (bij)i:L,,_,m, € K™*" )\ € K. Wir definieren:

j:i,...,n Jj=1,..n
1) A+ B := (aij + b,’j)izlw,,m, (,,Matrizenaddition”)
Jj=1,..,n
2) M = ()\aij)izl,m,m, (,skalare Multiplikation”)
7j=1,...n

Satz 4.4.1. Die Menge K™*™ mit der angegeben Matrizenaddition und skalaren Multiplikation
(siehe Def. 4.4.2) ist ein K-Vektorraum.

Beweis. Jede Matrix A € K™*™ kann als eine Funktion {1,...,m} x {1,..,n} = K, (i,7) = a;j
aufgefasst werden kann. Wir kénnen also K™*" mit der Menge Abb({1,...,m} x {1,..,n}, K)
identifizieren. Fiir Letztere haben wir bereits bewiesen, dass sie einen K-Vektorraum bilden (siehe
Satz 4.1.2). O

Definition 4.4.3 (Matrizenmultiplikation). Seien m,n,p € N. Sei K ein Korper. Seien A =

(aij)izl,---,m, € K™ B = (bjk:)jzl,.,,,m € K™*P, Wir definieren:
i=1,n k=1,p

i=1,...m,

A-B:= (Z?Zl aijbjk> e K™*P  (,Matrizenmultiplikation”)
k=1,....p

Bemerkung 4.4.1. Die Matrizenmultiplikation ist somit nur definiert, wenn die Spaltenzahl

von A gleich der Zeilenzahl von B ist.

Ausgeschrieben erhalten wir fiir A = (aij)izl,,_,7m7 € K™ B = (bjk:)jzl,...,n, c Knxp.
j:17"'7n k:]‘?"‘7p

b11 b12 . blp

aill a9 e A1n b21 b22 e b2p C11 C12 ... Cip

a1 a2 N a9y, Co1 C22 ... C2p

A-B= : =

aml1 Am?2 e Amn, Cml Cm2 --- Cmp

by bna oo by

. n n
mit ¢ = Zj:l aijbjk, also z. B. ¢ca3 = Zj:l agjbjg = a91b13 + agoboz + ... + a9, bps.
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b1

an) € K" bh= € K™ ! ergibt sich demnach:

bn

Fiir den Spezialfall a = (al

b1 n
= Zaibi =aib; +...+apb, € K1

((11 an) .
i=1

bn

Man nennt dies auch das Skalarprodukt der Vektoren a und b und schreibt kurz (a,b) (diese

Schreibweise impliziert, dass a ein Zeilen- und b ein Spaltenvektor ist).

Beispiel 4.4.1 (Matrizenmultiplikation).

2
2 1 4 1
e Gegeben A=| 1 3 1 2 |eR>*und B= ) e R**2, dann ist:
-2 1 -1
1 -1
2 1
2 1 1 3 13 7
A-B=|1 1 =19 11| eR¥»?
2 3
—2 -1 4 14
1 -1
3
e Gegeben (1 2 —1)eR>™ | 1| eRL
1
3
1 2 —-1)-|1|=4 er™™
1

Bemerkung 4.4.2 (Dyadisches Produkt). Steht umgekehrt links ein Spaltenvektor 2 und rechts
ein Zeilenvektor y, so nennt man dies das dyadische Produkt der Vektoren z und y. Man erhélt
daraus eine m x n Matrix A = (aij)izl ,m, Mit Eintragen a;; = x; - y; und schreibt dafiir:

beee
Jj=1,...n

riyr --- T1Yn

rRy:=| : -(y1 yn): e Kmxn

T TmYl -+ TmUn

Bemerkung 4.4.3 (Lineares GLS). Fir A = (aij)izl 77777 m, € K™ und x € K™ ergibt sich

7j=1,...,n
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schlieflich:

I

n
ail ai2 ... Qin . a1171 + ajpxs + ... Zj:l 15
2 n
az1 Qa22 ... Q2n a211 + a22x2 + ... Zj:l a2;T;
A-x= T3 = =
: n
Aml  Am2 - Amnp . 0m1T1 + ama2 + ... Zj:l AmjTj
n

Der hier entstandene Vektor A-x fasst die eine Seite eines linearen Gleichungssystems zusammen
(mit A gegeben, x gesucht). Setzt man ihn nun gleich einem gegebenen Vektor y € K™*!, also
A -z = y, so hat man das vollstindige lineare Gleichungssystem dastehen (mit n gesuchten

Variablen x1, x9, ..., x, und m Gleichungen).

Definition 4.4.4 (Kronecker-Delta-Symbol). Das Kronecker-Delta-Symbol ist

{1 falls i=j
Y0 falls i

Definition 4.4.5 (Nullmatrix, Einheitsmatrix, Einheitsvektor). Sei m,n € N, K ein Korper.

o Wir definieren die Nullmatriz 0 € K™*™ als

e Wir definieren die Finheitsmatriz E, € K™*™ als die quadratische Matrix, die auf der

Diagonalen nur 1-er und sonst nur 0-er hat,
E,=1": . e KM

e Wir definieren den j-ten Finheitsvektor e; von K" als j-te Spalte von Ey:

Bemerkung 4.4.4. Es ist e; = (;5)i=1,...n und (Ey)ij = 0;;.
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Bemerkung 4.4.5 (Notation). Statt A = (a;;)i=1,...,m, schreiben wir kurz einfach nur A = (a;;).
Jj=1,...,n
Die Klammer zeigt dabei an, dass wir die ganze Matrix meinen.

Achtung: Dies ist nicht zu verwechseln mit der Schreibweise fiir einzelne Matrizeintrdge. So
bezeichnet z.B. (A);x = a;; den Eintrag der Matrix A in der i-ten Zeile und k-ten Spalte (dies

ist einfach eine Zahl, ndmlich die Zahl a;x).

Satz 4.4.2 (Rechenregeln fiir Matrizen). Seien m,n,p,q € N. Sei K ein Kérper. Dann gilt:
1) falls Ae K™*" B e K™P C e KP*4:

(A-B)-C=A-(B-0C)

2) falls A € K™<n:

3) falls A € K™, B,C € K™*P:
A (B+C)=A-B+A-C
4) falls A,B € K™ C e K™¥P:
(A+B)-C=A-C+B-C
5) falls A\ € K,A € K™*" B ¢ K"*P:
A-(A-By=(\-A)-B=A-(\-B)

Beweis.

Zu 1): Diese Eigenschaft ldsst sich am leichtesten mit zwei Sétzen zeigen, die wir in Kiirze
beweisen. Demnach gilt: A, B und C sind darstellende Matrizen der Abbildungen f : K" — K™,
g: KP — K" und h : K9 — KP (siehe Satz 4.4.5). Nun folgt aus (fog)oh = fo(goh)
(Assoziativitat der Verkettung, siehe Satz 2.5.1) und der Tatsache, dass die Verkettung von
Funktionen f, g der Multiplikation ihrer darstellenden Matrizen A, B entspricht (siehe Satz 4.4.6),
dass (A-B)-C=A-(B-C).

Zu?2): (A-Ep)iy = 2?21 aij Ok = aip = (A) Vi=1,...m, k=1,..,n= (A-E,) = A, und
analog fir F,, - A.
Zu 3):

(A-(B+O)ix = D> (A)ij- (B+Cjx =Y agj - (bjk +cje) = _(aij - bjk + @i - ¢j)
=1 =1 =1
= aij'bjk-FZaij'Cjk:(A'B)ik—i‘(A‘C)ik
p =1

Vi=1,.,m k=1,..p=A-(B+C)=A-B+A-C.
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Zu 4): Analog.

Zus): Esist (\-(A-B))ix =A- (A B)ip = X 35 aijbjr = >0y Maijbjr = (A - A) - B)ix
Vi=1,.,m k=1,..,p=X-(A-B)=(\A-A)-Bund analog fir \-(A-B)=A-(A-B). 0O

Bemerkung 4.4.6 (Ring, nicht kommutativ, nicht nullteilerfrei). Die quadratischen Matrizen
K™ bilden mit der Matrizenaddition und -multiplikation einen Ring mit E,, als Einselement.
Dieser Ring ist jedoch fiir n > 2 nicht kommutativ, denn es gibt A, B € K™*", fiir die gilt:
A-B+#B-A.
Betrachte z.B.:

G669

Der Ring ist fiir n > 2 auch nicht nullteilerfrei, denn es gibt A, B € K™*", fiir die aus A- B =0
nicht folgt, dass A =0 oder B = 0.

Betrachte z.B.:
10 0 0y (00
00 01/ \oo

Definition 4.4.6 (Transponierte Matrix). Seien m,n € N. Sei K ein Korper und die Matrix

A = (a5)i=1,...m, € K™ ™. Wir nennen
j: yeees Tl

S L)

die zu A transponierte Matrix.

Bemerkung 4.4.7. Die Zeilen von AT sind also die Spalten von A und umgekehrt.

1 5 1
Beispiel 4.4.2. Betrachte z.B. A = (2 - > € R?*3, Dann ist
1 2
AT =5 3| eR¥
10

1
Fiir x = <2> e R¥>ist o7 = (1 2) € R1*2,

Satz 4.4.3 (Rechenregeln fiir transponierte Matrizen). Seien m,n € N. Sei K ein Kdrper. Dann
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gilt:

Ae K™ (AT =4

A,Be K™":. (A+B)' =A" + BT
Ae K, Ae K™ (ZA)T = AT

Ac K™" Be K™?:(A-B)T =BT . AT

Beweis. Der Beweis von 1) — 3) ist trivial (man iiberlege sich, was passiert, wenn Zeilen und

Spalten vertauschen).

Zu 4): Seien A = (a;5) € K"™*", B = (bj) € K"*P. Dann ist A- B = (Z?:l aijbjr) € K™*P
und (4 - B)T € KP*™ mit

(A-B)f; = (A Bt = > (A)i(B)jk = Y (AT);s(B )k = Y (BT )ii(AT)j = (BT - A7),
O

Definition 4.4.7 (Inverse Matrix). Sei n € N. Sei K ein Koérper und A € K™ ". A heifst

invertierbar, wenn A~! € K™*" existiert mit
A- A=A A=E,.

A~ ist eindeutig definiert und heifit inverse Matriz zu A.

Bemerkung 4.4.8. Die Menge der invertierbaren Matrizen A € K™*" bildet mit der Matrix-

multiplikation eine Gruppe. Wie bezeichnen sie als GL(n, K) (,general linear group”).

()

Die inverse Matrix A~! € R?*2 muss die Gleichung A- A~! = A~! . A = E, erfiillen.

Nun ist
1 2 1 -2 10 1 -2
. = = Al=
01 0 1 01 0 1

Man kann nachrechnen, dass damit auch die Gleichung A~! - A = B, erfiillt ist.

Beispiel 4.4.3. Betrachte

Satz 4.4.4 (Rechenregeln fiir inverse Matrizen). Sein € N. Sei K ein Korper. Dann gilt:

1) A€ K™"invertierbar = A~ !invertierbarund (47!)"t = A
2) A,B e K™ "invertierbar = A - Binvertierbarund (A4 - B)_l =B~t.A™"

3) A€ K™"invertierbar = AT invertierbarund (A~ = (A7)~}
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Beweis.
Zu 1) A ist invertierbar, d.h. es existiert A=! mit A- A~! = A=1. A = E,. Aus dieser
Gleichung folgt: A~1 ist invertierbar und die inverse Matrix (A~!)~!ist gerade A: (A=)~ = A.

Zu 2) und 3): Ubung. O
Der folgende wichtige Satz beweist nun, dass jede lineare Abbildung durch eine Matrix dargestellt

wird. Daraus folgt, dass jedes lineare Gleichungssystem analysiert werden kann, indem wir die

zugehorige Matrix analysieren.

Satz 4.4.5 (Darstellende Matrix einer linearen Abbildung). Seien m,n € N. Sei K ein Kérper
und z € K". Dann gilt:
1) Zu jeder linearen Abbildung f : K™ — K™ existiert genau eine Matrix A € K™*"™, so dass

flx) = Az
alj

Insbesondere gilt a;; = fi(e;) miti=1,..m, j=1,...,n und a; = : = f(e;j).

Q5
A heifst darstellende Matrixz von f.

2) Fir jedes A € K™ " ist die Abbildung f: K™ — K™, f(z) = Ax linear.
Beweis.

Zu 1): Wir miissen Ezxistenz und Eindeutigkeit der darstellenden Matrix zeigen.

Zunéchst zur Existenz: Wir definieren a;; := fi(e;) und damit

ay; fi(es)
aj:=1 1 | = : = f(ej)).
Amy fm(ej)
Nun betrachte z € K™. Es ist
T 0 0 1 0 0
0 9 0 0 1 0 n
z=| |+ . |+ + . =x1| . | +x2] |+ F+TR| . :Zajjej
: : : : : : =
0 0 Tn 0 0 1

Wir setzen dieses Ergebnis in f(-) ein und benutzen die Linearitéit von f. Dann ist:

flx) = f<Zin€j> => x;f(e;) =) _wja,
j=1 j=1 j=1
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fi(x)

Nun ersetzen wir f(z) auf der linken Seite durch f(z) = : . Folglich gilt:
fi(z) " n ai; n [ 01T > iy a1
=D mog=> x| i [=>_| i |= :
— — — .
fm() amj) 7T\ amjz; e GmjT

Also ist fi(z) = Z;;l aijr; = (Az); und damit f(z) = Az.

Nun zur Eindeutigkeit: Angenommen es gibt A, A’ € K™*" mit f(z) = Az und f(x) = A’z
(z € K"). Dann ist Ax = A'z. Insbesondere ist also Aej = A'e;Vj =1,...,n = a; = a}Vj =
Loon=a;=a;¥i=1.,mj=1.,n=A=A

Zu 2): Betrachte A € K™*". Dann ist

ail a2 e Q1n T Z?:l aljxj
asy ago e Q92p T2 27]-121 agjwj
Az = . = .
Gml Gm2 - Gmn T, Z?:l A Tj
Nun definieren wir f; : K" — K, fi(z) := >7_; a;;z; und damit
fi(z)
f:K"— K™ f(x):= :

Wir priifen, ob diese Abbildung linear ist. Betrachte dazu x,y € K™, A € K. Dann ist:

n
$+y Za” T —I—y] Z(aijl”j +az’jy] Zazﬂ] +Zaz]yj +fz( )
j=1

n
Mi(x —)\Za”mj Zx\aijm] Zam)\x] fi(Ax)
j=1

D.h. f; : K™ — K ist eine lineare Abbildung. Daraus folgt, dass auch f: K™ — K™ eine lineare
Abbildung ist, denn:

filz +y) fi(z) + fi(y)

flz+y) = : = : = f(@)+ f(y)
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fi(z) fi(Az)
Af(z) = A : = : = f(A\z)

O
x T4y
Beispiel 4.4.4. Betrachte die lineare Abbildung f: R3 = R3 | y | — Y
z T+ z

Die darstellende Matrix A € R3*3 der Abbildung f ist:

1
A=10
1

S =

0
0
1

x
3r— L
Betrachte als nichstes die lineare Abbildung g : R — R? | y | — ( . 2Z> .

Die darstellende Matrix B € R?*3 der Abbildung g ist:

Satz 4.4.6 (Darstellende Matrix der Verkettung linearer Abbildungen). Seien n,m,p € N. Sei
K ein Kérper. Seien f : K™ — K™ und g : KP — K" lineare Abbildungen mit darstellenden
Matrizen A € K™*" und B € K™*P. Dann ist C := A- B € K™*P die darstellende Matriz der
linearen Abbildung fog: KP — K™.

Beweis.

Erinnerung: Wenn f, g linear ist, dann ist auch die Verkettung f o ¢ linear (siehe Satz 4.2.1).

Nunist Vj =1,..p: (fog)lej) = f(g9(e;)) = f(B-ej) =A-(B-ej).
Sei nun C' die darstellende Matrix von f o g. Dann ist

cij = (fog)ile;) =(A-(B-e)i =Y aw(Bej)e =Y agbyj = (A-B)j;

k=1 k=1

fir alle « = 1,..,m, j = 1,...,p. Hier haben wir im dritten Schritt benutzt, dass (Az); =
22:1 a;x 2. Somit ist C = A - B die darstellende Matrix. O

Beispiel 4.4.5 (Additionstheoreme der Trigonometrie). Man betrachte die 2 x 2 Drehmatriz
cos¢ —si
Jo ) in¢
sing cos¢
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mit ¢ € R und einen Vektor r = (x) € R2.
Yy

R, beschreibt Drehungen des Vektors r in mathematisch positiver Richtung (d.h. entgegen dem

Uhrzeigersinn) um den Winkel ¢ um den Ursprung.

1
Betrachte z.B. r = <0> und ¢ = 7/2. Dann ist

(c?s¢ —sin¢> _ (0 —1) wnd Ry = (0 —1) <1> _ (0)
sing cos¢ 1 0 1 0 0 1

Fiir Drehungen um den Ursprung gilt V¢, € R, dass Rg o Ry, = Ry, wobei an dieser Stelle
R, die lineare Abbildung bezeichnet (wir hétten auch eine andere Bezeichnung wahlen konnen,
z.B. fr, statt Rg, um den Unterschied zur darstellenden Matrix deutlicher zu machen). D.h.
dreht man nacheinander um die Winkel ¢ und 1), so ist es dasselbe, wie wenn man einmal um
den Winkel ¢ + ¢ dreht (oder um ¢ + ¢, das Ganze ist symmetrisch in 1, ¢). Benutzen wir den

vorhergehenden Satz, so finden wir, dass fiir die Drehmatrizen gilt:
Roryp = Ry - Ry,

also

cos(¢p+1) —sin(p+1)\  [cos¢ —sing [ cos 1 —sin
sin(¢p + 1) cos(¢p + ) ~ \sing cosé siny  cos

cos ¢ cosyy —singsiny — cos ¢sin ) — sin ¢ cos
sin ¢ cos ) + cos psinyy  —singsinth + cospcosy |

Daraus ergeben sich durch Vergleich der Matrixeintrage die bekannten Additionstheoreme. D.h.
Vo, € R gilt:
cos(¢ + 1) = cos ¢ cos ) — sin ¢ sin 1,

sin(¢ + 1) = sin ¢ cos 1) + cos ¢ sin .

4.5 Erzeugendensystem, lineare Unabhingigkeit, Basis

Im Folgenden werden wir die Begriffe der ,,Basis”, der ,Linearen Unabhéngigkeit” und des ,Erzeu-

gendensystems” kennenlernen. Diese drei Begriffe kann man durch folgendes Beispiel motivieren.
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Beispiel 4.5.1.

1) Betrachte z. B. V = R? und die Einheitsvektoren

1 0
egr=10], e=1]1], es=]0
0 0 1

e1, e und ez bilden eine Basis des R®. Das heift, jeder Vektor v € R? lisst sich in Bezug auf

diese Basis durch genau ein 3-Tupel (A1, A2, A\3) spezifizieren, denn

VU1 1 0 0

|
v=1uvg | =A1 |0l +X]|1]+A]|0
V3 0 0 1

= V] = )\1,1)2 = )\2,1)3 = )\3.

Bemerkung: Dies ldsst sich verallgemeinern auf n Einheitsvektoren ey, ..., e, € R™.

2) Betrachte V = R3 und die Vektoren

1 0 0 1
ap= (0|, a=|1|, a3=]|0], as=]1
0 0 1 1

Die Vektoren a1, as, a3 und a4 bilden keine Basis des R3 (denn jeder Vektor v € V lasst sich durch
mehrere 4-Tupel (A1, A2, A3, A1) spezifizieren) und sie sind auch nicht linear unabhingig (denn
z.B. ay = a1 + ay + a3), aber sie bilden ein Erzeugendensystem, d.h. jeder Vektor v € R3 lisst

sich in Bezug auf a1, ag, ag und a4 durch mindestens ein 4-Tupel (A1, A2, A3, \4) spezifizieren.

Definition 4.5.1 (Lineare Hiille, Erzeugendensystem). Sei m € N. Sei V ein K-Vektorraum

und by, ..., b, € V. Man bezeichnet die Menge der Linearkombinationen von by, ..., by,

span(bi, ..., by) = { > Aibi

i=1

NEK Vi= lm}

als lineare Hiille oder Spann von by, ...,b,,. Weiter heilst by, ..., b, Erzeugendensystem von V
genau dann, wenn

span(by,...,by) = V.
Existiert ein Erzeugendensystem von V| so sagen wir, V ist endlich erzeugt.

Bemerkung 4.5.1 (Erzeugendensystem). Es folgt direkt aus dieser Definition, dass, wenn
b1, ..., by Erzeugendensystem von V ist, flir jedes v € V mindestens eine Linearkombination,

also mindestens ein A = (A1, ..., \p,) € K™, existiert mit v =Y ;" \;b;.
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Lemma 4.5.1 (Kleinster Untervektorraum). Sei m € N. Sei V' ein K-Vektorraum und seien
b1,....bm € V. Dann ist span(by, ..., by,) der kleinste Untervektorraum, der by, .., by, enthdlt, das
heifst, fiir jeden Untervektorraum U CV mit by, ...,by, € U gilt:

span(by, ..., by,) C U.
Beweis. Zu zeigen: 1) span(by, ..., by,) ist Untervektorraum und 2) span(by, ..., by,) ist kleinster

Untervektorraum.

Zu 1): Dass span(by, ..., by, ) Untervektorraum von V ist, folgt direkt aus der Definition (siehe
Definitionen 4.5.1 und 4.3.1).

Zu 2): Sei nun U ein beliebiger Untervektorraum von V. Seien by, ..., by, € U. Weil U Unter-
vektorraum ist, gilt VA1, ..., Ay € K 2 A\b1 + ... + Apbi, € U = span(by, ..., by,) C U. O

Definition 4.5.2 (Lineare Unabhéngigkeit). Sei V ein K-Vektorraum, m € Nund by, ...,b,, € V.
Die Vektoren by, ..., by, heifsen linear unabhdngig genau dann, wenn VA1, ..., A, € K gilt:

AMbi+ ...+ Anby, =0 = A =...=X\,=0.

Die Vektoren b1, ..., by, heifsen linear abhdngig genau dann, wenn sie nicht linear unabhéngig sind.

Sei weiter v € V. Der Vektor v heiflt linear abhdngig von by, ..., by, genau dann, wenn:
v € span(by, ..., by).

Lemma 4.5.2 (Eindeutigkeit der Darstellung). Seim € N, V' ein K -Vektorraum und by, ..., by, €
V. Seien X := (A, ...; \m) € K™ und p = (1, -, i) € K™. Die Vektoren by, .., by, sind linear

unabhdngig genau dann, wenn
m m
YA, pEE™: Y Nbi=> pbi=XN=p Vi=1,.m.
i=1 i=1

Beweis. ,=": Falls die Vektoren linear unabhéngig sind, gilt:

m m m

Z)\ibi :Zﬂibi@Z()‘i_ﬂi)bi :0:>)\,~—,ui:0Vi: 1,...,m<:>)\i :,uiVi: 1,...,777,
=1 =1 =1

,<=": Wir wenden die Bedingung an auf den Nullvektor p =0 € K™ (d.h. 3 = ... = p, = 0).
Also steht da > 7" \ib; = 0 = A; = ... = A, = 0, aber das ist genau die Aussage, dass die
b1, ..., by, linear unabhéngig sind. O

Bemerkung 4.5.2 (Lineare Unabhéngigkeit). Es gibt also fiir jedes v € V hdchstens eine
Darstellung als Linearkombination linear unabhéngiger Vektoren by, ..., b, € V, also hochstens
ein m-Tupel A = (A1, ..., Ap) € K™ mit v = > 7" \ib;.
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Definition 4.5.3 (Basis). Sei V ein K-Vektorraum, m € N und by,...,b,, € V. Die Vekto-
ren by, ..., b, heifsen Basis von V genau dann, wenn by, ..., b, linear unabhéngig sind und ein

Erzeugendensystem von V' bilden.
Beispiel 4.5.2.

e Die kanonischen Einheitsvektoren eq, ..., e, bilden eine Basis des R".

e Die Monome p, = z mit k = 0,...,n bilden eine Basis des Vektorraums der reellen
Polynome vom Grad kleiner oder gleich n, P, = { > _, axz*|ay € RVk =0,...,n}.
Bemerkung 4.5.3. Fiir den Vektorraum V = {0} wird die leere Menge () als Basis festgelegt.
Bemerkung 4.5.4. Wenn by, ..., b, eine Basis von V ist, dann existiert also fiir jedes v € V
genau ein m-Tupel X = (A1,..., \p) mit v = > /" \;b;. (Siehe die Bemerkungen zu ,Lineare
Unabhéngigkeit” und ,Erzeugendensystem”, wonach in dem einen Fall ,héchsten eine”, im anderen

Fall ,mindestens eine” Linearkombination existiert — sollte beides erfiillt sein, also ,,genau eine”.)
Lemma 4.5.3. Sei V' ein K-Vektorraum. Sei m € N und vy, ..., vpmy1 € V. Dann gilt:

1) v € V linear abhingig < v =10

2) firm > 2:

V1, ey Uy linear abhingig < 3k € {1,...,m} : vi € span(vy, ..., Vk—1, Vk41, -y Um)

3) firm > 1:

Um41 linear abhdingig von v1, ..., vy < span(vy, ..., Uym41) = span(vy, ..., Upy,)

4) v1, ..., Uy, linear unabhingig und vy,41 ¢ span(vi, ..., Um) < U1, ..., U1 linear unabhdngig

Beweis. Wir wissen: vy, ..., U, € V sind linear abhéngig < 31, ..., A\, € K und k € {1,...,m} :
Yo A =0 AN # 0.

Zu 1): ,=" v € V linear abhéngig, dh. IN€ K : Ao =0AAX#0= v =0.

»<="v=0,dh. 1-v=0A1%% 0= v linear abhéingig.

Zu 2): ,=": vy, ..., Uy linear abhéngig = I\, ..., N\, € K und k € {1,...,m} : Z:‘Zl,i#k Aiv; +
AV = 0 mit A\ # 0 = v = —i Zﬁl’#k Aiv; = Uk € Span(vy, ..., Vg—1, Ok, Uk+1, ----, U ). Hier
bedeutet ,,0;”, dass vg nicht enthalten ist.

» & v € SPAN(VL, oy Vk—1, Dy kit 15 ey Um) = Uk = D04 Aivj. Wihle nun Ay = —1,
dann ist >, \iv; = 0 und damit vy, ..., vy, linear abhéngig.

Zu 3): ,,=": Sei vy, 41 linear abhéngig von vy, ..., Uy,. Zu zg.: span(vy, ..., Uym+1) C span(vy, ..., Up,)
und span(vy, ..., Um+1) 2 span(vi, ..., Uy,). Dabei ist die zweite Inklusion klar und fiir die erste
Inklusion gilt: vpy1 = Y i Aivi, weil vpq1 € span(vi, ..., Up,), und damit gilt fiir beliebiges

v € span(vy, ..., Um+1)

m m m
vo= Z HiVi + 4 1Umt1 = Z HiVi + M1 Z Aiv;
=1 i—1

i—1
m m

= Z(Mz + L1 Ai) v = Z KiU;
i—1 i=1
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mit k; = p; + pms1 A € K fiir alle ¢ = 1,...,m, also v € span(vy, ..., V).

»<=": Offensichtlich ist vy,+1 € span(vi, ..., Um41) und span(vi, ..., Umy1) = span(vi, ..., Upy,) =
Um+1 € span(vi, ..., U ), also vy, linear abhéngig von vy, ..., vp,.

Zu 4): <" Offensichtlich.

»=" Set S Nw; = 0. Z.zg A =0 fiivalle i = 1,...,m + 1.

L Fall: M1 0= vppq1 = >y < )\:‘1:1>Ui, also vy41 € span(vy, ..., vy, ) = Widerspruch

2. Fall: A1 =0 = >, Niv; = 0. Weil vy, ..., vy, linear unabhéngig, folgt daraus: A; = 0
fir allet=1,...,m. Somit \; =0 firallei=1,...,m+ 1.

O

Satz 4.5.1 (Basisauswahlsatz). Sei V' # {0} ein endlich erzeugter K-Vektorraum, m € N und
b1, ...,b;m ein Erzeugendensystem von V. Dann existiert ein n € N mit n < m, so dass (nach

geeigneter Umnummerierung) by, ..., b, eine Basis von V' bilden.

Bemerkung 4.5.5. Das heifit, aus jedem Erzeugendensystem kann man durch geschicktes Weg-

lassen von Vektoren eine Basis konstruieren.

Beweis. Sei by, ..., by, ein Erzeugendensystem von V' # {0}.

Sei 0.B.d.A. b1,...,b,, # 0 (Wir konnen im Erzeugendensystem alle Nullvektoren weglassen,
da diese keinen Beitrag zur Linearkombination eines beliebigen Vektors v # 0,v € V leisten;

gleichzeitig konnen nicht alle by, ..., by, = 0 sein, da sonst V' = {0}.)
Nun machen wir eine Fallunterscheidung:
1. Fall: b1, ..., b, sind linear unabhéngig. Dann sind b4, ..., b, bereits Basis von V'

2. Fall: by, ..., by, sind linear abhéngig. Nach Annahme sind by, ..., b, # 0. Dann ist m > 2,
denn anderenfalls wére by linear abhéngig und damit by = 0 (siehe Aussage 1 von Lemma 4.5.3),
was ein Widerspruch zur Annahme ist. Nun 3p € {1,...,m} : b, € span(by,...,bp—1,bp41, ..., b)
(siche Aussage 2 von Lemma 4.5.3). Wir kénnen nun umbenennen. Wir nennen b, nun by,
und b, nennen wir b,. Damit ist das neue b,, linear abhdngig von b1,...,b,_1. Weil aber
span(by, ...,by—1) = span(by,...,by) (sieche Aussage 3 von Lemma 4.5.3), ist auch by, ..., b1
Erzeugendensystem von V. Diese Schritte kdnnen wir so oft wiederholen, bis wir zu einem Er-
zeugendensystem by, ..., b, aus linear unabhéngigen Vektoren kommen. Dies ist spétestens bei
n = 1 der Fall, denn by # 0 (und damit by linear unabhéngig, siehe wieder Aussage 1 von Lemma
4.5.3). O

Lemma 4.5.4. Seien n,p € N. Sei V' ein K-Vektorraum und by, ..., b, eine Basis von V. Seien
ai,...,ap € V linear unabhdngig. Dann gilt:
p<n

Beweis. Wir zeigen die Kontraposition der Aussage mittels vollstdndiger Induktion. Statt der
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Aussage ai,...,a, € V linear unabhingig = p < n zeigen wir also
p>n = ai,..,a, €V linear abhangig.

Induktionsanfang (n = 1): b; ist eine Basis von V, insbesondere wird also V' von b; erzeugt.

Fiir Vektoren aq,..,a, € V, p > 1, gilt dann: a; = a;b1 mit o; € K Vi = 1, .., p. Falls eines der a;
der Nullvektor ist, so sind die ay, ..., a, linear abhéngig (siche Def. der Unabhéngigkeit; wegen
a; = 0 folgt aus Aja; + ... + A\pa, = 0, dass A; beliebig und nicht A\; = 0). Ansonsten ist z.B.
agay + (—aq)ag = by + (—aq)agby = 0 eine nichttriviale Linearkombination zu 0 und damit

ai, ..., ap linear abhingig.

Induktionsschritt (n = n + 1): Wir nehmen nun an, die Aussage gilt fiir festes n. Wir be-

trachten den Fall n+1. Sei also by, ..., by4+1 Basis von V. Insbesondere wird also V' von by, ..., by 41
erzeugt. In V' = span(by, ..., by41) seien Vektoren ai,..,a, mit p > n + 1 gegeben. Das heifit, es
gibt Zahlen aj, € K, so dass Vj =1,...,p:

n+1

a; = Z Oéjkbk.
k=1

Seien nicht alle o, = 0 (sonst wéren alle a; = 0 und damit alle ay, ..., a, linear abhéngig). Sei

etwa aq1 # 0. Dann liegen die p — 1 Vektoren

o AR, [e5RKe’ Qi1

. 71 111Gk — G510k .

Cji=a; ———ap = E bk (j :2,...,p)
a1 =1 a1

im span(be, .., by41), weil der Koeffizient von by gleich 0 ist. Wegen p — 1 > n sind nach Indukti-
onsannahme, die p — 1 Vektoren cg, ..., ¢, linear abhéngig. Also gibt es Zahlen Xo,...\, € K, die
nicht alle 0 sind und fiir die gilt:

p p p p
s . 1
0= E Ajcj = g Aj <aj — —ai a1> = E Aja;  mit Ap = _70411 E Aja.
j j j=1 =2

Also sind auch die Vektoren ay, ..., a, linear abhingig. O

Satz 4.5.2 (Existenz einer Basis). Jeder endlich erzeugte K -Vektorraum V besitzt eine Basis.

Alle Basen von V' besitzen dieselbe Anzahl an Vektoren.

Beweis. Wir machen eine Fallunterscheidung.

1. Fall: V = {0}. Basis von V ist die leere Menge (). Da 0 € V linear abhéngig ist, kann es

keine Basis geben, die irgendeinen Vektor enthélt. Die Anzahl an Vektoren ist also gleich 0.

2. Fall: V # {0}. Da V endlich erzeugt ist, existiert geméf Basisauswahlsatz eine Basis von
V' (und dies ist nicht die leere Menge).
Seien nun by, ..., by, und b}, ..., b, zwei Basen von V mit n,m € N. Wir kénnen nun Lemma

4.5.4 benutzen, um zu zeigen, dass beide Basen dieselbe Anzahl an Elementen haben, d.h. m = n.
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Dafiir betrachten wir einmal by, ..., by, als Basis und b}, ..., 0/, als linear unabhéngige Vektoren in
V, woraus folgt, dass n < m. Das andere Mal betrachten wir b/, ..., b/, als Basis und b1, ..., by, als

linear unabhéngige Vektoren in V', woraus folgt, dass m < n. Es folgt: n = m. O

4.6 Dimension, Koordinatendarstellung

Definition 4.6.1 (Dimension). Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum.
1) Die Anzahl k € Ny der Vektoren einer Basis von V' nennt man die Dimension von V. Wir
schreiben: dim V = k.
2) Endlich erzeugte Vektorrdume nennt man endlichdimensional. Wir schreiben: dim V' < oo.
3) Ist ein Vektorraum V nicht endlich erzeugt, nennt man ihn unendlichdimensional. Wir

schreiben: dim V' = oo.

Beispiel 4.6.1. Sei V' = {0}. Es ist dim {0} = 0 (es gibt keinen linear unabhéngigen Basisvek-

tor). Sei V .= K". Es ist dim K" = n (z. B. sind die Einheitsvektoren ey, ..., e, eine Basis).

Satz 4.6.1 (Basisergénzungssatz). Seien n,p € N. Sei V' ein K-Vektorraum und by, ..., b, eine
Basis von V. Seien ay, ...,a, € V linear unabhdingig. Dann gibt es api1,...,an € {b1,...,bn}, s0

dass aq, ..., a, eine Basis von V bildet.

Bemerkung 4.6.1. Das heifst, durch Hinzunahme geeigneter Basisvektoren kann jede Menge

von linear unabhangigen Vektoren zu einer Basis erganzt werden.

Bemerkung 4.6.2 (Verallgemeinerung). Der Basisergidnzungssatz gilt sogar noch allgemeiner
und zwar fiir jedes Erzeugendensystem by, ..., b, (statt einer Basis by, ..., b,). Auch Erzeugenden-
systeme b1, ..., b, kann man also nutzen, um eine Menge linear unabhéngiger Vektoren ay, ..., a,

zu einer Basis zu erginzen.

Beweis (von Satz 4.6.1). Wir konnen zwei Félle unterscheiden.

1) Vi = 1,...,n: b; € span(ay, ..., ap). Dann ist span(by, ..., b,) C span(ai, ..., ap) und damit
ai, ..., ap Erzeugendensystem von V und ay, ..., a, linear unabhéngig, also ay, ..., a, Basis. Weil
jede Basis dieselbe Anzahl an Vektoren hat (Satz 4.5.2), gilt in diesem Fall: p = n.

2)diel,..,n: b ¢span(ay,...,ap). Wir setzen a,41 = b;. Nach Aussage 4) von Lemma 4.5.3
sind @y, ..., ap, ap41 linear unabhéngig und insbesondere ist b; € span(ay, ..., ap41). Dieses Vorge-
hen kénnen wir unter Hinzunahme geeigneter Basisvektoren wiederholen, bis wir eine Menge von
Vektoren apy1, ..., aptm mit m € N(m < n) gefunden haben, so dass a1, ..., apyym, linear unab-
héngig und Vi = 1,...,n : b; € span (ay, ..., @ptm ). Dann ist span(by, ..., b,) C span(a, ..., Gp+m),
also a, ..., apym Erzeugendensystem von V' und ay, ..., apyy, linear unabhingig, also aq, ..., apym

Basis. Insbesondere ist in diesem Fall p + m = n, also p < n. O

Bemerkung 4.6.3. Aus dem Basisergéinzungssatz folgt unmittelbar: In einem n-dimensionalen

Vektorraum bilden je n linear unabhéngige Vektoren eine Basis.

Lemma 4.6.1. Sei m € N. Se: V' ein K-Vektorraum und by, ...,b,, € V. Dann gilt:
b1,...,b;m Basisvon V = 3f : K™ — V linear und bijektiv, f(e;) = b;Vi =1,...,m.
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Beweis. Wir definieren f : K™ — V, f(z) := >, x;b; und zeigen, dass dieses f die gesuchten
Eigenschaften hat.

Linearitét: f ist linear, denn

Vao,y € K™: fx+y) =Y (@i +uyi)bi = Y wibi+ Y yibi = f(x) + f(y)
=1 =1 =1

und

Vo€ K™ AE€K : f(Az) =Y Amibi =AY abi = Af(x)
=1 =1

Injektivitdt: f ist injektiv, denn f(z) =0 > " ab; =0=2; =0Vi=1,...m < z =0,
wobei der vorletzte Schritt folgt, weil die b; unabhéngig sind. Somit ist Kern f = {0} und damit
f injektiv (sieche Ubung). Zudem ist f surjektiv, weil b1, ..., b,, ein Erzeugendensystem von V' ist
= f ist bijektiv.

Zuletzt gilt nach Definition von f: f(e;) =b; Vi =1,...,m. O]

Lemma 4.6.2 (Umkehrfunktion). Seien V' und W K-Vektorriume. Sei f :V — W linear und
bijektiv. Dann ist f~1: W — V linear und bijektiv.

Beweis. Die Bijektivitit von f~! haben wir bereits gezeigt. Zu zeigen ist die Linearitéit:

Seien wi,we € W. Dann ist

S wrwa) = T )+ (7 Hwe) = U (w) 4+ Hwa))) = F~Hw)+f (ws)

Dabei haben wir im ersten und letzten Schritt die Definition der Umkehrfunktion und im zweiten
Schritt die Linearitdt von f benutzt haben.
Sei w € W, A € K. Dann ist

FEOw) = FU W) = O T w) = A (w)
= f~1ist linear O
Satz 4.6.2. Jeder K-Vektorraum V mit n = dim V ist isomorph zu K™.

Beweis. Wir erinnern uns, dass ein Vektorraum V' isomorph zu einem Vektorraum W ist, wenn
es eine lineare, bijektive Abbildung f : V — W gibt. Weil dim V = n, existiert eine Basis
bi,...,bn, von V (Satz 4.5.2). Damit existiert eine lineare und bijektive Funktion f : K" — V
(siehe Lemma 4.6.1) und somit eine lineare und bijektive Umkehrfunktion f=1:V — K™ (siche
Lemma 4.6.2), d.h. jeder K-Vektorraum V mit dim V = n ist isomorph zu K. O

Wir haben ja bereits festgestellt, dass ein Vektorraum verschiedene Basen besitzen kann. Die
Wahl der Basis veréndert aber einen gegebenen Vektor v € V' nicht, lediglich seine Darstellung.
Fiir eine beliebige Basis B kann man nun, mithilfe des eben betrachteten Isomorphismus von V'

zu K", die Koordinatendarstellung des Vektors v € V' beziiglich der Basis B angeben.
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Definition 4.6.2 (Koordinatendarstellung). Sei V' ein K-Vektorraum und B = {b, ..., b, } eine

Basis von V. Man nennt den Isomorphismus

U1

o' V= K", ¢t (v) = ¢ <Zvjbj> =
j=1

Uy,
die Koordinatendarstellung von v beziiglich der Basis B.

Bemerkung 4.6.4. Fiir die (wieder lineare, bijektive) Umkehrfunktion ¢p zu qbzgl V= K"
gilt:

n

o5 K" =V, ¢5((v1,...,00)) = > _vjb;

J=1

und damit insbesondere: ¢p(e;) = b;.

Bemerkung 4.6.5. Wir unterscheiden an dieser Stelle in der Schreibweise nicht zwischen n-

Tupeln und Spaltenvektoren.

Bemerkung 4.6.6. Bislang haben wir nicht zwischen verschiedenen Basen unterschieden. Erst
mit unterschiedlichen Basen wird die Unterscheidung (und damit die kompliziertere Notation)

notig.
Wir konnen nun einen Basiswechsel beschreiben.

Satz 4.6.3 (Basiswechsel). Sei V' ein K-Vektorraum und seien A und B Basen von V. Dann
gibt es eine invertierbare Matriz Mé“(idv), die den Basiswechsel A — B beschreibt, die also die

Koordinatendarstellungen ¢ (v) und qbztl(v) eines Vektors v € V ineinander tiberfihrt:
05" (v) = Mg\(idy) - ¢ (v) sowie ¢3! (v) = ME(idy) - ¢5' (v)

-1
Dabei gilt: MB(idy) = <M§‘(idv)> ,

Beweis.

Zur Existenz: Es gibt einen Isomorphimus zwischen K™ und V' und eine Umkehrfunktion von
V nach K™, die selbst wieder ein Isomorphismus ist. Damit gibt es auch einen Isomorphismus
(= Verkettung von Isomorphismen) zwischen den Koordinatendarstellungen von v bzgl. A und
B mit eindeutiger darstellender Matrix M (idy ).

Zur Eindeutigkeit von M E(idv): Die darstellende Matrix der Umkehrabbildung ist wegen der

Eindeutigkeit des Inversen eindeutig als die inverse Matrix bestimmt. O

Beispiel 4.6.2 (Basiswechsel). Betrachte V' = R2. Seien

cfo (e () oo () ()
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zwei Basen des R?. Betrachte den Vektor v € V gegeben durch v = 3b; + 5bs.

Dann ist v = ba; — 2a9 und damit

¢l§1(v) = (2) , ¢;tl(v) = (_52> , M?(idv) = <1 (1)> und Mf(idv) = <(1) _11>

und wir rechnen nach:
1 1 5 3
A id -1 — — ,
Mg idy) 63 (v) (1 0> (_2> <5>

M5 (idy) ¢5'(v) = (? _11) @) B <—52> '

Dabei ist die eine Matrix die Inverse der anderen, denn es gilt:
0 1 11y (1 0}y (11 0 1
1 -1/ \1r o/ \o 1) \1o0o) \1 -1/

idv(al) = 1b1 + 1bo, idv(ag) = 1b1 + 0bs,

Insbesondere gilt:

idv(bl) = Oal + 1(12, idv(bg) == 1a1 — 1a2.

Wir koénnen also an den Koordinaten, die in diesen Gleichungen auftauchen, die Spaltenvektoren
der Matrizen Mg\ (idy) und M5 (idy) ablesen!

Definition 4.6.3 (Koordinatendarstellung linearer Abbildung). Seien V,W K-Vektorraume,
f:V — W eine lineare Abbildung (d.h. f € Hom(V, W)), A eine Basis von V und B eine Basis
von W. Sei v € V. Wir nennen Mg\(f) die Koordinatendarstellung von f beziiglich der Basen A

von V und B von W und schreiben:

o5 (f(0)) = ME(f)o,' (v)

Bemerkung 4.6.7. Statt f(v) = Av schreiben wir nun ¢5'(f(v)) = Mg (f)¢ " (v). Dies ist
zwar komplizierter, aber aussagekraftiger. Nur so kénnen wir zwischen den Koordinatendarstel-
lungen (= darstellenden Matrizen) einer linearen Abbildung beziiglich unterschiedlicher Basen

unterscheiden.

Definition 4.6.4 (Ahnliche Matrizen). Zwei Matrizen A, B € K™ ™ heifen dhnlich genau dann,

wenn eine invertierbare Matrix S € K™*" existiert mit:
A=S"'BS

Bemerkung 4.6.8 (Regulidre Matrix). Man nennt eine invertierbare Matrix auch reguldr.

Bemerkung 4.6.9 (Basiswechsel). Sei V ein K-Vektorraum. Wir kénnen dhnliche Matrizen
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A, B als Matrixdarstellungen derselben linearen Abbildung f : V' — V bezliglich verschiedener
Basen A, B auffassen. Seien A := M ﬁ‘( f) und B := ME(f) die Matrixdarstellungen von f
beziiglich der Basen A bzw. B. Dann ist:

B = M§(f) = M§(idy o f oidy) = Mg (idy) M4 (f)M5(idy) =: ST'AS.

Dabei haben wir benutzt, dass die darstellende Matrix einer Verkettung linearer Abbildungen
gerade das Produkt der darstellenden Matrizen dieser Abbildungen ist. Wir werden das Schema
A = S71DS wiedersehen, wenn wir Matrizen diagonalisieren. Die Diagonalmatrix D ist in dem

Fall die Darstellung der Abbildung beziiglich der Basis aus Figenvektoren.

Wir zeigen noch einen wichtigen Satz zur Dimension von Kern und Bild einer linearen Abbildung
f:V — W. Dabei sind sowohl Kernf als auch Bildf Untervektorrdume (von V bzw. W).

Lemma 4.6.3. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und U C V' ein Untervektorraum von

V. Dann ist U endlich erzeugt und es gilt:
dimU < dimV

Beweis. Die Félle V = {0},U = {0} und V # {0}, U = {0} sind klar (denn {0} ist Untervektor-

raum von jedem Vektorraum und dim{0} = 0).

Wir betrachten im Folgenden den allgemeinen Fall V' # {0}, U # {0}. Weil V endlich erzeugt
ist, existiert eine Basis by, ...,b,, d.h. es existiert ein n € N mit dim V' = n. Fiir jede Menge
linear unabhéngiger Vektoren uq,...,up, € U C V gilt dann (Lemma 4.5.4): p < n = dimV.
Wegen U # {0} existieren linear unabhéngige w1, ..., up mit 1 < p < n und insbesondere gibt es

demnach eine maximale Anzahl p,,,, linear unabhéngiger Vektoren: uq, ..., up,,.. -

Wir behaupten nun: Vu € U : w € span(ui,...,Up,,,,). Anderenfalls gibe es ein u' ¢
span(ug, ..., Up, ., ) und damit uy, ..., up,. .., « linear unabhéngig (siche Lemma 4.5.3) im Wider-
spruch zur Annahme, dass p;q, maximal ist. Folglich ist also u1, ..., up,,,, ein Erzeugendensystem

von U (d.h. insbesondere: U ist endlich erzeugt) und dimU = pyep < n=dim V. O

Satz 4.6.4 (Dimensionsformel Untervektorraume). Sei V' ein K-Vektorraum mit dim V < oc.

Seien Uy, Us Untervektorraume von V. Dann gilt:
dim (U1 + Ug) =dimU; + dim Uy — d1m(U1 N Ug)

Beweis. Ubung. O

Satz 4.6.5 (Dimensionsformel lineare Abbildungen). Seien V,W K-Vektorrgume, f:V — W
eine lineare Abbildung und dim V < oo. Dann gilt:

dim Kernf 4+ dim Bildf = dimV
Beweis. Weil dim V' < oo, gibt es ein n € N mit n := dim V.
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Sei nun by, ..., by, die Basis von Kernf (der Fall m = 0 bezeichne die leere Basis). Eine Basis
existiert, weil Kernf Untervektorraum von V und damit selbst ein Vektorraum ist (siehe Satz
4.3.4). Weil Kernf C V: dim Kernf =m <n = dim V.

WEeil sie die Basis von Kernf bilden, sind die by, ..., b, linear unabhéngige Vektoren aus V
und so kénnen wir sie laut Basisergianzungssatz durch Hinzunahme von n — m Basisvektoren
bm+1, ..., bn zu einer Basis by, ..., b, von V ergénzen. Bleibt zu zeigen, dass f(bp+1), ..., f(by) eine
Basis von Bildf bilden (dann ist n — m = dim Bildf und damit: dim Kernf + dim Bildf =
m+ (n—m)=n=dim V).

Wir miissen also zeigen: f(by41), ..., f(bn) Erzeugendensystem vom Bild f und f(by,41), ..., f(by)

linear unabhéngig.

1) f(bm+1), ..., f(bn) Erzeugendensystem: Zunéchst gilt: f(by1), ..., f(bn) Erzeugendensystem
von Bildf (denn fiir jedes v € V' : > ;| \ib; = v und damit gilt fiir jedes w € Bildf : w = f(v) =
FOZ; Aibi) = >, Xif (bi), weil f linear). Nun ist aber f(b;) = 0Vj = 1,...,m (weil by, ...,by, €
Kernf) = f(bm+1), ..., f(by) Erzeugendensystem von Bildf.

2) f(bmt1), -, f(bp) linear unabhéngig: Z. zg.:> 7" 1 Aif(bi)) =0 = A\ = 0Vi = m+1,...,n

Nun ist wegen Linearitdt von f:

zn: )\Z-f(bi)—O@f< zn: /\ib,->—0

i=m-+1 i=m+1
= Z A\ib; € Kernf = Z Aibi —Z”“
i=m-+1 i=m-+1
& Z Aib; +Z —p1i)bi =0

i=m-+1
Nun sind aber die b; (i = 1, ..., n) linear unabhéngig (weil Basis von V') und damit folgt aus dieser
Gleichung, dass (—p;) =0Vi=1,....m A X\; =0Vi =m + 1,...,n. Dies zeigt die Aussage. O
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5 R" als euklidischer Vektorraum

5.1 Skalarprodukt, Langen, Winkel

Der Vektorraum R™ mit darauf definiertem Skalarprodukt ist ein euklidischer Vektorraum.

Bemerkung 5.1.1. Im Unterschied zu nicht-euklidischen Raumen gilt in euklidischen Raumen

das Parallelenpostulat von Euklid.

Mit dem Skalarprodukt kénnen wir Langen, Abstdnde und Winkel messen. Mit anderen Worten,

erst mit dem Skalarprodukt kommen wir zur Geometrie.

Definition 5.1.1 (Skalarprodukt im R™). Seien z,y € R"™. Wir nennen

n
<ﬂ§‘7 y> = Z LilYi
=1

das Skalarprodukt von x und y. Wir schreiben auch: (z,y) = 27y.

Lemma 5.1.1 (Skalarprodukt). Die Abbildung
R" x R" - R, (z,y) — (z,y)

ist bilinear, symmetrisch und positiv definit.
1) Firz,2',y,y € R und A e R:  (x+2',y) = (x,y) + (2, y) und (\z,y) = Xz, y)
sowie (v, y+y') = (x,9) + (z,/) und (z,\y) = Aa,y)  (bilinear)

2) Firz,y e R":  (z,y) = (y,z) (symmetrisch)
3) Firz e R": (x,z) >0 und (z,2)=0<2=0 (positiv definit)

Bemerkung 5.1.2. Oft wird das Skalarprodukt direkt iiber diese Eigenschaften (und nicht wie
oben fiir den speziellen Fall R™) definiert.

Definition 5.1.2 (Orthogonalitét). Seien z,y € R™. Falls

<SU, y> =0,

so nennen wir x und y orthogonal. Wir schreiben: = 1 y.

Definition 5.1.3 (Lénge, Abstand). Sei € R"™. Wir nennen

|z| ==/ (z,x) =

die euklidische Norm oder Linge von x. Alternativ schreiben wir: |z| = ||z||2. Mit der euklidischen
Norm kénnen wir auch den Abstand d(X,Y’) zwischen zwei Punkten X,Y € R" definieren:

d(X,Y) = |z -y =
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Bemerkung 5.1.3 (Notation). In der Regel unterscheiden wir nicht zwischen Punkten X € R”
und Vektoren z € R™. Tun wir dies doch, bezeichnen wir Punkte mit Grofbuchstaben, Vektoren

mit Kleinbuchstaben.

Satz 5.1.1 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Seien z,y € R™. Dann gilt:

(2, )| <[] - [yl
Hier gilt ,,=" genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.

Beweis. Im Spezialfall z = 0 oder y = 0 sind « und y linear abhéngig und es gilt:
(@, y) = 0= [x] - |yl.
Im allgemeinen Fall x # 0,y # 0 gilt fiir alle A € R:
0<(x—Ay,z—\y) = (z,2) — 2\(z,9) + N2 (y, ).

Wahle nun A := gz:zi, dann ist:

& (o) <(wa) ) =P P e eyl <l

Hier haben wir im letzten Schritt benutzt, dass f(z) = 2? auf Ry monoton steigend ist (d.h.
2 <y’ ea<y). O

Definition 5.1.4 (Winkel). Seien z,y € R™\ {0}. Wir nennen ¢ € [0, 7] mit

cos ¢ = (z.9) <bzw. ¢ = arccos (x,y>>
x| - [y =] - |y]

den Winkel zwischen = und y. Wir schreiben: ¢ = Z(x,y).

Bemerkung 5.1.4 (Eindeutigkeit des Winkels). Fiir je zwei Vektoren x,y gibt es genau ein ¢ €

[0, 7], das die Gleichung cos¢ = éffiy?j‘ erfiillt. Dies folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung,
wonach [(z,y)| < |z|- |y, also —1 < % < 1, sowie daraus, dass der Kosinus f(¢) = cos(¢) das

Intervall [0, 7] bijektiv auf [—1, 1] abbildet.

Bemerkung 5.1.5. Aus der Definition des Winkels folgt unmittelbar, dass
oty = (z+y, 2 +y) = (z,2) £ 2z, 9) + (y,9) = [ + [y* £ 2 [2]|y| cos &,
wobei dies, fir ¢ = 5 (n > 2; dies ist der Fall z L y), den Satz des Pythagoras ergibt:

2

|z £ yl® = |z* + |y|*.

74



5.2 Weihnachtsvorlesung: nicht-euklidische Geometrie

Wir machen nun einen Exkurs in die nicht-euklidische Geometrie. Wie bereits erwahnt gilt in
euklidischen Vektorrdumen (wie dem R™) das Parallelenpostulat. Um es aufzuschreiben, brauchen

wir zunéchst folgende Definition:

Definition 5.2.1 (Parallele Geraden). Zwei Geraden g, h in einer Ebene heifsen parallel, wenn

sie keinen Schnittpunkt haben.

Das Parallelenpostulat von Euklid besagt nun (in moderner Form):

»Zu jeder Geraden g und jedem Punkt P aufterhalb von g existiert genau eine zu g

parallele Gerade h, die durch P verlauft.”

Das Parallelenpostulat gilt im euklidischen Raum R”™. Explizit kénnen wir dort die Parallele h
durch P konstruieren, indem wir das Lot auf g durch P féllen und darauf wiederum das Lot
fallen am Punkt P.

Im Unterschied dazu gilt das Parallelenpostulat in nicht-euklidischen Rdumen nicht. Dabei gibt

es zwei Moglichkeiten, wie es verletzt sein kann:

1) Es gibt keine parallele Gerade zu g durch P = Elliptische oder sphdrische Geometrie (z.B.
Kugeloberflache, Oberfliche unserer Erde, n-dimensionale Sphére S,,). Hier ist die Innenwinkel-

summe im Dreieck grofer als 180 Grad. Anordnungsaxiome gelten nicht.

2) Es gibt mindestens zwei parallele Geraden zu g durch P = Hyperbolische Geometrie (z.B.
Sattelflache, Lobatschewski-Geometrie, Minkowski-Raumzeit, Klein’sche Kreisscheibe, Poincaré-
Scheibe, Poincaré’sche Halbebene). Hier ist die Innenwinkelsumme im Dreieck kleiner als 180

Grad. Anordnungsaxiome gelten.

Da das Parallelenpostulat in nicht-euklidischen Rdumen nicht gilt, gelten auch viele der geo-
metrischen Séitze, die wir aus dem euklidischen R™ kennen, nicht. Geometrische Objekte (z.B.

Geraden, Kreise) schauen anders aus, als wir es gewohnt sind.

Historische Entwicklung:

e Nikolai Lobatschewskij, Janos Bolyai (1826): hyperbolische Geometrie

e Carl Friedrich Gauf (~ 1826): sphérische Geometrie

Bernhard Riemann (1854): Differentialgeometrie gekriimmter Rdume = Grundlage zur

Beschreibung der gekriimmten Raumzeit in der Allg. Relativitéatstheorie

Eugene Beltrami, Felix Klein (1868, 1871): Beltrami-Klein-Modell (Klein’sche Kreisscheibe)

Henri Poincaré (1882): Poincaré’sches Scheibenmodell, Poincaré’sche Halbebene
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5.3 ONS, ONB, Orthogonalmatrizen

Das Skalarprodukt erméglicht uns nun, eine Basis aus orthogonalen Vektoren zu konstruieren.

Definition 5.3.1 (ONS, ONB). Gegeben eine endliche Menge von Vektoren {b,..., by} mit
b € R" fiir alle i = 1,...,m (m < n; m,n € N). Ist

1 falls i=3j

bi, bj) = dij =
(i, bj) = 94 {o falls i # j

so nennen wir {bi,...,by} ein Orthonormalsystem (kurz ONS). Ist n = m, so nennen wir
{b1,..., b} eine Orthonormalbasis (kurz ONB) des R".

Bemerkung 5.3.1. Man nennt {by, ..., by, } ein Orthonormalsystem, weil die Vektoren by, ..., by,
auf 1 normiert (d.h. Vi =1,...,m : (b;,b;) = 1) und orthogonal (d.h. ¥i # j : (b;, b;) = 0) sind.

Bemerkung 5.3.2. {b1,...,by} ist eine Basis des R™, weil die by, .., by, linear unabhéngig sind.
Hier sieht man die Unabhéngigkeit der by, .., by, wie folgt: Sei > 1" ; Aib; = 0. Daraus folgt, dass
alle \; = 0 sind, denn

0= (bj,ixibz) :Z (bj, bi) Z)\ Sij = \j
=1

i=1
firalle j=1,...,m

Beispiel 5.3.1 (ONS, ONB). Die Menge der Einheitsvektoren {eq, ..., e;, } ist ein Orthonormal-
system (ONS) und eine Orthonormalbasis (ONB) des R™.

Bemerkung 5.3.3. Ist {b1,...,by} eine ONB, so gilt fiir jedes z € R™:

m

x = Z(bi,@ - b;
i=1
Dabei projiziert (b;, z) genau auf den Anteil von z in b;-Richtung. Es findet also eine orthogonale
Zerlegung (Dekomposition) des Vektors x in Bezug auf die Vektoren b; statt. Dies sieht man
wie folgt: Wenn {by,...,b,,} Basis von R™, dann existiert fiir jedes z € R™ genau ein A =
(A1, A) € K™ mit

xr = Em:)\zbz
=1
= (bj,z) = b],Z)\ ;) imbj,m = iAi@j ="
=1 =1

Bemerkung 5.3.4 (Gram-Schmidt-Verfahren). Mit dem folgenden Algorithmus, dem sog. Gram-
Schmid Orthogonalisierungsverfahren, kann man aus n linear unabhéngigen Vektoren wy, ..., wy,
ein System aus n paarweise orthogonalen Vektoren vy, ..., v, erzeugen.

Man beginnt wie folgt:
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V1 = wq

_ _ {v1,wa)
vz = W2 (v1,v1)

_ _ {viws) o (v2,ws)
vz = ws (v1,01 (v2,v2)

Dies fiihrt rekursiv zu der Vorschrift:
i—1

Vi = W; — Z <Uj7/wi>’U]

= (v )

Mit einem erweiterten Algorithmus, dem sog. Gram-Schmid Orthonormalisierungsverfahren, kann
man aus 7 linear unabhangigen Vektoren wi, ..., w, n normierte, paarweise orthogonale Vektoren
b1, ..., b, (also ein ONS) erhalten:

b,l = w1

bl
by = -k
A

by = wy — (b1, wa) - b1

b/
by = 2.
27 o]

by = w3 — (b1, ws3) - by — (b2, w3) - by

Wir bendtigen also jeweils einen Zwischenschritt, deshalb die gestrichene Variable. D.h. erst wird
der erste Vektor orthogonalisiert, dann auf 1 normiert, dann der zweite Vektor orthogonalisiert,

dann auf 1 normiert usw. Dies fiihrt rekursiv zu der Vorschrift:

i—1
b
b;:wi—;<bj,wi>-bj, bi:@

Beispiel 5.3.2. Auf (R?, (-,-)) seien zwei Vektoren wy, ws gegeben:

) )

Mit dem Gram-Schmidt-Verfahren kann aus wi, ws eine ONB des R? konstruiert werden:

I
o= ()0 ()= ()2 (0)-(2)
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Wir kommen nochmal zuriick zum Begriff der Norm. Es gibt neben der euklidischen Norm noch

viele weitere Normen.

Bemerkung 5.3.5 (p-Normen). Sei z € R”. Man nennt die euklidische Norm

2] = V2, 2) = V1P + o+ [za]? = ]2

auch 2-Norm. Sie wird vom Skalarprodunkt (auch inneres Produkt genannt) induziert. Man un-
terscheidet sie von anderen Vektornormen, wie z.B. der Maximumsnorm ||z||cc = max;—1,.n |Zi]
oder der 3-Norm ||z||3 = (|21 >+ |za|>+...+|2,[*)'/3 oder der 1-Norm ||z||; = |21 |+|z2|+... 4| 2n]|

oder allgemein von p-Normen der Form

n 1/p
Il = (X ler)
i=1
Die euklidische Norm | - | hat folgende Eigenschaften, die sie iiberhaupt erst zur Norm machen.

Mit anderen Worten, alle Normen miissen diese Eigenschaften erfiillen.

Lemma 5.3.1 (Eigenschaften der Norm). Die Abbildung
R" -5 R, z — ||

st definit, absolut homogen und erfillt die Dreiecksungleichung.
1) Firc e R": |z|=0& 2 =0 (Definitheit)
2) Firz e R" und A € R:  |Az| = |\ -|z| (absolute Homogenitét)

3) Firz,y e R": |z+4+y| <|z|+]y| (Dreiecksungleichung)

Bewess.
Zu 1) — 2): Folgt direkt aus der Definition von | - |.
Zu 3):
ety = (ztya+y) = (2,2 +2z,y) + (4,y)
< 2P+ 2yl + ly1* = (2l +1y)* = |z +yl < x|+ yl

Hier haben wir die Bilinearitat des Skalarprodukts und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung benutzt

sowie im letzten Schritt die Tatsache, dass f(x) = 22 auf R(J{ monoton steigend ist. O

Bemerkung 5.3.6. Aus den Eigenschaften der Norm 1) — 3) folgt insbesondere:

|| >0 VzreR"
Dies gilt, weil 0 = [0 = |2+ (= %)| < |%|+|(—%)| = 3|z|+ 3|z| = |=|. Insbesondere ist also die
Norm eines Vektors immer positiv (wie zu erwarten, denn sie definiert ja die Lange eines Vektors

bzw. den Abstand zwischen Punkten im R™).
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Neben den ONS und ONB, die iiber das Kronecker-Delta-Symbol definiert sind, gibt es sog.

Orthogonalmatrizen, die iiber die Einheitsmatrix definiert sind.

Definition 5.3.2 (Orthogonalmatrix). Sei n € N. Eine quadratische Matrix A € R"*" heift

Orthogonalmatriz oder orthogonale Matrix genau dann, wenn:
AT A=E,.

Bemerkung 5.3.7. Wenn A orthogonal, dann ist auch AT orthogonal, d.h. A- AT = E,,, und
A invertierbar mit A=t = AT,

Satz 5.3.1. Sein € N. Sei A € R"™*"™. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1) A ist orthogonal
2) firz e K" : |Az|=|z| (d.h. A ist eine Isometrie, also lingenerhaltend)
3) firx,y € K™: (Ax,Ay) = (z,y)

Beweis.
Zu 1) = 2): A ist orthogonal, also A” - A = E,,. Daraus folgt:

|Az| = /(Az, Az) = \/(Az)T - (Az) = VaT AT Az = \/aTEpz = VaTa = /(z,z) = |z
Der weitere Beweis ist Ubung. O

Beispiel 5.3.3 (Orthogonalmatrizen). 2 x 2-Orthogonalmatrizen sind z.B.

E2:<1 0)7 Rd):(c?w —simp)’ M:<1 0)
0 1 sing cos¢ 0 —1

Wir konnen dies z.B. fur die Drehmatrizen RZ; - R4 nachrechnen:

cos¢ sing _ cos¢ —sing\) cos? ¢ + sin? ¢ 0 (10
—sing cos¢ sing cos¢ B 0 sin? ¢ + cos® ¢ “\o 1
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6 Lineare Gleichungssysteme

6.1 Elementare Zeilen-/Spaltenumformungen von Matrizen

Definition 6.1.1 (EZU/ESU). Sei A € K\{0}, A € K"™*". Es gibt drei verschiedene elementare

Zeilen- /Spaltenumformungen von Matrizen:
EZU (ESU) I: Die i-te Zeile (Spalte) wird mit A multipliziert.
EZU (ESU) II: Zur i-ten Zeile (Spalte) wird das A-fache der j-ten Zeile (Spalte) addiert.

EZU (ESU) III: Die i-te und j-te Zeile (Spalte) werden vertauscht.

Wie werden EZU/ESU vom Typ I-III umgesetzt? Dazu betrachte man die folgenden drei Ele-

mentarmatrizen (= quadratische Matrizen, die der Einheitsmatrix dhneln).

1) Die Matrix P;(\), die sich nur an der i-ten Stelle von der Einheitsmatrix unterscheidet
(dort steht A statt 1):

1 0 0
0
Pi(A) = A
0
0 0 1

2) Die Matrix @Q;;(\), die sich nur in der i-ten Zeile, j-ten Spalte (i # j) von der Einheits-
matrix unterscheidet (dort steht A statt 0):

1 0 ... 0
0 1
Qij(N\) =1 T W
1 O
0 0 1

3) Die Matrix S;;, die sich nur in der i-ten und j-ten Zeile und Spalte (i # j) von der
Einheitsmatrix unterscheidet (dort steht jeweils eine 1, s;; = sj; = 1, dafiir steht eine 0 auf der

Diagonalen, s;; = sj; = 0):
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Wie wirken die Elementarmatrizen? Dazu betrachte man eine beliebige Matrix A € K™*",

Hier bezeichnet wieder a* mit i = 1,...,m die i-te Zeile und a; mit j = 1,...,n die j-te Spalte.
Statt (aj ... ay,) schreiben wir der Deutlichkeit halber (a1, ..., ay).

Zeilenumformungen: Zeilenumformungen erreicht man durch Multiplikation von links mit
einer der Matrizen P;()), Qi5(\), Si; € K™*™. Dabei gilt:

Typ Matrix  Inverse Matrix Produkt
al
EZU 1 P;()\) Pi(3) P\ -A=| X
am
al
EZU 11 Qij(A) Qij (=) Qij(\) - A= | a' + Xd?
am
ol
a’
EZU III Sij Sij Sij- A= |
4
am

Wir kénnen die jeweilige Zeilenumformung riickgéngig machen, indem wir von links mit der
inversen Matriz multiplizieren (z. B. P, '(\) - Pi(\) - A = Pi(3)-P(\) - A=Ey-A=A).

Spaltenumformungen: Spaltenumformungen erreicht man durch Multiplikation von rechts mit
einer der Matrizen P;(\), Qij(\), Sij € K™ ™. Dabei gilt:

Typ Matrix  Inverse Matrix Produkt
ESU I P,(\) Pi(3) A-Pi(N\) = (a1,. .., Aaig,y...,ap)
ESU II Qij (M) Qij (=) A-Qij(N) = (a1,..., Aaj+aj,...,ap)
ESU III Sii Sii A-Sij=(ar,...,a5,...,04,...,0ay)

Achtung: Bei den Spalten wird mit @Q;;(A) das A-fache der i-ten Spalte zur j-ten Spalte addiert!
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Dies ist genau umgekehrt wie bei den Zeilen. Analog zu den Zeilenumfomungen kénnen wir die
jeweilige Spaltenumformung riickgéngig machen, indem wir von rechts mit der inversen Matriz
multiplizieren (z. B. A- P(\)- P (\) = A- E,, = A).

7

Lemma 6.1.1. Seien m,n € N. Sei K ein Korper, A € K™*™ und a11 # 0. Dann gilt:

1) Es ezistieren G € K™ ™ invertierbar und A’ € K(m=1D>x(=1) 5o dass

ail a1 QA1n

A/

2) Es existieren G € K™*™ invertierbar, H € K™*" invertierbar und A e Km=Dx(n=1) ¢,

dass:

1 0 0
0
A=G-| . _ H
: A
0
Beweis.
Zu 1): Wir brauchen EZU vom Typ II fiir die Zeilen 2 < i < m. Wir wihlen A = —%L und

a1l

Qi1 (f e ) Dann ergibt das Produkt Q1 (f ol ) -A eine Matrix, in der das erste Element der i-ten

all ail
Zeile gleich 0 ist. Dies wiederholen wir fiir alle Zeilen, d.h. wir multiplizieren A ingesamt von links

mit Q1 (f %) Qo1 (f %) und erhalten damit eine Matrix von der Form, wie wir sie wollen.

Dabei ist das Produkt le( — M) . le( — @) =: G~ wohldefiniert und invertierbar,

ail ail

weil jedes der Q;; invertierbar ist. Weil aber G™'A = B = GG™'A = GB = A = GB und

(G™H~! = @G, setzen wir
-1
ol 2) o 2)
a1l a1l

Zu 2): Wir brauchen zusétzlich ESU vom Typ II fiir die Spalten 2 < j < n und vom Typ I fiir
die Spalte j = 1. Multipliziert man G~'A von rechts mit Q12 (—Zﬁ) bis Q1n (—%), verschwinden
alle aufler dem ersten Matrixeintrag der ersten Zeile. Multipliziert man zum Schluss von rechts

mit Pl(TL)’ wird der erste Matrixeintrag (vormals aq;) auf 1 skaliert. Damit ist:
ai2 aj 1 -1
= fou( =) e (-50) n ()
aiy ai ai

Satz 6.1.1 (Aquivalenznormalform). Seien m,n € N. Sei K ein Korper und A € K™ ™. Dann

O

existieren G € K™ ™ invertierbar und H € K™™ invertierbar und p € {0, ...,min(m,n)}, so
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dass

A=0G- Ep 0 . H
0 0

5 o ..
mit ( Op 0) € K™*™ und Einheitsmatrizc E, = | © - :|. Diese Darstellung nennt man
0o ... 1
die Aquivalenznormalform wvon A.
Beweis. Ubung.
Beweisidee: Wiederholte Anwendung von Aussage 2) von Lemma 6.1.1. O

6.2 Losung von Gleichungssystemen der Form Axr =y mit z,y € K"

Wir kénnen dieses Kapitel durch zwei Fragen motivieren:

1. Frage: Seien A € K™*" y € R™ gegeben und = € R" gesucht. Wann besitzt das lineare
Gleichungssystem Ax = y fiir jedes y € R™ genau eine Losung x € R™? Die Antwort lautet:
Genau dann, wenn m = n und A € K™*" invertierbar ist.

2. Frage: Lésst sich eine invertierbare Matrix A € K™*" allein durch elementare Zeilen- und
Spaltenumformungen (EZU/ESU) auf die Einheitsmatrix F,, umformen? Die Antwort lautet: Ja.
Dabei wird A zunichst auf Dreiecksform (den Algorithmus dazu nennt man das Gaufsche Eli-
minationsverfahren) und dann auf die Form der Einheitsmatrix gebracht. Wozu ist das niitzlich?
Die Transformation zur Dreiecksform nutzen wir, um das lineare Gleichungssystem Az = y zu

16sen. Die Transformation zur Einheitsmatrix nutzen wir, um A~! zu konstruieren.

Bevor wir uns der 1. Frage zuwenden, betrachten wir die 2. Frage.

Definition 6.2.1 (Dreiecksmatrix). Sei n € N. Sei K ein Korper.

R = (ri;) € K™ heikt rechte oder obere Dreiecksmatriz, wenn gilt:
rij =0 Vi>j (i,j=1,..,n).

L = (l;;) € K™ heifst linke oder untere Dreiecksmatriz, wenn gilt:
li=0 Vi>i (i,j=1,..n).

Satz 6.2.1 (Transformation zur Dreiecksmatrix). Sei n € N. Sei K ein Korper und A € K™*"
invertierbar. Dann gilt: A kann durch elementare Zeilenumformungen (EZU) vom Typ II und III

i die Form einer oberen Dreiecksmatriz R gebracht werden und dabei sind alle Diagonalelemente
rii 7 0.
Beweis. Algorithmus des Gaufischen Eliminationsverfahrens (kurz: Gaufssches Verfahren).

Dass man mit diesem Algorithmus fiir invertierbare Matrizen tatséchlich auf Dreiecksform
kommt, in der alle Diagonalelemente r;; # 0 sind, folgt daraus, dass es im Fall einer invertierbaren

Matrix genau eine Losung und damit keine Nullspalten/-zeilen gibt (Satz und Beweis folgt).
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Der Algorithmus des Gaufsschen Verfahrens ist wie folgt:

1) Man betrachte die erste Zeile von A. Ist a;; = 0, vertauscht man die erste Zeile mit einer
anderen Zeile (EZU vom Typ III). So ist auf jeden Fall der erste linke obere Matrixeintrag # 0
(und es gibt auf jeden Fall eine Zeile a’ mit a;; # 0, da sonst die ganze erste Spalte = 0 und
damit A nicht invertierbar wére).

2) Nun addiert man jeweils ein geeignetes Vielfaches A der ersten Zeile zu jeder der anderen
Zeilen o/ mit j = 2,...,n, so dass jeweils deren erster Eintrag verschwindet: a;1 = 0 fiir alle
j =2,...,n (mehrfache EZU vom Typ II). Dadurch verschwinden in der ersten Spalte alle bis auf
den obersten Matrixeintrag, a11 # 0.

3) Dieses Verfahren wiederholt man mit der zweiten Zeile bzw. Spalte und den ,darunter
liegenden” Zeilen a/ mit j = 3,...,n (d.h. mit der Untermatrix, die entsteht, wenn man die erste
Zeile und Spalte streicht) usw. bis man bei der letzten Zeile bzw. Spalte angelangt ist und die

Matrix vollsténdig in eine Dreiecksmatrix umgewandelt wurde. O

Bemerkung 6.2.1 (Algorithmus zur Losung von Az = y). Betrachte Az = y mit A € K™*"
invertierbar, y € R"™ gegeben und x € R"™ gesucht. Den Algorithmus zur Losung dieses Glei-

chungssystems besteht aus zwei Schritten:
1) Konstruktion der Dreiecksform mittels Gaufsschem Eliminationsverfahren.

2) Losung des Gleichungssystems durch Riickwértseinsetzen.

Beispiel 6.2.1 (Gaufssches Verfahren). Wir betrachten das Gleichungssystem

1 +r2+x3 = 1
201+ 22+ 23 = 3
4

x1+2x2—x3 =

In Matrixnotation mit ,erweiterter Matrix”:

1 1 1
21 113
1 2 —-1\4
Gaufésches Verfahren:
1 1 11 1 1 1|1 1 1 1 |1
21 13 | "B o -1 11 [PEYT o o1 -1
1 2 —-1|4 0 1 -2|3 0 0 3|4
Daraus erhélt man das Gleichungssystem,
—3r3=4, —xo—x3=1, x1+ax2+x3=1,
das gelost wird durch z3 = —%, Ty = %,xl =2.
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Bemerkung 6.2.2 (Anwendbarkeit des Algorithmus). Man kann das Gaufsche Verfahren auch
auf beliebige Gleichungssysteme der Form Ax = y mit A € K™*" z € R",y € R™ anwen-
den (wobei i. A. die Matrix A nicht invertierbar ist oder m # n), muss dann aber manchmal
Nullspalten iiberspringen und es kann sein, dass am Ende Nullzeilen stehen bleiben.

Statt Dreiecksform erhélt man dann i. A. die sog. Zeilenstufenform (mehr dazu spéter).
Entsprechend erhélt man i. A. nicht genau eine Losung z fiir jedes y, sondern entweder mehrere
Losungen, d.h. einen sog. Losungsraum (dies erkennt man daran, dass am Ende des Algorithmus
Zeilen der Form ,,0 = 0” bleiben), oder einen Widerspruch. Das GLS ist dann entweder universell

losbar oder nicht losbar.

Bemerkung 6.2.3 (Invertierbarkeit von A). Wir benutzen das Gaufssche Verfahren nicht nur,
um Gleichungssysteme zu 16sen, sondern auch, um festzustellen, ob eine Matrix A € K"*™
invertierbar ist. Lésst sich eine Matrix A nicht in die Form einer Dreiecksmatrix R bringen, in

der alle Diagonalelemente r;; # 0 sind, so ist A nicht invertierbar.

Satz 6.2.2 (Transformation zur Einheitsmatrix). Sei n € N. Sei K ein Kérper und R € K™*™
eine obere Dreiecksmatriz mit allen Diagonalelementen r;; # 0. Dann gilt: R kann durch elemen-
tare Zeilenumformungen (EZU) vom Typ I und II in die Form einer Einheitsmatriz E, gebracht

werden.

Beweis. Man wendet auf R mehrere EZU vom Typ II und eine EZU vom Typ I an, um zunéchst

die letzte Spalte wie folgt zu transformieren:

M1 T12 ... T1n 1T T2 ... 0 M1 T12 ... 0
0 mehrere EZU I1 0 EZUI 0
— =
T(n—1)n 0 0
0 0 Tnn 0 0 7Tnn 0 0
Dies wiederholt man fiir alle anderen Spalten r; mit j =n —1 bis j = 1. O

Satz 6.2.3 (Bestimmung von A™'). Sein € N. Sei K ein Korper und A € K™ ™. Dann gilt:
Lasst sich A durch elementare Zeilenumformungen (EZU) in eine Einheitsmatriz E,, verwandeln,

dann ist A invertierbar und A~ entsteht aus der Einheitsmatriz F,, durch dieselben Zeilenum-
formungen (EZU). Kurz:

bestimmte EZU bestimmte EZU
— —

A E, = E, At

Beweis. Kann man A durch bestimmte EZU in E,, umformen, so gibt es eine bestimmte inver-
tierbare Matrix G (ein Produkt aus invertierbaren Elementarmatrizen) mit G - A = E,,. Wegen
der Eindeutigkeit des inversen Elements und weil bei der Matrixmultiplikation das linksinverse

Element gleich das inverse Element ist, gilt: G = A~!. Daraus folgt:

G- E,=A1'E,=A""1
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O

Beispiel 6.2.2 (Berechnung von A~!). Zur leichteren Notation verwenden wir ,,Doppelmatrizen™

11 1|1 00 1 1 1 1
(A\E?,)_ 2 1 1|0 1 o |bestimmieBZU o 1 1] _9 1
1 2 -1|]0 0 1 0 1 -2|-1 01
1 1 1 1 00 1 0 O0|-110
bestimmte EZU 0 -1 —1/1-2 1 0 bestimmte EZU 0 -1 —-1/-2 1 o0
0 0 3|-3 11 0 0 3|-3 11
1 00
bestimlteEZU bestimgteEZU 01 0 A*l = ( E3 ‘ Ail >
0 01

Wir formen solange um, bis links die Einheitsmatrix steht. Sobald dies der Fall ist, steht rechts

die inverse Matrix zu unserer Ausgangsmatrix.

Bemerkung 6.2.4 (2x2-Matrix). Im Fall einer 2 x 2-Matrix M konnen wir uns dieses Verfahren

sparen, denn wir wissen bereits aus der Ubung, dass gilt:

a b
M = ( d) ist invertierbar genau dann, wenn ad — be # 0, und die inverse Matrix ist

1 d —b
M= :
ad — be (—c a )

Wir kommen nun zur Antwort auf die eingangs gestellte 1. Frage nach der Existenz einer ein-

deutigen Losung. Dabei gilt: 3 genau eine Losung = zu jedem y < A invertierbar < f bijektiv.

Satz 6.2.4. Seien m,n € N. Sei K ein Korper, f : K™ — K™ ecine lineare Abbildung und
A € K™*" jhre darstellende Matriz. Dann gilt:

f bijektiv < Ainvertierbar A m =n

Beweis.

»,<" A kann nur invertierbar sein, wenn m = n. Wenn A € K™*™ invertierbar, dann hat
die lineare Abbildung f(z) = Az die Umkehrfunktion f~!(x) = A7z (denn # = A~1Az =
f~1(f(z)) und umgekehrt). Diese ist, weil sie existiert, eindeutig und bijektiv, ebenso wie f

dann bijektiv ist.

»="1 Wir nutzen die Aquivalenznormalform von A € K™*" (siehe Satz 6.1.1). Wir wissen
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also, es gibt G € K™*™ und H € K™*" invertierbar mit

A=0G- Ep 0 . H
0 0

Da G und H invertierbar, sind die zugehérigen linearen Abbildungen g : K™ — K™ g(x) = Gz
und h : K™ — K" h(x) = Hz bijektiv und somit die lineare Abbildung f' : K" — K™, f' =

E, 0
g 'ofoh™! ebenfalls bijektiv mit darstellender Matrix Op o) Weil f’ bijektiv ist, kann diese

Matrix keine Nullzeile und keine Nullspalte haben. Dies sieht man wie folgt:

Ist die i-te Zeile eine Nullzeile, gilt: f/(z) = 0 fiir € R™ beliebig. Somit gilt fiir e; € K™,
dass e; ¢ f'(K™) und damit f'(K™) # K™, also f’ nicht surjektiv.

Ist die j-te Spalte eine Nullspalte, gilt: f'(e;) = 0 = f/(0), aber e; # 0. Somit ist f’ nicht
injektiv.
0

0) = E,. Weil G, H invertierbar,

E
Damit folgt: p = m und p = n. Somit ist m = n und ( Op

ist demnach auch A = G - E,, - H = G - H invertierbar.

Lemma 6.2.1. Sein € N. Sei K ein Korper und [ : K™ — K" linear. Dann sind dquivalent:
1) f ist bijektiv
2) f ist injektiv
3) f ist surjektiv

Beweis. Offensichtlich gilt: 1) = 2) und 1) = 3). Bleibt zu zeigen, dass fir f : K™ — K" linear
gilt: 2) = 1) und 3) = 1) (dann auch 2) = 3) und umgekehrt).

Wir betrachten wieder die lineare Abbildung f' = ¢~ o f o h™! aus dem vorhergehenden
Beweis. Weil g und h bijektiv sind, gilt: f’ injektiv < f injektiv und f’ surjektiv < f surjektiv.
Es geniigt also 2) = 1) und 3) = 1) fiir f’ zu zeigen (dann folgt dasselbe fiir f). Die darstellende
E, 0

0
Wir zeigen zuerst: f’ injektiv = f’ bijektiv.

Matrix von f’ ist

E, 0
Wenn [’ injektiv, dann hat die Matrix Op 0> keine Nullspalte (siehe vorhergehenden

Beweis). Weil aber die Matrix quadratisch ist, kann sie somit auch keine Nullzeile haben = E,
ist darstellende Matrix von f’ und damit f’ bijektiv.

Analog zeigt man: f’ surjektiv = f’ bijektiv. O

Satz 6.2.5. Sein € N. Sei K ein Korper und A € K™"*". Dann sind dquivalent:

1) A ist invertierbar

2) Seix € K™. Dann gilt: Ax =0 = x = 0. D. h. das homogene lineare Gleichungssystem
Az = 0 hat nur die triviale Lisung x = 0.

3) Yy € K™ existiert genau ein ¢ € K" : Ax = y. D. h. das inhomogene lineare Gleichungs-
system Ax =y hat fiir jedes y € K™ genau eine Lisung x € K™.
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Bemerkung 6.2.5 (Fredholmsche Alternative). Das impliziert insbesondere, dass entweder das
inhomogene Gleichungssystem Axz = y fiir jedes y eindeutig losbar ist oder das homogene Glei-

chungssystem Az = 0 auch eine nichttriviale Losung x # 0 besitzt (Fredholmsche Alternative).

Beweis (von Satz 6.2.5). Wir betrachten f: K" — K™ mit f(x) = Ax.

Zu 3) & 1): Es gibt fiir jedes y € K™ genau ein x € K™ mit f(x) = y < f bijektiv & A
invertierbar (siche Satz 6.2.4).

Zu 3) & 2): Es gibt fiir jedes y € K™ genau ein z € K" mit f(z) = y < f bijektiv & f
injektiv (siche Lemma 6.2.1). Nun wissen wir bereits aus der Ubung: f injektiv < Kern f = {0},
d.h. nur die 0 bildet auf die 0 ab, somit hat das homogene GLS f(xz) = Ax = 0 nur die triviale
Losung z = 0. Ul

6.3 Rang einer Matrix

Definition 6.3.1 (Zeilenrang, Spaltenrang). Sei K ein Koérper und m,n € N. Sei A € K™*"

mit Zeilen a', ..., @™ und Spalten ay, ..., a,, d.h.

a
A — (ala 7an) —
am
1) Wir bezeichnen die lineare Hiille span(ai,...,a,) als Spaltenraum von A und die lineare

Hiille span(al,...,a™) als Zeilenraum von A.
2) Der Spaltenrang von A ist die Dimension vom Spaltenraum von A und der Zeilenrang von

A die Dimension vom Zeilenraum von A.

Bemerkung 6.3.1. Der Spaltenrang bestimmt also die maximale Anzahl linear unabhéngiger

Spalten von A, der Zeilenrang die maximale Anzahl linear unabhéngiger Zeilen von A.

Satz 6.3.1 (Rang). Seien m,n € N, K ein Korper und A € K™*™. Dann gilt: Der Zeilenrang
von A ist gleich dem Spaltenrang von A. Man nennt diese Zahl den Rang von A, kurz: Rang A.

Beweis. Evtl. Ubung.

E, 0

Beweisidee: Man benutze die Aquivalenznormalform A = G - - H und zeigt, dass

durch ,Dranmultiplizieren” von invertierbaren Matrizen G und H der Zeilenrang und Spaltenrang

der urspriinglichen Matrix nicht verdndert wird. Zuletzt sieht man, dass der Zeilenrang und

Ly

0
Spaltenrang von 0) jeweils p, also gleich ist. Der Rang von A ist also p. O

Satz 6.3.2 (Rang = Dimension vom Bild). Seien m,n € N, K ein Kéorper und A € K™*". Der
Rang von A € K™*" st die Dimension vom Bild der zugehorigen linearen Abbildung f(x) =
Az, f: K" — K™, d.h.:

Rang A = dim Bild f.
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Beweis. Dies sieht man wie folgt. Der Rang von A ist nach Definition die Dimension des

Spaltenraums von A, wobei der Spaltenraum wiederum definiert ist als span(aq, ..., ay). Nun ist
aber
span(ay,...,a,) = {zn:)\i-ai N € KVi = 1,...,n} = {2”:)\2 (A-e)| N\ € KVi= 1,...,n}
i=1 =1
= {Zn:A (Ni-ei) |\ € KYi= 1,...,n} = {A-)\‘/\EK"}
i=1
Dies ist aber gerade das Bild von f, denn Bild f = {f(z) = Az € K™|z € K"}. O

Beispiel 6.3.1 (Zeilenrang gleich Spaltenrang).

3
12|, Zeilenrang M = 2 = Spaltenrang M (also Rang M = 2)

2
M=1]0
0 6

N s =

Wir sehen, es gibt jeweils zwei linear unabhéngige Zeilen und Spalten.

6.4 Losung von Gleichungssystemen der Form Az =y mit x € K", y € K™

Definition 6.4.1 (Zeilenstufenform). Seien K ein Koérper, m,n € Nund A € K™*" A # 0.
Die Matrix A hat Zeilenstufenform, wenn es eine Anzahl von Zeilen r € {1,...,min(m,n)} und

Spalten j1,..., 7, € N gibt mit 1 < j; < jo < ... < jr < n, so dass

al] #0 7 = I{;,] :jk (kj: ]_7’7’)
aij =0 1>k jr1<j<ygr (k=1,..,r+1)

mit jo := 1 und jr41 :=n+ 1.
Satz 6.4.1. Sei K ein Korper und m,n € N. Sei r wie in Def. 6.4.1. Jede Matrix A € K™*",
A # 0, kann durch elementare Zeilenumformungen (EZU) vom Typ II und 111 in Zeilenstufenform
gebracht werden. Dabei gilt:

Rang A = 7.

Beweis.

Zur Existenz der Zeilenstufenform: Gaufisches Verfahren. Der Unterschied zu invertierbaren

Matrizen (und der dort erhaltenen Dreiecksform mit Diagonalelementen r;; # 0) besteht ledig-
lich darin, dass in der jeweils zu betrachtenden Untermatrix ,fiihrende” (d.h. links stehende)
Nullspalten auftreten konnen. Diese werden im Algorithmus einfach {ibersprungen. Zum Schluss
konnen aufserdem Nullzeilen stehen bleiben.

Zum Rang: Da der Zeilenrang von A gleich dem Spaltenrang von A (und damit gleich dem
Rang von A) ist, brauchen wir in der Zeilenstufenform nur die Zeilen zéhlen, die keine Nullzeilen
sind. Diese ,beginnen” jeweils mit einem Eintrag a;; # 0 in unterschiedlichen Spalten j; < j2 <

... < jr, sind also linear unabhéngig. Die Anzahl solcher Zeilen ist nach Definition gerade r. O
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Beispiel 6.4.1 (Zeilenstufenform, Rang). Wir betrachten die Matrix M von zuvor (Bsp. 6.4.1):

3 2 1 3
12" 1o 2 6| = RangM =2
2 6 000

Ist die Matrix einmal in Zeilenstufenform, kénnen wir den Rang also direkt an der Anzahl der

Zeilen, die keine Nullzeilen sind, ablesen.

Lemma 6.4.1. Seien m,n € N, K ein Korper, A € K™" und y € K™. Es bezeichne
Los(A,y) :={z € K"|Azx =y} den Lésungsraum des Gleichungssystems Ax =y. Dann gilt:

1) dim Lés(A,0) =n — Rang A.

2) Falls ' € K™ existiert mit Az’ =y, dann gilt:

Lis(A,y) = {x € K"|Az =y} = {a’ 4+ xo|zo € K™, Azg = 0}.

Bemerkung 6.4.1. Die Losung des inhomogenen GLS setzt sich also aus der Losung des ho-

mogenen GLS plus einer (beliebigen) speziellen Losung z’ des inhomogenen GLS zusammen.

Beweis.
Zu 1): Dies folgt direkt aus der Dimensionsformel fiir Kern und Bild. Sei f(z) = Az, dann:

n = dim K" = dimKern f + dim Bild f = dim{z € K"|Axz = 0} + Rang A.

Zu 2): Sei Az/ = y. Dann gilt: Az =y < A2’ + (z —2')) =y & A(x — 2') = 0 (denn
Ar' =y) e xg:=2—2' und Azg =0< 2 =2/ + 29 und Az = 0. dJ

Satz 6.4.2 (Allgemeine Losung von GLS). Seien m,n € N, K ein Korper, A € K™ und
y € K™. Dann gilt:

1) Rang (Aly) = Rang A & Az =y besitzt mindestens eine Losung x € K"

2) RangA =n =  Ax =y besitzt hochstens eine Losung x € K™

3) Rang (Aly) = Rang A =n <<  Ax =y besitzt genau eine Losung x € K"

Bemerkung 6.4.2. Dieser Satz impliziert, dass das GLS genau dann keine Losung hat, wenn
Rang (Aly) # Rang A (dies folgt durch Kontraposition direkt aus Aussage 1).

Beweis.

Zu 1): Rang (Aly) = Rang A < dim span(ayq, ..., an,y) = dim span (ay, ..., ay)
< span(ai, ..., n, y) = span (ai,...,an) <y € span (ai,...,a,) < INE K" 1y =>" 1 Nia;
& y=Ax =", a;x; besitzt mindestens eine Losung, némlich x = A.

Zu 2): Rang A = n < ay, ..., ay, linear unabhéngig = es existiert hochstens eine Linearkom-
bination mit )" ; A\;a; = y und damit hochstens eine Losung « € K™ (hier = \).

Zu 3): ,=": Folgt direkt aus 1) und 2).

»<" Ax = y besitzt genau eine Losung z zu jedem y < Ax = 0 besitzt nur die Losung
x =0 < ay,...,a, linear unabhingig < Rang A = n. Aus 1) folgt auferdem (weil mind. eine

Losung existert): Rang (A|y) = Rang A. O
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Beispiel 6.4.2 (Allgemeine Losung von GLS).

1+ 229 + 323 =1
4x1 4 dxo + 623 = 3
Tx1+ 8xo + 923 =5

Die zugehorige erweiterte Matrix ist:

1 2 3|1
(Aly) =1 4 5 6|3
7 8 915

Aus elementaren Zeilenumformungen bekommt man:

12 3|1 1 2 3|1 1 2 3|1
456310 -3 6|1 "0 -3 —6|-1
78 95 0 —6 —12|—2 00 010

Ware in der letzten Zeile nicht ,,0=0" gestanden, sondern z.B. ,0=1", hdatten wir einen Wider-
spruch und das GLS wiére nicht 16sbar (in dem Fall wiare Rang A = 2 # 3 = Rang (Aly)). So
haben wir aber eine Losung.

Riickiibersetzen in Gleichungen: Die dritte Zeile ergibt 0 - 3 = 0, d.h. wir kdnnen z3 frei
wahlen. Wir setzen z3 = pu.

Es verbleiben die Gleichungen aus der ersten und zweiten Zeile (mit x3 = p):

1+ 29+ 3u=1
3o +6p =1

Aus 3x9 +6p =1 = 29 = 1/3 —2p und aus 1 + 222 +3u =1 = 21 = 1 — 3u — 2x9 =
1—-3u—2/3+4p=1/3+ p. Damit ist die allgemeine Losung:

1
+ | -2
1

Los(A,y) =z = pweR

S Wik Wi

Hier ist x’= (1/3, 1/3, 0) eine spezielle Losung und fiir die Losung des homogenen GLS gilt:

1
Los(A,0) =R z=p| -2
1

JIRSRIN

Es ist also dim Los(A,0) = 1 und Rang A = 2 und damit dim Los(A,0) + Rang A =142 = 3,

wie erwartet.
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Bemerkung 6.4.3 (Affiner Unterraum). Geometrisch ist der Losungsraum Los(A, y) ein affiner

Unterraum von K™, d.h. ein um einen Vektor z’ verschobener Unterraum.
)
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7 Determinanten

Beispiel 7.0.1. Sei M = <a
c

b
d) eine 2 x 2-Matrix. Dann gilt:

det M = ad — be = <a> x <b>
c d

Hier bezeichnet ,,x” das aus der Schule bekannte Kreuzprodukt.

Geometrische Anschauung: Die Determinante misst also die (orientierte) Fldiche des durch

b
die Vektoren < a) und (d) aufgespannten Parallelogramms.
c

ar b «a
Beispiel 7.0.2. Sei M’ = [ ay by c | eine 3 x 3-Matrix. Dann gilt:

as bg C3
al bl C1
det M’ := a1(5203—b362)+a2(b361—()163)—1—&3(()162—61[)2) =\laz |- bo | X | e =: a-(bxc).
as bs 3

Geometrische Anschauung: Die Determinante misst somit das (orientierte) Volumen des

a by 1
durch die Vektoren a = | as | ,b= | by | und ¢ = | ¢y | aufgespannten Korpers.
as bg C3

Bemerkung 7.0.1 (Determinante als Volumenform). Man sieht bereits im Fall der 2 x 2-
und 3 x 3-Matrizen (ohne dass wir dies an dieser Stelle beweisen): die Determinante misst
das n-dimensionale (orientierte) Volumen des durch die n Spaltenvektoren einer n x n-Matrix

aufgespannten geometrischen Korpers.

Bemerkung 7.0.2 (Invertierbarkeit, det M # 0). Man sieht bereits im Fall der 2 x 2— und
3 x 3-Matrizen (ohne dass wir dies an dieser Stelle beweisen): Die Spaltenvektoren der Matrix
M € K™™ sind genau dann linear unabhéngig, wenn das von ihnen aufgespannte Volumen von
0 verschieden, die Determinante also ungleich 0 ist (det M # 0). Dabei gilt: Die Spaltenvektoren
der Matrix M sind linear unabhéngig genau dann, wenn der Rang der Matrix n ist genau dann,
wenn die Abbildung f(z) = Mz bijektiv und damit die Matrix invertierbar ist. D.h.:

det M #0 < M invertierbar
Wir betrachten im Folgenden wieder eine allgemeine n x n—Matrix A mit Spaltenvektoren a; bis

ap, d.h. A= (ay,...,a,).
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Definition 7.0.1 (Determinante). Sei n € N und K ein Koérper. Wir nennen eine Abbildung
det : (K™)" — K eine Determinante, wenn gilt:
1) det ist Multilinearform auf K™, d.h. det ist linear in jedem seiner n Argumente, d.h. fir

alle a;,y €e K", A e K,1=1,...,n gilt:
det(ay,...,a; + Ay, ..., a,) = det(ay, ..., a;, ..., an) + Adet(ai, ..., y, ..., an),

2) det ist alternierend, d.h. ihr Vorzeichen dndert sich unter Vertauschung zweier Argumente,
d.h. fiir alle ¢ # j mit 4,5 € {1,...,n} gilt:

det(ar, ..., i, ..., aj, ..., an) = —det(ay, ..., aj, ..., aj, ..., ap),
3) det ist normiert, d.h. falls wir Einheitsvektoren e, ..., e,, einsetzen, gilt:
det(eq,...,en) = 1.

Fir A € K™ setzen wir: det A = det(ay, .., ap).

Bemerkung 7.0.3. Statt ,,det A” schreibt man manchmal auch: |A|. (Dies soll darauf hinweisen,

dass die Determinante das Volumen misst).

Bemerkung 7.0.4 (Existenz und Eindeutigkeit der Determinante). Man kann zeigen, dass fiir
jede Matrix A € K™*™ eine Determinante existiert und diese eindeutig ist (wir sparen uns hier

den Beweis).

Bemerkung 7.0.5. Aus Aussage 2) folgt, dass det(ay, ..., a,) = 0, falls zwei der n Vektoren a; bis
ay, gleich sind. Begriindung: Sei 0.B.d.A. a; = a;. Dann folgt aus 2): det(a1, ..., as, ..., @s, ..., an) =
—det(ay,...,ai, ..., a, ...,an), was nur efiillt sein kann (die Determinante ist ein Skalar!), wenn
det(ay,...,an) = 0.

Andersherum folgt aus der (Multi-)Linearitit sowie der Aussage, dass det(ay, ..., a,) = 0, falls

zwei der n Vektoren a; bis a, gleich sind, dass die Determinante alternierend ist. Begriindung;:

0 =det(a1,...,a; + aj,...,a; + aj, ..., a,) = det(ai, ..., aj, ..., a;, ..., ap)
+det(ai, ..., aj, ..., i, ..., an) + det(ai, ..., ai, ..., aj, ..., ap) + det(as, ..., aj, ..., aj, ..., ap)

=0+ det(ai, ..., aj, ..., a;, ..., an) + det(a, ..., aj, ..., aj, ..., an) + 0

= det(a1, ..., aj, ..., Qi ..., an) = —det(ai, ..., a;, ..., aj, ..., an).
Satz 7.0.1 (Laplacescher Entwicklungssatz). Sein > 2 € N, K ein Korper und A € K"*".
Dann gilt:
1) det A = Z;”:l(—l)”jaij det AW (i=1,...,n) ,Entwicklung nach der i-ten Zeile”
2) det A =Y (—=1)"Ha;det AW (j=1,..,n) ,Entwicklung nach der j-ten Spalte”
Dabei bezeichnet AW ¢ K=10x(n=1) die Untermatriz, die entsteht, wenn man die i-te Zeile

und j-te Spalte streicht.
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Beweis. Evtl. Ubung. OJ
ail a2 a3
Beispiel 7.0.3. Sei M = | as; ags a3 | - Wir entwickeln z.B. nach der dritten Spalte:

azyp asz2 as3

ailr ai2 ais a a a a a a
21 22 11 12 11 12
det | a1 ags as3 | = +aizdet — a9z det + ags det
az;r as2 asy as2 a21 G22
asy as2 ass
= a13(ag1a32 — agraz2) — azs(ainasz — azrai2) + asz(anaze — az1a12)
= a11(ag2as3 — agzags) + ag1(azea13 — azzaiz) + asi(aizazs — agzais)

=ai - (CLQ X a3)

Bemerkung 7.0.6 (Geometrische Anschauung). Es ist |ag x a3| = |az||ag|sin¢ (dabei ist ¢
der Winkel zwischen ay und ag). |ag X ag| ist also maximal, wenn ¢ = /2, d.h. wenn as und
a3 senkrecht aufeinander stehen (und |az X az| = 0, falls ¢ = 0 oder ¢ = 7). Weiter gilt:
as X az = |az||az|sin¢ - 7, wobei 1 der Einheitsvektor ist, der senkrecht auf die Fliche steht,
die von ag und ag aufgespannt wird. Zuletzt gilt: a1 - (a2 X a3) = |a1]||ag X as| cos (dabei ist
Y der Winkel zwischen a; und as X ag, also der Winkel zwischen a; und n), d.h. a; - (a2 X a3)
ist maximal, falls ¢» = 0 oder ¢ = 7, d.h. falls a1 und 7 parallel oder antiparallel sind (und
ay - (ag x az) =0, falls ¢ = 7/2).

Bemerkung 7.0.7. Fiir eine Dreiecksmatrix R mit Diagonalelementen r;; # 0 gilt also:
det R = 11722 * «o. " Tpn-

Dies siecht man sofort, wenn man R (und die Untermatrizen) nach der 1. Spalte entwickelt.

Satz 7.0.2 (Rechenregeln fiir Determinanten). Seien n € N, K ein Kéorper, A, B € K™*™ und
A€ K. Dann gilt:

1) det(AA) = A" det A,

2) det(A - B) =det A - det B,

3) det AT = det A,

4) A invertierbar < det A # 0,
)

- . 1 _ 1
5) A invertierbar = det A™" = Tt A

Beweis. Evtl. Ubung. O

Bemerkung 7.0.8. Wichtig: Es gilt nicht, dass det(A + B) = det A + det B!
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Beispiel 7.0.4 (Cramersche Regel fiir n = 2). Es sei ein inhomogenes lineares Gleichungssystem

aus zwei Gleichungen gegeben (a11, a12, a21, a22, y1,y2 € R bekannt, x1,x9 gesucht):

aiTy + a12x2 = Y1

a21x1 + a22T2 = Y2

In Matrixnotation:
air a2} (rr) (W
a1 a2 T2 Y2
Wir wissen bereits: Dieses Gleichungssystem ist nur eindeutig lésbar, falls det A := aji1a90 —

ai2a91 # 0. Wir zeigen im Folgenden, dass dann fiir die Losung gilt:

a
det <y1 12)
Yyia22 — Y2012 Y2 a2

_%'1 = =
det

a1 Q22

und
det <a11 y1>
a1y2 —aznyi a1 Y2

Tro = =
o — otz (an a12>

a21 Q22

Satz 7.0.3 (Cramersche Regel). Seien n € N, K ein Korper, A = (ai,...,an) € K™ inver-

tierbar, y € K™ und x € K™ die eindeutige Losung des Gleichungssystems Ax = y. Dann gilt

Vi=1,..,n:
- det(ai, ..., ai—1,Y, @ip1, ..., Gn)
! det A

Beweis. Aus Az =y folgt Y, arzy, = y und damit:

n

det(ai, ...,ai—1,Y, Qit1, ..., an) = det(aq, ..., a;—1, g ATy it 1y ey Oy
k=1

n
= Z xp det(ay, ..., a;i—1, ag, QGiy1, ..., an) = x; det A.
k=1
Hier haben wir im letzten Schritt benutzt, dass det(aq, ..., a;—1, ak, @it1, ..., a,) = 0 fur alle k # i
(siche Bemerkung 7.0.5). O
Satz 7.0.4 (Leibnizformel). Seien n € N, K ein Korper, A = (aij)i j=1,..n € K"*". Dann gilt:

det A = Z o(m) - Ar(1)1 " -+ * Qr(n)n

TI’GSn

Dabei bezeichnet o(m) := det(ex(1); - €x(n)) € {—1,1} das Signum der Permutation = € S,.
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Beweis. Evtl. Ubung. OJ

Beispiel 7.0.5. Sei n = 2. Wir betrachten also S», d.h. die Gruppe der Permutationen von
{1,2}. Diese Gruppe hat |Sa| = 2! = 2 Elemente. Explizit, So = {id, p} mit

Damit ist:

det A = Z o(m)- Ar(1)1 " Ar(2)2 = o(id) - a11 - ag2 + o(p) - a1 - a12 = +aijaz — az a2
TES2

Hier haben wir benutzt, dass

10
o(id) = det(ey, ez) = det (0 1) =1

und

01
o(p) = det(ez, e1) = det (1 O) = -1
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8 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 8.0.1 (Eigenwert, Eigenvektor). Seien n € N, K ein Korper und A € K™*™. Dann
gilt: A € K heift Figenwert von A, wenn es einen Vektor v € K™\ {0} gibt, so dass

Av = Av.
In diesem Fall heifst v Eigenvektor von A zum Eigenwert .

1 2
Beispiel 8.0.1. Sei A = (0 2) . Dann gilt (ohne dass wir dies an dieser Stelle herleiten):

1 2 1 1 1
. =1- = 1 ist Eigenwert und ist Eigenvektor zu 1
0 2 0 0 0
1 2 2 4 2 . . 2\ . .
. = =2 = 2 ist Eigenwert und ist Eigenvektor zu 2
0 2 1 2 1 1

Satz 8.0.1 (Bestimmung der Eigenwerte). Seien n € N, K ein Kéorper, A € K™" und \ € K.
Dann gilt:
A Eigenwertvon A & det(A — AE,) = 0.

Beweis. A ist Eigenwert von A < Jv € K" \ {0}, so dass Av = \v < Jv € K"\ {0}, so
dass (A — AE,)v = 0 & A — AE, nicht invertierbar (siehe Satz 6.2.5, wonach eine Matrix M
invertierbar ist genau dann, wenn gilt: Mv = 0 = v = 0, hier aber: Mv = 0A v # 0, also M
nicht invertierbar) < det(A — AE,,) = 0 (siehe Satz 7.0.2). O

0

1 2 1 1—-A 2
det(A — \E,) = 0 & det [ - A 0 ] = det
0 2 0 1 0 2-2A
0

=(1-XNE2-A)=N-3x+2=0.

[\)

1 2
Beispiel 8.0.2. Wir betrachten das vorige Beispiel, also A = ( ) Dann gilt:

Diese Gleichung besitzt zwei Losungen: Ay = 1 und Ao = 2. Dies kénnen wir direkt an der Form
(I =X)(2—AX) =0 ablesen.
Sei nun v = (v1,v2) der Eigenvektor zu A\; = 1 und u = (u1,u2) der Eigenvektor zu Ay = 2.

Wir bestimmen v durch Auflésen des Gleichungssystems Av = A\jv (und analog fiir u), d.h.

1 2 (%1 V1 1
. =1 S v+ 200 = vyund 29 = v9 = v = ,
0 2 (%) V9 0
1 2 (5] (75} 2
. = S Uy + 2us = 2uq und 2ue = 2ue = u = .
0 2 u9g u9 1
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Bemerkung 8.0.1. Wir sehen an diesem Beispiel: auch Vielfache von Eigenvektoren sind selbst

wieder Eigenvektoren, d.h.: v Eigenvektor = av Eigenvektor, a € K.

Bemerkung 8.0.2. Eigenwerte konnen auch mehrfach vorkommen und 0 ist ein méglicher Ei-

genwert (allerdings ist 0 kein moglicher Eigenvektor!).

Definition 8.0.2 (Charakteristisches Polynom). Seien n € N, K ein Korper, A € K™ und
A € K. Die Funktion
xa: K — K, xa(\):=det(A—A\E,)

heifst charakteristisches Polynom von A.

1 2
Beispiel 8.0.3. Wir betrachten wieder das vorige Beispiel, also A = <O 2). In dem Fall ist

xA(A) = det(A — AEy) = A2 — 3\ +2

das charakteristische Polynom von A.

Bemerkung 8.0.3. Das charakteristische Polynom einer n x n—Matrix ist allgemein von der
Form ¢, A" 4 ¢, 1 A" + 1A + ¢o mit Koeffizienten ¢; € K fiiri = 0,...,n—1 und ¢, = (=1)". Es
handelt sich also um ein Polynom vom Grad n. Dieses hat n (ggf. komplexe) Nullstellen. (Mehr-
fache Nullstellen werden hier mehrfach gezéhlt.) Um die Art und Vielfachheit der Nullstellen
zu bestimmen, miissen wir nochmal ausfiihrlicher iiber Polynome sprechen. Zunéchst betrachten

wir aber die Diagonalisierbarkeit von A.

Definition 8.0.3 (Diagonalmatrix). Wir bezeichnen eine Matrix D = (d;j)i j=1,..n € K™*™ als
Diagonalmatriz, wenn ihre Matrixeintrige aufterhalb der Diagonalen alle gleich 0 sind, d.h. wenn
d;; = 0 fiir 7 # j. Wir schreiben auch:

D = diag(di1, ..., dnn)-

Definition 8.0.4 (Diagonalisierbarkeit). Sei n € N und K ein Korper. Eine Matrix A € K™*"
heillt diagonalisierbar, wenn sie dhnlich zu einer Diagonalmatrix D ist, d.h. wenn es eine inver-
tierbare Matrix S € K™*™ gibt, so dass:

D=S8"148.

Bemerkung 8.0.4. Ist A diagonalisierbar, so stehen in der Diagonalmatrix D auf der Diagonalen

die Eigenwerte von A, d.h.

Y| 0
D=S"14.5= = diag(A1, ..., An)-
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Satz 8.0.2 (Diagonalisierbarkeit). Sei n € N, K ein Korper und A € K™*™. A ist diagonali-

sierbar genau dann, wenn K™ eine Basis aus Eigenvektoren von A besitzt.

Beweis (von Satz 8.0.2).

<" Sei B = {by,...,b,} eine Basis von K" mit by, ...,b, Eigenvektoren von A, d.h. fiir alle
j=1,...,n: Abj = \;b; ()\; Eigenwerte).

B = {b1,...,b,} Basis von K" = 35 : K" — K", S := (b, ..., by) invertierbar mit Se; = b;
fir alle j =1,...,n.

Erinnerung: S ist die Matrix, die den Basiswechsel von B zur Einheitsbasis A := {eq, ..., e,}
beschreibt, d.h. explizit: S := M%(idn). Entsprechend ist: S~ = Mg\(idgn).

b1, ..., b, Eigenvektoren von A = A Se; = \jb; = A; Se; fiir alle j = 1,....,n = S_lASej =
S_l)\jSej = Ajej firalle j =1,...,n

A\ 0
= S 1A4.5=
0 A

»,=" A diagonalisierbar < 35 € K™*" und 3\;,j =1, ..., n, so dass:

A 0
STTA-S =
0 An

& S_lAS’ej = \jej fiiralle j =1,...,n
& ASej = S\je; fiir alle j = 1, ...,n (wir haben beidseitig von links mit S multipliziert)
& A(Sej) = \j(Sej) firalle j =1,...,n

Weil S € K™*™ invertierbar ist und {ey, ..., e, } eine Basis von K™, folgt, dass {b1, ..., b, } mit
bj := Se; eine Basis von K™ ist.

Begriindung: Dies gilt, weil die zu S gehorige lineare Abbildung f : K™ — K" bijektiv
ist. Explizit: Weil f surjektiv ist, bildet f auf ganz K™ ab, d.h. fiir das Erzeugendensystem
€1, ...,en von K" gilt: f(e1),..., f(eyn) bilden ein Erzeugendensystem von K™. Weil f injektiv ist,
gilt fiir linear unabhéngige Vektoren eq,..,e, : f(e1), ..., f(e,) sind linear unabhéngig. Folglich
ist f(e1) =: b1, ..., f(en) =: b, eine Basis von K.

Insbesondere ist also b; = f(e;) = Se; # 0 und damit b; = Se; Eigenvektor von A (denn wir
hatten bereits gezeigt, dass Ab; = \;b;). O

1 2
Beispiel 8.0.4. Wir betrachten wieder das vorige Beispiel, also A = (O 2). In dem Fall ist

S:<v1 u1>:<1 2)7 51:<1 —2)
Vg U3 01 0 1
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Wir erhalten also wie erwartet eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten auf der Diagonalen.

Definition 8.0.5 (Eigenraum, geometrische Vielfachheit). Sei n € N, K ein Korper, A € K"*"
und A ein Eigenwert von A.

1) Wir nennen
Eig4(A\) :=={z € K"|Az = Az}

den Eigenraum von A zum Eigenwert A.

2) Wir nennen seine Dimension, dim Eig 4 (\), die geometrische Vielfachheit von A.

Bemerkung 8.0.5 (Eigenraum). Es gilt:
Eigy(\) = {z € K"|Azx = Az} = Kern(A4 — \E,,).

Hier steht A — A\E,, fiir die lineare Abbildung f(x) = (A — AE,,)z. Eigenrdume sind also in der
Tat Untervektorrdume und besitzen damit eine Basis und Dimension. Nach Definition sind sie

genau die lineare Hiille der zu einem bestimmten Eigenwert gehorenden Eigenvektoren.

1 2
Beispiel 8.0.5. Wir betrachten wieder das vorige Beispiel, also A = 0 2] In dem Fall sind

1 2
die Eigenwerte A\; = 1 mit Eigenvektor v = <0> und A9 = 2 mit Eigenvektor u = <1>

Fiir die zugehorigen Eigenrdume gilt:

Fig,(1) = {a (;)

Eig,(2) = {5 (i) ‘5 S R} . dimEig,(2) = 1.

o€ ]R} , dimEig,(1) =1

Bemerkung 8.0.6. Nur wenn ein Eigenwert mehrfach vorkommt, kann der Eigenraum mehr als
eine Dimension haben! Dabei kommt ein Eigenwert mehrfach vor, wenn er mehrfache Nullstelle

des charakteristischen Polynoms ist (mehr dazu gleich).
Bevor wir die Nullstellen eines Polynoms genauer analysieren, betrachten wir zuerst ein Beispiel.

Beispiel 8.0.6 (Polynomdivision). Wir betrachten ein Polynom P vom Grad 3 mit
P:R =R, P(z) = — 222 — 11z + 12.

Wir suchen die Nullstellen des Polynoms, d.h. diejenigen \; € R, fiir die P(\;) = 0.
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Erster Schritt: Wir miissen durch Betrachten des Polynoms eine Nullstelle ,erraten” oder
besser gesagt finden. Wir sehen: A\; = 1 ist eine Nullstelle. Diese kénnen wir faktorisieren. Dabei
gilt:

Plz) = (z—1) Q)
mit @ einem (eindeutig festgelegten) Polynom vom Grad 2.

Zweiter Schritt: Wir berechnen ) wie gewohnt durch Polynomdivision:

Qz)=Px):(x—1)=(2>—22°> — 11z +12): (z — 1) = 2% — 2z — 12

. ($3 o x2)
— 22— 11z + 12
—(—2*+ 1)

— 12z 412

Letzter Schritt: Zuletzt kénnen wir die verbleibenden Nullstellen Ay/3 tiber die Formel fiir

quadratische Gleichungen der Form axz? + bx + ¢ berechnen:

~b+ Vb2 —dac  —(-1) £/ (-1)2—-4-(-12) 1+£49 147
2a 2 2 2
= Ao =4 und )\3:—3.

Bemerkung 8.0.7. Wir verstehen an diesem Beispiel. Ein Polynom mit reellen Koeffizienten
muss keine reellen Nullstellen haben (es hat maximal n reelle Nullstellen!), z.B. hat das Polynom
22 +1 nur zwei komplexe Nullstellen, nimlich \; /2 = £i. Aukerdem kann eine Nullstelle mehrfach
vorkommen, z.B. hat das Polynom z? — 4z + 4 = (z — 2)(z — 2) die doppelte Nullstelle A = 2.

Allgemein gilt fiir die Nullstellen von Polynomen vom Grad n Folgendes.
Definition 8.0.6 (Polynom, Grad, Hochstkoeffizient, Nullstelle). Sei K ein unendlicher Korper
(z.B. K =R oder K = C) und n € Ny. Seien ag, ay,...,a, € K und a, # 0.

1) Wir nennen

n
P:K— K, P(x)= Zakxk
k=0

ein Polynom vom Grad n (kurz: n = grad P). Dabei nennen wir a,, den Héchstkoeffizienten.

2) Wir nennen \ eine Nullstelle des Polynoms, falls P(\) = 0.

Lemma 8.0.1 (Faktorisieren einer Nullstelle). Sei K ein unendlicher Korper,n € N, P: K — K
ein Polynom vom Grad n und \ eine Nullstelle, d.h. P(\) = 0. Dann gibt es ein eindeutig
bestimmtes Polynom @ : K — K vom Grad n — 1 (mit eindeutigen Koeffizienten ag, ..., an—1),

so dass
P(z) = (z =) - Q).
Beweis. Allgemein ist P von der Form P(x) = S_1_, axz”* mit a,, # 0. Wir machen eine Fallun-

terscheidung;:
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1. Fall (A =0): Aus A = 0 Nullstelle, also P(0) = a,, - 0" + ...a; - 0 4+ ag = 0, folgt ap = 0.
Damit gilt:

n n n n—1
P(x) = Z apae® = xz apz®t = Q) = Z apatl = Z a1 @
k=1 k=1 k=1 1=0

ist eindeutig bestimmtes Polynom vom Grad n — 1 (denn der Koeffizient vor "~ ! ist a,, # 0).
2. Fall (X # 0): Wir betrachten die Funktion P(x) := P(z+ \). Auch P ist ein Polynom vom

Grad n (dies erhilt man z.B. aus dem binomischen Lehrsatz, wonach (z+y)" = > (1) z*y"5).

Nun ist P(0) = P(\) = 0 (denn X ist Nullstelle von P). Nun sind wir wieder beim 1. Fall und
wir kénnen folgern, dass ein eindeutig bestimmtes Polynom Q : K — K vom Grad n — 1 existiert
mit

P(z) =z -Q(x).

Statt = setzen wir in diese Gleichung x — A ein und bekommen:

Plz—X)=(z—=A) Q)

mit P(z—\) = P(z). Somit P(z) = (x—\)-Q(z—\) =: (z—\)-Q(z) mit eindeutig bestimmtem
Polynom @ vom Grad n — 1. O

Lemma 8.0.2 (Vielfachheit einer Nullstelle). Sei K ein unendlicher Korper,n € N, P: K — K
ein Polynom vom Grad n > 1 und X\ eine Nullstelle, d.h. P(\) = 0. Dann gibt es ein eindeutig
bestimmtes m € N und ein eindeutig bestimmtes Polynom Q : K — K, Q(\) # 0, so dass

P(z) = (x —A)"™ - Q(z).
Wir nennen m die Vielfachheit der Nullstelle ).

Beweis. Wiederholte Anwendung von Lemma 8.0.1, bis wir bei einem Polynom @ ankommen,
fir das gilt: Q(\) # 0. O

Lemma 8.0.3. Sei K ein unendlicher Korper, n € N und P : K — K ein Polynom vom
Grad n. Seien A1, ...,\; mit | € Ny paarweise verschiedene Nullstellen. Dann gibt es eindeutige
mi,...m; € N mit mi + ... + my < n und ein eindeutig bestimmtes Polynom @ : K — K vom
Grad n — (m1 + ... + my), Q(x) # 0, so dass

P(z)=(x—X)™ ..o (x = XN)™ - Q(x).
Beweis. Folgt direkt als Verallgemeinerung von Lemma 8.0.2. O

Damit kommen wir nun zu folgendem wichtigen Satz (der von Gaufs bewiesen wurde).

Satz 8.0.3 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom P : C — C vom Grad n € N besitzt
genau n Nullstellen in C (entsprechend ihrer Vielfachheit gezdihlt). Insbesondere gibt es einl € N
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und mq,...,m; € N mit my + ... + my = n sowie paarweise verschiedene Ay, ...,\; € C und ein
a € C\ {0}, so dass
Plz)=a-(x—XA)™ .- (x—X\)™.

Beweis. Folgt aus Lemma 8.0.2 zusammen mit dem Beweis, dass mindestens eine Nullstelle
existiert (Gauf). O

Wir kommen nun wieder zuriick zum Eigenwertproblem.

Definition 8.0.7 (Algebraische Vielfachheit). Sei K ein unendlicher Kérper, n € N; A € K™*™.
Sei A € K ein Eigenwert von A. Wir nennen m € N die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts
A, wenn \ eine m-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms y 4 = det(4A — AE,,) ist.

Bemerkung 8.0.8. Aus dem, was wir iiber Polynome gelernt haben, folgt unmittelbar:
1) Eine Matrix A € R™*™ besitzt hochstens n reelle Eigenwerte.
2) Eine Matrix B € C™*™ besitzt genau n komplexe Eigenwerte.

Dabei zéhlen wir die Eigenwerte entsprechend ihrer algebraischen Vielfachheit.

Wir haben zuvor bereits iiber die geometrische Vielfachheit von Eigenwerten gesprochen. Die

algebraische und geometrische Vielfachheit hdngen wie folgt zusammen.

Satz 8.0.4 (Algebraische und geometrische Vielfachheit). Sei K ein unendlicher Kérper, n € N,
A e K™". Sei A € K ein Figenwert von A. Dann gilt: Die algebraische Vielfachheit von X ist

grofer oder gleich der geometrischen Vielfachheit von A.
Beweis. Miissen wir aus Zeitgriinden weglassen. O

Bemerkung 8.0.9. Wenn also ein Eigenwert A eine m-fache Nullstelle des charakter. Poly-
noms ist, kann der Eigenraum maximal die Dimension m haben, d.h. es kann maximal m linear
unabhéngige Eigenvektoren zum FEigenwert A\ geben. Dabei gilt: Die Eigenvektoren zu unter-
schiedlichen Eigenwerten sind ohnehin linear unabhéngig.

Das heift, die Eigenvektoren von A bilden genau dann eine Basis von K" — und damit ist A
genau dann diagonalisierbar —, wenn sich die geometrischen Vielfachheiten aller Eigenwerte zu n

addieren (wenn es also n linear unabhéngige Eigenvektoren gibt).
Damit ergibt sich der folgende Satz.

Satz 8.0.5. Sei K ein unendlicher Korper, n € N, A € K™, Seienl € N und Aq,..., N
paarweise verschiedene Eigenwerte von A mit geometrischen Vielfachheiten k1, ..., k. Dann gilt:

A ist diagonalisierbar genau dann, wenn ki + ... + k; = n.

Beweis. Beweisidee: k; beschreibt die Anzahl linear unabhéngiger Eigenvektoren zum Eigenwert
;. Dies gilt Vi = 1,...,1 und Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind linear unab-
héngig, woraus folgt: Es gibt insgesamt ki + ... 4+ k; = n linear unabhénigige Eigenvektoren, diese
bilden Basis von K. O

104



Wir betrachten zum Schluss noch das Beispiel eines Figenwertproblems bei einer 3 x 3-Matrix.

Beispiel 8.0.7. Sei A € R3*3 mit

Wir berechnen zunéchst die Eigenwerte. Das charakteristisches Polynom ist:

1-Xx 0 3
XA(A) = det(A — AE,) = det 0 2-X 0
1 0 —1-2X
=(1-ANE2-MN(-1=-X)+1(-1)(2-A)3
=2-N[A-N(=1-X) =3 =@2- N\ -4
=2-MNA=2)A+2)=-2-N)*(A+2)

Nun setzen wir x,(A) = 0 und erhalten damit die Eigenwerte.

= A1 = 2 ist doppelte Nullstelle (d.h. von algebraischer Vielfachheit 2),
A2 = —2 ist einfache Nullstelle (d.h. von algebraischer Vielfachheit 1).

Nun bestimmen wir die Eigenrdume:

Zu g = —2:
3 0 3 3 0 3
Eigy(-2) = {u e R3‘Au =—2u} =Kern(A+2E3) =Kemn [0 4 0| =Kem [0 4 0
1 01 0 00
Damit verbleiben die folgenden zwei Gleichungen:
3U1 + 3U3 = 0, 4UQ =0.
Die Losung dieses Gleichungssystems gibt uns den Eigenraum zu Ay = —2 (dessen Dimension 1

ist, d.h. die geometrische Vielfachheit vom Eigenwert Ao = —2 ist 1) :

= FEigy(—2) =( « 0 acR
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Zu g = 2:

-1 0 3
Eig,(2) = {v € R*|Av=2v} =Kern(A—2E3;) =Kern | 0 0 0
1 0 -3
10 3
=Kern| 0 0 0| =:KernB
0 0 0

Wir sehen, dass Rang B = 1. Damit gilt fiir die Dimension des Kerns: dim Kern B = 2. Der
Eigenwert Ay = 2 hat also geometrische Vielfachheit 2.
Alternativ {iberlegen wir uns, dass es nur eine Gleichung und damit zwei freie Parameter

a, B € R (also zwei linear unabhéngige Vektoren) in der Losung von Bv = 0 gibt:
—1lvy+3v3=0 = v = 3vs.

Wahle z.B. v9 = o und v3 = 8. Dann erhalten wir als Losung den folgenden Eigenraum:

0
= Figy42)=qal| 1|+ 0] |0,BeER
0 1

Wir haben also drei linear unabhéngige Eigenvektoren:

0 3

Die drei Eigenvektoren bilden zusammen eine Basis des R3. Die Matrix A € R3*3 ist also

diagonalisierbar und es gilt:

1
D=S"14S mit S=1] 0
-1

o = O
= o W

Dabei sind die Eigenvektoren genau die Spalten der Transformationsmatrix S. Wir rechnen nach,
ob das stimmt und tatséchlich eine Diagonalmatrix D mit den Eigenwerten auf der Diagonalen
rauskommt. Da A nicht symmetrisch und damit S nicht orthogonal ist, miissen wir S~ explizit

berechnen (sonst konnten wir benutzen, dass fiir orthogonale Matrizen gilt: S~ = ST). Wir
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berechnen also S~!:

1 0 3[1 0 0 1 03/100
(S\E3)=010010—>010010
-1 0 10 0 1 00 4[1 0 1
1000 -2 100[+0 -3
—>010010—>010010:(E3\S—1)
004/1 0 1 0017 0 %
1 0 -3
=8t=2.104 o0
10
Damit ist:
10 10 1 0 3
SlAS_704 0 2 0 10
10 1 0 -1 0 1
110—3 -2 0 6 -2 0
=710 4 0 0 2 0]|= 2
10 2 0 2

Wir erhalten also tatséchlich eine Diagonalmatrix D mit den Eigenwerten (entsprechend ihrer

algebraischen Vielfachheit) auf der Diagonalen.
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9 Ausblick: Lineare Algebra 2
U. A. die folgenden Themen sind Teil einer Vorlesung , Lineare Algebra 2”.

e Jordannormalform einer Matrix

Kann man eine Matrix A € K™*™ nicht diagonalisieren, so ist die ,zweitbeste Option”
die sog. Jordannormalform J. Dies ist eine Blockdiagonalform mit Eigenwerten auf der

Diagonalen und 1-en auf der oberen Nebendiagonalen von der Art

A1 0 ...00
0 A 1

J=1:1 0 X O
0 L0
0 ... Aj

Das Prozedere, sie zu erhalten, ist dhnlich wie bei der Diagonalisierung. Ist die geometrische
Vielfachheit eines Eigenwerts kleiner als seine algebraische (und die Matrix somit nicht
diagonalisierbar), d.h. gibt es nicht genug Eigenvektoren, um eine Basis des K" zu bilden,

so fiillt man mit sog. Hauptvektoren v, auf. Diese erhédlt man wie folgt:
(A= AE,)P-v,=0, p=1,2,3, ..

Erinnerung: Fiir p = 1 entspricht dies der Gleichung fiir Eigenvektoren (diese sind also ein
Spezialfall der Hauptvektoren). Im Anschluss macht man alles wie immer, nur dass in den

Spalten von .S nun die Eigen- und Hauptvektoren stehen. Dann gilt:

ST1AS = J.

e Matrizen im Komplexen

Wir haben bereits bestimmte spezielle Matrizen im Reellen kennengelernt. Analog gibt es

bestimmte spezielle Matrizen im Komplexen.

— Im Reellen: Sei n € N. Wir nennen eine Matrix A € R™*"™ symmetrisch, falls
AT = A.

Dabei ist AT die zu A transponierte Matrix. Wir nennen eine Matrix A € R™ "

orthogonal, falls
A7t = AT,

In dem Fall gilt insbesondere, dass £, = A™'A = ATA und |det A = 1|.
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— Im Komplexen: Sei n € N. Wir nennen eine Matrix B € C™"*" selbstadjungiert, falls
BT = B.

Dabei ist BT die zu B adjungierte (= transponierte und komplex konjugierte) Matrix.

Wir nennen eine Matrix B € C™*" unitdr, falls
B~!'=pT.
In dem Fall gilt, dass E, = B"'B = BTB und |det B = 1.

e Skalarprodukt im Komplexen

Wir haben bereits das Skalarprodukt im Reellen kennengelernt. Analog gibt es das Skalar-

produkt im Komplexen.

— Im Reellen: Seien z € R*, y € R¥. Es ist

n
k=1

das Standardskalarprodukt in R. Es ist bilinear, symmmetrisch und positiv definit.

— Im Komplexen: Seien z € C¥,y € C*. Es ist

n
k=1

das Skalarprodukt in C. Es ist sesquilinear, hermitesch und positiv definit. Dabei
bedeutet sesquilinear, dass zwar (z, \y) = A(z,), aber (Az,y) = A(z,y), und hermi-

tesch, dass (x,y) = (y, ).
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