Jan Glaubitz
Daniel Rademacher
Thomas Sonar

Lernbuch
Analysis 1

Das Wichtigste ausfiihrlich
fur Bachelor und Lehramt

@ Springer Spektrum



Lernbuch Analysis 1



Jan Glaubitz - Daniel Rademacher - Thomas Sonar

Lernbuch Analysis 1

Das Wichtigste ausfiihrlich fiir Bachelor
und Lehramt

@ Springer Spektrum



Jan Glaubitz

Institut Computational Mathematics
Technische Universitit Braunschweig
Braunschweig, Deutschland

Daniel Rademacher

Institut fiir Mathematische Stochastik
Technische Universitit Braunschweig
Braunschweig, Deutschland

Thomas Sonar

Institut Computational Mathematics
Technische Universitit Braunschweig
Braunschweig, Deutschland

ISBN 978-3-658-26936-4 ISBN 978-3-658-26937-1 (eBook)
https://doi.org/10.1007/978-3-658-26937-1

Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der Deutschen Nationalbibliografie;
detaillierte bibliografische Daten sind im Internet tiber http://dnb.d-nb.de abrufbar.

Springer Spektrum

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH, ein Teil von Springer Nature 2019

Das Werk einschlieBlich aller seiner Teile ist urheberrechtlich geschiitzt. Jede Verwertung, die nicht
ausdriicklich vom Urheberrechtsgesetz zugelassen ist, bedarf der vorherigen Zustimmung des Verlags.
Das gilt insbesondere fiir Vervielfiltigungen, Bearbeitungen, Ubersetzungen, Mikroverfilmungen und
die Einspeicherung und Verarbeitung in elektronischen Systemen.

Die Wiedergabe von allgemein beschreibenden Bezeichnungen, Marken, Unternehmensnamen etc. in
diesem Werk bedeutet nicht, dass diese frei durch jedermann benutzt werden diirfen. Die Berechtigung
zur Benutzung unterliegt, auch ohne gesonderten Hinweis hierzu, den Regeln des Markenrechts. Die
Rechte des jeweiligen Zeicheninhabers sind zu beachten.

Der Verlag, die Autoren und die Herausgeber gehen davon aus, dass die Angaben und Informationen in
diesem Werk zum Zeitpunkt der Veroffentlichung vollstiandig und korrekt sind. Weder der Verlag, noch
die Autoren oder die Herausgeber iibernehmen, ausdriicklich oder implizit, Gewihr fiir den Inhalt des
Werkes, etwaige Fehler oder AuBerungen. Der Verlag bleibt im Hinblick auf geografische Zuordnungen
und Gebietsbezeichnungen in verdffentlichten Karten und Institutionsadressen neutral.

Planung/Lektorat: Ulrike Schmickler-Hirzebruch und Annika Denkert
Springer Spektrum ist ein Imprint der eingetragenen Gesellschaft Springer Fachmedien Wiesbaden

GmbH und ist ein Teil von Springer Nature
Die Anschrift der Gesellschaft ist: Abraham-Lincoln-Str. 46, 65189 Wiesbaden, Germany



Vorwort

,Bitte vergif§ alles, was Du auf der Schule gelernt hast;
denn Du hast es nicht gelernt.“
Edmund Landau [Landau 1965, S. 7]

Noch ein einfithrendes Lehrbuch zur Analysis? Es gibt sehr viele sehr gute
Lehrbiicher auf diesem wichtigen Gebiet der Mathematik und die Frage nach
dem Sinn eines weiteren will daher beantwortet sein. Was machen wir also
anders als die anderen? Bei den mathematischen Inhalten kénnen wir natiir-
lich nicht mit atemberaubenden Neuigkeiten gldnzen; das Curriculum einer
Anfangervorlesung steht aus guten Griinden seit Langem innerhalb recht en-
ger Grenzen fest. Aber bei der Form der Darbietung glauben wir etwas Neues
geliefert zu haben.

Zum einen versprechen wir eine sanfte Lernkurve. Der drittgenannte Autor
weifs aus jahrzehntelanger Lehrerfahrung mit Studentinnen und Studenten der
Mathematik, Physik und auch der Ingenieurwissenschaften an verschiedenen
Universitédten, dass die gymnasiale Ausbildung auf der Strecke zahlreicher
~Reformen® stecken geblieben ist. Da Beweistechniken, Logik, Abschétzun-
gen, Grenzwerte und vieles andere nicht mehr Bestandteile der gymnasialen
Schulmathematik sind, miissen sie an der Universitit unter Minimierung von
Reibungsverlusten nachgeliefert werden. Daher beginnen wir mit einer Ein-
fiihrung in die Logik und Mengenlehre soweit wir diese Grundlagen bengti-
gen. Mit einer Einfiihrung in die vollstdndige Induktion und die angeordneten
Korper bendtigen wir so ca. 60 Seiten, bevor die eigentlichen Gegensténde der
Analysis, die Funktionen, das erste Mal die Biihne betreten.

Liebe Studentinnen und Studenten, wir miissen etwas zum ,, Ton“ dieses Bu-
ches sagen. Ihr werdet hier durchgehend geduzt! Das wiirde sich eine Dozentin
oder ein Dozent natiirlich nicht erlauben, aber wir glauben, dass die Bezie-
hung zu einem Lernbuch enger werden kann, wenn der Ton ein wenig ,flapsig”
daherkommt.

Des Weiteren findet die geneigte Leserschaft hier eine in gewisser Weise ver-
knappte Darstellung, ohne auf Genauigkeit und Lesbarkeit der Beweise ver-
zichten zu miissen. Bei den Beweisen haben wir nicht nach den elegantesten
und &sthetisch ansprechendsten gesucht, sondern die einfachen und verstdnd-
lichen bevorzugt. Hierbei und bei der Auswahl des Stoffes sind wir in Teilen
dem wunderbaren Werk von Hairer und Wanner [Hairer/Wanner 2000] ge-
folgt, dessen Spuren man bei uns sicher finden kann. Wir liefern nicht jedes
Resultat und steigen nie zu tief in eine Theorie ein. Die Anfinger miissen
nach unserer Uberzeugung erst einmal einen Uberblick und Freude an der
Analysis gewinnen, bevor man sie mit tiefer liegenden Theorien bekannt ma-
chen kann. Nichtsdestotrotz geben wir in einem abschlieffenden Kapitel einen
Uberblick iiber metrische und normierte Riume sowie einige einfache topolo-
gische Fragestellungen. Das gehort heute zum Riistzeug jeder Mathematikerin



und jedes Mathematikers und stellt auch schon Material bereit, dass fiir die
mehrdimensionale Analysis benétigt wird.

Die beiden erstgenannten Autoren haben die Vorlesung, die in dieses Buch
eingeflossen ist, am eigenen Leib in ihrem Studium an der TU Braunschweig
erlebt. Nun haben sie schon selbst Analysis-Vorlesungen als wissenschaftliche
Mitarbeiter betreut und wissen aus erster Hand, welche Bedeutung Beispie-
le und Aufgaben haben. Wir liefern an allen Stellen des Buches sehr viele
Beispiele, um den Stoff zu illustrieren, aber auch um zum Selbstdenken zu
animieren. Eine grofle Anzahl von Aufgaben mit vollstdndigen Losungen soll
euch dabei unterstiitzen, mit Papier und Bleistift selbst tétig zu werden. Man
lernt Mathematik nicht durch Zuhoéren im Horsaal, sondern nur, indem man
sich selbst an Aufgaben versucht!

Des Weiteren nennenswert sind unsere historischen Bemerkungen. Wir haben
ihnen nicht so viel Platz eingeraumt, wie ihnen eigentlich gebiihrt — dazu reicht
eine vierstiindige Vorlesung einfach nicht — haben aber an vielen Stellen einen
kleinen Abriss der historischen Entwicklung angegeben.

Um die Ubersichtlichkeit und Lesbarkeit zu erhShen, erscheinen historische
Bemerkungen in gelben, Definitionen in blauen, Sétze, Lemmata und Korol-
lare in roten sowie Beispiele in griinen Kéasten. Vor jedem Kapitel gibt es eine
Einfiihrung, die mit ,Wozu?“ betitelt ist, und am Ende jeweils eine Zusam-
menfassung mit Fragen, die die Lernziele umreifen sollen.

Wir danken dem Verlag, insbesondere Frau Schmickler-Hirzebruch, fiir die
Anregung zu diesem Buch und die gewohnt gute Betreuung bei seiner Ent-
stehung, aber auch den Studierenden, die kapitelweise das Probelesen iiber-
nommen haben. Das waren Hinrich Mahler, Anastasiia Grigoricheva, Alina
Ubben, Dorian Hillebrand, Marie-Christin Bormann, Simon T&pfer, Simon
Christian Klein und Jakob Geisler. Dr. Marko Stautz hat ebenfalls verschie-
dene Versionen des Manuskripts gelesen und Marie-Christin Bormann hat uns
mit vielen tollen Illustrationen versorgt.

Wir legen nun dieses Lehr- und Lernbuch in die Hande der Studentinnen und
Studenten sowie der Kolleginnen und Kollegen, die Analysis-Vorlesungen ger-
ne halten. Wir glauben, ein studierendenfreundliches Buch zu liefern und wiir-
den und freuen, wenn es gerade bei den Studienanfingerinnen und -anfingern
auf freundliche Aufnahme trifft!

Braunschweig im Mérz 2019

Jan Glaubitz, Daniel Rademacher, Thomas Sonar
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1 Elementar(st)e Logik und Mengenlehre

Wozu?

Au Backe: ,Logik*? Das klingt schon sehr abschreckend, aber ohne Lo-
gik kommt man in der Mathematik nicht aus. Mathematik ist eben
eine exakte Wissenschaft. Logik ist ein wichtiger Teil der Sprache der
Analysis; der andere wichtige Teil ist die Mengenlehre. Wir lernen
hier also nicht Logik aus Selbstzweck (was man natiirlich auch kénn-
te), sondern weil man nur mit ihrer Hilfe verschiedene Beweistypen
verstehen kann, die in der Analysis vorkommen. Wichtige Lernziele
in diesem Kapitel sind:

direkte Beweise,

Beweise durch Kontraposition,
indirekte Beweise,
Mengenschreibweisen,
Mengenoperationen

und ihr Versténdnis. Aber keine Sorge: Wir liefern euch fiir jedes Lern-
ziel auch gleich wichtige Beispiele mit)!

Historische Bemerkung

Schon in der Antike wurde durch Aristoteles (384-322 v.Chr.) eine so-
genannte Begriffslogik (,,Syllogistik®) entwickelt, in der Aussagen iiber
Begriffe (bei Aristoteles , Kategorien) formuliert und Schliisse gezogen
werden konnten. Fiir unsere Anspriiche in der modernen Mathematik
reicht das noch nicht, denn wir benétigen einen formelhaften Kalkiil.
Einen wichtigen Schritt hierzu hat Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—
1716) geleistet, der erstmals an einer symbolischen Logik in Kalkiil-
form arbeitete. Leider wurden seine Arbeiten erst weit nach seinem
Tod im 19. und 20. Jahrhundert bekannt. Im 19. Jahrhundert wuchs
dann das Interesse an Logik hauptséchlich in England. Der Ire George
Boole (1815-1864) fasste Logik als einen mathematischen Kalkiil auf,
der auf den Wahrheitswerten 0 und 1 beruht. Sein 1854 veré6ffentlich-
tes Hauptwerk An Investigation of the Laws of Thought on Which are
Founded the Mathematical Theories of Logic and Probabilities [Boole
1958] stellt einen Meilenstein in der Geschichte der modernen Logik
dar, ebenso wie das 1847 von Augustus De Morgan (1806-1871) ver-
offentlichte Buch Formal Logic: or The Calculus of Inference.

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH, ein Teil von Springer Nature 2019
J. Glaubitz et al., Lernbuch Analysis 1, https://doi.org/10.1007/978-3-658-26937-1_1
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12 1 Elementar(st)e Logik und Mengenlehre

1.1 Mathematische Aussagen

Mathematische Aussagen sind solche, denen man einen Wahrheitswert zu-
ordnen kann. Im Gegensatz zu George Boole wollen wir hier nicht die Wahr-
heitswerte 0 und 1 verwenden, sondern w fiir ;,wahr und f fiir ,falsch, was
die Lesbarkeit erhoht.

Der Satz
A: Mathe ist doof.

ist keine mathematische Aussage, denn sie ist weder wahr noch falsch, sondern
einfach die Auferung einer Befindlichkeit. Die Aussage

A: Christoph Kolumbus entdeckte Amerika im Jahr 1492.
hat den Wahrheitswert w, ebenso wie die Aussage:
A: Die erste Landung auf dem Mond fand im Jahr 1969 statt.
Die Aussage
A: In Braunschweig hat es noch nie geregnet.
ist hingegen sicherlich falsch, hat also den Wahrheitswert f. Die Aussage
A: Auf Alpha Centauri gibt es kleine griine Mannchen.

ist tatséchlich eine mathematische Aussage, denn ihr Wahrheitswert ist entwe-
der w oder f, wir wissen es bloff zu diesem Zeitpunkt noch nicht. Wir werden
ab jetzt nur noch von ,Aussagen” sprechen und das Adjektiv ,mathematische*
der Einfachheit halber fortlassen.

All we need

Im Folgenden wollen wir euch mit den wichtigsten Begriffen und Regeln der
Logik vertraut machen. Dabei steht euch fiir jeden neuen Begriff immer gleich
ein Beispiel bereit.

(1) Die Negation (Verneinung)

Ist A eine Aussage, dann bezeichnet
—-A

die Verneinung der Aussage (sprich: ,nicht A“). In Form einer Wahr-
heitswertetafel konnen wir die Negation wie folgt definieren:
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All-A
w| f
fll w

Ist A also wahr, so ist = A falsch und umgekehrt.
Beispiel 1.1.2

Die Negation der Aussage

A: In Braunschweig hat es noch nie geregnet.
ware etwa:

—A: In Braunschweig hat es nicht noch nie geregnet.
Umgangssprachlich wiirden wir dies natiirlich viel eher als

B: In Braunschweig hat es schon mal geregnet.
formulieren. Wir erkennen sofort, dass Aussage A die Verneinung von
Aussage B ist, d.h. A =-B.

Im obigen Beispiel ergibt die Verneinung der Verneinung der Aussage A wieder
die urspriingliche Aussage A, und das ist kein Zufall! Es gilt das Prinzip der
doppelten Negation.

Satz 1.1.3: Prinzip der doppelten Negation
Ist A eine Aussage, dann gilt

~(=4) = A.

Achtung, die Formulierung des obigen Satzes ist triigerisch, sogar gefahrlich!
Was Satz 1.1.3 meint, ist, dass die zweifache Verneinung einer Aussage wieder
die Aussage selbst liefert. Aber sind etwa die Aussagen

B: In Braunschweig hat es schon mal geregnet.
und
—(—B): In Braunschweig hat es nicht nicht schon mal geregnet.

wirklich gleich? Ein Germanist wiirde sicherlich — und das véllig zu Recht —
sagen: Nein. Logisch wollen wir sie aber als gleichwertig behandeln. Um diesen
Gedanken auf ein solides Fundament der Logik zu bauen, wird auf Seite 16
die Aquivalenz eingefithrt. Was der obige Satz nimlich eigentlich meint, ist
die Aquivalenz der beiden Aussagen.

(2) Die Disjunktion (,,oder*)
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Sind A und B zwei Aussagen, dann bezeichnet

AV B

die Disjunktion oder das logische ,joder*, definiert durch:

Im Gegensatz zu unserem umgangssprachlichen ,oder”, das eigentlich ein aus-
schliefsendes ,entweder ... oder” meint, ist die Disjunktion bereits dann wahr,
wenn mindestens eine der Aussagen wahr ist.

Beispiel 1.1.5

Ein gutes Beispiel fiir das umgangssprachliche ,oder* wére:

Sie kénnen eine Eintrittskarte fiir den Zoo oder ein Essen

zu zweit gewinnen,
denn wir verstehen hier sofort, dass es entweder die Eintrittskarte oder
das Essen zu gewinnen gibt.

(3) Die Konjunktion (,,und*)

Sind A und B zwei Aussagen, dann bezeichnet
AANB

die Konjunktion oder das logische ,,und* und ist definiert durch:
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Die Konjunktion zweier Aussagen A, B ist nur dann wahr, wenn beide Aussa-
gen wahr sind. Ist eine der Aussagen falsch, oder sogar beide, dann auch die
Konjunktion.

Beispiel 1.1.7

Die Konjunktion der zwei Aussagen

A: Der FC Bayern Miinchen hat das erste Tor des Spiels erzielt.
und

B: Der FC Bayern Miinchen hat das Spiel gewonnen.

ware etwa:
A A B: Der FC Bayern Miinchen hat das erste Tor erzielt
und das Spiel gewonnen.

(4) Die Implikation

Definition 1.1.8: Die Implikation
Sind A und B zwei Aussagen, dann bezeichnet
A= B

die Implikation, definiert durch:

Wir sagen ,aus A folgt B, oder ,wenn A, dann B, oder ,,A ist hinreichend
fir B“, oder ,,B ist notwendig fiir A“. Die letzte Sprechweise kommt vielen
sicherlich seltsam vor, aber wir werden das gleich aufkldren! Die Aussage A
nennt man iibrigens die Pramisse, die Aussage B die Konklusion.

Beispiel 1.1.9

Bleiben wir im obigen Beispiel und konkretisieren, dass der FC Bayern
Miinchen im gemeinten Spiel gegen Borussia Dortmund angetreten ist.
Dann wére also etwa

A: Der FC Bayern Miinchen hat das Spiel gewonnen.

B: Borussia Dortmund hat das Spiel verloren.
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und die Implikation lautet:
A = B: Wenn der FC Bayern Miinchen das Spiel gewonnen
hat, dann hat Borussia Dortmund verloren.

Wenn ihr euch fragt, warum die Wahrheitswertetafel fiir die Implikation ge-
rade so aussieht, wie sie aussieht, dann bedenkt folgendes: Wenn aus einer
wahren Aussage eine wahre Aussage folgt, ist die Implikation sicher wahr.
Aus einer wahren Aussage kann man keine falsche folgern, daher ist in diesem
Fall die Implikation falsch. Interessanter mégen die beiden letzten Wahrheits-
werte sein, aber ihr miisst bedenken: Aus einer falschen Prdmisse kann man
jederzeit sowohl etwas Wahres, als auch etwas Falsches folgern. Daher ist die
Implikation in diesen beiden Féllen wahr.

Beispiel 1.1.10

Ein erstes einfaches Beispiel aus der Welt der mathematischen Glei-
chungen wire etwa die sicher falsche Aussage

1=-1.

Bilden wir auf jeder Seite die dritte Potenz, so erhalten wir wieder die
urspriingliche falsche Aussage 1 = —1. Bilden wir aber auf jeder Seite
die zweite Potenz, so erhalten wir die wahre Aussage 1 = 1. Bereits aus
einer sehr einfachen falschen Aussage lassen sich also sowohl falsche als
auch wahre Aussagen folgern.

Ein anderes Beispiel, nun aus dem Alltag gegriffen, wéire das folgende:
Du und deine beste Freundin oder Freund habt das gleiche Lieblings-
bier. Nun machen wir die falsche Aussage, dass es sich bei euch beiden
um die gleiche Person handelt, und folgern so: Deine beste Freundin
oder Freund trinkt am liebsten Bier XY. Da ihr beide die gleiche Per-
son seid, trinkst auch du am liebsten Bier XY. Wieder haben wir aus
einer falschen Aussage — ihr wért beide ein und die gleiche Person —
eine richtige Aussage gefolgert.

Wenn man aus einer Behauptung (das ist die Pramisse) etwas folgern mochte,
dann ist die Implikation beispielhaft fiir einen direkten Beweis, d.h., man
startet mit der Prédmisse A und folgert daraus B: A = B. Héufig schafft
man es nicht in einem Schritt, dann hangelt man sich an Zwischenresultaten
entlang, etwa so:

A=— By — By — By — ..+ — B, — B

Das ist manchmal sehr umsténdlich oder man weiff nicht, wie man von By,
nach Bjy41 kommen soll. Wichtig ist daher, die Implikation A = B ,jr-
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gendwie anders” hinzubekommen. Dazu schauen wir uns jetzt die folgende
Wahrheitswertetafel an.

A|B||~A[-B|A = B|-B — -4

wlw|| f| f w w
wifll f|w f f
flw||w | f w w
fIfllw]|w w w

Wie wir sehen, enthalten die beiden letzten Spalten exakt dieselben Eintrige!
Das bedeutet, dass wir A = B ohne Weiteres durch =B = —A ersetzen
koénnen.

Definition 1.1.11: Die Kontraposition

Die Aussage
-B = -A

nennt man auch Kontraposition.

Wir betrachten gleich mal ein Beispiel.
Beispiel 1.1.12

Thr wisst ja eigentlich noch gar nicht, was die reellen Zahlen R sind,
aber wir wollen an euer Schulwissen appellieren, und mehr als liicken-
hafte Erinnerungen brauchen wir hier nicht. Die reellen Zahlen beste-
hen aus den rationalen Zahlen @ und den irrationalen Zahlen (7 ist
eine solche). Wir beweisen die Implikation:

Seien a, b reelle Zahlen, dann gilt:

a<b+efirallee >0 — a<b.

Wir miissen also aus der Pramisse A: (a < b+ ¢) fiir alle positiven &
die Konklusion B: a < b zeigen, d.h. A = B. Wir nutzen dazu die
Kontraposition.

Die Verneinung von B ist

-B:b<a.

Wenn wir nun —A zeigen wollen, miissen wir uns auch {iber die Ver-
neinung von ,fir alle ¢ > 0 Gedanken machen. Wenn etwas nicht ,fiir
alle “ gilt, dann gibt es (mindestens) ein €, das die Ausnahme macht.
Damit lautet

—A: es gibt ein € > 0, sodass a > b+ ¢
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gilt. Statt mit der direkten Implikation A = B, also
firallee >0gilt a <b+e = a <b,
wollen wir es also mit der Kontraposition -B — —A, d.h.
a>b = es gibt ein € > 0, sodass a > b+¢

versuchen. Wahlen wir nun

dann ist € sicher positiv und es gilt

a—b a+b®<a) a+a
b+e=0b+ 5 = 3 < 5 =%

also @ > b+ ¢, und das ist gerade —A. Wir haben also -B — -4
gezeigt und damit A — B.

Das kleine Quadrat am Ende soll ab jetzt immer das FEnde eines Beweises
bezeichnen. Friither schrieb man dafiir gerne g. e. d. (quod erat demonstrandum
= was zu beweisen war).

(5) Die Aquivalenz

Sind A und B zwei Aussagen, dann bezeichnet
A << B
die Aquivalenz, definiert durch:

(A = B)A(B = A).

Aus den Wahrheitswertetafeln fiir die Konjunktion und die Implikation kénnen
wir leicht die Wahrheitswertetafel der Aquivalenz aufstellen:

AB|A < B
wl|w w
wlf| f
flof f
Al w
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Beispiel 1.1.14

In Beispiel 1.1.12 haben wir soeben gezeigt, dass die Implikation
A = B, also

firallee >0gilta<b+e — a<b
gilt. Offensichtlich gilt aber auch die Umkehrung B = A, also
a<b = flurallee >0gilt a <b+e.

Da sowohl die Implikation “von links nach rechts” (A = B) als auch
die “von rechts nach links” (B = A) gelten, sind die beiden Aussagen
bereits dquivalent, A <= B, also

firallee >0gilt a <b+e < a <b.

Und nun kénnen wir auch die Kontraposition verniinftig aufschreiben.

Satz 1.1.15: Die Kontraposition
Sind A und B zwei Aussagen, dann gilt:

(A = B) < (-B = —A). (1.1)

(6) Die Nicht-oder-Form

Auf der Suche nach einer weiteren dquivalenten Form zur Implikation schauen
wir auf die folgende Wahrheitswertetafel:

wlw w f w
w| f f fl 7
flw w w w
flif w w w

Wie wir sehen, ist =A V B ebenfalls dquivalent zur Implikation A — B.
Man nennt —A V B die Nicht-oder-Form der Implikation. Damit haben wir
gezeigt:
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Sind A und B zwei Aussagen, dann gilt:

(A = B) < (-AVB) (1.2)

(7) Die Regeln von De Morgan

Die nun folgenden Regeln geben wir ohne Beweis an. Es ist eine gute Ubung,
die Beweise in Form von Wahrheitswertetafeln selbst zu fithren.

Es seien A und B zwei Aussagen. Dann gelten
—-(AV B) < (=A)A(=B) (1.3)

und
—(AAB) < (=A4)V (=B). (1.4)

(8) Die Distributivgesetze

Es seien A, B und C' drei Aussagen. Dann gelten
(AV(BAC)) < ((AVB)A(AVC()) (1.5)

und
(AN(BVC(Q)) < ((AANB)V(ANQ)). (1.6)

Oft benétigt man auch die Verneinung der Implikation, wie wir gleich sehen
werden.

(9) Die Negation der Implikation
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Satz 1.1.19

Sind A und B zwei Aussagen, dann gilt:

(A = B)"2UY J(—avB) MELY ((mA)A(-B) <= AA(-B)

Die letzte Aquivalenz folgt, weil die doppelte Verneinung von A wieder A ist.
Diese Aquivalenz ist so wichtig, dass wir sie als Satz formulieren.

Satz 1.1.20

Fiir zwei Aussagen A und B gilt:

(A = B) < AA(—B) (1.7)

Die Aquivalenz (1.7) kénnen wir so lesen, dass wenn A = B falsch ist,
A A =B richtig ist. Das Ganze kann man auch andersherum lesen, und dann
wird es zur Grundlage der indirekten Beweise: Ist A A =B falsch, dann
muss A = B richtig sein. Manchmal nennt man dies auch Beweis durch
Widerspruch oder kurz Widerspruchsbeweis.

Eine beriihmte Anwendung der Negation der Implikation findet sich in der
Erkenntnis, dass sich die Zahl v/2 nicht als Bruch schreiben lisst.

Satz 1.1.21

r =2 = z ist kein Bruch.

Diese Aussage verifizieren wir nun mithilfe der Methode des indirekten Be-
weises.

Beweis. Wir zeigen, dass A A =B falsch ist, also muss A = B richtig sein.

Wir starten mit —B, nehmen also an, x sei ein Bruch, d.h., x habe eine
Darstellung

T = B, p, q teilerfremde ganze Zahlen mit g # 0.
q

Wenn unsere Préamisse stimmt, dann rechnen wir:
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xz—p—2:2

q
P = 2

Ll

p? ist gerade

—~
*
~

ELLLLY

p ist gerade (warum? Liicke!)

p = 2k mit irgendeiner ganzen Zahl k
2¢% = 4k>

¢ = 2k?

q? ist gerade

q ist gerade (warum? Liicke!).

Damit sind p und ¢ beide gerade Zahlen und somit nicht teilerfremd! Das ist
ein Widerspruch zu unserer Annahme. Also ist A A =B falsch und der Satz
muss richtig sein. ]

Euch ist sicher aufgefallen, dass wir in unserem Beweis noch zwei Liicken zu
filllen haben: Warum ist eine ganze Zahl p (bzw. ¢) gerade (bzw. ungerade),
wenn ihr Quadrat gerade (bzw. ungerade) ist? Fiir den Moment nehmen wir
das erst einmal so hin. Aber keine Sorge, nachdem wir Mengen und Quantoren
eingefiihrt haben, kommen wir in Lemma 1.2.12 und Lemma 1.2.13 wieder
darauf zuriick.

(10) Definitionen und Quantoren

Wird nach Definition eine Grofe z mit dem Wert 2 belegt, dann
schreibt man nicht x = 2, sondern benutzt ein definierendes Gleich-
heitszeichen:

B =2

Die Grofse, die auf der Seite des Doppelpunktes steht, wird dabei definiert. So
ist x =: y die Definition der Grofse y; sie wird auf x gesetzt.

Ebenso verfihrt man mit einer Aquivalenz, z. B. bedeutet
A<= B,

dass A durch Definition dquivalent zu B ist; man sagt auch vornehm per
definitionem.
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Wir haben schon Aussagen wie fiir alle ¢ > 0 gilt A“ verwendet.
Um eine Schreibweise fiir solche Allaussagen zu haben, gibt es den
Allquantor

vV L fiir alle®.

Beispiel 1.1.24
Wir schreiben beispielsweise
Vy :y? £ —1

und driicken damit aus, dass fiir alle y das Quadrat von —1 verschieden
ist.

Oft miissen wir auch festhalten, dass ein mathematisches Objekt exis-
tiert. Dazu dient der Existenzquantor

3 ,es existiert ein“ oder ,es gibt ein®,

wie in
dz :sinx = 1.

Wenn die Radiosprecherin berichtet, dass euch auf der A2 zwischen den Ab-
fahrten Peine und Braunschweig-Nord in Richtung Braunschweig ein Fahr-
zeug entgegenkommt, miisst ihr als Mathematikerin oder Mathematiker wis-
sen, dass sie eigentlich genau ein Fahrzeug meint. Wenn es ein Fahrzeug im
mathematischen Sinn ware, hiefe das mindestens eins; es konnten auch 20
Falschfahrer sein!

Um ,es gibt ein“ von ,es gibt genau ein“ zu unterscheiden, verwenden wir die

Notation
d; oder 4!

fiir den Existenzquantor ,es gibt genau ein®.

Beispiel 1.1.26

Ein Beispiel wire
dr:ax <2

oder
Jz>0:22=2.
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Wichtig ist noch das Verhalten der Quantoren, wenn wir Aussagen verneinen,
wie die folgenden zwei Beispiele zeigen.

Beispiele 1.1.27
Es gilt:

“(Vo:x>2) < Jx:2<2
ﬂ(EIy:yQZ—l) — Vy:y27é—1

Schreiben wir ganz allgemein
Ve : E(z) bzw. 3Jz:E(z)

fiir ,alle z besitzen die Eigenschaft F(z)“ bzw. ,es gibt ein x, dass die Eigen-
schaft F(z) besitzt, dann gilt fir die Negationen

(Vo : E(z)) <= dz:-E(z),
- (Jz: E(x)) <= Va:-E(z).

1.2 Schreibweisen der Mengenlehre

Wir kommen nun zu den Mengen, genauer zu den elementaren Definitionen,
die wir unbedingt brauchen. Wir wollen den Begriff “Mengen” selbst dabei
nicht definieren, das wiirde weit {iber dieses Buch hinausgehen. Wir wollen
euch aber zu erkldren versuchen, was wir unter Mengen verstehen und wie ihr
mit diesen arbeiten kénnt.

Historische Bemerkung

Die Mengenlehre ist eine Schopfung des Hallenser Mathematikers Ge-
org Cantor (1845-1918), als nicht unmafgeblicher Geburtshelfer fun-
gierte der Braunschweiger Richard Dedekind (1831-1916). Cantor hat-
te noch einen ganz naiven Mengenbegriff und erst Mathematiker wie
Bertrand Russell (1872-1970), Ernst Zermelo (1871-1953) und Cesare
Burali-Forti (1861-1931) fanden Antinomien, d. h. innere Widersprii-
che. Die beriihmteste Antinomie ist wohl das Russell’sche Parado-
xon: Ein Barbier ist jemand, der alle Manner im Dorf, die sich nicht
selbst rasieren, rasiert. Klingt harmlos, oder? Aber gehort der Barbier
selbst zur Menge der Manner, die sich nicht selbst rasieren? Wenn er
sich nicht selbst rasiert, dann gehort er zur Menge der Méanner, die sich
nicht selbst rasieren, also rasiert er sich, und das ist ein Widerspruch
zur Annahme. Rasiert er sich aber selbst, dann gehort er zur Menge
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der Manner, die er rasiert und die sich somit nicht selbst rasieren —
wieder ein Widerspruch!

Solche Antinomien entstehen durch eine Art unkontrollierter Mengen-
bildung. Ernst Zermelo konnte dieses Problem im Jahr 1908 l6sen,
indem er ein System angab, in dem axiomatisch die Mengenbildung
geregelt wurde. Im Laufe der Jahre nach 1908 wurde das Axiomensys-
tem der Mengenlehre durch Abraham Fraenkel (1891-1965), John von
Neumann (1903-1957) und auch Zermelo selbst erweitert und dient
heute als ZFC (Zermelo-Fraenkel mit dem Auswahlaxiom (axiom of
Choice)) als die Grundlage der Mathematik. Wir brauchen uns aber
zum Gliick nicht um die Details zu kiitmmern; wir nutzen nur die Spra-
che der Mengenlehre. Alles, was man {iber Mengenlehre und ihre Ge-
schichte nur wissen kann, hat Oliver Deiser in seinem nicht hoch genug
zu lobenden Buch [Deiser 2010] versténdlich aufgeschrieben.

(11) Mengen

Wir verwenden zwei verschiedene Moglichkeiten, Mengen zu definieren: zum
Einen die Definition durch Aufzihlen der Elemente

M :={4,5,8,11},

zum anderen durch die Angabe einer definierenden Eigenschaft wie in
1 3
N = ‘ - — 0.
{x €Q 5 <T< 2}

Im letzten Fall liest man: ,,INV ist die Menge aller = aus Q, fiir die gilt, dass
x strikt zwischen 1/2 und 3/2 liegt“. In beiden Fillen werden die Mengen-
klammern {} benutzt. Das Symbol € bedeutet ,Element von®, also

8 € M, aber 10 ¢ M.

Manchmal ist es platzsparend, wenn man auch M > 8 schreiben kann.

Will man zum Ausdruck bringen, dass eine Menge die Teilmenge einer an-
deren Menge ist, schreibt man C oder, falls Teilmenge und Menge identisch
sein diirfen, C, also

1
(4,5} c M, {11,4,8,5,4} C M, {xe(@ ‘ 5<T< 1} CN.

Auch hier schreiben wir manchmal D wie z. B.

M D {4,5}.
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Man sagt, M ist die Obermenge von {4,5}.

Eine Teilmenge jeder Menge ist die leere Menge (), die man nicht explizit
mit auffithrt. Die Menge aller Teilmengen einer Menge heifit Potenzmenge.
Sie wird mit P bezeichnet. Die Potenzmenge der leeren Menge ist die Menge,
die aus der leeren Menge besteht, d. h.

P(0) = {0},
und die Potenzmenge der Menge L := {4,5,11} ist
P{4,5,11}) = {0,{4},{5}, {11},{4,5},{4,11},{5,11},{4,5,11}}.

(12) Die Mengendifferenz

Sind A und B zwei Mengen, dann heifst
A\B:={z € A|x ¢ B}

die Mengendifferenz von A und B. Man sagt auch ,,A ohne B*.

Abbildung 1.2.1. Die Mengendifferenz

Beispiele 1.2.2

(a) Denken wir etwa an die noch recht einfachen Mengen
A:={1,2,3,4,5} und B:={2,3,7},

so ist die Mengendifferenz A ohne B durch



1.2 Schreibweisen der Mengenlehre 27

A\ B = {1,4,5)

gegeben. Zur Veranschaulichung haben wir fiir euch Abbildung
1.2.1 vorbereitet.

(b) Mengen sind auch auferhalb der Mathematik allgegenwértig, den-
ken wir beispielsweise an Ménner! Die Menge A konnte etwa die
Menge aller Manner sein, wahrend B die Teilmenge der verheira-
teten Ménner ist. Was ist dann die Mengendifferenz A\ B? Genau,
natiirlich die Menge der unverheirateten Ménner!

(13) Die Vereinigung von Mengen

Sind A und B zwei Mengen, dann heifst
AUB:={z|x€ AVz € B}

die Vereinigung der Mengen A und B. Man sagt auch ,,A vereinigt
mit B

Abbildung 1.2.2. Die Vereinigung von Mengen

Beispiele 1.2.4
(a) Bleiben wir bei unserem vorherigen Beispiel mit den Mengen

A:={1,2,3,4,5} und B:={2,3,7},
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so ist die Vereinigung der Mengen A und B durch
AUB=1{1,2,3,4,5,7}

gegeben. Zur Veranschaulichung haben wir fiir euch Abbildung
1.2.2 vorbereitet.

(b) Bleiben wir auch dem zweiten Beispiel treu und stellen uns vor,
wir wiren auf der Suche nach dem Mann unserer Tréume. Was
wiinschen wir uns von einem solchen Kandidaten? Moglicherwei-
se ja Humor, Treue oder einfach jemanden, der nicht schnarcht.
Seien also A, B und C entsprechend die Menge aller Manner, die
Humor haben (A), die treu sind (B), bezichungsweise die nicht
schnarchen (C'). Wir starten unsere Suche bescheiden. Es wiirde
uns geniigen, jemanden zu finden, der zumindest eines dieser Kri-
terien erfiillt. Unser Beuteschema ist also die Vereinigung der drei
Mengen: AUBUC.

(14) Der Durchschnitt von Mengen

Sind A und B zwei Mengen, dann heifst
ANB:={z|z€ ANz € B}

der Durchschnitt der Mengen A und B. Man sagt auch ,,A geschnit-
ten mit B“.

Abbildung 1.2.3. Der Durchschnitt von Mengen
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Beispiele 1.2.6
(a) Im Kontext der vorherigen Beispiele mit den Mengen
A:={1,2,3,4,5} und B:={2,3,7}
ist der Durchschnitt der beiden Mengen nun durch
ANB=1{2,3}

gegeben. Zur Veranschaulichung haben wir fiir euch Abbildung
1.2.3 vorbereitet.

(b) Wir befinden uns weiter auf Mannerjagd (siehe Beispiel 1.2.4), nun
aber schon etwas selbstbewusster: Wer bei uns eine Chance haben
will, sollte doch wohl gefélligst alle unsere Wunschkriterien erfiil-
len, und nicht nur eines. Tatséchlich befindet sich unser Traum-
mann also viel eher im Schnitt AN B N C der vorherigen Mengen
A, B und C.

(15) Das Komplement einer Menge

Definition 1.2.7: Das Komplement einer Menge
Ist A eine Menge, dann heifst
CA=A° :={z|z ¢ A}

das Komplement der Menge A.

Beispiel 1.2.8

In der Praxis ist die Suche nach dem richtigen Partner natiirlich nicht
immer so einfach wie in den bisherigen Beispielen beschrieben. Héu-
fig sind wir uns leider gar nicht so genau dariiber im Klaren, was wir
wollen. was wir aber ganz genau wissen: Was wir nicht wollen. Kein
Langweiler soll er sein, ein arroganter Schonling aber auch nicht, und
erst recht wollen wir keinen chronischen Fremdganger! Wonach wir su-
chen, ist doch eigentlich nur jemand, der zumindest all dies nicht ist,
jemanden aus dem Komplement der Menge der Personen, die (mindes-
tens) eine dieser leidigen Eigenschaften haben.

Hoffentlich fragt ihr euch jetzt, bezliglich welcher anderen Menge denn das
Komplement gebildet wird. Gilt A C B, dann ist das (sogenannte relative)
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Komplement von A natiirlich schon gegeben durch B\A. Es gibt aber auch
Fille, in denen A eine Menge aus einer auch andere Mengen umfassenden
Grundmenge oder einem Universum U ist. Dann wird das Komplement
immer beziiglich dieser Grundmenge gebildet. Das ist wichtig, weil ansonsten
das Komplement von ,nichts“ (leere Menge) ,alles wiire, und sehr schnell
hatte man Paradoxien erzeugt, iiber die wir schon berichtet haben. Wer mehr
iiber solche Paradoxien und Weiteres zur Mengenlehre wissen mochte, findet
wieder alles in [Deiser 2010].

//////////////////////

////////////////////////

///////

//////

///////

////////

Abbildung 1.2.4. Das Komplement einer Menge

Beispiele 1.2.9

(a) Im letzten Beispiel schmiedeten wir die Strategie, einfach die Men-
gen aller Mannern herzunehmen, die uns definitiv nicht passen
(Langweiler, arroganter Schounlinge, chronische Fremdgénger) und
das gesamte Komplement als potenzielles Heiratsmaterial in Be-
tracht zu ziehen. Und stellt euch vor, unter Anwendung dieser
Suchkriterien haben wir ihn gefunden, Mr. Right! Er ist all das, was
wir uns gewiinscht haben, weder ein Langweiler noch ein arrogan-
te Schonling oder chronischer Fremdgénger ... er ist ein Faultier!
Nein, nicht diese Sorte von Mann, sondern ein richtiges Faultier.
Durchschnittlich 50 cm lang und etwa 5 kg schwer. Wie konnte das
passieren? Ganz einfach, wir haben uns bisher zu keiner Zeit dar-
auf festgelegt, beziiglich welcher Grundmenge wir das Komplement
bilden. Das Faultier konnte etwa der Grundmenge aller Lebewesen
oder zumindest aller Sdugetiere entstammen. Wovon wir natiir-
lich stillschweigend ausgegangen sind: der Menge aller Méanner als
Grundmenge.
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(b) Ahnlich vorsichtig solltet ihr auch sein, wenn wir beispielsweise
ohne Weiteres das Komplement der natiirlichen Zahlen CN bilden.
Beziiglich derer selbst wére etwa CN = (). Beziiglich der ganzen

Zahlen aber schon die Menge aller negativen ganzen Zahlen, d. h.
CN={-1,-2,-3,... }.

(16) Das kartesische Produkt

Sind A und B zwei Mengen, dann heifst

AxB:={(z,y) |z € A,y € B}

das kartesische Produkt der Mengen A und B.

[a, b]x[c, d] — ¢, d]

|
[, b

Abbildung 1.2.5. Das kartesische Produkt

Beispiel 1.2.11

Das kartesische Produkt eignet sich beispielsweise perfekt dazu, Qua-
drate und Rechtecke in hoheren Raumdimensionen zu beschreiben. So
entspricht das oben skizzierte Rechteck in Abbildung 1.2.5 etwa dem
kartesischen Produkt

[a,b] X [c,d].

Nun kénnen wir die beiden Liicken im Beweis von Satz 1.1.21 schliefen und
dabei die Notation einiiben. Wir haben schon mit den natiirlichen Zahlen
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N:={0,1,2,3,...}
gearbeitet. Die Menge der ganzen Zahlen ist
Z:={..,-3-2,-1,0,1,2,3,...}
und die Menge der rationalen Zahlen

Q:={p/q|p,q€Z,q+#0}

Die Menge der reellen Zahlen kennen wir noch nicht; trotzdem haben wir sie
schon mit dem Symbol R bezeichnet. Nun aber zu den Liicken in Beweis von
Satz 1.1.21.

Lemma 1.2.12

Vp € Z : p* gerade = p gerade

Beweis. Wir zeigen -B = —A (Beweis durch Kontraposition):
- B : p ungerade
= dmeZ:p=2m+1
= P’ =0C2m+ 1) =4dm* +4m+1=22m* +2m) +1 =20+ 1
ez
=4e

— p? ungerade,

und das ist —A. O

Lemma 1.2.13

Vp € Z: p gerade = p? gerade

Beweis. Wir zeigen A = --- = B (direkter Beweis):

p gerade
= dmeZ:p=2m
= p’=dm?=202m?) =2
N/
— p? gerade
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Zusammenfassung

Aus diesem ersten Kapitel solltet ihr die grundlegenden Begriffe und
Regeln sowohl aus Logik als auch Mengenlehre mitnehmen. Besonders
wichtig sind dabei die drei Beweistypen des direkten Beweises, des
Beweises durch Kontraposition und des indirekten Beweises. Alle
drei werden spéter immer wieder auftauchen und es lohnt sich, die-
se einmal wirklich verinnerlicht zu haben. Keine Sorge, zum Einiiben
haben wir euch ein paar schéne Aufgaben zusammengestellt! Ein wich-
tiges Beispiel fandet ihr auch schon im Kapitel selbst. Den indirekten
Beweis haben wir etwa dazu genutzt, um im Beweis von Satz 1.1.21 zu
zeigen, dass /2 nicht als Bruch geschrieben werden kann, d.h. keine
rationale Zahl ist.

Die rationalen Zahlen waren gemeinsam mit den natiirlichen und gan-
zen Zahlen auch schon wichtige erste Beispiele fiir Mengen. Spéter
werdet ihr noch die reellen und komplexen Zahlen kennenlernen. Mit-
hilfe der wenigen elementaren Mengenoperationen aus diesem Kapitel
koénnt ihr euch aber schon jetzt viele weitere Mengen zusammenbauen.
Folgende Fragen solltet ihr nach diesem Kapitel beantworten kénnen:

Welche Beweistypen gibt es?

Was sagt das Prinzip der Kontraposition aus?

Welches Beispiel fiir einen indirekten Beweis fallt euch ein?

Wie kann man sich Differenzen, Vereinigungen, Durchschnitte und
Kompositionen von Menge veranschaulichen?

Hier solltet ihr eine Skizze anfertigen kénnen.

Zum Einiiben der Begriffe dieses Kapitels solltet ihr euch mal einige
der folgenden Aufgaben zur Brust nehmen.

1.3 Aufgaben

A.1.1 Man formuliere die folgenden Aussage mithilfe der Aussagenlogik:
Wenn es regnet oder schneit und es nicht regnet, dann schneit es.
Dazu definiere man zunéchst einmal Aussagen A und B wie etwa
A : Es regnet.

und mache anschliefsend Gebrauch von den Operationen der Logik.

A.1.2 Man {iiberlege sich ein weiteres Beispiel dazu, dass man aus einer
falschen Aussage sowohl etwas Wahres als auch etwas Falsches folgern
kann.
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A.1.3 Seien A, B Aussagen. Man beweise mithilfe von Wahrheitswerttafeln
die folgenden Aquivalenzen:

(a) ~(=A4) < A
(b) (~B = —A) <= (-AV B)

A.1.4 Seien A, B Aussagen. Man beweise mithilfe von Wahrheitswerttafeln
die Regeln von De Morgan:

A.1.5 Seien A, B, C' Aussagen. Man beweise mithilfe von Wahrheitswerttafeln
die Distributivgesetze:

(@) (AV(BAC)) < ((AVB)A(AVO)),
() (AA(BVCO)) <= (AAB)V(AAC)).

A.1.6 Man formuliere folgende Aussagen mithilfe von Quantoren:
(a) Es gibt eine rationale Zahl g, so dass ¢°> = —q gilt.

(b) Es gibt genau eine natiirliche Zahl n, so dass —n auch wieder eine
natiirliche Zahl ist.

(¢) Fiir jede ganze Zahl z gilt sin(z) # 0.
Zusatz: Wie lauten die in (a) und (b) beschriebenen Zahlen?

A.1.7 Gegeben seien die Mengen A = {1,2,3,7}, B ={2,7,8}, C = {1,8,10}
sowie D = {2,7} und E = {2,7,8}.

(a) Sind folgende Aussagen wahr oder falsch?

ACB, DCA DCB, BCA ECB, ECB, DC B.
(b) Man bilde folgende Mengendifferenzen:
A\ B, A\C, B\ A, B\C, C\ A, C\B.
(¢) Man bilde folgende Vereinigungen von Mengen:
AUB, AuC, BUC, (AUB)UC, AU(BUC).
(d) Man bilde folgende Durchschnitte von Mengen:
ANB, ANC, BNC, (AnNB)NC, An(BNC).

(e) Man bilde folgende Vereinigungen und Durchschnitte von Mengen:

(ANnB)UC, (AuC)N(BUC), (AuB)NC, (AnCYu(BNCO).
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A.1.8 Man beweise (motiviert durch die letzte Aufgabe), dass folgende Aus-
sagen gelten:

(a) (ANB)UC =(AUuC)N(BUCQO),
() (AUB)NC =(AnC)u(BNC),
() (ANB)NC=AN(BNC),
(d) (AUB)UC =AU (BUC).

Da die Reihenfolge, in welcher Mengen vereinigt und geschnitten werden
egal ist (siehe (c) und (d)), schreiben wir auch einfach A N B N C bezie-
hungsweise AU BUC.

A.1.9 Fiir p € Z beweise man:

p? gerade <= p gerade

A.1.10 Unter Zuhilfenahme der vorherigen Aufgabe beweise man, dass sich
/2 nicht als Bruch schreiben lisst, d.h. ¥/2 ¢ Q.
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2 Vollstandige Induktion

Wozu?

Viele Aussagen in der Mathematik — und insbesondere in der Analysis
— sind ,yon n abhéngig”, wobei n € N gilt. Wie sollte man solche Aus-
sagen beweisen? Es gibt schlieflich unendlich viele natiirliche Zahlen
und wir kénnen unmoglich fiir jedes n € {0,1,2,3,4,...} einen Beweis
durchfiihren! Darum lernen wir hier eine neue Beweistechnik kennen,
die vollstdndige Induktion. Wenn es so etwas gibt, dann liegt die
Frage nach der unvollstdndigen Induktion nahe. Gibt es so etwas? Na
klar! Wir wenden die unvollstédndige Induktion, ohne es zu wissen, so-
gar taglich an: Seit eurer Geburt seid ihr daran gewohnt, dass nach
einer Nacht immer wieder die Sonne aufgeht. Thr habt das so oft er-
lebt, dass fiir euch ganz klar ist, dass auch nach der morgigen Nacht
wieder ein Tag kommt. Das ist unvollstdndige Induktion, denn wir kon-
nen nicht wirklich sicher sein, dass auch in Zukunft jedes Mal auf die
Nacht ein Tag folgt. Da es aber an den letzten 8000 Tagen so war,
nehmen wir ohne Weiteres an, dass es auch in Zukunft so sein wird.
Mit der vollstdndigen Induktion kénnen wir beweisen, dass eine von n
abhéngige Aussage A(n) fir alle natiirlichen Zahlen gilt. Diese Beweis-
technik hat sehr viel zu tun mit japanischen Domino-Olympiaden. Wir
nehmen an, dass es unendlich viele Dominosteine gibt, die wir durch-
nummerieren konnen. Weiterhin nehmen wir an, dass alle Dominostei-
ne mathematisch exakt gleich sind und auch ihr Abstand voneinander
mathematisch exakt derselbe ist. Wie kdnnen wir beweisen, dass alle
Dominosteine umkippen, wenn wir den ersten anstofen? Wir brauchen
nur zwei Schritte: (1) Wir miissen zeigen, dass der erste Stein wirklich
fallt. Das nennt man den Induktionsanfang. (2) Da alle Steine exakt
gleich sind und auch ihr Abstand immer exakt derselbe ist, reicht es,
wenn wir fiir irgendein n, also irgendeine Stelle, zeigen kénnen, dass
der n + 1-te Stein féllt, wenn der n-te kippt. Das nennt man den In-
duktionsschluss. Dazu diirfen wir natiirlich benutzen, dass die ersten
n Steine auch schon gekippt sind; das ist die Induktionsannahme.
Wichtige Lernziele in diesem Kapitel sind:

(natiirlich!) das Prinzip der vollstdndigen Induktion,

das Summensymbol, das Produktsymbol, das Fakultétszeichen und
die Binomialkoeffizienten,

der binomische Lehrsatz,

der Satz von der geometrischen Reihe

und ihr Verstédndnis.
Wir wissen, dass ihr mit dieser Beweismethode zu Beginn Verstandnis-
schwierigkeiten haben konntet. Die hatten wir auch! Wir werden daher
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mit vielen Beispielen versuchen, euch die Schwierigkeiten aus dem Weg
ZUu raumen.

2.1 Das Prinzip

Wir setzen die natiirlichen Zahlen N = {0,1,2,3,...} und die ganzen Zahlen
z={..,-3-2,-1,01,2,3,...} als bekannt voraus. Noch Leopold Krone-
cker (1823-1891) sagte: ,,Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles
andere ist Menschenwerk® [Weber 1893|. Mit den Mitteln der Mengenlehre
kann man aber den lieben Gott heraushalten und auch die natiirlichen und
ganzen Zahlen sauber beschreiben oder ein Axiomensystem wie das von Giu-
seppe Peano (1858- 1932) postulieren, doch das ist nicht Aufgabe der Analy-
sis. Wir schreiben Ny fiir die natiirlichen Zahlen ohne die Null.

Wir springen gleich mitten rein: Sei ng € N und fiir jedes n > ng sei A(n)
eine Aussage. Um die Richtigkeit dieser Aussagen zu beweisen, macht ihr
Folgendes:

Satz 2.1.1: Das Prinzip der vollstédndigen Induktion
1. Induktionsanfang, man zeige:
A(ng) ist wahr.
2. Induktionsschluss, man zeige:
Wenn A(n) fiir irgendein n wahr ist, dann ist auch A(n + 1) wahr.

Dann gilt die Aussage bereits fiir alle natiirlichen Zahlen n > ng. Die
Annahme, dass A(n) fir irgendein n richtig sei, heifft Induktionsan-
nahme (TA).

Als erstes Beispiel soll eine Anekdote dienen, die dem jungen Carl Friedrich

Gauh (1777-1855) zugeschrieben wird.

Beispiel 2.1.2

Er und seine Mitschiiler sollten die Zahlen von 1 bis 100 summieren,
und Gaufs fand eine sehr eindrucksvolle Losung:
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1+2+3+4+---+97+98 + 99 + 100

= 1 + 2 +3+... +49 + 50

+ 100 + 99 + 98 + ... +52 + 51
= (14+100) + (2+99) + (3+98) + ... + (49 + 52) + (50+51)
= 50-101

= 5050

Die Beobachtung des kleinen Gaufs war also, dass die erste und letzte
Zahl in der Summe 101 ergeben, die zweite und vorletzte ebenfalls 101,
und so weiter. Von diesen Paaren gibt es 50 Stiick, fertig!

ﬁ m
I I I n-1 n n+1l n+2

1—2—3—4—5—6—T7—

Abbildung 2.1.1. Vollstandige Induktion, an Dominosteinen erklért

Das ist keine vollstdndige Induktion, aber die bringen wir jetzt ins Spiel.

Lemma 2.1.3: Die Gaufs’sche Summenformel

1
Vn€Nsg: 1+42434...4n= %
Beweis. Hier ist ng = 1. Der Induktionsanfang ist
1(1+1
A(nog) : 1:7( ;_ ):1

und das ist offenbar richtig. Nun kommt der Induktionsschluss. Wir machen

die Induktionsannahme (TA), dass fiir irgendein n die Aussage

n(n+1)

An): 1+42+43+...+n= 5

richtig ist. Achtung: Thr diirft auf keinen Fall annehmen, dass wir die Aussage
des Lemmas voraussetzen! Dann wére der ,Beweis* natiirlich komplett sinnlos!
Im Gegensatz zur Aussage des Lemmas nehmen wir nicht an, dass schon alles

fiir alle n gilt!
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Wir miissen nun zeigen, dass aus der Giiltigkeit der Aussage fiir irgendein n
auch die Giiltigkeit von A(n+1) folgt. Das machen wir durch simples Rechnen:

(n+1)(n+2)
s

nn+1
1+2+3+.”+n+0%+U:_L3—2+@+1%:

(IA)
und das ist A(n + 1). 0

Es ist mithsam, Summen immer mit den Piinktchen schreiben zu miissen.
Daher fithren wir an dieser Stelle eine wichtige Notation ein.

Fiir n, m € N definieren wir durch

n

Zak =am + amy1 + ...t a, firm<k<n,
k=m

n

g ar :=0 flir n <m, ,leere Summe*,

k=m

das Summensymbol.

Auch wenn das Summensymbol beim Erstkontakt etwas abschreckend wir-
ken kann, gibt es keinen Grund zur Scheu. Wir wollen euch anhand einiger
Beispiele zeigen, wie simpel das Summensymbol eigentlich ist.

Beispiele 2.1.5

(a) Die Summe iiber die ersten n + 1 natiirlichen Zahlen kann mithilfe
des Summenzeichens etwa als

O+1+2+--+n=> k

geschrieben werden. Fiir n = 3 ist also ganz konkret

3
§:k=O+1+2+3:6
k=0

(b) Analog kénnen wir auch die Summe tiber die Quadrate der ersten
n + 1 natiirlichen Zahlen notieren:

0P+1242% 4 402 =) K
k=0
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Fiir n = 3 ist also ganz konkret

3
Zk2:02+12+22+32=0+1+4+9:14.
k=0

(¢) Das Schéne am Summensymbol ist, dass das Vorgehen beim Bilden
der entsprechenden Summe auch in noch so allgemeinen Fillen
immer das gleiche bleibt, etwa, wenn tiber bestimmte Zahlen f(k)
(Funktionswerte) abhéngig von k summiert wird:

> f(k) +f(2)+ f3) + -+ f(n)
k=1
Fiir n =4 und f(k) = m ist beispielsweise

4

D k)= F1) + £2) + £3) + £(4)

k=1
I S S SR
T 1-2 2-3 3.4 4-5
R S
26 12 20
_4
=

Damit kénnen wir die Aussage des Lemmas 2.1.3 eleganter schreiben als:

nn+1)
2

bgs
I

~
Il
-

Eine wichtige Funktion, die wir in der Analysis sténdig benétigen, ist die
Fakultat.

Fiir n € N heifst

die Fakultat von n.

Die Fakultét ist eine sehr schnell wachsende Funktion von n, denn
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ol=1=1, A=2.1=2,
31=3.2.1=6, 4=4-3-2-1=24,

sehen noch harmlos aus, aber bereits fiir n = 17 ist

17! = 355687428096000.

Wie schon bei der Summe ist es unangenehm, bei der Fakultit auf die Piinkt-
chennotation zuriickgreifen zu miissen. Auch hier gibt es ein elegantes Symbol.

Fiir n, m € N definieren wir durch

n

Ha _Jam-amir-oransnz=m
; ke 1 ;m < m ,leeres Produkt®
=m

das Produktsymbol.

Das Produktsymbol funktioniert im Wesentlichen wie das Summensymbol.

.

Denkt euch statt dem ,,+“ nun einfach ein ,,-“!

Beispiel 2.1.8

1. So ist das Produkt der ersten n positiven natiirlichen Zahlen bei-
spielsweise

k=1

also nichts anderes als die Fakultdt von n.
2. Achtung, das Produkt der ersten n + 1 natiirlichen Zahlen wére

da jetzt mit 0 multipliziert wird, die nun dabei ist!

3. Entsprechend zum Summensymbol kann nun auch das Produkt
der Quadrate der ersten n positiven natiirlichen Zahlen formuliert
werden, und zwar als
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Beispiel 2.1.9

Betrachten wir die dreielementige Menge {1,2,3}, zu der wir sechs
verschiedene Anordnungen finden:

(1,2,3) (2,1,3) (3,L,2)
(1,3,2) (2,3,1) (3,2,1)

Fiir n = 3 finden wir also sechs Anordnungen und 6 = 3!. Gilt dieser
Zusammenhang immer? Jal

Wir kénnen nun einen brauchbaren Satz formulieren, der iiber die mdglichen
Anordnungen von n Elementen Auskunft gibt.

Satz 2.1.10

Sein > 1. Die Anzahl aller méglichen Anordnungen der Elemente einer
n-elementigen Menge {a1,as, ...,a,} ist nl.

Beweis. Wir beweisen den Satz mit vollstdndiger Induktion. Fiir den Induk-
tionsanfang wéihlen wir ng = 1. Fiir eine einelementige Menge {a;} gibt es
natiirlich nur genau eine Anordnung, ndmlich {a; }, und tatséchlich ist 1! = 1.
Nun zum Induktionsschluss, wobei wir die Induktionsannahme machen diir-
fen, dass die Aussage fiir irgendein n gilt. Hier hilft kein einfaches Losrechnen
mehr, sondern wir brauchen eine kluge Uberlegung:

Die Anordnungen von {ai,...,an,a,+1} zerfallen in (n + 1) Klassen Cf,
k=1,2,...,n+ 1, wie folgt: Cj hat a; an der ersten Stelle und die n restli-
chen a;’s in beliebiger Anordnung, also:

C1 = (al,...)
02 = (ag,...)
Cp = (an,...)

Cr1 = (@n+1,---)

Nun verwenden wir die Induktionsannahme, nach der es fiir irgendein n genau
n! verschiedene Anordnungen gibt. Alle Piinktchen in den Mengen C} stehen
ja fiir n Elemente, und diese Elemente konnen jeweils in n! verschiedenen
Anordnungen auftreten. Das heift, wir konnen jedes C}, in n! unterschiedlichen
Anordnungen angeben. Da es (n+1) verschiedene Cy, gibt, ist die Anzahl aller
Anordnungen insgesamt also

nl-(n+1)=(n+1),
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was zu beweisen war. O

An dieser Stelle lohnt es sich, auf die sogenannten Binomialkoffizienten zu
sprechen zu kommen. Thr werdet sehen, dass diese viele recht komplizierte
Ausdriicke sehr elegant aussehen lassen kénnen.

Definition 2.1.11: Die Binomialkoeffizienten

Fiir n, k € N, k < n, heiflen die Zahlen

n Fn—j41 n-n—1)---(n—k+1)
(k) =11 j = 1-2---k (1)

Jj=1

(lies: ,,n tiber k) die Binomialkoeffizienten. Fiir k£ > n soll

()=

gelten. Zur Vollstandigkeit erlauben wir noch k£ € Z und definieren

(Z) =0 VkeZk<0. (2.2)

Der Binomialkoeffizient (Z) gibt an, auf wie viele verschiedene Arten man

k Objekte aus einer n-elementigen Menge anordnen kann, wenn die Reihen-
folge nicht beachtet wird. Der Binomialkoeffizient ist also die Anzahl der k-
elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge.

Aus der Definition folgen iibrigens sofort die Werte

(o) =)= e ()=

Fiir uns ist zudem interessant, dass die Binomialkoeffizienten symmetrisch
sind, was in folgendem Lemma zum Ausdruck kommt.

Lemma 2.1.12

Fir 0 < k < n gilt
n n! n
(k) T Rn—k)! (n - k) 23)

Beweis. Wegen (2.1) ist
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(Z) 7“'(”*1)'];'!(”*/@+1)

Erweitern wir jetzt mit (n — k)!, dann folgt

(n) no(n—1)--(n—k+1)(n—k)

k kl(n — E)!
:n~(n71)~~(n7k+1)-[(nfk)~(nfkfl)~~~2~1}
El(n — k)!
n!
T K- k)

a

Neben dieser Symmetrie ist eine weitere Eigenschaft der Binomialkoeffizienten
fiir uns wichtig, ndmlich eine Summenformel.

Lemma 2.1.13

Fiir alle n € Ny und alle k£ € Z gilt
n n—1 n—1
()= G20+ (%) 0

Beweis. Der Fall ist klar fir &k > n und k < 0. Sei daher 0 < k£ < n. Wir

rechnen
n—1 n—1\ (2.3) (n—1)! (n—1)!
(k—1>+< k ) T DR Bm k-1

En—1! (n—Fk) - (n—1)!
Moo=k T Bk
n-(n—1)!
El(n — k)!

n!
kl(n —k)!

(&)

In der Analysis (und nicht nur dort!) benétigt man den bertthmten bino-
mischen Lehrsatz, von dem wir an dieser Stelle gleich eine erste Version
présentieren. Zuerst aber wollen wir euch an die Schule erinnern, namentlich
an die binomischen Formeln.

a
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Beispiel 2.1.14

Thr wisst z. B. sicher noch, dass
(z+y)* =a® +2zy + ¢

gilt. Ist aber (z + y)? gesucht, miisst ihr vermutlich schon zu rechnen
anfangen, und da sollte

(z +y)3 = 2® + 32%y + 3z° +4°

herauskommen. Blicken wir auf die Potenzen, dann fangen sie mit x37°
an, dann kommt 2%y (die Potenz von x geht einen 'runter, dafiir geht
die Potenz von y einen ’rauf), dann kommt xy? (die Potenz von x
geht noch einen ’runter, dafiir geht die Potenz von y einen ’rauf), und
schlieRlich ¥ - y3. Da steckt offenbar ein Bildungsgesetz hinter! Aber
es steckt auch ein Bildungsgesetz hinter den Koeffizienten 1, 3, 3,1 vor
den Produkten,

(x +y)® = 1% + 32y + 329 + 19>,

denn das sind gerade die Binomialkoeffizienten.

Satz 2.1.15: Binomischer Lehrsatz

Sind z,y € R,n € N, dann gilt

=3 (D)ot .

Beweis. Wir beweisen den binomischen Lehrsatz mit vollstdndiger Induktion.
Fiir den Induktionsanfang setzen wir ng = 0 und rechnen (z +y)° = 1, sowie

0 n 0
Z xn—kyk} — xoyo — 1
k 0
k=0

Damit ist der Anfang gemacht. Nun zum Induktionsschluss. Wir nutzen einen
(sehr kleinen) Trick, in dem wir die Zerlegung

@+y)"=@+y) "+ (@+y) "y (2.6)

verwenden. Fiir (z + y)™ diirfen wir nun die Induktionsannahme benutzen.
Damit gilt

S gk yh (,11)=0 = (n ntl—k, k
(x+y)" Z = D ()

k=0
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wobei wir einfach nur einen Term addiert haben, dessen Wert null ist. Fiir
den zweiten Term rechnen wir

n

n+1
n . _ n n—k, k+1 Indexverichiebung n ntl—k k
B A
k=0 k=1
Dazu kénnen wir nun problemlos den Term (f ) ntly0

(2.2) gleich null ist. Dann haben wir

n+1
n _
(@+y)"y=> (k - 1)%”“ Ry,

k=0

addieren, der wegen

Jetzt brauchen wir nur noch alles wieder in (2.6) zusammenzusetzen:

n+1 n+1
x+yn+1 Z<>n+1kk+z< )nJrlkyk

-2 {) ()

= (”+1) nach (2.4)

+
n+1\ .-
Z( ) 1+1 kyk,

=0

=

und das war zu zeigen. a

Es gibt eine sehr anschauliche Form der Darstellung fiir die Binomialkoeffi-
zienten, die man Pascal’sches Dreieck nennt. Allerdings war Blaise Pascal
(1623-1662) beileibe nicht der Erste, der auf diesen Zusammenhang gestofen
ist. Wir kennen dieses Dreieck auch aus der frithen chinesischen Mathematik
und es ist sicher auch anderswo schon aufgetaucht. Wir notieren die Binomi-
alkoeffizienten im Pascal’schen Dreieck bis n = 5:

n=>0 1
n=1 1 1
n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1

n=4| 1 4 6 4 1
n=5[1 5 10 10 5 1

Die Formel (2.4) sagt nun nichts anderes, als dass jeder Binomialkoeffizient
im Pascal’schen Dreieck die Summe der beiden links und rechts in der Zeile
iber ihm stehenden Binomialkoeffizienten ist.

Wir beenden unseren Ausflug in die Welt der vollstdndigen Induktion nun mit
einem interessanten Resultat, das wir spater wieder aufnehmen werden.
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Satz 2.1.16: Satz von der geometrischen Summe

Fir z € R\ {1} und Vn € N gilt die geometrische Summenformel

n-+1

zw L @)

Beweis. Natiirlich denken wir bei dem Beweis sofort an vollstdndige Induk-
tion, aber wir wollen hier einen viel elementareren Beweis angeben, den man
auch schon in der Schule behandeln kann. Wir definieren die Summe

n
Sh ::Zwk:1+w+x2+...+x".
k=0

Jetzt multiplizieren wir die Summe mit x und erhalten
S, =z + 2>+ 23+ . a2+ 2"t
Nun bilden wir die Differenz
Sp — xS, =(1—12)S, =1— 2"
und das ergibt fiir x # 1
1 — gntl

Sn: 1_=x

O

Einen alternativen Beweis mithilfe vollstdndiger Induktion {iberlassen wir euch
als Ubungsaufgabe. Aus Satz 2.1.16 folgt noch eine hiibsche Darstellungsfor-
mel, auf die wir nicht verzichten wollen.

Korollar 2.1.17

VeeR: z"—1=(z—-1)-(@" 1 +2"2+...+2+1)
Beweis. Aus (2.7) folgt fur z # 1
11—z

Multiplizieren wir jetzt mit (x — 1), dann folgt

n—1
(—1)) zF=a"—-1
k=0
Das Korollar gilt allerdings auch fiir x = 1, wovon ihr euch leicht durch

Einsetzen von x = 1 {iberzeugen konnt. ]
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Zusammenfassung

Was solltet ihr aus diesem Kapitel mitnehmen?

Aus diesem Kapitel solltet ihr unbedingt das Prinzip der vollstin-
digen Induktion mitnehmen! Thr habt im vorherigen Kapitel bereits
die drei wesentlichen Beweistechniken direkter Bewets, Beweis durch
die Kontraposition und Widerspruchsbeweis kennengelernt. Die voll-
standige Induktion ist die vierte wesentliche Beweistechnik, speziell
flir Aussagen liber die natiirlichen Zahlen, und bildet mit den anderen
drei Techniken die Grundlage fiir alles Spétere. Einige besonders wich-
tige Formeln, die typischerweise durch vollstdndige Induktion bewie-
sen werden, habt ihr auch gleich kennengelernt: etwa die Gauf$’sche
Summenformel

- 1
1+2+~--+n22k2% Vn €N,

den binomischen Lehrsatz

n

(x+y)" = Z <Z>x”kyk Vn e N

k=0
und den Satz von der geometrischen Summe

1— n+1
Zx a: Vn € N.
11—z

Insbesondere die letzten beiden Beispiele werden euch noch héufig be-
gegnen. Es lohnt sich also fiir euch, diese gut im Hinterkopf zu behalten.
Folgende Fragen solltet ihr nach diesem Kapitel beantworten konnen:

Wie lautet das Prinzip der vollstdndigen Induktion?

Was fiir Aussagen lassen sich damit beweisen?

Wie lautet die Summe der ersten 100 Zahlen? Wie lautet die Sum-
me der ersten n natirlichen Zahlen?

Was bedeutet (}}) ?

Wo taucht der Binomialkoeffizient zum Beispiel auf?

Wie lautet der binomische Lehrsatz?

Wie lautet der Satz von der geometrischen Summe?

Was passiert mit der geometrischen Summe, wenn das n immer
grofer wird?

Zum Einiiben der Begriffe dieses Kapitels solltet ihr euch mal an eini-
gen der folgenden Aufgaben versuchen.
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2.2 Aufgaben

A.2.1 Man beweise, dass fiir die Summe der ersten n ungeraden Zahlen

Y (@k—1)=n®> VneN

k=1
gilt.

A.2.2 Man beweise, dass fiir die Summe der ersten n Quadratzahlen
Zk2 n(n+1)(2n+1) V¥neN

gilt.

A.2.3 Man beweise, dass fiir die Summe der ersten n Kubikzahlen
Z k> =-n?(n+1)? VYneN

gilt.
A.2.4 Fir die allgemeine Potenzsumme

SPE=1P 4 2P ... +nP

zeige man, dass die von Pascal stammende Identitét

1 1
(p+1)S? + (p; )SQ‘HL <p_?': )Sﬁ‘Q SV = (n4 1P 1

fiir alle n,p € N gilt.
A.2.5 Man bestimme einen Ausdruck fiir die Potenzsumme S2.

A.2.6 Man beweise, dass fiir die Summe der n-ten Binomialkoeffizienten
n n n n
.. —on
() + )+ (5) s (D) =2 wen

A.2.7 Man beweise, dass fiir die alternierende Summe der n-ten Binomialko-
effizienten

(-6 ()0 e

gilt.

gilt.
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o1

A.2.8 Man beweise die folgenden Aussage:

l
[+1 m

< :E .

k_lz(kwrl) mzk(k) VieN VkelZ

A.2.9 Man beweise die geometrische Summenformel
n
1— n+1
Z gh=2"2 Vn eN
1—-=
k=0

mithilfe vollstdndiger Induktion.

A.2.10 Man berechne folgende Summen:
3

k=0

() Zgik (0) kz_og’“ (o) ;2’“ (d) > (=3)".
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3 Korper

Wozu?

Korper?! Warum denn das jetzt? Machen wir nun Analysis oder doch
eher Algebra? Keine Angst, wir bleiben natiirlich bei der Analysis und
dieses Kapitel wird ganz kurz. Es dient nur dazu, an die ,joffensichtli-
chen* Rechenregeln zu erinnern und ein paar wichtige Dinge zu notie-
ren (wie die Dreiecksungleichung), die man in der Analysis unbedingt
benétigt. Denn tatséchlich gibt es so etwas wie ist kleiner als oder ist
grofer als und damit Ungleichungen erst in angeordneten Korpern.
Wichtige Lernziele in diesem Kapitel sind:

der Begriff des Korpers,

die Eigenschaft sogar ein archimedisch angeordneter Korper zu sein,
der Betrag,

die wichtigsten Regeln fiir Ungleichungen

und ihr Verstédndnis.
Entscheidend fiir euch: Wir werden diese Begriffe gleich auch immer
auf die euch vertrauten Zahlenbereiche N,7Z und Q anwenden.

3.1 Was ist ein Korper?

Wir betrachten eine Menge K (denkt einfach an die Menge der Briiche), auf
der zwei Verkniipfungen definiert sind, die wir ,,Addition* und ,Multiplikation*
nennen wollen:

+: KxK—=K, (z,y)—=x+y,
KxK—=K, (z,y)—x-y.

Definition 3.1.1: Kérper
Wir nennen (K, +,-) einen Kérper, wenn die folgenden Axiome I, IT
und IIT erfiillt sind.

I. Axiome der Addition
(A.1) Assoziativgesetz

Ve,y,2 € K: (z+y)+z=z+ (y+2)
(A.2) Kommutativgesetz

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH, ein Teil von Springer Nature 2019
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Ve,yeK: z+y=y+z
(A.3) Existenz des neutralen Elements
HeKVzeK: z4+0=z
(A.4) Existenz des inversen Elements
VeeK3I(—z)eK: z+(—2)=0
II. Axiome der Multiplikation

(M.1) Assoziativgesetz
Ve,y,z€ K: (z-y)-z=z-(y-2)
(M.2) Kommutativgesetz
Ve,yeK: z-y=y-z
(M.3) Existenz des neutralen Elements
FAeKVzeK: z-1l=x
(M.4) Existenz des inversen Elements

VeeKmitz#03z 'eK: z-27'=1

II1. Distributivitat

(D) Va,y,zeK: z-(y+z2)=z-y+x-z

Macht euch bitte klar, dass ein Korper streng genommen ein Tripel (K, +, ),
bestehend aus einer Menge K, versehen mit einem Additionsoperator + und

einem Multiplikationsoperator -

ist. Dennoch spart man sich héufig etwa

Schreibarbeit und spricht etwas lax von einem Koérper K. Wir betrachten
als Beispiel die drei Zahlenmengen, die wir schon kennen.

Beispiel 3.1.2

o (N,+,:) ist kein Korper, denn es mangelt an additiven inversen

Elementen, vgl. (A.4).

(Z,+,-) ist kein Korper, denn (M.4) ist offenbar verletzt.

(Q, +, ) hingegen ist ein Korper.

Wie wir spéter sehen werden: Auch die reellen sowie die komple-
xen Zahlen, versehen mit der {iblichen Addition und Multiplikation
(R, +, -) beziehungsweise (C, +, -), sind Korper.
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Ein Korper ist fiir uns in der Analysis so interessant, weil wir in ihm alle unsere
Grundrechenarten durchfithren kénnen, ohne den Kérper zu verlassen. Um zu
demonstrieren, dass es auch denkbar einfache Korper geben kann, méchten
wir euch noch den Restklassenkorper Fy vorstellen.

Beispiel 3.1.3

Schon die Menge Fy = {0, 1} wird mit der wie folgt definierten Addi-
tion und Multiplikation zu einem Korper:

+[01 01
0jo1 0[00
110 10 1

Der Korper (Fa, +, -) wird haufig Restklassenkdrper modulo 2 ge-
nannt.

3.2 Angeordnete Korper

Ein Korper (K, +, -) heiflt angeordnet, wenn in K Elemente als positiv
(z > 0) ausgezeichnet sind, so dass die Axiome der Anordnung
erfiillt sind:

(0.1) Trichotomie: Fiir alle z € K gilt genau eine der Beziehungen
z>0, 2=0, —z>0.
(0.2) Abgeschlossenheit bzgl. +:
(x>0Ay>0) = z+y>0
(0.3) Abgeschlossenheit bzgl. -:

(x>0Ny>0) = z-y>0

Jetzt kann man leicht auch z >y, * <y, + <y und x > y definieren:



56 3 Korper

Sei (K, +, -) ein angeordneter Korper, dann definieren wir:

T>y = x—y>0

r<y <= —(x—y)>0
z<y <= z<yVe=y
T2y = r>yVr=y

Wir wollen gleich einmal schauen, wie sich die uns bekannten Zahlenmengen
in diesem Kontext einordnen lassen.

Beispiel 3.2.3

e (Q,+,) ist ein angeordneter Korper.

o (Fa2,+,) ist kein angeordneter Korper, da sowohl 1 > 0 als auch
—1 =1 > 0 und damit die Trichotomie verletzt sind.

Achtung: —1 meint hier nicht die ganze Zahl —1 € Z (die es in
F5 nicht gibt), sondern das inverse Element von 1 in Fy! Dieses ist
durch 1 gegeben, da 1-1=1.

o Was wir erst spiter sehen werden: Auch die reellen Zahlen versehen
mit der tiblichen Addition und Multiplikation (C, +, -) bilden einen
angeordneten Korper. Die komplexen Zahlen versehen mit der iib-
lichen Addition und Multiplikation (C, -+, -) bilden hingegen keinen
angeordneten Korper.

Einfache Folgerungen

Sei ab jetzt K ein angeordneter Korper. Dann gilt fiir alle x,y € K genau eine
der drei Beziehungen
x>y, T=y, T>Y.

Daher kann man definieren:

Das Maximum und das Minimum von zwei Elementen ist

z;x <y
y;r >y’

T;x2Y

ey S min{z,y} := {

max{e.y) = {

Weiterhin gilt
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Lemma 3.2.5

1. Die Translationsinvarianz:
VaeK: z>y = at+z>a+y. (3.1)
2. Die Spiegelungseigenschaft:

T>y = —r< Y. (3.2)

Beweis. Sei a € K.
1. Die Translationsinvarianz folgt daraus, dass
r—y=z-y+0=z-y+(a—a)=(x+a)—(y+a
und damit
x>y = z-y>0 = (z+a)—(y+a)>0 = x+a>y+a

gilt.

2. Fiir die Spiegelungseigenschaft bemerken wir zunéchst einmal, dass wegen
(0.1) und (0.2)
>0 = —-z<0

gilt. Damit folgt:

x>y = z—y>0 = —(z—y)<0
= (—z)—(—y) <0 = —x < —y.

a

Wir listen hier ein paar weitere Folgerungen der Vollsténdigkeit halber auf.
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Alle Grofen seien aus K. Dann gelten:
(a) (z<y)A(a<bd) = z4+a<y+b
(b) (z<y)A(a>0) = azx<ay
() (0<z<y)A(0<a<bd) = azx<by
(d) (z<y)A(a<0) = az > ay
() z#0 = 22>0
f) 2>0 = 27'>0
(g) 0<z<y = a2 '>y!

Den Beweis iiberlassen wir euch als Ubungsaufgabe.

3.3 Der Betrag

Sei im Folgenden K ein angeordneter Korper.

Fiir jedes & € K sei der Betrag definiert durch

(3.3)

Abbildung 3.3.1. Die Betragsfunktion
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Fiir die Analysis ist die Betragsfunktion « — |2| von kaum zu iiberschétzender
Bedeutung! Die wichtigsten Eigenschaften des Betrages fassen wir gleich im
folgenden Satz zusammen.

Satz 3.3.2: Rechenregeln fiir den Betrag

Seien x,y € K. Dann gelten fiir den Betrag die folgenden Beziehungen:

(a) |z| = max{x, —x} (3.4)
(b) |z >0A|z|=0 <= 2=0 (3.5)
() l|zyl = |=|lyl (3.6)
(d) |z+y| <|z|+ |yl (Dreiecksungleichung) (3.7)

Beweis. Wir gehen der Reihe nach vor.

(a) folgt sofort aus der Definition von max{x,y}.
(b) folgt sofort aus der Definition (3.3).

(c) ist trivial fiir den Fall x,y > 0. Seien « := g und y := £yo mit g, yo > 0.
Dann folgt

lzy| = | £ 2oyo| = [zoyo| = |wollyo| = |z[y].
(d) Wegen z < |z|,y < |y| folgt

z+y <|z|+yl.

Wegen —z < |z| und —y < |y| folgt ebenso
—(z+y)=—z—y<|z[+][yl

Fassen wir beide Ungleichungen zusammen, dann ergibt sich

=+ yl < ||+ [yl.

O

Wir haben durch (M.4) in Definition 3.1.1 das inverse Element von z als 2~}
eingefiihrt. Da die uns interessierenden angeordeneten Koérper Q und R sind,
schreiben wir natiirlich

1 . -1_.Y
xr = — sowlie yx = —
x X

was euch sicher bekannt vorkommt. Damit formulieren wir nun auch
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Fiir alle z,y € K mit y # 0 gilt:

x| _ |zl
yl vl
Beweis. Es gilt
T (3.6 x x ||
=2y 89 = 12 = Y= 2
y y yl 1yl

O

Ungleichungen und der Umgang mit ihnen bilden einen Kern der analytischen
Techniken. Daher ist es gut, neben der Dreiecksungleichung auch weitere Un-
gleichungen im Repertoire zu haben.

Fiir alle z,y € K gelten

|z —yl > |z| = |yl und |z+y]> |z [yl

Beweis. Wir verwenden die Dreiecksungleichung. Es gilt
r=(r—y)+y = [z] <|z—y[+y,

und das ist schon die erste Ungleichung im Lemma. Setzen wir —y anstelle
von y, folgt auch die zweite. a

3.4 Archimedische Koérper

Die Eigenschaft eines angeordneten Korpers, ,archimedisch zu sein, ist eine
der wesentlichen Voraussetzungen fiir die Analysis.

Ein angeordneter Korper K heifst archimedisch, wenn es fiir alle
z,y € K mit z,y > 0 stets ein n € N gibt, so dass

nr >y

gilt.
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M — T

} | % % I nz (n=4)

Abbildung 3.4.1. Illustration der Archimedizitat

Satz 3.4.2

Der Korper der rationalen Zahlen Q ist archimedisch.

Beweis. Seien x,y € Q. Der Fall z > y ist klar. Sei also 0 < < y. Dann gibt
es natlirliche Zahlen pi, ps2,q1, g2 € N5 mit

=" und y:ﬂ.

b2 qz
Sei r := paqo der Hauptnenner und p := p1¢2 und ¢ := p2q;. Damit folgt

z=2 und y:g.
r r

Nach Voraussetzung gilt p > 1, also folgt pg > ¢. Weiterhin ist » > 1 und
damit ist gr > ¢ beziehungsweise ¢ > £. Setzen wir nun n := rq, dann folgt

nx:rq§=pq2qz

LS

Die Bedeutung der Archimedizitit diskutieren wir in folgendem Lemma.

Lemma 3.4.3

Ist K ein archimedisch angeordneter Korper, dann gelten

(a) Ve €K Ing,ne €N: ny >z und —ny < .
(b) Ve e K dne€Z: n<xz<n+ 1. Dieses n wird mit

Ed

bezeichnet und heifst “floor” oder untere Gaufs-Klammer. Die
untere Gauk-Klammer ist die grofste ganze Zahl, die kleiner oder
gleich x ist.

(¢) VeeK IymeZ: m—1<x <m. Dieses m wird mit

[]
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bezeichnet und heifit “ceiling” oder obere Gaufs-Klammer. Die
obere Gauf-Klammer ist die kleinste ganze Zahl, die grofer oder
gleich z ist.

Beweis. Die Folgerungen (a), (b), (c) sind alle klar. O

Satz 3.4.4

Ist K ein archimedisch angeordneter Korper, dann gilt:

1
Ve>0 dne€Nyg: —<e¢
n

Beweis. Wir schreiben nach Definition 3.4.1

1 1
dJneN: n>- —= —<e.
€

3

a

Macht euch bitte klar, dass Satz 3.4.4 die Existenz ,unendlich kleiner* Zah-
len in archimedisch angeordneten Korpern ausschliefst! Besonders fiir spéte-
re Konvergenzuntersuchungen bei Folgen wird dieser Umstand entscheidend
sein. Zum Schluss unseres Ausflug in die Welt der Koérper wollen wir noch eine
wichtige Ungleichung ansprechen:

Lemma 3.4.5: Bernoulli’sche Ungleichung
Fiir alle x € K mit z > —1 gilt

YneN: (14+z)">1+nz.

Versucht euch mal selbst an dem Beweis. Als Hinweis beachtet bitte, dass
wieder eine von n abhingige Aussage zu beweisen ist.

Zusammenfassung

Aus diesem Kapitel solltet ihr ein Verstdndnis dariiber mitnehmen,
was ein Korper ist. Thr solltet stets parat haben, dass die rationalen
Zahlen Q einen Koper bilden, wihrend etwa N und Z keine Korper
bilden! Falls ihr auch jetzt noch skeptisch fragt, was das mit den Kor-
pern eigentlich sollte: Um es einfach zu machen, brauchen wir Kérper
deswegen, weil erst dort alle euch vertrauten Rechenoperationen funk-
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tionieren, also +, —,-,+~. Wenn man mag, kann man sich auf &hnlich
heuristische Art und Weise auch angeordnete und archimedisch
angeordnete Korper erkléaren.

In angeordneten Korpern wird das Vergleichen zwischen zwei Zahlen
erst moglich und damit Dinge wie der Betrag und Ungleichungen. Be-
sonders wichtige Regeln waren hier die Multiplikativitat und die Drei-
ecksungleichung

|zy| = lzlly|  sowie |z +y| < 2| +[yl,

die ihr noch oft brauchen werdet.

In der noch einmal erleseneren Klasse der archimedisch angeordneten
Korpern kommt dann noch hinzu, dass wir jede noch so kleine Zahl
mit einem Bruch ,unterbieten kénnen. Oder anders: In archimedisch
angeordneten Korpern gibt es keine ,unendlich kleinen“ Zahlen, d. h.

1
Ve >0 dn € Nyg: ﬁ<£.

Wie wichtig diese Eigenschaft eigentlich ist, werdet ihr noch frith genug
bei den Folgen merken! Bis dahin raten wir ganz besonders, euch die
wesentlichen Regeln fiir den Betrag und die eben genannte Eigenschaft
einzupragen.

Folgende Fragen solltet ihr nach diesem Kapitel beantworten kénnen:

e  Was sind Korper und wozu braucht man sie?

Welche Beispiele und Gegenbeispiele gibt es? Hier solltet ihr insbe-

sondere N, Z,Fs und Q einordnen kénnen.

o Was sind angeordnete Korper und wozu braucht man sie? Welche
Beispiele und Gegenbeispiele gibt es? Auch hier solltet ihr insbe-
sondere N, Z,Fy und Q einordnen kénnen.

o Was sind archimedisch angeordnete Korper und wozu braucht man
sie? Welche Beispiele gibt es?

o Wie lautet die Dreiecksungleichung?

Zum Einiiben der Begriffe dieses Kapitels solltet ihr euch mal an eini-
gen der folgenden Aufgaben versuchen.

3.5 Aufgaben

A.3.1 Sei k € N mit k > 4. Man zeige oder widerlege, dass
k! > 2k

gilt.
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A.3.2 Sei K ein archimedisch angeordneter Kérper und =z € K mit =z > —1.
Man beweise die Bernoulli’sche Ungleichung

(I+z)">1+nx VneN.

A.3.3 Sei n € N und seien zy,...,x, € R. Die Verallgemeinerung der Ber-
noulli’schen Ungleichung lautet

n

H(1—|—zk) > 1—|—Zxk.

k=1 k=1

Man zeige oder widerlege, dass diese
(a) fiir x5, > 0 und n > 1 gilt.
(b) fiir 1 > 0 und n > 2 gilt.
A.3.4 Man beweise die folgende Ungleichung:

1\"
2<<1+n> <3 VneNyg

A.3.5 Man beweise die folgenden Aussagen, wobei alle Grofen aus einem
Korper K seien:

(a) ((x<y)A(a<d) = z+a<y+d
b)) (z<y)A(a>0) = ar<ay
(¢) (0<z<yyA(0<a<d) = ar<by
(d) ((zx<y)A(a<0)) = ax>ay
(
(f) 2>0= z7'>0
(

g) O<z<y = a7 l>y"

e) Vz#0: 22>0
)

1

A.3.6 Man untersuche, ob die folgenden zehn Aussagen jeweils fiir alle a,b € Q
wahr sind. Man gebe jeweils eine knappe Begriindung oder ein Gegenbei-

spiel an.
(a) —a<a (b) lga (¢) a<2a (d) a<a?
a
(€) a<la| (f) —a<lal (&) —laf<a () [-a[<a
(i) a<b = a* <b? (G) a*<b® = a<b

A3.7
(a) Man zeige, x + 2z~ > 2 fiir alle z € Qs gilt.
(b) Fiir welche z € Q4 gilt z + 27! =27
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A.3.8 Man zeige oder widerlege, dass
K := {T+S\6|T,SEQ} cR

ein Korper ist. Dabei seien Addition und Multiplikation in K wie folgt
definiert:

+:Kx K=K, (r+sV2)+ 0" +5V2):=@+7)+(s+5)V2,
K XK= K, (r+sV2)- (' +5V2) = (rr' +2s8") + (rs’ +1"5)V/2.
A.3.9 Man zeige oder widerlege, dass
K = {r+sx/§|r,s€@} CcR

ein Korper ist. Dabei seien Addition und Multiplikation in K wie folgt
definiert:

+:Kx K=K, (r+sV2)+ 0" +5V2):=@+r)+(s+5)V2,
K x K=K, (r+sV2) (1 +5V2) = (rr' +s5') + (rs' +17's)V2.
A.3.10 Sei K ein Korper. Man beweise die folgenden Aussagen:
(a) HhkeKVeeK: z+k==x

(b) Ve,y,a€eK: z24+a=y+a = =y
(¢) VeeKFyweK: z+y=0

(d —-0=0

() VeeK: —(—x)==x

(f) VeyeK:—(z+y)=—z—y

A.3.11 Sei K ein Kérper. Man beweise die folgenden Aussagen:
(a) HhkeKVeeK: z-k==x

(b) Vz,y,a€cKmita#0: z-a=y-a = =y
(¢) VeeKmitz#A0JyeK: z-y=1

(d 17'=1,

(e) VxeK:x;éO:>(x_l)71:x

(f) Ve,yeK: z,y#0 = (acy)_1 = 1yt

A.3.12 Man zeige, dass der Kérper K aus A.3.8 beziiglich der Anordnung
rHsV2>0 = r—svV2>0

ein archimedisch angeordneter Korper ist. Dabei ist > die gewohnliche
Anordnung auf R.
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4  Funktionen

Wozu?

Funktionen (von lat. functio = Verrichtung) bilden ein wesentliches
Konzept in der modernen abstrakten Mathematik und werden je nach
Kontext auch Abbildungen genannt. So spricht man beispielsweise in
der (Linearen) Algebra oder analytischen Geometrie traditionell von
Abbildungen, in der Analysis hingegen von Funktionen. Beide Begriffe
sind aber synonym und meinen eindeutige Zuordnungen (Relationen
bzw. Beziehungen) zwischen zwei Mengen X und Y. Obwohl man es in
der (eindimensionalen reellen) Analysis hauptséchlich mit Funktionen
von N nach R, sogenannten Folgen, oder mit Funktionen R nach R zu
tun hat, wollen wir uns in diesem Kapitel zunédchst mit allgemeinen
Funktionen zwischen beliebigen Mengen X und Y beschéaftigen, deren
spezifische Eigenschaften fiir sich genommen auch schon interessant
sind, insbesondere weil keine weitere Struktur von den Mengen X und
Y verlangt wird.

Zwar lasst der allgemeine (mengentheoretische) Blick auf Funktionen
keine feinere Analyse, wie beispielsweise das Anderungsverhalten des
Funktionswertes bei (kleinen) Anderungen des Arguments, zu, doch
wir werden sehen, dass es zumindest der geeignete Rahmen ist, um die
(eindeutige) Losbarkeit von Gleichungen zu diskutieren.

Wichtige Lernziele in diesem Kapitel sind:

Definitions- und Wertemenge einer Funktion,
Urbild einer Funktion,

Komposition von Funktionen,

Injektive, surjektive und bijektive Funktionen,
Umkehrfunktion

und ihr Verstindnis.

4.1 Woriuber reden wir?

Im folgenden seien X und Y irgendwelche Mengen. Wenn euch das Wort-
chen ,irgendwelche* Sorgen macht, dann diirft ihr gerne an XY C K fiir
einen archimedisch angeordeneten Korper denken oder an X,Y C Q oder an
X, Y CR!

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH, ein Teil von Springer Nature 2019
J. Glaubitz et al., Lernbuch Analysis 1, https://doi.org/10.1007/978-3-658-26937-1_4


http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=/10.1007/978-3-658-26937-1_4&amp;domain=pdf

68 4 Funktionen

Ordnet eine Vorschrift f jedem = € D(f) C X eindeutig ein Element
y = f(z) € Y zu, dann heift f Funktion oder Abbildung. Als

Schreibweisen verwenden wir f: X — Y oder X > z EN f(z) €Y oder

fX=Y, - f(x).

Die Menge D(f) heift Definitionsbereich oder Definitionsmenge
oder das Urbild von f, die Menge

W(f)={yeY |y=fz),zeD(f)} CY

ist der Wertebereich oder die Wertemenge oder das Bild von f.

Entscheidend an der Definition einer Funktion ist das Wort ,eindeutig®: Jedem
x € D(f) soll eindeutig ein Element y = f(z) € W(f) zugeordnet werden.
Die Funktion f in der Abbildung 4.1.1, die einem x € D(f) zwei verschiedene
f(z) zuordnet (ndmlich y und z), ist keine Funktion! Dass zwei verschiedene x
dasselbe Bild haben, ist jedoch durchaus zuldssig. Man denke an die Funktion
f(x) = 22, die beispielsweise f(2) = f(—2) = 4 erfiillt.

iy

Abbildung 4.1.1. Eine Vorschrift f, die keine Funktion ist



4.1 Wortiber reden wir?

69

Beispiel 4.1.2

()

(b)

Der Betrag einer reellen Zahl kann auch als Funktion f: R — R,
x — |z| aufgefasst werden. In diesem Fall ist D(f) =R und
W(f) = [0, 0).

Eine Funktion p: R — R, z +— p(z) heiflt auch Polynom n-ten
Grades, falls

p(x) = ap + a1+ azx® + - + apa™

mit ag, . ..,a, € Rund a, # 0. Fiir den Definitionsbereich gilt im-
mer D(p) = R, wohingegen der Wertebereich auch kleiner sein
kann. Beispielsweise ist W (p) = [ag, 00), wenn p ein Polynom zwei-
ten Grades der Form p(z) = ag + 22 ist.

Die trigonometrischen Funktionen

sin: R - R, x> sin(x),
cos: R - R, x> cos(x),
tan: R - R, x +— tan(z)

sind Funktionen im obigen Sinne mit Definitions- und Werteberei-
chen:

D(sin) = D(cos) =R

D(tan) =R\ {kr + /2 | k € Z}
W (sin) = W (cos) = [-1,1]

W (tan) =R

Aufgrund der 27- bzw. m-Periodizitat der trigonometrischen Funk-
tionen kann auch D(sin) = D(cos) = [0, 27) sowie D(tan) = [0, )
gewahlt werden.
Die Rechenoperationen Addition, Multiplikation und Division
konnen jeweils als Funktionen

add: RxR >R, (z,y)—~x+y,

mul: RxR =R, (z,y)— z-y,

div:RxR =R, (z,y)— =
y

aufgefasst werden. Offenbar gilt
D(add) = D(mul) =R x R,
W (add) = W(mul) = W(div) = R,

aber man beachte D(div) =R x R\{0}, da die Operation nicht
definiert ist, falls der Nenner null ist.
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(e) Eine Funktion
N>R, n— f(n) =z,

heifst auch reelle Folge. Jeder natiirlichen Zahl n wird eine reel-
le Zahl z,, zugeordnet, das sogenannte n-te Glied der Folge. Bei-
spielsweise wird durch die Vorschrift N > n gy 1 /(n+1) e R die
Folge 1,1/2,1/3,1/4,... definiert. Eine ausfiihrliche Darstellung
des Themas folgt in Kapitel 5.

(f) Fiir eine beliebige Menge A C X heifit die durch

l;2€A

]lA(x):{O;zgéA
definierte Funktion 1,4: X — R auch charakteristische Funk-

tion oder Indikatorfunktion der Menge A. In diesem Fall ist
D(14) = X und W(14) ={0,1}.

f

/_\

Abbildung 4.1.2. Eine Funktion und ihre Definitions- und Wertemenge

Wir haben Funktionen hier so grofziigig definiert, dass ihr nicht immer
haarklein Definitions- und Wertemenge auspuzzeln miisst. Im Fall der Funk-
tion f: R\{0} = R, z — 1/z diirft ihr also ruhigen Gewissens

1
-:R—>R
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schreiben, obwohl der Definitionsbereich D(1/-) = {z € R | x # 0} sicher
nicht ganz R ist. Lasst euch dabei von der komischen Punktschreibweise nicht
beirren. Wir unterscheiden zwischen einer Funktion f und einem Funktions-
wert f(x). Macht euch bitte ganz klar, dass dies zwei grundlegend verschie-
dene Dinge sind! Wenn wir also die Funktion f : x — 1/x meinen, schreiben
wir auch 1/- und verwenden den Punkt als ,Platzhalter” fiir die z, die einge-
setzt werden diirfen. Als Schreibweise steht 1/- also fiir die Funktion, die ein
2 nimmt und ein 1/z zuriickgibt.

Neben dem Wertebereich W(f) C Y und dem Definitionsbereich D(f) C X
interessiert man sich auch fiir Bilder und Urbilder von Mengen A C X bzw.
B C Y unter einer Funktion f: X — Y.

Definition 4.1.3

Seien X,Y Mengen und f: X — Y eine Funktion. Fiir eine Menge
A C X heitt

fA):={f(@z)eY |z A} CY
das Bild von A unter f. Fiir eine Menge B C Y heifst
f'B)={zeX|flx)eB}CX

das Urbild von B unter f.

Offenbar gilt fiir den Wertebereich W(f) = f(X) und fiir den Definitions-
bereich D(f) = f~!(Y). Beachtet auch, dass Urbilder leer sein konnen: Fiir
eine Menge A C Y mit ANW(f) = 0 ist immer f~1(A) = (. Denn liegt eine
Menge nicht im Wertebereich der Funktion, so kann sie logischerweise auch
kein Urbild unter dieser Funktion besitzen.

4.2 Die Komposition von Funktionen

Oft betrachtet man Funktionen, die aus mehreren anderen Funktionen zusam-
mengesetzt (,komponiert) sind. So ist die Funktion

Rz h(x) = (sinz)? =: sin’ z

zusammengesetzt aus den Funktionen f(z) = sinz und g(y) = y?. Solche
Kompositionen wollen wir jetzt sauber definieren.
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Es seien X, Y, Z Mengen und

f: X =Y sowie g:Y—Z
Funktionen mit W (f) C D(g). Die Abbildung
gof: X =2, =z g(f(2))

(lies: ,,g nach f), heifft Komposition von f und g, siche Abbildung
4.2.1.

feg

Abbildung 4.2.1. Die Komposition zweier Funktionen

Aus der Annahme W (f) C D(g) folgt sofort D(g o f) = D(f) und man muss
sich keine weiteren Gedanken um den Definitionsbereich der Komposition ma-
chen. Es kann aber auch die Situation W(f) ¢ D(g) auftreten und in diesem
Fall muss der Definitionsbereich der Komposition angepasst werden. Dazu bil-
det man den Schnitt W (f)N D(g) und betrachtet dessen Urbild unter f, d.h.,
im Allgemeinen hat man

D(go f) = f~'(W(f)ND(g)).

Sind der Wertebereich von f und die Definitionsmenge von g disjunkt, d. h.
W(f)nD(g) =0, so folgt

D(go f)=f"1(0) =0
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und in diesem Fall sagt man auch, dass die Komposition g o f nicht definiert
ist.

Beispiel 4.2.2

(a) Sei f(z) = x, dann ist die Komposition f o f(x) = 22.

(b) Seien f(z) = az und g(xz) = = + b fir a,b € R, dann ist die

Komposition g o f(z) = ax + b.
(c) Seien f(z) =1+ 22 und g(x) = 1/x, dann ist die Komposition

1

gof(x)zm,

und weil der Wertebereich der Funktion f durch

W(f) = [1,00) CR\{0} = D(g)

gegeben ist gilt D(g o f) = D(f) = R. Anders ist die Situation fiir
f(x) =1+ 23, also die Komposition

1

gof(ff):m~

Denn W (f) =R ¢ R\{0} = D(g), und es gilt

D(go f) = fH(RNR\{0}) = F ' (R\{0}) = R\{-1}.

Natiirlich sind die Definitionsbereiche der Kompositionen hier auch
direkt erkennbar und man muss nicht zwingend die Urbilder her-
anziehen. In komplizierteren Féllen kann dieses Vorgehen jedoch
durchaus hilfreich bei der Bestimmung des Definitionsbereichs sein.

(d) Seien f(x) = cos(x), g(x) = 1 — 22 und h(x) = /z, dann ist die
Komposition

ho(go f)(z) = /1 — cos?(z) = y/sin?(z) = |sin(z)|

mit D(hogo f) =R und W(hogo f) =[0,1].

Beim Rechnen mit Kompositionen solltet ihr immer die folgenden Regeln im
Hinterkopf behalten:

Satz 4.2.3
Seien W, X, Y, Z Mengen und

fTW-=X g¢gX-=Y hY-—>Z
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Funktionen, sodass die Kompositionen
gof:W =Y sowie ho(gof): W —Z
jeweils definiert sind. Dann gilt Assoziativitét:

(hog)of=ho(gof)

Beweis. Fiir x € D(hogo f) = f~YW(f)Ng Y (W(g) N D(h))) # 0 gilt
(hog)o f(z)=hog(f(x)) =h(g(f(x))) =h(go f(x)) =ho(ge f)(z)

und daher sind beide Funktionen gleich. O

Bemerkung 4.2.4: Achtung!

Im Allgemeinen gilt g o f # f o g nicht! Als algebraische Operation, die
zwei Funktionen f, g die Funktion f o g zuordnet, ist die Komposition
also nicht kommutativ.

4.3 Wichtige Eigenschaften und Umkehrfunktionen

So wie wir bereits den Funktionsbegriff auf Abbildungen zwischen zwei Men-
gen verallgemeinert haben, wollen wir Gleiches nun auch mit dem dazuge-
horigen Graphen tun. Urspriinglich versteht man unter einem Graphen die
Veranschaulichung einer Funktion f: R — R in einem (zweidimensionalen)
kartesischen Koordinatensystem, indem man fiir jedes © € D(f) den Funkti-
onswert f(z) abtrigt. Diese intuitive Vorstellung ldsst sich in naheliegender
Weise auf Funktionen f: X — Y iibertragen.

Definition 4.3.1: Der Graph einer Funktion
Es sei f: X — Y eine Funktion. Die Menge

G(f) =A@, f(z)) c X xY |z € X}
heitt Graph der Funktion f.

Wir wollen nun das Verhalten von Funktionen im Hinblick auf Eindeutigkeit
der Urbilder und den Wertebereich etwas genauer untersuchen.
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Definition 4.3.2: Injektivitédt, Surjektivitit und Bijektivitat

Seien X,Y Mengen und f: X — Y eine Funktion.
(1) f heifst injektiv, wenn

f@)=fly) = z=y.
(2) f heift surjektiv, wenn
W(f) =Y.

(3) f heift bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Eine injektive Funktion nennt man auch eine eindeutige Funktion. Bilden wir
die Verneinung der Aussage, dann folgt:

v#y = fl@)# fy)

Zwei verschiedene Urbilder haben also immer zwei verschiedene Bilder. Die
Surjektivitdt bedeutet einfach nur, dass wirklich alle y € Y auch als Bilder
auftreten.

Wir konnen Injektivitdt und Surjektivitdt auch etwas anders auffassen. Be-
trachten wir nédmlich die Gleichung

flz)=y

und fragen nach ihrer Losbarkeit, d. h. danach, ob iberhaupt € X existieren,
so dass die Gleichung gilt, dann bedeutet Surjektivitdt von f, dass es fiir jede
Wahl von y € Y mindestens ein x € X gibt, so dass f(x) = y erfiillt ist.
Injektivitdt von f bedeutet hingegen, dass es hdchstens ein @ € X gibt, so
dass f(z) = y erfiillt ist. Entsprechend bedeutet dann Bijektivitiat, dass es
genau ein z € X gibt, so dass f(z) = y.

Beispiel 4.3.3

Wir betrachten die einfache Funktion f : z — 22.

(a) Betrachten wir f als Funktion von R nach R, dann ist f we-
der injektiv noch surjektiv! Nicht injektiv, weil —1 # 1, aber
f(=1) = f(1) = 1, und nicht surjektiv, weil das Bild unter f nicht
ganz R ist, sondern nur R>¢.

(b) Betrachten wir f als Funktion von R>o nach R, dann ist f injektiv,
aber nicht surjektiv, weil W (f) = R>o.

(c) Erst wenn wir f als Abbildung von R>( nach R auffassen, ist f
bijektiv.
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Surjektive Funktionen lassen sich iiber die Bilder von Urbildern charakterisie-
ren.

Lemma 4.3.4

Seien X,Y Mengen und f: X — Y eine Funktion. Dann ist f genau
dann surjektiv, wenn B = f(f~!(B)) fiir alle B C Y gilt.

Beweis. Seien X,Y Mengen und f: X — Y eine Funktion.

=: Sei f surjektiv und B C Y beliebig. Dann gilt:

yeB < JreX: f(x)=y€B (Surjektivitét)
< zef 1B (Definition des Urbilds)
— f(x)=ye f(fHB)) (Definition des Bildes)

Also ist B = f(f~1(B)) fiir alle BC Y.

<=: Esgelte f(f~}(B)) = B fiir alle B C Y. Wir zeigen die Surjektivitit von
f iiber einen Widerspruch: Angenommen f ist nicht surjektiv, dann exis-
tiert ein y € Y, sodass f~1({y}) = 0. Mit anderen Worten ist y ¢ W (f).
Setzt man nun B := {y} C Y, dann folgt

F(FH(B)) = f(0) =0 # B,

was offenbar im Widerspruch zur Annahme steht. Also muss die Funktion
f surjektiv sein.

O

Injektive Funktionen lassen sich iiber den Schnitt oder die Urbilder von Bil-
dern charakterisieren.

Lemma 4.3.5

Seien X,Y Mengen und f: X — Y eine Funktion. Dann ist f genau
dann injektiv, wenn

(a) f(ANB)=f(A)Nf(B) VA BCX,
(b) fHf(A)=A4 VACX

gelten.

Beweis. Siehe A.4.2. O

Wie vererben sich Injektivitdt, Surjektivitdt und Bijektivitdt einzelner Funk-
tionen auf deren Komposition?
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Satz 4.3.6

Seien X,Y,Z Mengen und f: X — Y, g: Y — Z Funktionen, sodass
die Komposition g o f: X — Z definiert ist. Dann gelten folgende
Aussagen:

(a) Sind f und g injektiv, so ist auch g o f injektiv.
(b) Ist g o f injektiv, so ist auch f auf D(g o f) injektiv.
(¢) Ist go f injektiv, so muss g nicht injektiv sein.

Beweis. Seien X,Y,Z Mengen und f: X - Y, g: Y — Z Funktionen.

(a)

Seien 1 # x5 € D(g o f), dann folgt

go f(x1) = g(f(x1)) = 9(y1) # 9(y2) = g(f(x2)) = g o f(x2)

aufgrund der Injektivitiat von f und g. Ist der Definitionsbereich einele-
mentig, d.h. D(go f) = {«}, dann ist die Behauptung klar.

Angenommen f ist nicht injektiv, dann existieren x; # xo € D(g o f) mit
f(z1) =y = f(x2). Damit folgt

go f(z1) = g(f(z1)) = g(y) = 9(f(22)) = g o f(x2),

was offenbar in Widerspruch zur Injektivitdt von g o f steht. Folglich muss
f injektiv sein. Ist der Definitionsbereich einelementig, d. h. D(g o f) = {«},
dann ist die Behauptung klar.

Wir geben ein einfaches Gegenbeispiel an: Sei X = {z}, Y = {y1,y2} und
Z = {z}. Definiert man f: X — Y durch f(z) =y; und g: ¥ — Z durch
9(y1) = g(y2) = z, dann ist die Komposition g o f zwar injektiv, aber g
selbst ist es per constructionem nicht.

Satz 4.3.7

Seien X,Y,Z Mengen und f: X — Y, g: Y — Z Funktionen, sodass
die Komposition g o f: X — Z definiert ist. Dann gelten folgende
Aussagen

(a) Sind f und g surjektiv, so ist auch g o f surjektiv.
(b) Ist g o f surjektiv, so ist auch g surjektiv.
(c) Ist go f surjektiv, so muss f nicht surjektiv sein.

Beweis. Siehe A.4.3. a
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Satz 4.3.8

Seien X,Y,Z Mengen und f: X — Y, g: Y — Z Funktionen, sodass
die Komposition go f: X — Z definiert ist. Dann gelten:

(a) Sind f und g bijektiv, so ist auch g o f bijektiv.
(b) Ist g o f bijektiv, so ist f injektiv und g surjektiv.
(c) Ist go f bijektiv, so miissen f oder g nicht bijektiv sein.

Beweis. Die Aussagen folgen direkt aus Satz 4.3.6 und Satz 4.3.7. ad

Warum machen wir uns die Miihe, so genau hinzuschauen? Na, weil wir an
der Umkehrfunktion von f interessiert sind. Das heifit, wir wiirden gerne
wissen, unter welchen Umsténden zu einer Funktion f : X — Y eine Funkti-
on f1:Y — X existiert, so dass f~! o f die Identitfitsabbildung ist, die
durch

id: X =X, z—=x

definiert ist.
Bemerkung 4.3.9: Achtung!

Verwechselt auf keinen Fall die Umkehrfunktion f~! mit 1/f!

Zur Umkehrung einer Funktion f reicht schon die Injektivitdt, da dann jedem
Element y € W (f) ein eindeutiges Urbildelement = € D(f) zugeordnet werden
kann, sodass f~1(f(x)) = f~1(y) = . Ist die Funktion jedoch nicht injektiv,
so gibt es mindestens ein y € W(f), fiir das x1 # xo € D(f) existieren mit
f(x1) =y = f(z2). Folglich wiire f~(y) = {x1, 22} und damit die Vorschrift
f~1: W(f) — D(f) keine Funktion, da sie nicht eindeutig ist.

Definition 4.3.10: Die Umkehrabbildung

Ist die Abbildung f : X — Y injektiv, dann ist die Umkehrabbil-
dung oder Umkehrfunktion oder inverse Funktion als Funktion

f7HwW(f) = D(f)

durch f~1(y) = o mit y = f(z) definiert.
Ist die Abbildung f : X — Y zudem bijektiv, dann gilt D(f~!) =Y
und W(f~1) = X.



4.3 Wichtige Eigenschaften und Umkehrfunktionen 79

Bemerkung 4.3.11: Achtung!

Auch die Notationen fiir das Urbild und die Umkehrfunktion sind je-
weils f~! und konnen daher schnell durcheinandergebracht werden.
Dabei sind es ganz unterschiedliche Dinge: Das Urbild f~1(4) C X
einer Menge A C Y existiert immer, schliefslich kann es ja auch die
leere Menge sein, wie wir bereits gesehen haben. Die Umkehrfunktion
f~11Y — X existiert jedoch nur im Fall einer injektiven Funktion. In
der Regel geht aus dem Kontext hervor, was von beidem gemeint ist,
und eine Verwechselung ist daher nahezu ausgeschlossen.

Beispiel 4.3.12

Wir haben schon gelernt, dass die Funktion R 3 2+ f(z) := 22 als
Funktion von R nach R weder injektiv noch surjektiv ist. Daher exis-
tiert auch keine Umkehrfunktion. Erst wenn wir die Funktion als Ab-
bildung von R>( nach R auffassen, ist sie injektiv und als Funktion von
R>p nach R>q sogar bijektiv. Dann existiert die Umkehrfunktion f =1
die wir nach folgendem Schema berechnen kénnen: In der Darstellung

y=ux
tauschen wir x gegen y und erhalten so
x =y
Die Auflosung nach y liefert als Umkehrfunktion
y =z,

wobei nur die positive Wurzel zur Umkehrfunktion gehért. Dem Varia-
blentausch zur Bestimmung der Umkehrfunktion entspricht anschau-
lich die Spiegelung des Graphen von f an der Winkelhalbierenden
T =y.

Haufig tritt der Fall auf, dass man f auf einer Menge betrachten muss, die
kleiner als D(f) ist. In einem solchen Fall arbeitet man mit der Einschrdnkung.
Definition 4.3.13: Die Restriktion einer Funktion
Ist f: X — Y eine Funktion und A C D(f), dann nennt man
fla:ADy

die Einschriankung oder Restriktion von f auf A.
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Y T
// y:x //
///x_y ///
/ A=y
e ; Variablentausch/ g
o 2 Spiegelung an © =y 7
e y= -
2 r 1 Y
J@) =z FH) = Ve

Abbildung 4.3.1. Funktion f(x) = 2 und die (grafische) Konstruktion ihrer Um-
kehrfunktion f~'(z) = \/z

Durch Einschriankung einer Funktion auf eine Teilmenge A C D(f) verkleinert
sich auch der Wertebereich W (f), falls W(f)\f(A4) # 0, wenn also f(A) eine
echte Teilmenge von W (f) ist. In den meisten Féllen hebt man diesen verklei-
nerten Wertebereich aber nicht explizit hervor, sondern notiert die Restriktion
wie in Definition 4.3.13.

Beispiel 4.3.14
Die Restriktion der Funktion
1
f: R\ {0} - R\ {0}, z~— p

auf N5 g lautet

1
f|N>O o N>() — R\{O}, n— E,

entspricht also der reellen Folge (1/n),>1. Der Wertebereich verklei-
nert sich in diesem Fall offenbar von R \ {0} zu

W(Jlay) = f00) = {3 | n€ Mo} c @

Zusammenfassung

Ihr solltet zunéchst die allgemeine Definition einer Funktion f: X — Y
verinnerlichen und euch mit dem Urbild bzw. der Definitionsmenge
D(f) und dem Bild bzw. der Wertemenge W (f) vertraut machen.
Diese Mengen sind beispielsweise bei der Betrachtung der Komposi-
tionen go f: X — Z zweier Funktionen f: X - Y und g: Y — Z zu
beachten. Ist ndmlich W(f) N D(g) = 0, so existiert die Komposition
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erst gar nicht. Eine elementare Regeln bei der Bildung von Kompositio-
nen solltet ihr euch auch immer merken, namlich die Assoziativitat:

ho(gof)=(hog)of

Im Zentrum des Kapitels steht die Losbarkeit von Gleichungen der
Form f(z) =y, also ob fiir ein y € Y auch ein x € X existiert mit
f(x) = y. Diese Frage motiviert Funktionen nach folgenden Eigenschaf-
ten zu ordnen:

(a) Injektivitdt: © £y = f(z) # f(y)
(b) Surjektivitiat: W(f) =Y
(¢) Bijektivitdt: f ist injektiv und surjektiv.

Bei einer injektiven Funktion haben also verschiedene Urbilder auch
immer verschiedene Bilder. Bei surjektiven Funktionen besitzt jede
Menge B C Y ein Urbild f~1(B) C X.

Nur fiir injektive (und damit speziell fiir bijektive) Funktionen kann
eine Umkehrfunktion f~1: Y — X durch

Ty =2 = f[fl@)=y

fir y € W(f) definiert werden. Damit ldsst sich auch die Frage nach
der Losbarkeit von f(z) = y beantworten: Bei einer surjektiven Funk-
tion existiert fiir jedes y € Y mindestens eine Losungen =z € X, d. h.
f(x) = y. Bel einer injektiven Funktion existiert fiir jedes y € Y hochs-
tens eine Losung € X mit f(x) = y und bei einer bijektiven Funktion
existiert fiir jedes y € Y entsprechend genau eine Lisung x € X mit
f@)=y.

Folgende Fragen solltet ihr nach diesem Kapitel beantworten konnen:

Was ist mit ,eindeutig” in der Definition einer Funktion gemeint?
Wie lautet ein Beispiel fir eine injektive Funktion f: X —Y, die
nicht bijektiv ist?

o Wie lautet ein Beispiel fir eine surjektive Funktion f: X — Y, die
nicht bijektiv ist?

o Unter welchen Gegebenheiten kann die Komposition zweier Funk-
tionen f: X =Y ¢g: Y — Z definiert werden?
Wie lautet die Definition des Graphen einer Funktion?
Was ist der Unterschied zwischen der Umkehrfunktion und dem
Urbild einer Funktion?

o Fir welche Klasse von Funktionen kann eine Umkehrabbildung de-
finiert werden?

Zum Einiiben der Begriffe dieses Kapitels solltet ihr euch mal einige
der folgenden Aufgaben zur Brust nehmen.
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4.4 Aufgaben

A.4.1 Seien X und Y jeweils endliche Mengen mit | X| < |Y| < co. Wie viele
injektive Funktionen f: X — Y gibt es?

A.4.2 Man beweise Lemma 4.3.5.
A.4.3 Man beweise Satz 4.3.7.
A4.4 Sei f: Z — N, n+ n% Wie lauten die Urbildmengen?
(a) £1({9,49,81})
(b) f~H({0})
(¢) F({-16,25})
5 Sei f: R = R, x — 3|z|. Wie lauten die Urbildmengen?
(a) £71([0, 1)
(b) £1(] = o0, 0)
(c) f71(]0, 00])
(d) f71({9,-18,30,-5,0})
A.4.6 Man bestimme die Umkehrfunktion der folgenden Funktionen:
(a) f: R\{1} = R\{-1}, z = 2/(1 — x)
(b) f:[0,00[— [¢,00][, # = ax? + bx + ¢ mit @ > 0 und b,c € R
() f[: N=>N\{0},n+—n+1
A)f:Z—Z,z—z+kmitkeZ
(e) f: Fg = Fo, x> a2

A.4.7 Eine Funktion f: R — R heifst affin-linear, falls sie von der Form
f(x) = ax + b mit a,b € R ist. Man zeige, dass die Komposition zweier
affin-linearer Funktionen wieder affin-linear ist.

A.4.8 Seien X,Y C R, dann heifit eine Funktion f: X — Y streng monoton
wachsend, falls f(x1) < f(xg) fiir alle 1,22 € X mit 1 < xo gilt. Man
zeige, dass eine streng monoton wachsende Funktion injektiv ist.

A.4.9 Seien f(z) = (z + 1)(x — 2) und g(z) = v/1+ z. Man bestimme die
Kompositionen f o g und g o f und gebe ihren jeweiligen Definitions- und
Wertebereich an.
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5 Folgen in archimedisch angeordneten
Korpern

Wozu?

Der grundlegende Begriff der Analysis ist der Begriff des Grenzwerts
oder Limes. Wie man dem Namen bereits entnimmt, handelt es sich
dabei um den finalen, den endgiiltigen Wert, dem eine Folge von Zahlen
zustrebt. Betrachtet man beispielsweise die Briiche

3 31 314 3142
3—1, 3,1= 3,14_100, 3,142_1000, e

so riicken diese immer ndher an m = 3,141592... heran und als Grenz-
wert wiirde man eben 7w erwarten. Der vierte Bruch ist auch schon
ungefahr 7, denn er weicht um weniger als ﬁ von der berithmten
Kreis zahl ab. Nun ist 7 aber keine rationale Zahl, kann also durch
einen Bruch niemals exakt getroffen werden, in néchster Nahe jedoch
kénnen wir offenbar immer einen finden.
Vielleicht fragt ihr euch jetzt zu Recht: Was ist der klare mathemati-
sche Sinn derartiger Aussagen? Was genau meinen die Worter ,unge-
fahr oder ,in néchster Nahe“, die eigentlich nicht in das Lexikon des
prézisen Mathematikers gehoren? Eine der wichtigen Errungenschaften
der Mathematik ist daher die Entwicklung eines exakten Begriffsappa-
rats, der das gerade Beschriebene genau zu erfassen in der Lage ist
und die Komplexitét des Begriffs Grenzwert erst offenlegt. Dabei spie-
len Folgen eine entscheidende Rolle und sie werden somit zu einem
wichtigen ,Werkzeug“ in der Analysis.
Wir werden lernen, dass reelle Zahlen die Grenzwerte bestimmter Fol-
gen von rationalen Zahlen sind. Also: Zahlen sind Grenzwerte. Aber
auch Ableitungen sind Grenzwerte und auch Integrale. Es ist nicht
iibertrieben zu sagen, dass (die) Analysis die Lehre von den Grenzwer-
ten ist.
Aber Zahlenfolgen und ihre Grenzwerte haben léngst nicht nur in-
nermathematische Bedeutung. In der Numerischen Mathematik sind
Zahlenfolgen beispielsweise die Ergebnisse von Algorithmen und die
Analyse solcher Folgen ist eines der Hauptgeschéfte der Numerik: Von
einem sinnvollen Algorithmus erwartet man schlieflich, dass er (asym-
ptotisch) das richtige Ergebnis liefert, was der Konvergenz der korre-
spondierenden Zahlenfolge entspricht. Die Folge soll also einen Grenz-
wert haben.
Wichtige Lernziele in diesem Kapitel sind:

e Konvergenz einer Folge.
e Cauchy-Folgen.
o Konstruktion der reellen Zahlen und Vollstdndigkeit von R.
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e Haufungspunkte,
e Satz von Bolzano-Weierstrafs

und ihr Verstandnis.

5.1 Die Begriffe “Folge” und “Konvergenz”

Wir starten wie gewohnt zunéchst mit einer sauberen Definition der wichtigs-
ten Begriffe. Im Folgenden sei K immer ein archimedisch angeordneter Korper.

Definition 5.1.1: Folgen

Eine Zahlenfolge (oder einfach Folge) (an)neny € K in K ist eine
Abbildung
N—-K, n—a,.

Anstelle der Indexmenge N kann auch eine beliebige abzdhlbare Menge [
gewdhlt werden, also z.B. I ={n €Z | n >k} fiir ein gegebenes k € Z. In
diesem Fall schreibt man dann(a,)ner bzw. (an)n>k. Wenn aus dem Kontext
heraus klar ist, welche Indexmenge gerade verwendet wird, so schreiben wir
manchmal auch etwas faul (a,).

Beispiele 5.1.2

Unter all den moglichen Folgen geben wir nur ein paar prominente
Beispiele.

(a) (an)neny mit a, := a € K fiir alle n ist die konstante Folge.
(b) (an)nen., mit a, :=1/n fir n > 1 ist die harmonische Folge.
Woher kommt der schéne Name? Betrachten wir

q 1
ap_1=—— und a =
R R
und bilden das harmonische Mittel
_ 2
Aharm = -1 ., 1
Anp—1 An+41
dann folgt
11
—_ _ 2apn_10n41 o 2n7+1m . 2 1
Aharm = — — )

Ap1 + Qny1 ﬁ—&-n%i_l n—1l4+n+1 n
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also ist fiir n > 2 jedes Folgenglied a,, das harmonische Mittel der
Nachbarglieder. Das harmonische Mittel war fiir die Pythagorder
und ihre Musiktheorie wichtig. Wenn man eine schwingende Saite
auf die Halfte verkiirzt, klingt der Ton eine Oktave héher. Das har-
monische Mittel von 1 und 1/2 ist 2/3 und die auf 2/3 verkiirzte
Saite liefert einen um eine Quint hoéheren Ton als der Grundton.
Werden alle drei Saiten gleichzeitig gezupft, ergibt sich ein harmo-
nischer Dreiklang.

(¢) (an)neny mit a, := (=1)" ist eine alternierende Folge, da das
Vorzeichen von Folgenglied zu Folgenglied wechselt.

(d) (an)neny mit ag := 0,a; := 1 und a,, := ap—1 + ap_o fir n > 2 ist
die Fibonacci-Folge.
Fibonacci (,der Sohn des Bonacci®) beschrieb damit im Jahr 1202
(kein Druckfehler!) die Fortpflanzung von Kaninchen. Diese Folge
ist eine der merkwiirdigsten Folgen iiberhaupt, denn inzwischen
wissen wir, dass Bdume nach dieser Folge Veréstelungen bilden,
dass die Kerne in den Bliiten von Sonnenblumen in Spiralen nach
dieser Folge angeordenet sind, und vieles mehr.

(e) (an)nen mit a, := 2" fir z € K.
Hier haben wir ein Beispiel fiir eine Funktionenfolge. Wir wer-
den solche Funktionenfolgen spéater genauer untersuchen, wenn wir
etwas mehr Mathematik zur Verfiigung haben.

Wir kommen nun zu dem grundlegenden Begriff der Analysis, dem der Kon-
vergenz. Dieser Begriff ist so wichtig, dass ein weiteres Eindringen in die
Analysis ohne sein Versténdnis schlichtweg unmoglich ist! Was ist die Grun-
didee?

Unter einem Grenzwert (oder vornehm: Limes) versteht man gemeinhin
einen Wert, der keinesfalls {iberschritten werden kann. Die Romer haben Li-
mites in Form von groffen Willen oder Mauern errichtet, um die Grenze des
Romischen Reiches zu markieren. Eigentlich sollten die Limites verhindern,
dass die ,Barbaren“ (also unsere Vorfahren) ins Romische Reich eindringen
und Schaden anrichten konnten. Solche Limites finden sich in Zentraleuro-
pa (z.B. der Niedergermanische Limes) und auch auf den Britischen Inseln
(Hadrian’s wall). In der Mathematik darf man sich einem Limes auch von bei-
den Seiten ndhern und sogar von einer zur anderen Seite hin- und herspringen,
aber der Limes selbst ist eben das absolute Ende dieses Anndherungsprozesses
und in der Regel wird der Limes auch nie erreicht!

Besitzt eine Folge (a,)nen einen Grenzwert a, dann muss bei euch sofort die
folgende Vorstellung erwachen: Fiir endlich viele n (,am Anfang) der Folge
darf diese machen, was sie will, aber irgendwann, ab einem bestimmten ng,
das sehr grof sein kann, miissen die Folgenglieder a,, fiir n > ny dem Limes
beliebig nahekommen. Was heiftt beliebig nahe? Das heiftt, dass man ein
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ganz winzig kleines € > 0 (immer grofer als null!) vorgeben kann und dann
einen Index ng findet, so dass alle a,, fiir n > ny um weniger als ein £ vom
Grenzwert a entfernt sind. Das giefen wir nun in eine Definition.

Definition 5.1.3: Konvergenz

Sei (ay, )nen eine Zahlenfolge in K. Die Folge (a, )nen heilt konvergent
gegen einen Grenzwert a € K, wenn

Ve>0 dngeN VYn>ng: |a,—al<e. (5.1)
In diesem Fall schreibt man

a= lim a,
n— oo

oder
n—o0
a, — a bzw. a, —a, (n— ).

Ist @ = 0, dann heifit die Folge (ay,)nen Nullfolge. Wenn kein Grenz-
wert existiert, dann heifft die Folge divergent.

Die Wahl von ngy hingt in der Regel von ¢ ab, weshalb man oft auch ng(e)
schreibt. Wir starten mit ein paar einfachen Beispielen, damit ihr die Konver-
genzbedingung (5.1) ,in Aktion* sehen kénnt!

Beispiel 5.1.4: Harmonische Folge

Sei (an)neny mit a, = 1/n fiir n > 1. Je grofer n wird, desto kleiner
wird 1/n und die Vermutung liegt nahe, dass es sich bei (a,) um eine
Nullfolge handelt, also dass a = 0 gilt. Wir miissen also fiir ein beliebig
vorgegebenes € > 0 den Index ng € N finden, ab dem |a,, — a| < € gilt.

Einsetzen liefert

1 1!
|an—a|:‘—0‘=<f€,
n n

wobei das Ausrufezeichen iiber dem < ausdriicken soll, dass wir das
noch nicht gezeigt haben, sondern erst zeigen miissen! Aber wir haben
einen Verbiindeten hier, ndmlich die Eigenschaft von K, archimedisch
zu sein. In Satz 3.4.4 haben wir schon bewiesen, dass es zu jedem € > 0
immer ein n € Ny gibt, so dass 1/n < ¢ gilt! Wir finden also immer
ein ng, so dass ng > 1/e gilt, z. B. kdnnen wir

[}

wihlen, d.h. die kleinste natiirliche Zahl, die grofer oder gleich 1/e
ist. Natiirlich konnen wir auch jede grofiere natiirliche Zahl verwenden.
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Damit haben wir tatséchlich gezeigt:

1 1
Ve >0 Elno—[—‘ Vn > ng : 0‘<5
€ n
Qn
1] o
1
Ay = n
.o...............n
a=0
20
Abbildung 5.1.1. Die Folge (an),,cy_, mit an =1/n und Grenzwert a = 0

,Funktioniert* die Definition (5.1) auch noch, wenn man einen falschen Grenz-
wert a vermutet? Ja, die Definition wird sagen: Das geht nicht! Zur Veran-
schaulichung betrachten wir noch einmal die harmonische Folge und vermuten
diesmal einen Grenzwert a # 0.

Beispiel 5.1.5

Das vorherige Beispiel fortfiihrend nehmen wir uns noch einmal

(@n)nens, mit a, ::ﬁ

vor. Wir wissen, dass (a,) eine Nullfolge ist, aber nehmt mal an, ihr
héattet versehentlich @ = 1 als Grenzwert vermutet. Jetzt miissten wir
zu jedem ¢ > 0 wieder ein ng finden, so dass fiir alle n > ng die
Abschitzung |a, — a| < € gilt. Legen wir los:

1 1=
an—a|:‘—1':’ r
n

n

Konvergenz hat etwas mit grofen n zu tun, aber der Bruch innerhalb

des Betrags wird ab n = 2 immer negativ sein. Also gilt
1-— —1
‘ i , n>2.
n

n

Wenn Konvergenz gegen 1 vorliegen soll, miissen wir also ein ng finden,
so dass
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n—1"1"
<&, N =ng.

n
Diese Ungleichung ist offenbar dquivalent zu

n !
>

, N =>ng.

™ | =

n—1

Konnen wir nun solch ein ng = ng(e) finden? Nein, denn wenn wir n
auf der linken Seite kiirzen, folgt

1
1—

!
>

)

™ | =

S|=

und wie wir bereits gesehen haben, ist (1/n) eine Nullfolge, die linke
Seite strebt also gegen 1. Der grofste Wert, den die linke Seite iiber-
haupt nur annehmen kann, wird bei n = 2 erreicht und ist 1%1/2 = 2.

Fiir alle e < 1/2 kann es daher kein ng geben, so dass die linke Seite
fiir n > ng grofer ist als 1/e. Die Definition (5.1) ,sagt® uns also, dass
a = 1 keinesfalls der Grenzwert der Folge sein kann.

Um euch mit der Anwendung des Konvergenzkriteriums (5.1) noch ein biss-
chen vertrauter zu machen, betrachten wir weitere Beispiele.

Beispiel 5.1.6
Sei (@n)nen mit an := 57. Die Folge beginnt also mit

0 1234
)27374757"'
Ko6nnen wir etwas ,sehen? Der Nenner wird immer grofser, allerdings
auch der Zahler. Kiirzen wir das n, dann erhalten wir

1
_1+%7

Qn

und nun kénnen wir wirklich etwas sehen, denn 1/n ist eine Nullfolge.
Wir diirfen also mit dem Grenzwert a = 1 rechnen. Nun formal: Fiir
gegebenes € > 0 miissen wir wieder einen Index ng suchen, so dass

Vn>ng: J|a,—al=

— < E.
n+1 n+1 n+1 ©

. ’

—1‘_ 1

Daraus konnen wir das ng sofort ausrechnen. Es gilt

1 1
<e <= n+l>- <= n>-—1,
n—+1 € e
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und damit k6nnen wir ng als

wahlen.

n
n n+1
n
20
Abbildung 5.1.2. Die Folge (an)nGN mit a, = nL_H und Grenzwert a = 1

Beispiel 5.1.7: Alternierende Folge

Die durch
ap = (=1)"

definierte alternierende Folge ist divergent, d.h., es existiert kein
Grenzwert. Im Grunde ,erschliefft” sich das schon aus

(a‘n) = (17 _13 ]-, _17 13 _1> ]-7 _13 ]-, _17 .. ')7

denn offenbar kann die Folge sich zwischen 1 und —1 nicht entscheiden,
sie alterniert. Aber wir miissen das sauber beweisen! Dazu nehmen wir
an, dass (a,) gegen ein a € K konvergiert, und fiihren dies zu einem
Widerspruch: Da im Fall der Konvergenz die Bedingung (5.1) fir alle
€ > 0 gelten muss, muss sie auch sicher fiir € = 1 gelten, d. h.

zue=1 dngeN VYn>ng: |a,—a| <1
Wir schmuggeln nun eine Null ein in der Form
lant+1 — an| = lant1 —a+a—ap

und benutzen die Dreiecksungleichung, um
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2 = |apt1 — an| = |ant1 — a+a — ay)

Dreiecksungl.
< lan+1 —al +  lan, — 4

<1nach Vorauss. <1nach Vorauss.

<14+1=2,

zu erhalten. Dies ist unverkennbar ein Widerspruch (2 < 2). Also ist
unsere Annahme falsch und die alternierende Reihe divergiert.

Qn
1 e ¢ e o e e e s+ o e e
anp = (—=1)"
n
20
—1 [ ] L[] L] [ ] [ ] L[] L[] L[] [ ] [ ] [ ] [ ]

Abbildung 5.1.3. Die alternierende Folge (an), oy mit a, = (=1)"

Das Beispiel der alternierenden Folge zeigt, dass Divergenz vorliegt, wenn
die Folge scheinbar gegen ,mehrere Grenzwerte* strebt, zwischen denen die
einzelnen Folgenglieder hin und her springen, wie es auch bei

(an) =1(0,1,0,-1,0,1,0,—1,...) mit a, :=sin(nm/2)

der Fall ist. Ahnlich verhélt es sich mit Folgen, die sich sowohl gegen 400 als
auch gegen —oco bewegen, wie beispielsweise

(an) = (0,1,-2,3,—4,5,—6,...) mit a,:=(-1)""" n.

Dieses Verhalten, zwischen verschiedenen Grenzwerten zu schwanken, nennt
man auch unbestimmte Divergenz. Solche Folgen werden wir uns im Ab-
schnitt iiber Teilfolgen und Haufungspunkte noch genauer anschauen. Eine
nicht konvergente Folge, deren Folgenglieder a, aber gegen 4oco oder —oo
streben, heifst dagegen bestimmt divergent. Das bestimmt driickt aus, dass
zwar kein Grenzwert vorliegt, aber man immerhin noch weif,,, in welche Rich-
tung die Folge lauft”. Dazu ein fast triviales Beispiel.
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Beispiel 5.1.8: Bestimmte Divergenz

Die durch
ap :=n

definierte Folge (a,)nen ist divergent, denn ein Grenzwert existiert
nicht. Die Folgenglieder wachsen némlich immer weiter und man
schreibt

lim n = co.
n— oo

Beachtet bitte, dass ,,00“ nur als Symbol fiir die Unbeschranktheit
steht, und insbesondere co ¢ K. Daher existiert kein Grenzwert oc.
Da die Folge eindeutig gegen oo strebt, ist sie bestimmt divergent.

Jede beliebige Zahl ¢ € K kann auch als Folge interpretiert werden, wie das
nachfolgende Beispiel zeigt.

Beispiel 5.1.9: Konstante Folgen

Jede durch
ap :=c€eK

definierte Folge (a;,)nen konvergiert gegen ¢, denn fiir alle € > 0 und
fiir alle n € N gilt

lap, —c|=lc—c|=0<e.

Konvergiert eine Folge (an,)nen gegen einen Grenzwert a = lim,, o @y, dann
stellt sich als Néchstes die Frage, ob dieser auch eindeutig ist, d. h. ob nur ein
a € K die Bedingung (5.1) erfiillt? Die Intuition legt nahe, dass der Grenz-
wert im Fall der Existenz eindeutig ist, aber als Mathematiker wollen wir das
natiirlich auch formal belegen:

Satz 5.1.10

Eine konvergente Folge hat hochstens einen Grenzwert.

Beweis. Es seien a und A zwei voneinander verschiedene Grenzwerte einer
Folge (an)nen. Wéhle

_la—A]

£:= —

dann gibt es wegen der Konvergenz ng, No € N, so dass

>0,

Yn>mng: |a,—al<e

und
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Vn>No: J|a, — Al <e.

Dann gilt fiir alle n > max{ng, No}:
2e=la—Al=la—an+a,— A <l|ap—a|+]an — A <e+e =2,
und damit haben wir einen Widerspruch (2¢ < 2¢) erreicht. O

Ganz offenbar gibt es bei einer konvergenten Folge (ay,)nen ein fiirchterliches
Gedréngel in nichster Nidhe des Grenzwerts a. Dieses Gedrédngel kann man
verwenden, um eine dquivalente Definition des Grenzwerts zu geben. Dazu
miissen wir zunéchst fiir die Formulierung ,.in néchster Nahe des Grenzwerts
a* eine entsprechende mathematische Begriffsbildung nachreichen.

| s b Abmeilvse o s il |
Fiir a,b € K mit a < b heifst die Menge
[a,b] ={x eK|a<z<b}
das abgeschlossene Intervall von a bis b. Die Menge
la, 0 :={z e K|a <z <b}
heifst das offene Intervall von a bis b. Die Mengen

la,b] :={x €K |a<z<b},
[a,0] ={z€eK|a<z<b}

heifen halboffene Intervalle.
Ist a € K und € > 0, dann nennt man das offene Intervall

Us(a) :==]a—¢c,a+¢|

eine e-Umgebung von a.

Im mathematischen Sprachgebrauch hat sich der Begriff fast alle fiir ,un-
endlich viele bis auf endlich viele“ eingebiirgert. Wenn also eine Eigenschaft
flir fast alle Folgenglieder a, gilt, dann gilt sie fiir unendlich viele der a,
mit Ausnahme von endlich vielen. Damit gelingt uns nun eine dquivalente
Charakterisierung des Grenzwertes einer Folge.

Eine Folge (an)nen C K konvergiert gegen einen Grenzwert a € K,
wenn fiir jedes € > 0 fast alle a,, in der e-Umgebung U, (a) liegen.
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Bemerkung 5.1.13

Innerhalb jeder e-Umgebung des Grenzwertes liegen also unendlich vie-
le Folgenglieder, aufserhalb nur endlich viele.

a-€ a+e

Abbildung 5.1.4. Auferhalb jeder e-Umgebung des Grenzwerts liegen nur endlich
viele Folgenglieder, innerhalb liegen fast alle.

Die Aquivalenz der beiden Charakterisierungen von Konvergenz sicht man
sofort ein, denn fiir eine konvergente Folge (a,)nen gilt:

Ve>0 dnpeN Vn>ng: |a,—a|<e
<——Ve>0 dngeN Vn>ng: a—c<a,<a-+te
<—Ve>0 IngeN Vn>ng: ap€Ula)

5.2 Beschriankte Folgen

Wir haben in der Folge mit den Gliedern a,, = n schon eine Folge kennenge-
lernt, die unbeschriankt ist. Wir wollen jetzt den Zusammenhéngen zwischen
Konvergenz und Beschrénktheit auf den Zahn fiihlen.

Eine Folge (an)nen C K heifit
(a) nach oben beschrinkt, wenn
IMeK VneN: a, <M.

Die Zahl M heifit obere Schranke von (a;)nen-
(b) nach unten beschrinkt, wenn

IMeK YVneN: M <a,.

Die Zahl M heifit untere Schranke von (a,)nen-
(c) beschrankt, wenn

IMeK VneN: Jan| <M.
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Dass Summe und Produkt beschrinkter Folgen wieder beschrinkt sind,
scheint banal, und in der Tat ist der Beweis reine Formsache.

Lemma 5.2.2

Sind (an)neny und (b, )nen beschrinkte Folgen in K, dann sind auch
die Folgen
(an + bn)nEN und (anbn)neN

beschrankt.

Beweis. Nach Voraussetzung gelten |a,,| < M, und |b,| < M}, mit M,, M, € K.
Dann folgt

‘an +bn| < |an| + |bn| < Mg+ My, =: Maer € Kv
|anbn| S |an||bn| S M(LMb = Ma'b e kK.

O

Jetzt konnen wir den fundamentalen Zusammenhang zwischen Konvergenz
und Beschrénktheit nachweisen.

Satz 5.2.3: Beschridnktheit konvergenter Folgen

(an)nen ist konvergent = (a,)nen ist beschrankt

Beweis. Sei a der Grenzwert der Folge (a,)nen. Wahle e = 1, dann gilt nach
Definition der Konvergenz

Ing eN Vn>ng: Ja,—al <1
Schétzen wir nun |a,| fiir n > ng ab:
|an| = lan —a+a| < |an —al +]a| <1+ ]al
Wenn wir nun noch
M := max{|ag|, a1l .-, |ane—1],1 + |a|}
definieren, dann haben wir

VneN: lap| <M.
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Bemerkung 5.2.4: Achtung!
Die Umkehrung von Satz 5.2.3 gilt nicht, denn z. B. ist die Folge
(an)nen == (1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,...)

sicherlich beschrankt (M = 1), aber nicht konvergent.

Zur spéteren Referenz machen wir uns nun noch klar, was eigentlich eine
unbeschrankte Folge ist.

Eine Folge (an)nen C K ist unbeschriankt, wenn

VM eK IneN: |a,|> M.

Jetzt kiimmern wir uns noch um ein paar Rechenregeln fiir konvergente Fol-
gen.

5.3 Rechenregeln fiir konvergente Folgen

Konvergenznachweise mithilfe des Kriteriums (5.1) kénnen mitunter aufwen-
dig sein. Ein praktisches Hilfsmittel sind daher Rechenregeln, die es in vie-
len Féllen erlauben, den Grenzwert einer Folge unter Verwendung bekannter
Grenzwerte ,elementarer Folgen* schnell zu bestimmen.

Satz 5.3.1

Die Folgen (an)nen und (by, )nen seien beide konvergent mit Grenzwer-
ten a bzw. b. Dann gelten

(a) lim (an +bn) =a+b,
(b) li_)m (an - bp) =a-b,

(¢) lim <“—"> - % falls by, # 0 und b # 0.

n—o0 \ by,

Achtung: Beide Folgen miissen konvergent sein!

Beweis. Weil beide Folgen konvergent sind, existieren fiir alle ¢ > 0 natiirliche
Zahlen ng ; und ng 2, so dass
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Yn>mno1: lap, —al <e,
Yn>mngo: |by—b <e.

Damit gibt es aber fiir alle ¢ > 0 ein ng € N, z.B. ng := max{ng1,n0.2}, so
dass

Vn>ng: J|a,—al <e,
Vn>mng: |b,—bl<e

gelten.

(a) Mit dem wie oben gefundenen gemeinsamen ng schétzen wir ab:

[(an +bn) — (a+ )] =|(an —a+ b, =]
< lan — af + [by — b|
<e+te
= 2¢

(b) Wie unter (a) verwenden wir das gemeinsame ng.

lanby, — ab| = |anb, — ab, + ab, — ab|
< |bn||an - al + |a||bn - b|
< |bple + |ale
= (|bn| + lal)e

Da die Folge (b, )nen konvergent ist, ist sie nach Satz 5.2.3 auch be-
schrinkt; die Schranke sei M. Damit folgt

|anbn — abl < ([bn]| + |a])e < (M + |af)e = ke,

wobel k € K eine Konstante ist.

(¢) Wir zeigen (c) fiir den Fall a,, = 1 fiir alle n € N und damit a = 1. Die
Folge (b )nen konvergiert, also wihle man ¢ := |b|/2 in der Definition (5.1)
der Konvergenz, d. h.

b
dngeN Vn>ng: |bnfb|<‘—2|,
und damit gilt fir alle n > ng, dass
bal > Jbl/2. (5.2)
Wegen der Konvergenz der Folge (by,)nen gilt
/ / b
Ve>0 dngeN Vn>ng: |by—bl <e—, (5.3)

2
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denn der Faktor |b|?/2 ist ja nur ein konstanter Faktor. Jetzt fiigen wir
alles zusammen, denn es gilt fir alle n > max{ng, ny}:

1 1’ |bn, — b| (5-2) 2|b,, — b| (5-3)

— = 7| = 3 < g,

b b [ballb] 0]

und damit ist die Konvergenz von 1/b,, gegen 1/b gezeigt. Der allgemeine

Fall der Konvergenz von a,,/b,, folgt jetzt mit (b), denn a,, /b, = a, - 1/by,.
O

1 Cxox xoxoxox X XX RORO T ) Tk e a=1
xx an:nLH
n
. o1 20
LI n T pn
-1 ..."'0000..0....0. b:_l

Abbildung 5.3.1. Die konvergenten Folgen (an)nen und (bn)nens,

1
. _ 1
tn + b = Sy n
S a+b=0
N I—n 20
x . a/n'bn_ 1+7’l
_1 X X X X X x X x X x x a'b:—l

Abbildung 5.3.2. Die konvergenten Folgen (an + bn)nens, und (an - bn)nens,

Beispiele 5.3.2

(a) Sei (an)nen mit a, = %. Elementares Umformen liefert
27n — 9In? 27 9 oo
ay = = . —: by, -+ cp.
n?(4—5%) n(d-%) 4-%

Wir haben bereits gesehen, dass die harmonische Folge (1/n)nen.,
eine Nullfolge ist und somit



98 5 Folgen in archimedisch angeordneten Korpern

bn:i~4_727711_}1 %% 0,
T 79 e _%’
n'n
also a, — —9/4, n — oc.
(b) Seien (an)nen., mit a, := 77 und (bn)nens, mit by := % — 1.

Beide Folgen sind konvergent mit a = lim, ,,a, =1 und
b =lim,,_, b, = —1. Daher gilt

1 n—00
b, = —+ —— b=20
an+n n(n+1) a’+ k)
1_ n oo
Qp * by = I nooo b= 1.
1+n

(c) Sei (an)nen., mit a, = {/z, wobei z > 0. Wegen {/z = x!/"
lasst sich 1 als Grenzwert vermuten. Aus den Rechenregeln fiir
konvergente Folgen ergibt sich aber nicht

lim g7 = gliMnoew =20 =1,

n— oo
Erst spater werden wir im Kontext stetiger Funktionen zeigen, dass
obige Rechnung tatsachlich korrekt ist. Die Konvergenz gegen 1
kann man jedoch auch elementar zeigen: Sei zundcht z > 1 und
man setze by, := Yz — 1 fiir n > 1. Wegen {/z > 1 ist b, > 0 fiir
n > 1 und die Bernoulli’sche Ungleichung (Lemma 3.4.5) liefert

2= (1+by)" >1+nb, >nb, < b, = {L/E—1<%.

Sei nun & > 0 beliebig und man wéhle ny € N so, dass ng > z/e,
dann folgt

|{L/E—1\<£§£<Em:e Yn > nyp.
n-nyg =«
Also ist (5.1) erfiillt und somit {/z — 1 fiir n — oco. Den Fall

0 < x < 1 kénnen wir nun mithilfe der Rechenregeln erledigen,
denn 1/2 > 1 und daher

1 1 1
= = —>I:1, n — 0.

CIEE

@ 1
n

r =2

Eine konvergente Folge ist beschrédnkt und damit auch der Grenzwert. Teilt
der Grenzwert denn dieselbe Schranke wie die Folge?
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Satz 5.3.3

Gilt lim;, o a,, = @ und a,, < M fiir hinreichend grofe n, dann gilt

auch
a < M.

Beweis. Angenommen, es sei a > M. Setze dann € := a — M > 0. Wegen
an, — a fiir n — oo, folgt

Ve>0 dnpeN Vn>ng: a—a,<la,—a|<e=a-M,

woraus a,, > M folgt, und das ist ein Widerspruch. O

Bemerkung 5.3.4: Achtung!

Selbst wenn a,, < M gilt, folgt trotzdem nur a < M. Das sieht man
am Beispiel

VneN: a,:= <1,
aber a :=lim,,_, a, = 1.

Manchmal weiff man, dass eine Folge von zwei konvergenten Folgen ,einge-
schachtelt” wird, die denselben Grenzwert besitzen. Dann hat man auch schon

gewonnen.

Satz 5.3.5: Einschlieflungssatz

Es seien (ay)nen, (bn)nen und (¢ )nen Folgen in K mit a, < b, < ¢,.
Die Folgen (ay,)nen und (¢,)nen seien konvergent und es gelte

lim a, = lim ¢, =: s € K.
n— oo n— oo

Dann konvergiert auch (b, )nen und es gilt
lim b, = s.

n—oo

Beweis. Der Beweis ist eine gute Ubung fiir euch, siche A.5.5! O

Wie die nachfolgenden Beispiele zeigen, ist der Einschliefungssatz trotz (oder
gerade wegen) seiner Einfachheit ein méchtiges Werkzeug zur Bestimmung
von Grenzwerten.
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Beispiele 5.3.6

(a) Sei (bn)nen., mit b, := (1 — %)". Da —1/n? > —1, gilt nach der
Bernoulli’schen Ungleichung (Lemma 3.4.5) einerseits

1\" 1 1
bn: 1——2 >1+n - =1——=:a,.
n n

n

3

Andererseits ist (1 — #) < 1 =: ¢, fiir alle n > 1. Die Folge
(bn)n>1 wird also durch (a,)n>1 und (¢,)n>1 eingeschlossen, d. h.
an < b, < c¢,. Wegen a, = 1 — % — 1, n — oo, folgt aus dem
Einschliefbungssatz

lim b, = 1.

n—o0

(b) Sei (by)nens, mit by, := ;Tnz Wie bereits erwéhnt, kénnen wir bei

Konvergenzbetrachtungen die ersten paar Glieder der Folge getrost
aufer Acht lassen. Beachtet man nun 2" > n? fiir n > 4, dann gilt
die Abschétzung

~n" _n" n T (n "71<17.
@ (7) (@) —msg=e

Da weiterhin 0 > b,, fiir alle n > 1, liefert der Einschliefsungssatz
b, = 0, n — oo.

bn

5.4 Cauchy-Folgen und die Vollstindigkeit von Koérpern

Den groflen Nachteil der grundlegenden Konvergenzdefinition (5.1) habt ihr
vermutlich schon selbst bemerkt: Thr miisst den Grenzwert schon kennen oder
ahnen oder raten, um Konvergenz zu zeigen, und das ist im Allgemeinen
nicht einfach! Jetzt kommt aber Hilfe. Wir machen uns zunutze, dass eine in
K konvergente Folge die Eigenschaft hat, sich ,ganz weit hinten* (Vn > ng)
sehr eng zusammenzudrangeln, und wir versuchen iiber das Dréngeln auch
ohne Kenntnis des Grenzwerts zu einer Konvergenzaussage zu kommen.

Definition 5.4.1: Chauchy-Folgen

Eine Folge (ay,)nen C K heifst Cauchy-Folge oder Fundamentalfol-
ge, wenn

Ve>0 dngeN Vn>ng VEENsg: |an—anir| <e. (5.4)
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Diese Definition fasst ganz sauber, dass sich in unserer Vorstellung die Fol-
genglieder einer konvergenten Folge , ganz weit hinten* beliebig nahekommen.
Was haben nun die Cauchy-Folgen mit den konvergenten Folgen gemeinsam?

Satz 5.4.2: Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge

(an)nen ist konvergent = (a, )nen ist Cauchy-Folge.

Beweis. Weil (ay,)nen konvergent ist, gilt

Ve>0 dngeN Vn>ng: Ja,—al<e,
wobei a den Grenzwert bezeichnet. Fiir N 3 k& > 1 folgt dann

|an - an-‘rk‘ = ‘an —a+a— a’n+/€| S |6Ln - a" + |a7b+k - a‘ < 26’

und damit ist (a,)nen eine Cauchy-Folge. a
Es wiére traumhaft, wenn auch die Umkehrung von Satz 5.4.2 gelten wiir-
de, wenn also jede Cauchy-Folge in einem archimedisch angeordneten Koérper
K automatisch konvergent wére. Fiir eine gegebene Folge wire dann die Ei-
genschaft zu konvergieren dquivalent dazu, eine Cauchy-Folge zu sein. Diese

besondere Beschaffenheit eines Kérpers wollen wir in einer eigenstandigen De-
finition festhalten.

Definition 5.4.3: Vollstindige Korper

Ein archimedisch angeordneter Korper K, in dem jede Cauchy-Folge
konvergiert, heift vollstandig.

Bisher haben wir euch immer geraten, bei einem archimedisch angeordneten
Korper K an Q zu denken. Nun miissen wir feststellen, dass Q in Bezug auf
die Vollstandigkeit versagt.

Beispiel 5.4.4: QQ ist nicht vollstindig

Wir betrachten die Folge (a,)nen., mit

Qn 1 ..
a1 :=1 und apq ::?—Fa fir n > 1.
Eine solche Folgendefinition, bei der die a,, durch Vorgénger definiert
werden, heifst rekursive Definition. Wir haben eine solche Definition
bereits bei der Fibonacci-Folge kennengelernt.
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Wir beginnen nun, die Folge zu untersuchen.

(1) Wir zeigen: Fiir alle n > 1 gilt 1 < a, < 2. Dazu bietet sich
vollstandige Induktion an. Die Behauptung ist sicher richtig fiir
n = 1. Nun nehmen wir an, fiir irgendein n > 1 gelte 1 < a,, < 2.

Dann folgt
an 1 1
an 1 1 1
pl=—+—>=--14+==1.
Int1 =5+ -25 115

(2) Wir zeigen: Fiir alle n > 2 gilt 2 < a2 <2+ 2%
(a) Wegen (o — 8)? = a? — 2a8 + % > 0 fiir alle o, 8 € K, folgt

a? + 208 + 2 > 4ap,

also (a + )% > 4a. Damit folgt fiir n > 2:

1 2 \?
ai:(an—l‘F > >2
Gp—1

4
(b) Die andere Ungleichung zeigen wir mit vollstdndiger Induktion.
Fiir n = 2 gilt as = 3/2, also

9 1
2_° 9, =
Qg 4 = + 227
und der Induktionsanfang ist gemacht. Fir irgendein n > 2
gelte also a2 — 2 < 2% Dann folgt im Induktionsschluss

1 2\ 2
ai+124<an+a> 72

[ V)
|
&
A
|
|

1
a’31+1 —2 S §<a’n

(3) Wegen 5 — 0, (n — 00), folgt
a2 — 2, (n — o0),

d.h. a = /2.
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(4) Wir zeigen: (an)nen., ist eine Cauchy-Folge. Wir wissen schon,
dass (a2)nen., eine Cauchy-Folge ist, denn sie ist konvergent gegen
2, d.h.

Ve>0 3ngeN Vmn>ng: a2, —a3]|<e.

Nicht erschrecken! Diese Form ist vollig dquivalent zu (5.4).
Wegen (1) gilt Vm,n € Nyg : ay, + a, > 2. Daher gilt fiir alle
m,mn > ng:

|am — an| < 2|am — an|
< (am + ap)|am — an|
= |(am + an)(am — an)|
= laz, — a;)

S

und damit ist auch (an)nen., eine Cauchy-Folge.
(5) Wir wissen jetzt: (an)nen., ist eine Cauchy-Folge in Q, die dem
Wert a = v/2 zustrebt, aber v/2 ¢ Q! Also ist Q nicht vollstindig.

Wir kommen jetzt an die zentrale Stelle, an der wir die reellen Zahlen R aus
Q konstruieren.

Historische Bemerkung

Das ist tatséchlich erst in der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts ge-
lungen; bis dahin mussten wir mit schwammigen Vorstellungen tiber
den Aufbau der reellen Zahlen Vorlieb nehmen. Der Erste, der die
reellen Zahlen sauber definierte, war der Braunschweiger Richard De-
dekind (1831-1916) mithilfe sogenannter Dedekind’scher Schnitte,
bei denen man @Q in zwei disjunkte Mengen U und O zerlegt, so dass
UNO =0 und UUO = Q gelten. Wenn die Menge U nun kein Maxi-
mum hat und die Menge O kein Minimum, dann definiert der Schnitt
eine neue Zahl, die nicht in Q enthalten ist. Dedekind verdffentlich-
te seine Idee in der Schrift Stetigkeit und irrationale Zahlen im Jahr
1872, aber wie er selbst dort schreibt, hatte er die zentrale Idee bereits
im Herbst des Jahres 1858 entwickelt. Fast gleichzeitig mit Dedekind
legte Georg Cantor (1845-1918) aus Halle eine Konstruktion der re-
ellen Zahlen vor, die auf der Vervollstindigung von Q mithilfe von
Cauchy-Folgen beruht.

Man kann die reellen Zahlen auf verschiedene andere Arten konstruieren, zum
Beispiel axiomatisch, indem man das sogenannte Supremumsaxiom — jede



104 5 Folgen in archimedisch angeordneten Korpern

nichtleere, nach oben beschrinkte Menge in K besitzt ein Supremum (das be-
sprechen wir spater noch) — fordert, oder aber noch anders vorgeht. Fiir ange-
hende Lehrerinnen und Lehrer ist zu diesem Thema das Buch [Knoche/Wip-
permann 1986] eine fast unerschopfliche Quelle!

Wir habe uns hier fiir die konstruktive Methode von Cantor iiber die Cauchy-
Folgen entschieden, und das, wie wir glauben, aus gutem Grund. Alle Kor-
peraxiome, die wir bisher kennengelernt haben, sind algebraische Axiome.
Die einzige wirklich analytische Eigenschaft der reellen Zahlen, die diese vor
den rationalen Zahlen auszeichnet, ist die Vollstdndigkeit. Daher meinen wir,
dass diese analytische Eigenschaft auch mit Mitteln der Analysis — eben den
Cauchy-Folgen — zu beweisen ist.

5.5 Die analytische Konstruktion der reellen Zahlen

Wir verfolgen die Idee, Cauchy-Folgen in Q zusammenzufassen, die sich of-
fenbar demselben Wert anndhern. So packen wir die durch
1 42

ap = —, by := etc.
n

ﬁa
definierten Folgen in eine ,Klasse®, da sie offenbar gegen null konvergieren. Die
reellen Zahlen werden wir dann als Menge dieser Klassen definieren. Doch der
Reihe nach. Zunéchst wollen wir uns {iberlegen, wie eine beliebige Menge M
in Klassen oder disjunkte Teilmengen zerlegt werden kann, indem man die
einzelnen Elemente von M miteinander in Verbindung bringt.

Definition 5.5.1: Aquivalenzrelationen

Sei M eine Menge. Eine Teilmenge R von M x M heifst Relation in
M und man schreibt

z~y o= (z,9) €R.

Eine Relation heift Aquivalenzrelation, wenn sie

(1) reflexiv ist, d.h. wenn Vo € M : z ~ z gilt,
(2) symmetrisch ist, d.h. wenn z ~y — y ~ x gilt,
(3) transitiv ist, d.h. wenn (z ~y) A (y ~ 2) = = ~ z gilt.

Fiir a € M heiftt
M, ={zxeM|z~a}

die von a erzeugte Aquivalenzklasse.
Eine Klasseneinteilung (oder disjunkte Zerlegung) der Menge M ist
ein Mengensystem {M, }qcr, I irgendeine Indexmenge, fiir das
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(i) MoNMg=0 fira#p,
(i) M= Ma
acl

gilt.

Wir wollen ein kurzes Beispiel geben.
Beispiel 5.5.2

Jede rationale Zahl r kann als Quotient einer ganzen Zahl p und einer
natiirlichen Zahl ¢ # 0 geschrieben werden, r = p/q € Q. Man kann Q
— als Menge — daher auch als kartesisches Produkt Z x N+ auffassen,
wobei jedoch die Problematik besteht, dass beispielsweise in Q

111 51 15 3

296 136 40 &8

aber in Z x Ny g
(111,296) # (51,136) # (15,40) # (3,8).

Ein und dieselbe rationale Zahl korrespondiert also zu verschiedenen
Tupeln aus Z x Nsg. Um die Menge Z x N5 dennoch mit Q identi-
fizieren zu konnen, fasst man alle Tupel, die zu derselben rationalen
Zahl korrespondieren, vermdge der Aquivalenzrelation (siehe A.5.15)

(@) ~ (t,s) = ps=lq
zusammen. Offenbar gilt dann
(111,296) ~ (51,136) ~ (15,40) ~ (3,8)
und die Aquivalenzklasse

(Z x Nxso)3,8) = {(r,q) € Zx Nxq | (p,q) ~ (3,8)}

reprasentiert die rationale Zahl 3/8. Die Menge aller so gebildeten
Aquivalenzklassen entspricht daher der Menge der rationalen Zahlen,
also
p
Q = {q ’ pEZL, q€ N>0} = U (Z X N>0)(p’q).

PEZ
a€Ns(

Den Zusammenhang zwischen Aquivalenzklassen und Klasseneinteilungen von
Mengen liefert nun der folgende Satz.
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Satz 5.5.3
Sei M eine Menge, dann gilt:

(a) Jede Klasseneinteilung von M erzeugt eine Aquivalenzrelation in
M.

(b) Fiir eine Aquivalenzrelation bildet das Mengensystem der verschie-
denen Aquivalenzklassen eine Klasseneinteilung von M.

Beweis. Sei M eine Menge.

(a) Sei { M, }acr eine Klasseneinteilung von M. Diese induziert eine Relation
durch
R:={(z,y) | Ja € I mit z,y € M,}.

Hier heift also z ~ y, dass z und y zur selben Menge M, gehéren. Nun
zeigt man durch (langweiliges) Nachrechnen der Reflexivitit, Symmetrie
und Transitivitéit der Relation R, dass es sich um eine Aquivalenzrelation
handelt.

(b)In M sei eine Aquivalenzrelation ~ gegeben.

(i) Da jedes © € M zu einer Aquivalenzklasse M, gehort, ist die Vereini-
gung aller Aquivalenzklassen sicher ganz M.

(ii) Seien M, == {z € M |z ~ a} und M, := {& € M | x ~ b} zwel
Aquivalenzklassen mit M,NM, # 0. Ist ¢ € M,N M, dann gelten ¢ ~ a
und ¢ ~ b, also a ~ b, und damit ist M, = M, = M,.. Also sind zwei
Aquivalenzklassen mit einem gemeinsamen Element identisch. Damit
haben zwei verschiedene Aquivalenzklassen leeren Durchschnitt. Somit
bildet das System der Aquivalenzklassen eine Klasseneinteilung von M.

O

Nach diesen technischen Vorbereitungen geht es nun richtig los! Wir wollen
alle die Cauchy-Folgen in eine Klasse packen, von denen die Differenz je zweier
Folgen eine Nullfolge ist. Genauer:

Zwei Cauchy-Folgen aus Q heifien dquivalent, (z,,)nen ~ (Yn)nen,
wenn
lim (2, —yn) =0

n—oo

gilt.

Es bleibt noch nachzuweisen, dass dies tatséchlich eine Aquivalenzrelation auf
der Menge der rationalen Cauchy-Folgen definiert.
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Lemma 5.5.5
Die in Definition 5.5.4 angegebene Relation ist eine Aquivalenzrelation;
(n) := {(yn) | (yn) ist rationale Cauchy-Folge und (y,) ~ (x,)}

ist die Aquivalenzklasse zur Folge (,)nen-

Beweis. Wir klappern die drei Bedingungen fiir eine Aquivalenzrelation ab.

(1) Reflexivitét: (zy,) ~ (yn), denn limy, oo (zy, — yn) = 0.
(2) Symmetrie: Wegen

Jim (20 —yn) = Hm (yn —2n)

folgt aus (zn,) ~ (yn) auch (yn) ~ (x,).
(3) Transitivitdt: Seien (x,) ~ (yn) und (y,) ~ (z,), dann folgt aus

Tn — Zn = (xn _yn)+(yn _Zn)

auch
nli'ngo(xn - Zn) = nIL%(xn - yn) + nlin;o(yn - Zn) =0.
Damit ist (z,,) ~ (zp)- O

So, nun haben wir genug Vorarbeit geleistet, um als Hebammen den reellen
Zahlen auf die Welt zu verhelfen!

Reelle Zahlen sind Aquivalenzklassen rationaler Cauchy-Folgen,

R :={(an) | (ay) ist eine rationale Cauchy-Folge}.

Bitte macht euch ganz klar, was fiir ,/ Tierchen“ die reellen Zahlen eigentlich
sind. Wenn ihr in Zukunft z. B. 7 hinschreibt, dann ist das eigentlich eine
(riesengrofe) Aquivalenzklasse all jener rationalen Cauchy-Folgen, die sich
dem Wert 7 beliebig ndhern!

Nun sind sehr viele Dinge zu zeigen und wir wollen nicht alles im Detail
durchkauen. Hier die wichtigsten Eckpunkte:

1. Wir interpretieren Q als Teilmenge von R wie folgt: Ist r € Q, dann ist
das eigentlich die konstante Cauchy-Folge

(r):=(r,r,r,r,...),

d.h., r € Q ist die reelle Zahl (r).
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2. Addition und Multiplikation von reellen Zahlen. Seien a = (a,) und

b = (by,) reelle Zahlen, dann definieren wir
a+b:=(an+0by), a-b:=(ay-by).

Zuerst einmal miissen wir zeigen, dass (a, + b,) und (a, - b,) wieder ra-
tionale Cauchy-Folgen sind, aber das sieht man ganz leicht. Schlimmer
ist, dass wir nun noch zeigen miissen, dass R mit der oben definierten
Addition und Multiplikation ein Ko6rper ist. Das ist héssliche kérperliche
Arbeit, die uns der groffe Edmund Landau (1877-1938) in seinem klei-
nen Buch [Landau 1965] abgenommen hat! Wenn ihr es also liebt, aus
14 Millionen und 605 abgebrannten Streichhélzern den Eiffelturm nach-
zubauen, oder wenn ihr gar keine Freunde habt, aber enorm viel Zeit und
noch mehr Langeweile, oder wenn ihr euch gerne selbst mit dem Hammer
auf den Daumen haut und AusgieRer und Henkel eurer Kaffeekanne auf
derselben Seite sind, dann empfehlen wir euch, das Buch von Landau von
vorne nach hinten durchzuarbeiten. Um gute Analytikerinnen und Analy-
tiker zu werden, ist das jedoch nicht notwendig. Etwas kiirzer findet man
alle Beweise zur Korpereigenschaft von R auch im ersten der drei Bénde
von Endl und Luh [Endl/Luh 1989].

3. R besitzt die aus Q bekannte Ordnung. Sind a = (a,,) und b = (b,,) reelle
Zahlen, dann definieren wir

a<b <= dQ35e>0IM eNsoVm>M: ay, <b, —¢
a<b <= a<bodera=0b.

(5.5)
Lemma 5.5.7

Die Ordnung < ist total, d. h., fiir a,b € R mit a # b gilt entweder
a < b oder b< a.

Beweis. Sind zwei reelle Zahlen a = (a,,) und b = (b,) ungleich, dann gilt
nicht (ay,) ~ (by). Wir miissen also

(an) ~ (bn)
<= lim (a, —by) =0
n—o0
«—Ve>0 IngeN VYn>ng: |a,—byl<e

negieren, aber wozu haben wir uns denn zu Beginn mit Logik beschéaftigt?
Die Negation ist demnach

>0 VnpeN In>np: Ja, — by >e. (5.6)
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Wir setzen &’ := ¢/3. Die Folgen (a,) und (b,) sind Cauchy-Folgen, d. h.
einerseits Ing; € N mit

Vn > no,1 Vk € Nyg : |an - an+k| < 5/7
und andererseits Ing 2 € N, so dass
Vn > n0,2 Vk € Ny : |bn — bn+k| <.

Setze ng := max{ng, 1, no2}, dann folgt aus (5.6) die Existenz eines n > ng
mit |a,, — b,| > . Daher gibt es jetzt zwei Moglichkeiten: Entweder ist

Ay — by, > ¢

oder
b, —a, > €.

Der Fall a < b ist in Abbildung 5.5.1 dargestellt. Fiir £ > 1 bleiben a,, 4
bzw. by, 1, jeweils im Abstand < &’ = ¢/3 um a bzw. b, also ist (5.5) erfiillt
mit M = n und im ersten Fall folgt a > b, im zweiten b > a. O

4. Definition des Betrags. Ist a = (a,,), dann definieren wir
la| == |ay].

Alle Eigenschaften des Betrages, insbesondere die Dreiecksungleichung,
bleiben genauso wie in Q.

e’ e’

Abbildung 5.5.1. Der Fall a < b

Jetzt konnen wir endlich zeigen:
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Satz 5.5.8: R ist vollsténdig

R ist vollstdndig, d.h., in R ist jede Cauchy-Folge konvergent.

Beweis. Sei (a,) eine Cauchy-Folge reeller Zahlen, d.h., jedes a,, ist selbst
Aquivalenzklasse rationaler Cauchy-Folgen, also

a; = (ai’”)neN'

Achtung, jetzt wird es knifflig! Wir wollen das Konvergenzverhalten reeller

Cauchy-Folgen untersuchen, aber jedes Folgenglied ist eine Aquivalenzklasse

rationaler Cauchy-Folgen. Wir haben es also mit Folgen von Folgen zu tun,
und das macht die Sache etwas uniibersichtlich.

Die Idee ist, zu jedem Index ¢ eine immer kleiner werdende Zahl, z. B. %, zu
wahlen, und die Definition rationaler Cauchy-Folgen zu verwenden, um
dn; e N Vn>n; VkeNyg:

1
‘ai,n - az’,n—i—k| < Z

zu zeigen. Dann definieren wir b; := a; ,,, und gehen zur rationalen Folge (b;)
iiber.

<12 a,
| | L
1 1 I~ T T T T TITIm
bl .
<l a,
<>
| | | N Y N O o A
1 1 1 T T T T,
by, .
<1/ 4
| | | NIRRT
1 1 1 NBERRRRIIA
bs‘\\ \\\
<1/8. 4
e 4
| | | SRR
\ \ \ T T T
b4\\ ',l
a v

Abbildung 5.5.2. Die zwei Ebenen der Konvergenz
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(a) Zeige: |b; — a;| < 1/i. Die reelle Zahl |b; — a;| wird représentiert durch die
rationale Cauchy-Folge (|b; — @i m|)men. Fiir m > n; gilt

1 1 1
|b; — @i m| = |@in, — aim| < % =7 3

also folgt mit e = 5~ aus (5.5), dass
1
‘bl — ai| < -
i

gilt.
(b) Zeige: (b;) ist eine rationale Cauchy-Folge.

Die GroRe |b; — b;1x| behilt denselben Wert, ganz egal ob wir sie als rationale
oder als reelle Zahl auffassen. Also schitzen wir ab:

i = bivk| = [bi — ai + a; — @it + @itk — bitkl
< |bi — il 4 |a; — airr| + |aitr — bigrl
1 1 (5.7)
< et
1 i+ k
< 2¢

fiir hinreichend groRes 7 und fiir & > 1. Die Aquivalenzklasse von (b,)

a := (by), ist unser Kandidat fiir den Grenzwert von (a;). Es folgt aus (5.7)
dass fiir hinreichend grofe ¢

)
)

|bl —a\ < 3¢

gilt, also folgt b; — a, (n — o0).
(c) Zeige a; — a, (n — 00). Aus (a), (b) und der Dreiecksungleichung folgt

1
|ai—a|§|ai—bi||bi—a|<f—|—36<4€
1

flir hinreichend grofie i. a

5.6 Monotone Folgen, Supremum und Infimum

In diesem Abschnitt lernen wir nun ein wichtiges Prinzip kennen:

e Monoton wachsende Folgen, die nach oben beschréankt sind, sind konver-
gent.

e Monoton fallende Folgen, die nach unten beschrinkt sind, sind konvergent.
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Definition 5.6.1: Das Superemum und Infimum einer Menge

Sei A C R. Eine Zahl £ € R heifst Supremum oder kleinste obere
Schranke von A, wenn gilt:
(i) Yz e Aist z <& und
(i) Ve >0 JxeAd: xz>E—c
Wir schreiben:
E=supA
Eine Zahl £ € R heift Infimum oder groéfite untere Schranke von
A, wenn gilt:
(i) Vz € Aist z > £ und
(i) Ve >0 FreAd: z<l+e.

Wir schreiben:
E=inf A

Die Bedingung (i) beim Supremum (Infimum) bedeutet einfach, dass & eine
obere (untere) Schranke von A sein muss. Bedingung (ii) sagt iiber das Su-

premum (Infimum), dass es die kleinste obere (grofte untere) Schranke von
A ist.

sup A =2

A={reRz<v2} |

Abbildung 5.6.1. Das Supremum einer Menge als kleinste obere Schranke

Beispiel 5.6.2

Wir wollen Supremum und Infimum der Menge

A::{xeR

1 1
= =qF = n7m€N>0}
n o m

bestimmen. Wegen % <1firn>1giltz <2 fir alle x € A, sprich
2 ist eine obere Schranke von A. Fiir n = m = 1 ist % 4 % =2¢c A,
also kann es keine kleinere obere Schranke geben und somit sup A = 2.

Ahnlich erkennt man 0 als eine untere Schranke von A, denn % >0
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fiir n > 1. Tatsachlich ist 0 auch schon die kleinste untere Schranke:
Sei € > 0, dann existiert ein & € N, sodass

1_e
k2
und daher . ]
ASz=-+4+-<e=
Sz k+k<5 0+e¢,
also inf A = 0.

Bemerkung 5.6.3: Achtung!

Es wird nicht gefordert, dass Supremum oder Infimum Elemente von
A sein miissen. Im Fall eines abgeschlossenen Intervalls

A:=[a,b)CR

sind @ = sup A und b = inf A, und beide gehéren zur Menge A. Im Fall
des offenen Intervalls
A:=la,b[CR

sind ebenfalls a = sup A und b = inf A, aber beide sind nicht aus der
Menge A.

In @ hat nicht jede Menge ein Supremum. Betrachte dazu beispielsweise die
Menge A := {z € Q| 2% < 2} C Q, dann ist offenbar supA =2 ¢ Q.InR
ist das aber anders, denn aufgrund der Vollstdndigkeit, gilt der folgende Satz.

Satz 5.6.4

Jede nach oben (unten) beschrinkte, nichtleere Menge besitzt ein Su-
premum (Infimum). Genauer: Fiir ) # A C R gilt:

(a) Existiert ein M € R mit Vo € A : z < M, dann existiert £ € R mit

& =sup A.
(b) Existiert ein M € R mit Vo € A : z > M, dann existiert £ € R mit
& =inf A.

Beweis. Wir beweisen nur (a); (b) folgt ganz analog.

Weil A # (), folgt die Existenz von ag € A, so dass ag keine obere Schranke
von A ist. Da A beschrénkt ist, existieren sicher obere Schranken. Wihle eine
und nenne sie By. Damit ist ein abgeschlossenes Intervall [ag, By] definiert.
Berechne nun 7y := (ag + 8o)/2. Entweder ist vy obere Schranke von A, dann
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setze a1 := ag, f1 := 70, oder aber nicht, dann setze oy := 7y, 51 = Bo.
Nun fahren wir mit dem neuen Intervall [aq,31] in der eben beschriebenen
Weise fort und erhalten wiederum ein Intervall [asg, 82] usw. Allgemein lésst
sich unser Vorgehen mittels der Rekursion

ay + Bn [@n,¥n] 7n ist obere Schranke von A
Yo =—%—5 [0nt1,Bnt1] =
2 [’Y/n/’ IB"L] ) SonSt

beschreiben. Das ergibt eine Folge von Intervallen ([ay,, 8y])nen mit

[anJrla ﬂnJrl] C [an7 IBn]

und zugehdrigen Intervalllingen

an;"ﬂnan}zﬁn_an_ _ 1

— . =
Bn—&-l_an-ﬁ-l = {f}/n " 2 o W(ﬁo—ao).

577,_777,:571_%

Nach Kounstruktion liegen alle vy, B, fur m > n im Intervall [a,, 8,] und wir
konnen fiir k¥ > 1 abschéatzen:

Bo — ap
2n

‘Bn _ﬁn+k| = Bn _Bn-‘rk < Bn—oay = l802_na0'

|an _an+k| = Op4k — Qp S ﬁn — Qp =

Damit sind (ay,)nen und (8, )nen Cauchy-Folgen und nach Satz 5.5.8 konver-
gent. Wegen
Bo — ap 2 )
27’L
haben beide Folgen auch denselben Grenzwert €.

Wegen Satz 5.3.3 ist £ eine obere Schranke von A, denn z < 8, — = < &.
Fiir € > 0 gibt es ein o, mit o, > & —e. Weil «,, aber keine obere Schranke
von A ist, kann auch & — ¢ keine sein. O

Bn — oy =

Bemerkung 5.6.5

Die von uns im Beweis angewendete Methode der Konstruktion von
ineinander geschachtelten Intervallen [au,41,Bn+1] C [an, Bn], sodass
d, := b, — a, eine Nullfolge bildet, nennt man naheliegenderweise In-
tervallschachtelung. Die Tatsache, dass es zu jeder Intervallschach-
telung ([a,, Bn])nen in archimedisch angeordneten Korpern K genau
ein a € K mit

YneN: ac€|an, B

gibt, heiflt Intervallschachtelungsprinzip und ist dquivalent zur Cha-
rakterisierung der Vollstandigkeit iiber die Cauchy-Folgen!
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Ebenso kann man fiir einen archimedisch angeordneten Korper K axio-
matisch fordern, dass jede nichtleere, nach oben beschrankte Menge in
K ein Supremum besitzen soll (Supremumsaxiom). Das macht den
Korper K dann bereits zu einem vollsténdigen Kérper und ist ebenfalls
dquivalent zur Charakterisierung der Vollstdndigkeit iiber die Cauchy-
Folgen!

Aus der Vollstandigkeit von R folgt eines der wichtigsten Konvergenzkriterien
fiir reelle Folgen.

Satz 5.6.6: Monotoniekriterium

Jede monoton wachsende (monoton fallende), nach oben (unten) be-
schrankte Folge konvergiert. Genauer:

(a) Ist (an)nen € R monoton wachsend, d.h. a, < an4+1, und nach
oben beschrankt, dann ist (a,),en konvergent und es gilt

lim a,, = sup{ap,ai,as,...}.
n—oo
(b) Ist (an)nen € R monoton fallend, d. h. a,, > a,,+1, und nach unten
beschrénkt, dann ist (a,)nen konvergent und es gilt

lim a, = inf{ag,a1,as,...}.
n—oo

Beweis. Wir zeigen wieder nur (a), weil sich (b) ganz analog ergibt. Die Menge
A :={ag,a1,as9,...} C R ist sicher nicht leer und beschrankt. Aus Satz 5.6.4
folgt dann die Existenz von £ := sup A. Fiir € > 0 ist £ —¢ keine obere Schranke
von A, d.h., es gibt ein ng € N mit a,, > £ —¢. Da A durch £ beschrénkt ist,
folgt

§—e<an, < ngt1 L apgpz <00 <6,

also gilt Vn > ng : £ — e < a,, < &, und das heifst
Vn>mng: la, — &l <e,

und damit konvergiert (a,)nen gegen &. O

Als Nebenprodukt gewinnen wir ein weiteres niitzliches Konvergenzkriterium,
das sog. Vergleichskriterium: Wird eine reelle Folge von einer zweiten Folge
dominiert“, so folgt aus der Konvergenz bzw. Divergenz der einen bereits die
Konvergenz bzw. Divergenz der anderen.
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Korollar 5.6.7: Vergleichskriterium

Seien (an)neny und (b, )nen zwel reelle Folgen, sodass fiir hinreichend
grofe n gilt: a,, < by, wobei (ay)neny monoton wichst, dann gilt

(bn)nen ist konvergent = (an)nen ist konvergent
Qn)nen ist divergent = (b, )nen ist divergent
g g

Beweis. Es gilt:

(bn)nen ist konvergent = (by)nen ist beschrankt
=  (bp)nen ist beschrankt

Satz 5.6.6 .
PZ27 ist konvergent

Die zweite Zeile ist lediglich die Negation der ersten. O
Die Kraft des Monotoniekriteriums verdeutlicht nun das folgende Beispiel.

Beispiel 5.6.8: Euler’sche Zahl

Der grofse Leonhard Euler (1707-1783) hat sich in seinem 1748 in Lau-
sanne veroffentlichten Buch Introductio in Analysin Infinitorum — ein
Nachdruck der deutschen Ubersetzung des ersten Teils erschien als
Einleitung in die Analysis des Unendlichen im Springer-Verlag 1983 —
in §115 und §116 mit der durch

1 n
Qp = (1—|— >
n

definierten Folge beschéftigt. Wir wollen der wilden Achterbahnfahrt
folgen, mit der Euler zielsicher zum richtigen Ergebnis kam.
Er benutzte den binomischen Lehrsatz (Satz 2.1.15):

(+3) =2 ()

n nn-1)1 nn-1)n-2)1 1 (5.8)
=1+2 — —t+— O
+n+ 2! n2+ 3! n3+ +n"
Ll=2y 1fa=2y=2 1
ST k) B Gl k) B
2! 3! n"

Jetzt bitte festhalten: Euler argumentiert, dass fiir n — oo alle Terme
(1-1/n),(1—2/n), etc. gegen den Wert 1 konvergieren. Damit erreicht
er die Darstellung
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Die Zahl

nennen wir heute die Euler’sche Zahl. Ebenso bekommt Euler die

Darstellung
o0
=27
o k!’
k=0

aber das darf uns nicht dariiber hinwegtduschen, dass Euler hier auf
sehr diinnem Eis steht! Wenn n wéchst, dann werden auch die Terme
in der endlichen Summe (5.8) immer mehr, und fir n — oo wird aus
der endlichen Summe eine unendliche! Mit gleichem Recht kénnten wir
vermoge

171_|_1714_14_171_’_1_'_1_'_17 no o
T2 2 3 3 3 4 4 4 4 7

die Gleichung 1 = 0 ,beweisen”! So wie Euler diirfen wir heute nicht

mehr vorgehen! Zuerst miissen wir festhalten, dass die Verwendung des

binomischen Lehrsatzes eine gute Idee war:

1 n
an:(l—i—)
n

k=1
n 1 k—1 m
eI e-D)
k=1 m=0
wobei man die letzte Gleichung einfach nachrechnen kann. Weiterhin
wissen wir
0<1-2<1- ™ <1 firm=0,1,2,...,n. (5.10)
n n+1

Nach diesen Vorarbeiten konnen wir jetzt wirklich starten:

(a) Wir zeigen: (an)nen ist monoton wachsend, denn aus (5.9) und
(5.10) folgt:
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Fiir (i) haben wir nur den letzten Summanden der ersten Summe
vorgezogen; (ii) folgt daraus, dass die weggelassene Differenz wegen
(5.10) positiv ist. Damit ist aber an4+1 > a, gezeigt und (an)nen
ist (streng) monoton wachsend.

(b) Wir zeigen: (an)nen ist beschrinkt, denn aus (5.9) und (5.10) folgt
fir alle n > 2:

n

1 "1
2:a1<angzﬁ:2+zﬁzzl
k=0 k=2

Nun benétigen wir eine kleine Zwischeniiberlegung. Es gilt
20 =1.2=2%"1
31=1-2.-3>2.-2=23"1
4=1-2-3.4>2.2.2=2%1

n=1-2-3-....n>2-2-2....-2=2""1
—_———

(n—1)—mal

was wir mit vollstdndiger Induktion sauber nachweisen konnten.
Damit haben wir
Vn>2: nl>2"!

gezeigt und weiter geht es mit unserem Term [:

n 1 1 L
I§2+ng—1:2+1 T L
k=2

1

Damit folgt:
Yn>2: 2<a,<3.
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(c) Nach Satz 5.6.6 ist (a,)nen konvergent und fiir den Grenzwert gilt
2 < a < 3. Dieser Grenzwert ist die Euler’sche Zahl

e = 2.7182818284590452353602874713526624977572 . . .

5.7 Die Machtigkeit der reellen Zahlen

Wie ihr alle noch aus der Schule wisst und wie wir bereits am Beispiel der Zahl
/2 gezeigt haben, haben die rationalen Zahlen Q ,Locher”. Dennoch gilt, dass
es zwischen je zwei Zahlen a,b € Q mit a # b, wie eng sie auch zusammenliegen
mogen, immer noch eine weitere rationale Zahl gibt, z. B. das arithmetische
Mittel (a + b)/2. In der Menge Q gibt es zwar ,Locher”, aber trotzdem liegen
die rationalen Zahlen eigentiimlich ,dicht“. Die ,Lécher sind die irrationalen
Zahlen und die Frage liegt auf der Hand, ,wie viele” solcher Locher es gibt.
Nun ist die Frage nach einer ,Anzahl“ bei einer unendlichen Menge etwas
heikel und die Mengenlehre hat einen weitaus besseren Begriff parat: den der
~Machtigkeit” einer Menge.

Definition 5.7.1: Gleichméichtigkeit von Mengen

Zwei Mengen X und Y heifien gleichméchtig, wenn es eine bijektive
Abbildung
A: X Y

mit D(A) = X und W(A) =Y gibt.

Stellt euch vor, ihr betretet einen groflen Tanzsaal und fragt euch, ob mehr
Damen oder Herren anwesend sind. Um das herauszufinden, kénntet ihr alle
Damen an einer Wand aufreihen, alle Herren an einer anderen, dann beide
Reihen durchzéhlen und schlieflich die Zahlen vergleichen. Davon abgesehen,
dass dieses Vorgehen das wohlwollende Mitwirken aller Beteiligten verlangt
(weder Damen noch Herren stellen sich eo ipso in Reihen auf), gibt es einen
weit einfacheren Weg: Man lésst den Tanz beginnen, d.h., jede Dame w#hlt
einen Partner zum Tanz (oder umgekehrt), und ganz von selbst zeigt sich,
ob Damen oder Herren {ibrig bleiben. Dieses Prinzip der Paarung ist gerade
der Kern obiger Definition. Fragt man, ob zwei Mengen X,Y gleichmichtig
sind, so fragt man also, ob es eine Paarung gibt, die aufgeht. Die Starke
der Methode liegt in ihrer Universalitiat, denn sie ist auf beliebige Mengen
anwendbar. Ein Abzahlen der einzelnen Elemente wiirde bei sehr groffen und
spéatestens unendlichen Mengen, wie beispielsweise den natiirlichen Zahlen N,
dagegen nicht mehr sinnvoll sein. Als ein erstes Beispiel wollen wir sehen, dass
es genauso viele ungerade, wie natiirliche Zahlen gibt.
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Beispiel 5.7.2

Die Mengen ¥ = N = {0,1,2,3,...} und X = {1,3,5,7,...} sind
gleichméchtig. Wahle die Abbildung

VneY: Amn)=2n+1¢€X.

Ist bei endlichen Mengen die Wahl der Paarung noch unbedeutend, so zeigt
das Beispiel, dass man bei unendlichen Mengen vorsichtiger sein muss: Héatte
man etwas naiv A(n) = n fir n € X betrachtet, dann wéire zwar jedem
Element der Menge X eindeutig ein Element der Menge Y = N zugeordnet,
aber die geraden Zahlen in Y gingen leer aus, anders gesagt: Die Abbildung
A: X =Y ist injektiv aber nicht bijektiv. Das Wesentliche an der Definition
der Méchtigkeit ist, dass man nur eine Bijektion (Paarung) finden muss, die
aufgeht.

Historische Bemerkung

Die Gleichméchtigkeit der Menge aller natiirlicher Zahlen mit den un-
geraden (und auch mit den geraden) natiirlichen Zahlen ist schon Ga-
lileo Galilei (1564-1642) in seinem Werk Discorsi e Dimostrazioni Ma-
tematiche intorno a due nuove scienze aus dem Jahr 1635 aufgefallen
und hat bei ihm (und seinen Lesern) fiir einige Verwunderung gesorgt!

Die natiirlichen Zahlen bilden eine geeignete Referenz, Mengen hinsichtlich
ihrer Méchtigkeit zu kategorisieren.

Definition 5.7.3: (Uber)abziihlbarkeit

Eine Menge heiftt

1. abzdhlbar oder abzidhlbar unendlich, wenn sie gleichméchtig
mit N ist,

2. hochstens abzahlbar, wenn sie endlich oder abzahlbar ist,

3. tiberabzéhlbar, wenn sie weder endlich noch abzahlbar ist.

Folgen sind Abbildungen N — R. Da jede abz&hlbare Menge gleichméchtig
mit N ist, kann sie immer als Folge von paarweise verschiedenen Gliedern
geschrieben werden. Die Forderung nach paarweiser Verschiedenheit ist hier
wichtig, um eine bijektive Abbildung gewéhrleisten zu konnen. Ein erstes tiefer
liegendes Resultat der Mengenlehre ist das folgende, welches vor dem Hinter-
grund der zu Anfang dieses Abschnitts gefiihrten Diskussion sicherlich ein
wenig iiberraschen diirfte.
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Satz 5.7.4

Die Menge Q- der positiven rationalen Zahlen ist abzahlbar.

Beweis. Wir schreiben alle positiven rationalen Zahlen wie folgt in ein Ta-
bleau: In der ersten Zeile notieren wir alle Briiche mit Nenner 1, in der zweiten
Zeile alle mit Nenner 2 usw. Das ergibt folgendes Bild:

4

1

el

[N

=W wlw N|w =W
s Wl N
=l wlo NS =D

= Wl

Nun laufen wir in einem Zickzackkurs durch das Tableau, wobei wir oben links
mit 1/1 beginnen. Der Kurs ist im folgenden Tableau dargestellt, wobei wir
beim Ablaufen des Kurses Nummern vergeben haben, die oberhalb der Boxen
dargestellt sind.

—l 2 5 6 11 12

412 31 |4 S |8

1] 1 1 1 1 1]
Ve / Ve / v

—3 7 13

1 2 3 4 5 6

2] 2 2 2 2 2

7

/4 8 14

1 2 3 4 5 6

3] 3 3 3 3 3
e /! e

—9 15

! 2 3 4 5 6

4| 4 4 4 4 4

L e

/10 16

1 2 3 4 5 6

15 5 5 5 5 5
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Die Elemente 2/2, 2/4, 4/2, usw. werden nicht gezéhlt, da wir bereits die
Elemente 1/1, 1/2, 2/1 usw. gezahlt haben. Diese Abziéhlung liefert damit
eine Folge (an)n>1 mit paarweise verschiedenen Gliedern und damit ist die
Menge Q abzéhlbar. ]

Wir brauchen gar keine Hoffnung aufkommen zu lassen, dass wir mithilfe
von abzéhlbaren Vereinigungen von abzadhlbaren Mengen zu einer ,grofferen’
Menge kommen, denn es gilt:

Satz 5.7.5

Die Vereinigung von abzéhlbar vielen abzahlbaren Mengen ist abzahl-
bar.

Beweis. Die abzahlbar vielen abzédhlbaren Mengen seien
X;= {2 28 20y i=1,2,3,.. ..

Genau wie im Beweis der Abzéhlbarkeit der Menge Q schreiben wir die Ele-
mente dieser Mengen in Form eines Tableaus. In der ersten Zeile notieren wir
die Elemente von X7, in der zweiten die Elemente von X, usw. Und genau
wie im Beweis der Abzidhlbarkeit von Q gehen wir nun im Zickzack durch
das Tableau und nummerieren die Elemente, wobei wir doppelt auftretende
Elemente weglassen miissen. Das Prinzip ist im folgenden Tableau gezeigt.

1 6 7 15 16
Xi: xgl) — zgl) zgl) — zfll) xél) — xél)
v a v a v
8 14 17
Xo: x(12) ng) :z:;(f) 174(12) x?) xéQ)
I/ S
Xs: x(l?’) x(23) Igs) zf’) :L'ég) xég)
v e v
10 12 1
Xy x(14) x(24) x§4) xffl) :Cgl) mé4)
! s v
11 20
Xs5: x(ls) xg5) xg5) xf) xé5) :cé5)
N
Damit ist der Beweis des Satzes erbracht. O

Als direkte Folgerung halten wir fest:
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Korollar 5.7.6

Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzéhlbar.

Es stellt sich nun die Frage, ob es iberhaupt Mengen gibt, die nicht abz&hlbar,
die méchtiger als die natiirlichen Zahlen sind. Dass dies fiir die reellen Zahlen
der Fall ist, macht die Theorie der Mengenlehre erst wirklich lebensfahig und
begriindet ihren nachhaltigen Erfolg in der Mathematik.

Satz 5.7.7

Die Menge R der reellen Zahlen ist tiberabzéhlbar.

Beweis. Wir zeigen, dass bereits die Menge der reellen Zahlen im Intervall
[0, 1] iiberabzéhlbar ist. Wir machen uns zunutze, dass die Zahl 1 auch als 0.9
geschrieben werden kann.

Wer das jetzt nicht glauben mag, sehe sich bitte folgendes schlagende Argu-
ment an:

z :=0.99999999. ..
10z = 9.999999999. . .,

und damit ist 10z —x =9, d.h. z = 1.
Jede Zahl in [0, 1] besitzt damit die Dezimaldarstellung

0.@1&2@3 .

Wir machen die Annahme, dass R abzéhlbar sei. Dann kénnen wir alle
x € [0,1] nummerieren und in eine Liste schreiben:

x1 := 0.000000. ..
o := 0.999999. ..
x3 := 0.346859. ..
x4 := 0.500000

x5 := 0.579213...
rg := 0.821034...

Nach unserer Annahme habe wir so alle Zahlen in [0, 1] erfasst. Nun konstru-
ieren wir eine weitere Zahl

zZ = 0.b1b2b3 ce
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wie folgt: Die erste Nachkommastelle von z ist die erste Nachkommastelle von
x1, zu der wir 1 addieren, also ist

b =1.

Die zweite Nachkommastelle von z ist die zweiten Nachkommastelle von o,
zu der wir wieder 1 addieren. Dabei wollen wir 9 + 1 = 0 verabreden, also

by = 0.
So fahren wir durch die gesamte Liste hindurch fort und erhalten
z=0.107125...

Fiir unsere neue Zahl gilt sicher z € [0, 1], aber sie ist auf gar keinen Fall
in der Liste, denn: z # x1, da sich z und z; in der ersten Nachkommastel-
le unterscheiden. z # x5, da sich z und zs in der zweite Nachkommastelle
unterscheiden. Allgemein: z # x,, da sich z und x, in der n-ten Nachkom-
mastelle unterscheiden. Damit ist z entgegen der Annahme nicht in der Liste;
unsere Annahme, die Menge [0, 1] sei abzéhlbar, ist falsch und somit ist [0, 1]
iiberabzahlbar. O

5.8 Teilfolgen und Haufungspunkte

Die Folge ((—1)™)nen ist divergent, aber betrachten wir nur ungerade n, dann
ergibt sich die Folge (—1),en, und diese Folge ist sicher konvergent mit Grenz-
wert —1. Ebenso erhalten wir eine konvergente Folge, wenn wir nur gerade n
betrachten, ndmlich die gegen 1 konvergente Folge (1),en. Es ist also offenbar
moglich, aus einigen divergenten Folgen konvergente Teilfolgen herauszuzie-
hen.

Eine Folge (a,)nen heifit Teilfolge einer Folge (ay,)necn, wenn es eine
Abbildung

c:N=> N, n—on)

gibt, so dass fiir n < m stets o(n) < o(m) gilt. Damit ist a;, = @y (n)-

Wir greifen das zuvor diskutierte Beispiel noch einmal auf.



5.8 Teilfolgen und Haufungspunkte 125

Beispiel 5.8.2

Betrachten wir fir (a,)ney = (1,—1,1,—1,1,—1,...) die Abbildung
o(n) = 2n, dann erhalten wir die Teilfolge

(@ )nen = (1,1,1,1,1,...).
Fiir die Wahl von o(n) = 2n + 1 ergibt sich die Teilfolge
(ap)nen = (=1,-1,-1,-1,-1,...).

Beide Teilfolgen sind konvergent, die Ursprungsfolge hingegen nicht.

Bemerkung 5.8.3

Ist eine Teilfolge (a},)nen C (an)nen gegeben, so muss die korrespondie-
rende Abbildung o: N — N mit a], = a,(,) nicht eindeutig bestimmt
sein. So fiihrt in obigem Beispiel

dmz{o;nzo

2™ ; sonst

ebenso auf die Teilfolge (ag(n))nen = (1,1,1,...).

Definition 5.8.4: Haufungspunkte
Eine Zahl a € R heifft Hiufungspunkt einer Folge (a,)nen, wenn es
eine gegen a konvergente Teilfolge von (ay,)nen gibt.
Beispiel 5.8.5
Die alternierende Folge aus Beispiel 5.8.2 besitzt zwei Haufungspunkte,
niamlich ¢ := —1 und ® := 1.
Es gilt die folgende Aquivalenz:
Satz 5.8.6

Die Zahl a € R ist genau dann Hiufungspunkt der Folge (ay,)nen, wenn
Ve>0 VnpeN In>ng: a, €U(a)=(a—¢c,a+¢e), (511)

d.h. wenn unendlich viele Folgenglieder in einer beliebig kleinen e-
Umgebung von a liegen.
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Beweis. Gegeben sei die Folge (a,)nen-
= Sei (a},)men = (Ay(m))men eine gegen a konvergente Teilfolge, dann gilt
Ve >0 ImgeN Vm>my: |a,,—al <e <= aym) € Uc(a). (5.12)

Sei nun ¢ > 0 und mo € N so, dass (5.12) gilt. Fiir nyp € N wihle
I > max{ng, mo} und setze n = o(l) > ng, dann gilt

an = ay() € (@ —¢€,a+¢).

Da e > 0 und ng € N beliebig waren, folgt (5.11).

<=: Es gelte (5.11). Zu jedem n € N existiert dann ein a,,) € Uy p(a).
Wegen

1 1 1 1
m>n == Qgm) € (a— ,a+> C <a— ,a—!—) D Qg (n),
m m n n
kann (o(n))neny monoton wachsend gewahlt werden. Betrachtet man nun
die Teilfolge (@q(n))nen, dann gilt

1 1
06— = <dagmp) <a+—
n n

und nach dem Einschliefungssatz konvergiert (aq(n))nen gegen a. ]

Bemerkung 5.8.7: Achtung!

Jeder Grenzwert einer Folge ist ein Haufungspunkt, aber nicht jeder
Haufungspunkt ist ein Grenzwert! In Beispiel 5.8.5 liegen in jeder e-
Umgebung von a!) unendlich viele Folgenglieder, aber auch aukerhalb
miissen noch unendlich viele liegen, denn auch in jeder e-Umgebung
von a(® liegen unendlich viele Folgenglieder. Besitzt eine Folge genau
einen Haufungspunkt, dann ist dieser Haufungspunkt auch der Grenz-
wert der Folge.

Wir kommen nun zu einem wahren Kraftzentrum der Analysis in R!

Satz 5.8.8: Satz von Bolzano-Weierstraf3

Jede beschrinkte Folge besitzt mindestens einen Haufungspunkt.
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Beweis. Wir benutzen die Technik der Intervallschachtelung. Man betrachte
eine beschrénkte Folge (a,)neny und die Menge

X :={z | ap > = fiir unendlich viele n}

und setze £ := sup X. Das Supremum existiert, weil X # ) und nach oben
beschrankt ist. Weil £ ein Supremum ist, kann a,, > £ + € nur fiir endlich viele
an, gelten, aber unendlich viele a,, erfiillen a,, > £ — . Damit liegen unendlich
viele a,, im Intervall [§ — e, £ 4 ¢]. Wihle ein Element der Folge in [§ —¢, & + €]
und nenne es
a/l = ag(l).

Nun wéhle man ein Element der Folge aus [ — %5,5 + %5], dessen Index
grofer ist als o(1). Das ist immer moglich, denn auch in [§ — %6, &+ %E] liegen
unendlich viele Folgenglieder. Nenne dieses Folgenglied

[
Qg 1= Qg (2)-

So fahren wir fort: Im n-ten Schritt wihle a;, := ay(,) aus dem Intervall
[€ — 1e,&+ L], so dass sein Index grofer ist als o(n — 1) usw. Die so ausge-
wiahlte Teilfolge (a),)nen konvergiert gegen &, denn

1
la,, — & < —.
n

O

Der Beweis hat offenbar nicht irgendeinen Haufungspunkt gezeigt, sondern
den grofsten!

(a) Der grofste Haufungspunkt einer Folge (ay,)neny C R heifit Limes
superior,

¢ = limsup a,, := sup{z € R | a,, > y fiir unendlich viele n}.
n—o0

(b) Der kleinste Haufungspunkt einer Folge (an,)nen C R heifit Limes
inferior,

£ = lin_l) inf a,, := inf{z € R | a,, < y fiir unendlich viele n}.
n—o0
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an, limsupa, =1
n—r oo
1 . . . . . . . . . 'Y . .
1, n gerade
a =
" L1, n ungerade n
. liminfa, = —1

. n— oo

—1 e b L4 . . . . .

Abbildung 5.8.1. Limes superior und Limes inferior von a, = (—1)"

Beispiel 5.8.10
Sei a,, := sin(nx/2), also

(an) = (07 1707 7170, 1,0, *1, .. )

Die Haufungspunkte sind offenbar a() = —1, a® = 0 und a® =1
und somit
limsupa, =1, liminfa, = —1.
n—00 n—00

Mochte man fiir eine gegebene Folge die Haufungspunkte und insbesondere
Limes inferior sowie Limes superior bestimmen, so ist das Extrahieren von
geeigneten Teilfolgen ein praktikabler Weg, wie die bisherigen Beispiele zeigen.
Der folgende Satz liefert nun eine fiir theoretische Untersuchungen niitzliche
Charakterisierung von Limes inferior und Limes superior.

Satz 5.8.11

Sei (ap)nen eine beschrinkte Folge. Dann gilt a = liminf a,, genau
n—oo

dann, wenn

Ve >0: a, < a-+ e fir unendlich viele n und

a, < a — ¢ fir hochstens endlich viele n.

Analog gilt: ¢ = lim sup a,, genau dann, wenn
n— oo

Ve >0: a, > a— ¢ fir unendlich viele n und

a, > a + ¢ fir hochstens endlich viele n.
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Beweis. Wir zeigen die Behauptung nur fiir den Limes inferior (der Beweis
fiir den Limes superior lauft analog):

-

(i) Sei a := liminf, ,» a, und € > 0 beliebig. Insbesondere ist a ein
Héufungspunkt von (a,)n, also gilt nach Satz 5.8.6

an € Ug(a) =la —e,a+ ¢]

fiir unendlich viele n. Damit gilt a,, < a + ¢ fiir unendlich viele n.

(ii) Angenommen a,, < a—e¢ fiir unendlich viele n. Dann existiert eine Teil-
folge (ag(n))nen mit ag(ny < a — ¢ fiir alle n € N. Da (ay,), beschrinkt
ist, ist auch (a,(n))nen beschridnkt und besitzt somit nach dem Satz
von Bolzano-Weierstraf einen Haufungspunkt @ < a — . Dann ist a
aber auch ein Haufungspunkt von (a,), mit @ < a — ¢ < a. Das ist
ein Widerspruch zu a = liminf, .., a,, also gilt a,, < a — ¢ fiir endlich
viele n.

<=: Fir alle € > 0 gelte
a, < a+ ¢ fur unendlich viele n und a,, < a — ¢ fir endlich viele n.

Sei ¢ > 0, dann folgt offenbar a — ¢ < a,, < a + ¢ flir unendlich viele n.
Da ¢ > 0 beliebig ist, kann der Fall a — e = a,, nur fiir (héchstens) endlich
viele n eintreten. Also gilt a,, € U-(a) =|]a — &, a + ] fiir unendlich viele n
und a ist nach Satz 5.8.6 somit Hiufungspunkt von (a,)y.

Behauptung: Es existiert kein Hiufungspunkt £ < a von (ay)nen-

Setze ¢ = (a — €)/2 > 0. Dann gibt es nach Voraussetzung hdéchstens
endlich viele n, sodass

DO [y

=&+ =& +e,

a a
ap<a—e=a— -+ 5

2
also insbesondere a,, €]¢ — ¢, & + ¢[= U.(€) fiir nur endlich viele n. Damit
ist € kein Haufungspunkt von (ay,),, also a = liminf,, . a,. |

Bemerkung 5.8.12

(a) Bitte macht euch ganz klar, was es heifit, wenn von unendlich vielen
n und hochstens endlich vielen n die Rede ist. Die Aussage des
Satzes 5.8.11 kann auch wie folgt formuliert werden:

Es gilt a = liminf,,_, a, genau dann, wenn
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Ve>0VmeN In>m: a,<a+e, und
Ve>0 dng e NVn>ng: a,>a—c¢,

und a = limsup,,_, ., @, genau dann, wenn

Ve>0VmeN In>m: a,>a—e¢, und
Ve >0 dnpeNVn>ng: a,<a-+e.

(b) Anstelle von

limsup bzw. liminf
n—o00 n—00

schreibt man auch hiufig

lim;, oo bzw. lim,,_, .

Der folgende Satz erklart nun die Bezeichnung Limes inferior bzw. Limes
superior.

Satz 5.8.13

Sei (an)nen eine beschrankte Folge. Dann gilt:

liminf a,, = lim <inf ak>

n— 00 n—oo \ k>n

limsupa, = lim (sup ak>

Beweis. Wir zeigen die Behauptung wieder nur fiir den Limes inferior (der
Beweis fiir den Limes superior lduft analog):

Setze 1y, = infy>, ax, dann ist (7, )neny monoton wachsend und beschrénkt
(da (an)n nach Voraussetzung beschriankt ist). Also existiert nach dem Mo-
notoniekriterium 7 := limy,_, o 7, Wir zeigen nun 7 = liminf,,_, . a,:

Nach Satz 5.8.11 reicht es zu zeigen, dass

Ve >0: a, <n+ e fir unendlich viele n und

an < 1 — ¢ flir héchstens endlich viele n.

Sei also & > 0 beliebig, dann gibt es wegen der Monotonie von (7,), ein
ng € N, sodass 1, > n —¢. Da n,, = infy>p, ai, folgt ar, > n — ¢ fiir alle
k > ng. Entsprechend gilt ay < 1 — € nur fiir endlich viele &.

Bleibt noch ap < n + ¢ fiir unendlich viele k zu zeigen. Das bewerkstelligen
wir per Widerspruch: Angenommen aj, < 7+ ¢ fiir endlich viele k. Dann gébe
es ein ko, sodass ay > n + ¢ fiir alle & > ky und somit
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N = inf ap >n+e Vn > k.
k>n

Das ist aber ein Widerspruch zu n,, — n. Also gilt ax < n + ¢ fiir unendlich
viele k und somit

lim (inf ak) = lim 7, =n = liminf a,.
n—oo \ k>n n— oo n—oo
O

Wir halten noch eine niitzliche Regel fiir das Produkt beschrinkter Folgen
fest.

Lemma 5.8.14

Seien (an)nen, (bn)nen beschrinkte Folgen mit a,,b, > 0 fir alle
n € N. Dann gilt

lim sup a,b,, < limsup a,, - lim sup b,,.
n— o0 n— o0 n— o0

Ist die Folge (an)nen konvergent, dann gilt

lim sup a,b, = lim a, - limsup b,,.
n— oo n—oo n—oo

Bewets. Man setze

a =limsupa,, b=Ilimsupb, und c=limsupa,b,
n—oo n— oo n—o0

Sei 6 > 0, dann existiert nach Satz 5.8.11 ein ng = ng(9) € N, sodass
an <a+d6, b, <b+d VYn>ng.
Also gilt
anby, < (a+8)(b+68) = 6>+ (a+b)d +ab Vn > ny.

Sei nun € > 0 und wahle § > 0, sodass
(a+0)? el a+b

4 2
dann folgt a,b, < ab+ ¢ fur alle n > ng, also ¢ < ab. Sei nun (a,)nen kon-

vergent, also a = lim,,_, a,. Per Definition gibt es eine Teilfolge (by(n))nen
mit limy, o0 by(n) = b und daher gilt

P t(atb)i=c <= 6=

nh~>ngo Qs (n) ba(n) = (lb,

woraus ab < c¢ folgt. Da bereits ¢ < ab gezeigt wurde, ist somit ab = c. ]

Wir beenden dieses Kapitel mit zwei niitzlichen Sétzen zu Haufungspunkten
und Teilfolgen.
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Satz 5.8.15

Besitzt eine beschrinkte Folge (an), y nur einen einzigen Haufungs-
punkt a, so konvergiert bereits die ganze Folge (a, ),y gegen a.

Beweis. Angenommen die Folge (a,,) konvergiert nicht gegen a, d. h.

neN

Fe>0VNeNIn>N: |a—ay,| >e

Damit gibt es eine Teilfolge (a;,),,cy von (an),, ¢y fiir die

la—a,|>e¢ VneN
gilt. Da auch die Teilfolge (ay,), cy beschrénkt ist, existiert nach dem Satz

von Bolzano-Weierstraf§ (Satz 5.8.8) eine konvergente Teil-Teilfolge (al))
Bezeichnen wir deren Grenzwert mit b := lim,,_, o a, so gilt fiir diesen

neN’

la —b] = lim |a—al| > e.
100 " !
>e

Damit ist b ein zweiter von a verschiedener Haufungspunkt der Folge (an),, oy
was aber den Voraussetzungen widerspricht! O

Satz 5.8.16: Teilfolgen bei Cauchy-Folgen

Besitzt eine Cauchy-Folge eine konvergente Teilfolge, so konvergiert be-
reits die gesamte Cauchy-Folge (auch in nicht vollstdndigen Korpern).

Zusammenfassung

Nach diesem Kapitel solltet ihr eine gewisse Vertrautheit im Umgang
mit Folgen (a,)nen in einem archimedisch angeordneten Korper K
aufgebaut haben, besonders mit Blick auf das Verhalten fir n — oc.
So konvergiert eine Folge gegen einen Grenzwert (Limes) a € K,
falls das Konvergenzkriterium

Ve>0 dngeN Vn>ng: la,—a|l<e

erfiillt ist. Streben die Folgenglieder a,, hingegen fiir wachsendes n ge-
gen +o0o oder —oo, so nennt man die Folge (bestimmt) divergent.
Merkt euch, dass im Fall der Konvergenz der Grenzwert eindeutig
ist. Weitere wichtige Eigenschaften einer Folge sind Beschrinktheit
(lan] £ M) und Monotonie (a,—1 < a, oder a,_1 > ay). Insbeson-
dere sind konvergente Folgen stets beschrankt. Fiir Konvergenzunter-
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suchungen sind neben den Rechenregeln fiir konvergente Folgen

(an + bn)nEN H—OO> a+b

n— oo

(an “bp)ney — a - b

(‘”‘) 120 & (falls b, # 0 und b # 0)
bn neN b

vor allem der Einschliefsungssatz und das Monotoniekriterium
wichtige Hilfsmittel, denn sie setzen, im Gegensatz zum Konvergenz-
kriterium, keine Kenntnis des Grenzwerts voraus.

Von fundamentaler Bedeutung in der Analysis ist das Cauchy’sche
Konvergenzkriterium

Ve>0 dnpeN Vn>nyg VkeNsg: l|a,— anti| <e,

dass ebenfalls ohne Kenntnis des Grenzwerts auskommt. Folgen, die
diesem geniigen, nennt man Cauchy-Folgen, und es ist einfach zu
sehen, dass jede konvergente Folge auch eine Cauchy-Folge ist. Archi-
medisch angeordnete Korper, in denen auch die Umkehrung und somit
die Aquivalenz

(an)nen konvergiert <= (ay,)nen ist eine Cauchy-Folge

gilt, nennt man vollstindig. Wir haben gesehen, dass Q nicht voll-
stidndig ist, denn es gibt rationale Cauchy-Folgen, deren Grenzwert
irrational ist, die in Q also nicht konvergieren. Um die ,Liicken* in
Q@ zu schliefen, haben wir die Menge aller rationalen Cauchy-Folgen
vermoge der Aquivalenzrelation
(xn)nEN ~ (yn)nEN < lim (:I;n - yn) =0
n—oo

in (Aquivalenz—)Klassen zusammengefasst und nachgewiesen, dass
die so gewonnene Menge wieder einen archimedisch angeordneten Kor-
per bildet, ndmlich den Kérper R der reellen Zahlen. Die heraus-
ragende Stellung des Cauchy’schen Konvergenzkriteriums ist nun der
Tatsache geschuldet, dass R vollstandig ist und somit eine reelle Fol-
ge genau dann konvergiert, wenn sie eine Cauchy-Folge ist. Die
Vollstandigkeit zeichnet R somit vor Q aus. Ein weiterer wesentlicher
Unterschied besteht hinsichtlich der M#chtigkeit der beiden Mengen:
Waéhrend Q abzéhlbar ist, also ,,genauso viele* Elemente wie N be-
sitzt, ist R {iberabzéhlbar, d. h., es gibt keine bijektive Abbildung von
R nach N.

Zuriick zu Folgen: Wenn eine reelle Folge weder konvergiert, noch ge-
gen +o0o oder —oo divergiert, so kann sie dennoch konvergente Teil-
folgen enthalten, deren Grenzwerte dann Hiufungspunkte der Fol-
ge genannt werden. Die Existenz eines Haufungspunktes ist also eine
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schwichere Annahme als Konvergenz und in der Tat gilt der iiberaus
wichtige Satz von Bolzano-Weierstrafi: Jede beschrankte Folge be-
sitzt mindestens einen Haufungspunkt.

Folgende Fragen solltet ihr nach diesem Kapitel beantworten kénnen:

Wie ist die Konvergenz einer Folge gegen einen Grenzwert formal
definiert?

Welcher Zusammenhang besteht zwischen Konvergenz und Be-
schrdanktheit einer Folge?

Ist jede rekursiv definierte Folge konvergent?

Unter welcher Voraussetzung ist eine Cauchy-Folge automatisch
konvergent?

Besitzt jede Menge aus einem archimedisch angeordneten Koérper
ein Supremum?

Was versteht man unter einer Intervallschachtelung?

Die Euler’sche Zahl e ist der Grenzwert welcher Folge?

Welche FEigenschaften muss eine Aquivalenzrelation erfiillen?
Sowohl N als auch R besitzen unendlich viele Elemente, sind es
auch ,gleich viele“?

Wie lautet die Definition eines Hdufungspunktes und was versteht
man unter Limes inferior bzw. Limes superior?

Welche Folgen besitzen immer einen Hdufungspunkt?

Zum Einiiben der Begriffe dieses Kapitels solltet ihr euch mal einige
der folgenden Aufgaben zur Brust nehmen.

5.9 Aufgaben

A.5.1 Sei (an)nen eine Folge in R mit lim,,_, a, = a > 0. Man zeige:
(a) Inp eN VYn>ng: a,>0

(b) limy, 00 /an = Va

A.5.2 Man untersuche nachstehende Folgen auf Konvergenz und bestimme

gegebenenfalls die Grenzwerte:

(a) a, =

6n®+3n—1

N
onz_g1 ° "€

(b) an:=vn?+n—-n, neN

(¢) a
(d) a

g (—13)n
v
 (n—=3)3—n?427
n 4n? —Tn ’

néeN

n>1
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_1+2+...4n

(e) n o n2 ) n>1
100n

f) an = ( 2 ), neN
n3

ap 1= Z5, n>1
(g) )

n 1
(h) an = (1—k>, n>2
k=2

(i) an:=Vn2+5n+7—n2—2n, neN

. m™n + 2sin(n)
P ki U7 N
(i) a i1 ne

2
A.5.3 Sei (an)nen rekursiv definiert durch ag := % und

B 12 .
QAp = an,1+w, ni].

Gegen welchen Grenzwert konvergiert die Folge (an)nen?
Hinweis: Man bestimme ggf. zundchst mittels vollstindiger Induktion eine
geschlossene Darstellung fir ay,.

A.5.4 Sei (an)nen rekursiv definiert durch ag = 1 und a,41 = /1 + a,, fir

n >0, d.h.
anZ\/l—i—\/l—i—\/l—i—...

Ist die Folge (a,)nen konvergent und lésst sich der Grenzwert exakt be-
stimmen?
Hinweis: Monotoniekriterium (Satz 5.6.6)

A.5.5 Man beweise den Einschliefungssatz (Satz 5.3.5).

A5.6 Seien (ap)nen, (bn)neny Folgen in K und (¢,)nen die Mischfolge mit
Cop—1 := @y und cgy, := b,. Man zeige, dass

lim a, = lim b, =s €K
n—oo n—oo

genau dann, wenn

lim ¢, = s.
n— o0

A.5.7 Seien (a,)nen eine Nullfolge und (by,)nen eine beschriankte Folge in K.
Man zeige, dass (ay, - by )nen eine Nullfolge ist.

A.5.8 Man bestimme den Grenzwert der Folge

n kj2
anI:Zm, TlZl
k=1

Hinweis: Finschliefungssatz (Satz 5.8.5) und A.2.2
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A.5.9 Man zeige mithilfe des Konvergenzkriteriums in Definition 5.1.3, dass

Jim =0
A.5.10 Man zeige (nacheinander):
(a) (1+x)" > %21'2, x>0,n>2
(b) {‘/ﬁ§1+%7n22
(¢) limp oo Yn =1

Hinweis: Binomischer Lehrsatz (Satz 2.1.15) und Einschliefungssatz (Satz
5.3.5)

A.5.11 Man zeige, dass fiir z,y > 0 gilt:

lim /2™ 4+ y» = max{z,y}

n— oo

A.5.12 Man betrachte die Folgen

n n

n ) n
Qp = @n) sowieb,, := PR

Welche der Folgen konvergiert und wie lautet in diesem Fall der Grenz-
wert?

A5.13 Sei (ay)n>1 eine Folge und (s,)n>1 durch
1 — a+...+ay
g

definiert. Man zeige, dass

(a) ap, - a, n > 00 = s, = a, n— 0.
Hinweis: Schreibe |s, —a| als Summe Gber ar, —a und schitze diese mit
der Dreiecksungleichung ab. Die Beschrinktheit von (an)nen sowie die
Konvergenzbedingung (5.1) erlauben dann die Summe fir hinreichend
grofles n € N gegen € > 0 abzuschditzen. Hinreichend grof3 heifit fir
allen > N und der ,Kniff“ des Beweises liegt in der geschickten Wahl
solch eines N € N.

(b) aus der Konvergenz von (sy)n,>1 nicht die Konvergenz von (an)n>1
folgt.

Info: Die Folge (s, )n>1 nennt man Folge der Cesaro-Mittel. Konvergiert
sie fiir eine gegebene Folge (an)n>1, so bezeichnet man die Folge selbst als
Cesaro-konvergent.
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Ab5.14 Sei A > 0und 0 < b < a, sodass ab = A, d.h., ¢ und b sind die
Seiten eines Rechtecks mit Fldcheninhalt A. Zur Bestimmung von VA
kann man nun wie folgt vorgehen: Verkiirze a ein wenig und verlangere
dabei gleichzeitig b in solchem Mafse, dass der Flacheninhalt A erhalten
bleibt. Das arithmetische Mittel (a+b)/2 erfillt offenbar b < (a+b)/2 < a
und fiihrt auf den Ansatz (ag = a, by = b)

ag + bo b _é_ 2a0bo
2 ’ 1_a1_a0+b0'

[
Da im Allgemeinen a; # by, ist v/A noch nicht gefunden. Fahrt man in
der beschriebenen Weise fort, erhédlt man die rekursiv definierten Folgen

Ay + bn A 2anbn
9 5 bn+1 - -

n > 0.

Ap+1 = - =
Ap 41 Ay + bn ’

(a) Einsetzen von b, = A/a,, liefert (vgl. Beispiel 5.4.4)

1 A
an+1:§ an+—1,, n>0.

Man zeige mithilfe des Monotoniekriteriums (Satz 5.6.6), dass (@, )nen
konvergiert, und folgere lim,, ;o an, = VA.

(b) Man zeige, dass obiges Verfahren eine Intervallschachtelung beschreibt,
d.h. [bpy1, @ng1] C [b, an] und lim, o0 by, = lim, o0 @y, = VA.

Info: Die beschriebene Methode zur ndherungsweisen Berechnung einer
Quadratwurzel ist auch als babylonisches Wurzelziehen oder Heron-Verfahren
bekannt.

A.5.15 Sei M = 7Z x N5 und die Relation R C M x M durch

((p,q);(t,s)) € R = (p,q) ~(t,s) = ps=1q

definiert. Man zeige, dass R eine Aquivalenzrelation ist.

A.5.16 Man untersuche die nachstehenden Teilmengen aus R auf Beschrénkt-
heit und bestimme gegebenenfalls Supremum und Infimum.
(a) A={z e R| 2% - 10z < 24}
1 t
b)B = ER|—-=——1>0
0B ={ser|] =7 >0}
A.5.17 Man bestimme die Haufungspunkte der nachstehenden Folgen.

1+2+...4+4n n
(a)ap = | ———

e e [V AR
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(_1)nn2
=2 heN
©en=Gagvme "
A.5.18 Sei (an)nen eine Folge in R mit |a,, — apy1| < 27" fiir n € N. Man
zeige, dass (a,)nen eine Cauchy-Folge ist, also (5.4) erfiillt.
A.5.19 Fiir x > 0 sei die Folge (an)nen, rekursiv durch ag € (0,1/2) und
an+1 = an(2 — zay,) definiert. Man zeige, dass

lim a, = —.
n— 00 T

Hinweis: Monotoniekriterium (Satz 5.6.6)
A.5.20 Sei (an)nen, die Folge der Fibonacci-Zahlen (siehe Beispiel 5.1.2 (d)),
also ag = a3 = 1 und an42 = apy1 + a,,. Man zeige, dass der Quotient

CLn+1
Qnp

konvergiert. Wie lautet der Grenzwert?
Hinweis: Monotoniekriterium (Satz 5.6.6)

A.5.21 Man zeige die Ungleichung

n\" n\m
6(7) §n!§ne(7> , n € Nsp,
e e

und folgere daraus

lim — =e, lim Vn!= co.
n—oo {/nl n— 00

Hinweis: Man nutze, dass (1+ 1/n)™ monoton wachsend gegen e konver-
giert, und verwende vollstindige Induktion.
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6 Unendliche Reihen

Wozu?

Wir haben bereits in Kapitel 2 die geometrische Summenformel

n 1 — gntl

k
¥ = — 6.1
=g (6.1)
k=0
kennengelernt. Was passiert, wenn wir diese endliche Summe zu einer

,unendlichen Summe®
oo
> ot
k=0

machen? Gehen wir ganz naiv vor: Offenbar ist doch nichts anderes
passiert, als dass wir das n gegen oo geschickt haben! Nun schaut mal
auf die rechte Seite von (6.1). Der einzige von n abhéngige Term ist
doch z"*!. In diesem Term koénnen wir offenbar das n nicht gegen
oo schicken, ohne auf die Gréfe von x zu achten! Der Fall z = 1
geht sowieso nicht, weil dann der Nenner der rechten Seite von (6.1)
verschwinden wiirde. Ist = > 1, dann geht der Term z"*! selbst gegen
00. Wenn 0 < x < 1 ist, konnen wir als Ergebnis

= 1

g zk = , 0<z<1
1—=x

k=0

erwarten. Aber auch fiir —1 < z < 0 funktioniert unsere Uberlegung,
denn auch dann geht der Term z"*! gegen 0, wenn auch mit immer
hin- und herspringenden Vorzeichen. Damit sind wir bei der geome-

trischen Reihe
= 1
E f=——— |z|<1
1—=x
k=0

angekommen, denn ,unendliche Summen“ sagt man nicht mehr; es sind
(unendliche) Reihen.

Im Fall der geometrischen Reihe hatten wir Gliick, weil wir eine ge-
schlossene Darstellung der endlichen Summe hatten. Dieses Gliick ist
uns nicht oft beschieden, daher miissen wir uns fragen: Was soll

o0
D
k=0

eigentlich bedeuten? Wichtige Lernziele in diesem Kapitel sind:

e die Definition einer Reihe,

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH, ein Teil von Springer Nature 2019
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die (einfache) Konvergenz von Reihen,

die absolute Konvergenz von Reihen,

Doppelreihen,

das Cauchy-Produkt,

die Vertauschbarkeit unendlicher Reihen mit Grenzwerten

und ihr Verstédndnis. Dabei begleiten wir euch auch durch dieses Ka-
pitel mit einer Vielzahl von Beispielen.

6.1 Reihen sind Folgen von Partialsummen

Mathematikerinnen und Mathematiker sind in der Regel faule Leute. Wenn
sie schon einmal ein Problem gel6st haben, versuchen sie immer ein neues
Problem auf dieses alte zuriickzufiihren. Genau das machen wir jetzt auch!

Definition 6.1.1: Unendliche Reihen

Eine unendliche Reihe

o)
Zak:ao+a1+a2+a3—|—... (6.2)
k=0

ist definiert als die Folge (s,)neny C R ihrer Partialsummen

n
Sp = E Q.
k=0

Die unendliche Reihe (6.2) konvergiert, wenn die Folge (s;,)nen ihrer
Partialsummen konvergiert.

Unser erstes, naiv angegangenes Beispiel der geometrischen Reihe ist mit die-
ser Definition vollig kompatibel und wir halten unser Ergebnis vom Anfang
des Kapitels noch einmal fest.

Beispiel 6.1.2: Die geometrische Reihe

Die Partialsummen der geometrischen Reihe
o0
>
k=0

sind
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7” [ ntl =1
Sn—kz_o$ {I_Inﬂ;x#l'

l1—x

Das Konvergenzverhalten der Folge (s, )ren ist dann einfach bestimm-

bar:

oo — s lx) <1

ka = ¢ divergent gegen oo ; x > 1

k=0 divergent ;e < —1
Sn

o~ (1
24 R . . . . . 3 . S = Z (5)
. * k=0
. - 1\k
Sn =) (5)
k=0
n

Abbildung 6.1.1. Die Folge der Partialsummen s, der geometrischen Reihe

Abbildung 6.1.1 veranschaulicht das Verhalten der (geometrischen) Reihe

1

noch einmal fiir ay = (7) . Nun sind wir schon auf heimischem Terrain, denn

2

wir kénnen alle Konvergenzkriterien anwenden, die wir fiir Folgen entwickelt

haben.

6.2 (Einfache) Konvergenz von Reihen

Im Fall der Konvergenz miissen die Partialsummen einer unendlichen Reihe
eine Cauchy-Folge bilden. Das liefert schon unser erstes Konvergenzkriterium.

Lemma 6.2.1: Das Cauchy-Kriterium fiir Reihen
Die Reihe (6.1) konvergiert <=

Ve >0dngeNVn>ngVk>1:

[Sntk — Sn| = |ant1 + ango+ ...+ anpr] < e

Beweis. Das Lemma ist nur ein Korollar aus Satz 5.5.8.
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Waéhlen wir im Lemma k& = 1 dann sehen wir, dass fiir alle € > 0 und alle n
jenseits von ng die Abschéitzung |a,+1| < € gelten muss! Das liefert uns

Lemma 6.2.2: Das notwendige Kriterium
Notwendig fiir die Konvergenz einer Reihe (6.2) ist

lim ax =0,
k—oo

d. h., die Summanden miissen eine Nullfolge bilden.

Macht euch bitte klar, dass die Bedingung nicht hinreichend ist, denn wir
koénnen fiir die divergente Reihe Zzio 1=14141+... auch schreiben:

QRUEOVEE VR U U
272737373474 44"

Die Summanden bilden also eine Nullfolge; dennoch ist die Reihe divergent.

Beispiele 6.2.3

(a) Um die Durchschlagskraft des notwendigen Kriteriums zu demons-
trieren, betrachten wir die Reihe

§2(¢k+¢k—¢k—V?)

=ay

Hier sieht man auf den ersten Blick zugegebenermafien nicht viel.
Die Sache wird aber etwas klarer, wenn wir uns an die 3. binomische
Formel erinnern und die Summanden wie folgt umschreiben:

(k+¢@4<k—¢@
<¢k+¢E—V%—v%>= v
2vk

T Vet vE+ Ve

Damit sehen wir auch schon, dass

lim a; = lim

koo kﬁ%( >,¢1+ 4<¢1

:\/ﬁwhﬁ

=1
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keine Nullfolge ist und die Reihe damit divergiert.

(b) Mit dem notwendigen Kriterium (Lemma 6.2.2) kénnen wir bei-
spielsweise auch zeigen, dass die alternierende Reihe (dass eine
Reihe alterniert bedeutet nichts anderes, als dass die Summanden
ay, ihr Vorzeichen wechseln)

S (-F=1-1+1-1%...
k=0

nicht konvergiert, denn die Folge der Summanden
(ar)eZo = (1,-1,1,-1,...)

ist offensichtlich keine Nullfolge.

Wie im Beispiel gesehen, ist man manchmal mit Reihen konfrontiert, deren
Summanden regelméfig das Vorzeichen wechseln, also Reihen der Form

ag—a1+a2—a3+a4—a5:|:...

mit positiven Summanden aj. Reihen dieser Form nennt man alternieren-
de Reihen. Ein Konvergenzkriterium fiir solche Reihen stammt bereits von
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716).

Satz 6.2.4: Das Leibniz’sche Kriterium

Wenn die Grofsen ay einer alternierenden Reihe

Z(—l)kak =ag—a1+as—as+ag—as+... (6.3)
k=0

die Bedingungen

(L.1) VkeN: a; >0, (Positivitét)

(L.2) VkeN: api1 <ag, (Monotonie)

(L.3) klim ap =0 (Nullfolge)
— 00

erfiillen, dann konvergiert (6.3) gegen eine Zahl s € R und es gilt die
Fehlerabschatzung
ls — sn| < antq- (6.4)

Beweis. Aus der Monotoniebedingung in den Voraussetzungen folgt
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S2k+1 = S2k—1 T G2k — A2k+1 = S2k—1,
—_————
>0

Sok+2 = S2k —G2k+1 t Gok+2 < S2k.
| ——
<0

Weil agy41 positiv ist, folgt
S2k+1 < 82k,

denn aus asg11 > 0 folgt
Sok4+1 =Q0 — Q; + ...+ A2k — Q2k+1 < Qo — A1 + ...+ G2 = Sok.
Kombinieren wir nun die beiden obigen Ungleichungen, dann erhalten wir
51 <83 <85 <87 <+ <856 <84 < 82 < Sp.
Fiir alle k liegt also s,4x immer zwischen s,, und s,1, und es gilt
|Sn+k = Sn| < |Snt1 — Snl = any1. (6.5)

Wegen a,,11 — 0 fiir n — oo konvergiert (s, )nen. Die Beziehung (6.4) folgt
aus (6.5) fiir k — oo. O

Beispiel 6.2.5: Die alternierende harmonische Reihe

Betrachten wir die alternierende harmonische Reihe

oo

1 11 1
— ) == b — kL
kzzl( g 27371

Die Konvergenz dieser Reihe konnen wir nun mithilfe des Leibniz’schen
Kriteriums 6.2.4 nachweisen. Dafiir bemerken wir zunéchst einmal,
dass die Folge der Summanden

(_1)k+1ak _ (_l)kJrl%

die drei Voraussetzungen des Leibniz-Kriteriums erfiillt:

1

1 1
Ap+1 = m < E = ap — <L2)
1
lim a = lim — =0 = (L.3)
k—o00 k—oo k

Aus dem Leibniz-Kriterium folgt damit sofort die Konvergenz der al-
ternierenden harmonischen Reihe.
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Ein weiteres wichtiges Prinzip besteht in der Majorisierung beziehungsweise
Minorisierung von Reihen.

Satz 6.2.6: Das Minoranten- und Majorantenkriterium

Fiir alle hinreichend grofien k& sei 0 < ax < by. Dann gelten

oo o0
Zbk konvergent —> Zak konvergent,
k=0 k=0

oo o0
Zak divergent — Z by, divergent.
k=0 k=0

Man sagt, die Reihe )" by, majorisiert die Reihe Y ay und die Reihe
> by, ist die Majorante der Reihe ) aj. Analog ist die Reihe > ay
die Minorante der Reihe > by.

Beweis. Setze s, := Y ,_ar und v, := Y, _, bi, dann folgt die Behauptung
aus Korollar 5.6.7, wenn man als Folgen (s,,)nen und (vy,)nen nimmt. ad

Beispiel 6.2.7

Mithilfe des Majoranten-Kriteriums konnen wir nun etwa zeigen, dass
die Reihe

—1 1 1 1
Zg—ﬁ+5+§+~-
k=0
konvergiert. Erinnern wir uns an A.3.1 aus Kapitel 3 zuriick, so gilt
k! > 2F fiir k£ > 4 und damit auch

1_1
Kl = 2k

fiir k > 4. Also wird die urspriingliche Reihe durch
= . _Jar; k<4
Zbk mit bk_{lk'kzll
k=0 2

majorisiert. Und da diese Majorante — im Wesentlichen eine geometri-
sche Reihe — konvergiert,
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oo

1 1 1 1
E:bk:01+11+21+ +§:2k

k=0

[eS) k
1 1 1 1 1 1 1
=14+14+ = e = e = e = — =
LR T R T 23+k§_%<2)

17

— 4+ 2

24+

konvergiert auch die urspriingliche Reihe.

Die Idee hinter dem Minoranten- und Majorantenkriterium 6.2.6 ist also, die
vorliegende Reihe nach oben (unten) abzuschitzen und Konvergenz (Diver-
genz) fiir die entsprechende Majorante (Minorante) zu zeigen. Die Majorante
ist typischerweise deutlich einfacher gewahlt als die urspriingliche Reihe. Di-
vergenz mithilfe des Minorantenkriteriums schauen wir uns jetzt mal an!

Beispiel 6.2.8: Die harmonische Reihe

Die harmonische Reihe

divergiert, was sich iiber das Minorantenkriterium beweisen lasst:
Das Argument, das wir nun benutzen, stammt bereits von dem fran-
z0sischen Theologen, Bischof, Naturwissenschaftler und Philosophen
Nicole Oresme (vor 1330-1382)! Wir schéitzen wie folgt ab:

)3 L IS O SR S .
~k 23 45 6 7 8
>i+i SedFsisis

R T T T Lo
9 10 13 15 16

>ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+—+ﬁ

Wir wissen, dass die Reihe

ia '*1+1+1+1+1+
]H’“'* 2 "2 T g T

divergiert, also divergiert nach Satz 6.2.6 auch die Reihe

[e%S) [ee) 1
IILE DI
k=1 k=1
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denn es gilt 0 < ay < by.

Es zeigt sich, dass die harmonische Reihe in gewisser Weise einen Grenzfall
darstellt, wie wir nun beweisen kénnen.

Lemma 6.2.9: Die allgemeine harmonische Reihe

Die Reihe
N
> = (6.6)
k=1 ke

konvergiert fiir alle > 1 und divergiert fiir alle z < 1.

Beweis. Der Fall x = 1 wurde gerade behandelt. Fiir x < 1 werden die Sum-
manden noch grofer, woraus sofort die Divergenz der Reihe folgt.

Im ersten Schritt zeigen wir die Konvergenz fiir z = inl > 1, 7 > 1. Die Idee,
die wir hier verfolgen, ist die Nutzung der Reihe

o0

Sk o

=1

als Vergleichsreihe. Mit dem Leibniz’schen Kriterium (Satz 6.2.4) sieht man
leicht, dass die Vergleichsreihe (6.7) konvergiert. Wir schauen uns nun zwei
aufeinanderfolgende Terme der Vergleichsreihe an:

11 2321
V2i—1 Y2 2i—1-Y2

Wir miissen jetzt in eine etwas gréfere Nebenrechnung einsteigen, bei der wir
die Beziehung

(6.8)

@ = =(a—-b)|a '+ P+ 4V

j Summanden

verwenden. Wir setzen a := v/2i und b := ¥/2i — 1 und legen los:
1=2i—(2i—1)
= (vai-v2i=1)-
i—1 ji—2 1 1 i—2 j—1
((Qi)T +(20)7 (20 -1)7 4+ +(20)7(20 = 1)"7 + (20 — 1)7)

Daraus folgt:



148 6 Unendliche Reihen

V2i—2i—1
B 1
20)T + 20T @i-DF+.. + @) 2i-1)T +@2i-1)F
- 1
T 20T 4 (20)T (i) + ..+ (20)7(20)T + (20) T
1
jo@i)T
Nun geht es weiter mit (6.8):
2 — /2 — 1 - 1
V2i—1-¥2 T o205 20 - (2i— 1)
1 1
= T > 1
g (2i)- (20 =1)7 5 (20)-(20)7
1 1 1
= i PESR
jo@)T g2 i
——
=:C;
1
=Cj —
1 7

Die Zahl C}; ist unabhéngig von 4, und das ist wichtig. Damit haben wir die
Abschétzung
1 1 1
— >Cj-

(20— 1)7  (20)7 i
erreicht. Nun sind wir aber fertig, denn da die alternierende Reihe (6.7) kon-
vergiert, konvergiert nach Satz 6.2.6 auch die Reihe (6.6) fiir z = inl

Fiir beliebiges 2 > 1 gibt es nun aber immer ein j, so dass z > £, Noch-
maliges Anwenden von Satz 6.2.6 liefert dann die Konvergenz fiir alle z > 1.

a

Es gibt noch viele weitere (weniger bekannte) Konvergenzkriterien und wir
wollen euch zumindest noch zwei unserer Lieblingskriterien vorstellen.

Satz 6.2.10: Der Satz von Olivier

Sei (ay)ren eine monoton fallende Folge nichtnegativer Zahlen, d. h.
ap+1 <ar und ar >0 VkeN.

Dann gilt:

o0
Z ar konvergiert = lim k-a; =0
e k— o0



6.2 (Einfache) Konvergenz von Reihen 149

Beweis. Sei Y ;- ,aj konvergent, dann gilt nach Lemma 6.2.1
Ve>03ng eNVR>ngVk>1: |ant1 + anga+ -+ anir] <e.
€

Wihlen wir nun § statt € und nutzen aus, dass die Folge (ar)ren monoton

fallend ist, dann erhalten wir
|k - antr] < % bzw. 2k-anip <e€.
Fiir k£ > n gilt damit insbesondere auch
(n+k) antr <2k-apyp <e.
Waéhlen wir sogar k > 2n, dann gilt ki=k—n > n sowie k = n+k und damit
koag=(n+k)a,;<e
Wir fassen also zusammen:
Ve >03kg=2ng ENVE>ko:|0—Fk-ap| <e,

womit (k- ax)ren gegen 0 konvergiert. O

Das wirklich Interessante am Satz von Olivier ist seine Kontraposition. Diese
liefert uns némlich ein weiteres notwendiges Kriterium fiir Konvergenz von
Reihen, zumindest fiir Reihen, deren Summanden monoton fallend und nicht-
negativ sind. Gilt fiir eine solche Reihe némlich, dass (k-ag)xen keine Nullfolge
ist, so ist die Reihe bereits divergent. Das gibt uns noch einmal ein deutlich
starkeres Kriterium als das urspriingliche notwendige Kriterium.

Beispiele 6.2.11

(a) Wir betrachten zunéchst einmal die harmonische Reihe

>

k=1 k=

=
Il
T =

mit ap = % Wir wissen nach Beispiel 6.2.8 und dem Minoran-
tenkriterium 6.2.6 bereits, dass die harmonische Reihe divergiert.
Hier sehen wir, dass sich die Divergenz der harmonischen Reihe
auch direkt aus dem Satz von Olivier ergibt, denn

. . 1 .
klir&k~ak—klirak-f—klingol—l#o.

(b) Betrachten wir als Néachstes die Reihe
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OOa :Oosin 7T<1+1>)1
;k ; <4 k))k

mit a; = sin (% (1 + %)) % Hier wird es mit den uns ansonsten be-
kannten Konvergenzkriterien schon schwerer. Wir bemerken aber,

dass
L R A
4 4 k) — 2

:0<sin(i)<sin(1r (1—&-;)) Ssin(g)zl

und die Folge der Summanden aj damit nichtnegativ ist. Weiter ist
diese monoton fallend. Der Satz von Olivier ermdglicht also auch
hier einen fixen Beweis fiir die Divergenz der oberen Reihe, denn

T 1 T
1 . = 1i 1 — — > gi —
klgrl |k - a| klgn sm<4 <1+ k))‘ _sm(4> >0

>sin(r/4)

und (k - a)ren ist damit offensichtlich keine Nullfolge.

Das néchste Beispiel soll zeigen, dass der Satz von Olivier aber mit Vorsicht
zu geniefen ist. Vergesst bitte nicht: Der Satz von Olivier gibt uns ein not-
wendiges Kriterium, aber kein hinreichendes. So kann eine Reihe selbst dann
divergent sein, wenn limg_, o k - ax = 0 gilt.

Beispiel 6.2.12: Die Abel’sche Reihe

Wir haben euch bisher noch nicht mit dem Logarithmus In(z) bekannt
gemacht (kommt noch!), wollen aber dennoch die Reihe

mit ax = ﬁ(k) betrachten. Das Einzige, was ihr an dieser Stelle iiber
den Logarithmus wissen misst, ist, dass er fiir z — oo gegen oo diver-
giert. Damit ist hier

1

li cap = li =
kggok =i In(k) 0,

d.h., (k- ar)ken ist eine Nullfolge. Dennoch ist die Reihe divergent,
was wir gleich mithilfe des Cauchy’schen Verdichtungskriteriums sehen
werden.
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Satz 6.2.13: Das Cauchy’sche Verdichtungskriterium

Sei (ax)ren eine monoton fallende Folge nichtnegativer Zahlen. Dann
hat die unendliche Reihe -

>

k=1

das gleiche Konvergenzverhalten wie die verdichtete Reihe

oo
E 2"a2n,
n=0

d.h.

oo o0
Zak konvergiert < Z 2" agon konvergiert.
k=1 n=0

Aber Achtung: Die Grenzwerte miissen dabei nicht gleich sein!

Beweis. Sei (ax)ken eine monoton fallende Folge nichtnegativer Zahlen. Dann
ist
Ggn 2 QAgni] 2+ 2 Agntl_q = Ggntl
= 2na2n+1 S agn —+ agn 41 + -4 Aon+1_1q S 2"a2n .

Die unendliche Reihe Y 77 | aj wird damit durch

oo

Z 2”@271

n=0
majorisiert. Die Richtung

o0 o0
E 2" agn konvergiert — g ay, konvergiert
n=0 k=1

folgt dann direkt aus dem Majorantenkriterium.
Gleichzeitig wird die unendliche Reihe >";7; aj durch

Z 2" agn1 = % (Z 2™ aon — a1>
n=0 n=0

minorisiert. Mithilfe des Minorantenkriteriums folgt dann

o0 oo (o)
Zak divergiert — ZZ”agn+1 divergiert — ZQ”agn divergiert
k=1 n=0 n=0

und die zweite Richtung der Behauptung entspricht der Kontraposition. O
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Beispiel 6.2.14: Die Abel’sche Reihe

Unter Zuhilfenahme des Cauchy’schen Verdichtungskriteriums werfen
wir nun noch einmal einen zweiten Blick auf die Abel’sche Reihe

kln
k=2 ,

ag

Offensichtlich ist die Folge der Summanden (ﬁ(k))k eine mono-

ton fallende Folge nichtnegativer Zahlen, womit die Voraussetzungen
des Cauchy’schen Verdichtungskriteriums erfiillt sind. Die verdichtete
Reihe lautet des Weiteren

- 1 — 1

2" QAgn = = .
Z Z 27 1n (27) nZ::l nln (2)

n=1

Dabei haben wir das Logarithmusgesetz In(a®) = bIn(a) ausgenutzt,
das ihr in Kapitel 7 wiederfinden werdet. Die verdichtete Reihe

oo
E 2" Agn =
n=1

entspricht also der mit ﬁ multiplizierten harmonischen Reihe, die

nach 6.2.8 divergiert. Mit dem Cauchy’schen Verdichtungskriterium ist
damit auch die Abel’sche Reihe divergent.

Beispiel 6.2.15: Die allgemeine harmonische Reihe

Auch die allgemeine harmonische Reihe

S =

k=1~~~
ak

aus Lemma 6.2.9 lasst sich mithilfe des Cauchy’schen Verdichtungs-
kriteriums besonders schén behandeln. Fiir < 0 diverglert die Reihe
offensichtlich. Sei also im Folgenden x > 0 und (kz) x—; damit eine
monoton fallende Folge nichtnegativer Zahlen. Die verdichtete Reihe

1 = 1 1 \"
nz:%z”agn = T;)Q” T = ;2’1% = ; <2z1)

entspricht einer geometrischen Reihe. Diese konvergiert genau dann,
wenn |2I%1| < 1 beziehungsweise x — 1 > 0 gilt. Insgesamt erhalten
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wir damit

4 0 1 n
; = konvergiert <= Z <2w_1> konvergiert «<— x > 1.

n=0

Falls ihr euch fragen solltet, warum ausgerechnet das Cauchy’sche Verdich-
tungskriterium eines unserer Lieblingskriterien ist, vergleicht den obigen Be-
weis gerne mal mit dem urspriinglichen Beweis von Lemma 6.2.9!

6.3 Absolute Konvergenz von Reihen

Wie sich herausstellt, benotigt man noch einen weiteren Konvergenzbegriff fiir
Reihen, den wir zunéchst motivieren und euch dann vorstellen mochten.

Beispiel 6.3.1: Umsortierung bei Reihen

Die alternierende harmonische Reihe

> 1 1 1 1 1
'_Z k+14
k=1

ist nach dem Leibniz’schen Kriterium (Satz 6.2.4) konvergent. In endli-
chen Summen diirfen wir ohne Weiteres die Reihenfolge der Summation
verandern. Wie steht es bei Reihen? Wir wollen nun die alternierende
harmonische Reihe umsortieren:

JUNRIE UNS S OS U S N U S S SO I

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
.1 1.1 11 1 1 1

=l Tit3 e sTs 0

=1 =3 A

1 1 1 1 1 1
:2<1_2+3_4+5_6i )

1

:§S

Die Gleichung s = %s gilt genau dann, wenn s = 0 ist. Wir werden
spater jedoch zeigen, dass der Wert der alternierenden harmonischen
Reihe In 2 ~ 0.6931472 betragt.

Beispiel 6.3.1 ldsst nur einen Schluss zu: Der Wert einer Reihe hingt
von der Reihenfolge der Summation ab! Was geht hier vor? Im Folgen-
den werden wir sehen, dass wir einen stérkeren Konvergenzbegriff benotigen,
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wenn wir sicherstellen wollen, dass sich das Verhalten einer Reihe nicht unter
Umordnung éndert: die absolute Konvergenz. Vorher miissen wir aber na-
tiirlich einmal festhalten, was wir eigentlich unter einer Umordnung verstehen.

Eine Reihe Y77 ; aj, heift Umordnung der Reihe Y7 ag, falls jeder
Summand von Y 77 aj genau einmal auch in > ; a}, vorkommt und
umgekehrt. Praziser: wenn es eine bijektive Abbildung o : N — N mit

aﬁc = Qg (k) gibt.

Abbildung 6.3.1. Umordnung der alternierenden harmonischen Reihe, die gegen
1.2 konvergiert.

L — 1 1 1 1 1 1 1
1.21 I=1+4i+i+i-t+i+L+5+.

. | . | . | n
20 40 60

Abbildung 6.3.2. Umordnung der alternierenden harmonischen Reihe, die gegen
5 konvergiert.

Die Abbildungen 6.3.1 und 6.3.2 illustrieren zwei verschiedene Umordnun-
gen der (konvergenten) alternierenden harmonischen Reihe aus Beispiel 6.3.1.
Dabei ist die erste Umordnung in Abbildung 6.3.1 so gewihlt, dass die re-
sultierende Reihe gegen 1.2 konvergiert, wihrend die zweite Umordnung in
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Abbildung 6.3.2 so gewihlt ist, dass die resultierende Reihe gegen 7 konver-
giert. Was sich hier bereits andeutet: Die Situation ist “beliebig” schlimm!
Tatséchlich lasst sich nicht nur zu jedem reellen Grenzwert (beispielsweise 1.2
oder %) eine passende Umordnung finden, sondern auch Divergenz ist moglich.
Wir kommen auf das Problem in Satz 6.3.7 zuriick.

Der Konvergenzbegriff, den wir bisher bei Reihen zugrunde gelegt haben (Kon-
vergenz der Partialsummen), erweist sich als zu schwach, um umgeordneten
Reihen denselben Grenzwert zuzuweisen wie den Ausgangsreihen, und das ist
nicht schén! Wir verschérfen jetzt den Konvergenzbegriff und schauen dann,
ob wir weiter kommen.

Eine Reihe 7 ; a; heiRt absolut konvergent, wenn die Reihe

oo
> laxl
k=0

konvergiert.

Unser neuer Konvergenzbegriff ist tatséchlich stédrker als der urspriingliche,
denn es gilt:

Lemma 6.3.4

o0 o0
Z ay, absolut konvergent — Z ay, konvergent
k=0 k=0

Beweis. Mithilfe der Dreiecksungleichung schétzen wir ab:

|5n+k - 3n| = |an+1 +any2+ ...+ an+k|
<lant1| + lans2| + - -+ [antil

und nach dem Cauchy-Kriterium (Lemma 6.2.1) ist
|ant1| + [ane + ...+ |antsr] <€

flir hinreichend grofie n und k£ > 1. O
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Beispiele 6.3.5

(a) Wir haben bereits eingesehen, dass die alternierende harmonische
Reihe

o0
1 1 1 1
k‘+1 _ _ = - = -
Z; =logt3g T ts*T

nach dem Leibniz’schen Kriterium (Satz 6.2.4) konvergiert. Aber
wie sieht es mit absoluter Konvergenz aus? Die entsprechende Rei-
he iiber die Betrége der Summanden lautet

o -£

k=1 k=1

“1 —1+1 +§

??‘\»—t

und entspricht damit der (nicht alternierenden) harmonischen Rei-

hen, ist also insbesondere divergent. Tatsachlich ist die alternieren-

de harmonische Reihe, welche fiir die anfdnglichen Schweinereien

bei der Umsortierung gesorgt hat, also nicht absolut konvergent!
(b) Betrachten wir als Néchstes die Reihe

oo

Z k+1 1

k=1

Wie sieht es hier mit absoluter Konvergenz aus? Die entsprechende
Reihe iiber die Betrage der Summanden lautet

>
k=1

und entspricht damit einer allgemeinen harmonischen Reihe mit
Exponenten 2 > 1. Aus Lemma 6.2.9 folgt also sofort die absolute
Konvergenz. Insbesondere ist die Reihe auch konvergent (Lemma
6.3.4), was wir alternativ auch mithilfe des Leibniz’schen Kriteri-
ums (Satz 6.2.4) hétten in Erfahrung bringen konnen.

Mit Blick auf den Anfang dieses Kapitels nun die néchste Frage:
Ist denn hier nun sichergestellt, dass bei Umordnungen der Reihe
nichts schiefgeht?

k+1

Nun kommt némlich unsere Nagelprobe: Lost der neue Konvergenzbegriff die

Probleme bei der Umordnung? Ja! Denn es gilt der folgende Satz.
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Satz 6.3.6: Der Umordnungssatz von Dirichlet

Ist s := Z;o:o ay, absolut konvergent, dann konvergieren alle Umord-
nungen gegen denselben Grenzwert s.

Beweis. Nach Lemma 6.2.1 gilt
Ve>03ng e NVR>ngVk>1: J|aps1|+ .-+ |ansk| <e.
Fiir ein gegebenes £ > 0 und das zugehorige ny € N wihle M € N, so dass
ag, a1, ..., 0n,

in der M-ten Partialsumme

M
o /
SMm = E Qg

k=0

der umgeordneten Reihe auftauchen. Das bedeutet, dass diese Summanden in
der Differenz s, — s}, fiir m > M nicht mehr auftauchen. Damit folgt fiir
hinreichend grofses k:

5m = Spul < langt1] + |angr2| + ... + lang+x| <€

Dies zeigt aber die Konvergenz s,,, —s,,, — 0 fiir m — oo und damit konvergiert
die umgeordnete Reihe gegen denselben Grenzwert, ndmlich s. O

Dass absolute Konvergenz nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig da-
flir ist, dass alle Umordnungen den gleichen Grenzwert liefern, zeigt auf der
anderen Seite der folgende Satz.

Satz 6.3.7: Der Riemann’sche Umordnungssatz

Sei >°>° ,a, eine konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe
reeller Zahlen. Dann existiert zu jeder beliebig vorgegebenen reellen
Zahl S eine Umordnung o der Reihenglieder a,,, so dass die umgeord-
nete Reihe >°° ( a,(n) gegen S konvergiert. Auch zu S € {—o0, 400}
gibt es eine Umordnung o, so dass die umgeordnete Reihe Y07 Ag(n)
bestimmt gegen S divergiert.

Beweis. Wir betrachten die Teilfolgen (py)nen und (¢n)nen, die nur die posi-
tiven beziehungsweise nichtpositiven Folgenglieder von (a,)nen enthalten. Da
>0 o an konvergiert, aber nicht absolut konvergiert, gelten
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oo oo
anzoo und anz—oo.

n=0 n=0
Das nutzen wir jetzt in der folgenden Konstruktion: Sei S € R der gewiinschte
Grenzwert. Wir konstruieren eine gegen S konvergente Umordnung wie folgt:

(S1) Summiere so lange positive Folgenglieder

P1:=po+ -+ Pr
auf, bis der Wert S das erste Mal iiberschritten wird. Fiir S < 0 ist p; die
leere Summe.

(S2) Summiere so lange nichtpositive Folgenglieder

GLi=qo+-+a,
auf, bis der Wert S das erste Mal unterschritten wird.
Wir fassen die positiven und nicht-positiven Folgenglieder in der Partialsumme
si=p1+aq
zusammen. Fiir diese gilt
IS —s1| < —aqi,.
Anschliefend wiederholen wir die beiden Schritte sukzessive. So erhalten wir

eine Folge von Partialsummen (s, ),en, gegeben durch

Sp =8n—1+Pn+qdn Mt Dn =Pk, 41+ +Dkyirs Gn = Qu+1+ iy
flir welche die Ungleichung

|S - Sn| < —=qi,4
gilt. Da (an)nen eine Nullfolge ist, ist auch (g, )nen eine Nullfolge und wir
erhalten

lim |S —s,| < lim —g,,, =0.
n—oo n—oo

Die so konstruierte Umordnung konvergiert also gegen den Wert S.
Bestimmte Divergenz gegen S € {00, —oo} lasst sich ganz dhnlich beweisen.
Sei S = oo, so wahlen wir k,, so, dass p, >n —¢q, und l,, =1, d. h. ¢, = qn.
Dann ist
n
- - n(n—1
Sp =8p—1 1+ DPn+qn =381+ N = sn:kz_:lk: % — 00.

Der Fall S = —oo funktioniert vollig analog. d
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Beispiel 6.3.8: Die alternierende harmonische Reihe

Betrachten wir das Standardbeispiel der alternierenden harmonischen
Reihe

> 1 1 1 1 1
I e e =L
k:l( g stz 175 T

und suchen nach einer Umordnung, die gegen den Wert S = 1.2 = g
konvergiert. Die im Folgenden beschriebene Konstruktion einer geeig-
neten Umordnung folgt dem Beweis des Riemann’schen Umordnungs-
satzes 6.3.7 und ist in Abbildung 6.3.1 illustriert. Die Teilfolgen der

positiven beziehungsweise nichtpositiven Folgenglieder sind hier durch

1
(pn)neN = ( ) = (17 5
n+1/, cy 3

1
1 1 1 1
(qn)nEN = () = (—*,—*,—7,...)
M),y 2 4 6

gegeben. Das erste Mal tiberschreiten wir den Wert S = 1.2 fiir
pL+p=1+ % ~ 1.33 und unterschreiten ihn das erste Mal wieder
flir

1
=R

1 1
= —qg=1+-——-~0.83.
S1=p1+pP2—q1 + 37 3

Summieren wir nun erneut positive Folgenglieder auf, so tiberschreiten
wir den Wert S = 1.2 das néchste Mal ieder fiir s; + % + % + é ~ 1.28
und unterschreiten ihn das néchste Mal fiir
1+1 1+1+1—|—1 ! 1.03
So = = = = — — - — == 1. o
2 3 25 779 4
Ab hier geht es im Wechsel zwischen Summation positiver und nicht-
positiver Folgenglieder so weiter und zumindest die paar néachsten
Schritte koénnt ihr Abbildung 6.3.1 entnehmen.

Die absolute Konvergenz einer Reihe garantiert uns also, dass wir die Sum-
mationsreihenfolge abdndern kénnen. Nun wére es wiinschenswert, wenn wir
auch Konvergenzkriterien fiir absolute Konvergenz zur Hand héatten.

Satz 6.3.9: Das Quotientenkriterium

Gilt fiir Y2 ak

‘an-&-l‘

lim sup <1,

n— 00 ‘an‘

dann konvergiert die Reihe absolut. Gilt hingegen
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‘an+1|

lim inf > 1,
n—oo |an|
dann ist die Reihe divergent.
Beweis. Wihle ein ¢ € R, so dass
a
lim sup @41 <g<l1
n—o00 |an|

Dann sind (wegen der Eigenschaften des Limes superior) nur endlich viele
Quotienten |a,+1|/|an| grofer als ¢ und es gilt

|ang1]
|an|

dng e NVn > ng :

Daraus folgt die Ungleichungskette

|a7l0+1| < Q|ano|
|a”ﬂ0+2| < q|a‘n0+1| < qzla”ﬂ0|

|a710+3| < q|ano+2| < q3|a710|

Wegen 0 < ¢ < 1 konvergiert die geometrische Reihe Z,iio ¢* und damit auch
> ko lanl-
Ist nun liminf,, .o % > 1, dann ist die Folge (|a,]|), fir n > ng monoton

wachsend, und das verletzt die notwendige Konvergenzbedingung aus Lemma
6.2.2. O

Beispiele 6.3.10

Wir betrachten die harmonische Reihe und die Reihe fiir die Exponen-
tialfunktion e”.

a * L Wir haben hier ap+1 = —— und a,, = +. Fiir den Quoti-
k=0 & + nt1 n
enten erhalten wir

lant1]  n 1 nog

|an] n+1 1 + %
also ist
limsupM =1
n— oo |an|

und das Quotientenkriterium ist nicht anwendbar.
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(®)>reo %I: Hier ist ap4+1 = (anTT)‘ sowie a, = % und damit folgt

|Gt _ || - n! _ 2| TS
|an] (n+1D! |z n+1

:Ek

fiir alle € R. Damit konvergiert Y~ / &+ absolut fiir alle = € R.

Neben dem Quotientenkriterium ist haufig ein weiteres Kriterium sehr niitz-
lich.

Satz 6.3.11: Das Wurzelkriterium

Die Reihe Y ;2 ay ist absolut konvergent, falls
limsup V/|a,| < 1.
n—oo

Ist hingegen limsup,, ,.. ¥/|an| > 1, dann divergiert die Reihe.

Beweis. Wiahle g € R wie im Beweis des Quotientenkriteriums, d. h.

limsup {/|a,| < ¢ < 1.

n—oo

Dann gilt
Ing e NVn >ng: Vlan| < g,

woraus |a,| < ¢" fiir n > ng folgt. Ein Vergleich mit der geometrischen Reihe
zeigt die Konvergenz von Y po , ay.

Fiir limsup,,_, o, V/|an| > 1 ist wieder die notwendige Konvergenzbedingung
aus Lemma 6.2.2 verletzt. O

Beispiel 6.3.12

Betrachten wir die Reihe

S S
273722 "3 "28 73 "4 T30

dann sind
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n
> h 0,
n
lim sup [2n 41| = lim ( ) = 00,
n— 00 |an| n—oo \ 2
limsup {/|a,| = lim * L1
Wihrend das Quotientenkriterium hier nicht anwendbar ist, liefert das
Wurzelkriterium Konvergenz. Diese Situation ist nicht uniiblich.

n—00 an| n— oo

lim inf 7|an+1| = lim <2
3
3

Das Quotientenkriterium ist hdufig einfacher anzuwenden als das Wurzelkrite-
rium, da es oft leichter ist, Quotienten zu berechnen als n-te Wurzeln. Gleich-
zeitig bietet das Wurzelkriterium aber einen gréferen Anwendungsbereich.
Was wir euch als Aufgabe iiberlassen: Wann immer das Quotientenkriterium
Konvergenz liefert, so tut dies auch das Wurzelkriterium. Und wann immer
das Wurzelkriterium nicht anwendbar ist (limsup,,_, .. ¥/|a,| = 1), so ist auch
das Quotientenkriterium nicht anwendbar.

6.4 Doppelreihen

Haufig trifft man auf Doppelreihen der Form
i=0 j=0

Hier stehen wir vor einem offensichtlichen Problem, denn wir kénnen natiirlich
auf viele verschiedene Arten summieren, wie das folgende Tableau zeigt:

apo + Go1 + ao2 + ap3 + aps + ... =: sg
+ + + + + +
aig + a1 +aio + a3 +ag + ... =: 51
+ + + + + +
I I I Il |
Vo Jr V1 + V2 Jr V3 Jr V4 Jr e = ?

Wir koénnen also — Konvergenz vorausgesetzt — 7 festhalten und jeweils die
Reihe fiir die j summieren. Das ergibt die Grofen si, die wir dann noch
summieren miissen. Oder wir halten j fest und summieren dann fiir i, was
die vy ergibt, die ebenfalls noch summiert werden miissen. Unter welchen
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Umsténden erhalten wir immer wieder denselben Wert der Doppelreihe? Die
Frage lautet also: Wann ist

) oo ) 00
80+81+...:Z Zaij :Z(Zaij>:1}0+’l}1+...? (610)
i=0 \ j=0 j=0 \i=0

Um die verschiedenen Summationsreihenfolgen mathematisch in den Griff zu
bekommen, starten wir mit einer Definition.

Eine Reihe Y77 by heifit lineare Anordung der Doppelreihe (6.9),
wenn es eine bijektive Abbildung

c:N—NxN

mit by = Qo (k) gibt.

Moglich ware nach unserer Definition also auch eine ,diagonale Summation®

aoo + (a10 + ao1) + (azo + a1r + ap2) + - ..

Beispiele 6.4.2

(a) Betrachten wir die Doppelreihe

> ai; mit a; =4 -1;5=i+1.
i=0 j=0 0 ; sonst

Das entsprechende Tableau ist also durch

1+(-1)+ 0 + 0 +0+...=0
+ + + + o+ ...+
0+ 1 +(-1)+ 0 +0+...=0
+ + + +  + ...+
0+ 0 + 1 +(-1)4+0+...=0
+ + + + + +

Il Il I Il Il
1+ 0 + 0 + 0 +0+...

gegeben. Damit gilt hier fiir die Summationsreihenfolgen aus (6.10)
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oo o0
PR DI
i=0 \ j=0

% (&)

und wir sehen, dass unterschiedliche lineare Anordnungen zu ver-
schiedenen Werten fiir die Doppelreihe fithren kénnen.
Werfen wir als Néchstes einen Blick auf die Doppelreihe

0 o0 1\ i
N o mit = (2) .
1=0 j=0

Das entsprechende Tableau ist also durch

B’ +G) + @)+ 3+

}:&_§:1—1yzq
Do =143

7=0

—1+4+1)

2 = S0
+ + + + .. +
B+ B+ )+ @) o =
+ + + + .. +
B+ @+ )+ B+ =
a4 = 4 G =F
Il I I Il

v + v1 + v + w3z + ...

gegeben. Damit gilt

-5 )
(V) )

und fiir die Summationsreihenfolgen aus (6.10) damit

3 (Sas) =S u=23(5) -4

(5 £

Hier liefern die beiden linearen Anordnungen also den gleichen
Wert fiir die Doppelreihe. Und das ist kein Zufalll Wie wir im
néichsten Satz sehen werden, liefern hier tatsdchlich alle linearen
Anordnungen den gleichen Wert fiir die Doppelreihe.
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Satz 6.4.3
Gilt fiir die Doppelreihe (6.9)
m m
M >0V¥meN: > ai;| < M, (6.11)
=0 j=0

dann konvergieren alle linearen Anordnungen gegen denselben Grenz-
wert.

Beweis. Wir unterteilen den Beweis in drei Schritte:

(a) Sei by + by + by + . .. irgendeine lineare Anordnung der Doppelreihe (6.9).

Wegen (6.11) ist die Folge
(Z |bi|>
i=0 meN

monoton wachsend und nach oben beschriinkt, also konvergiert Y= |b;]
und damit auch Y7, b;.

Ebenso zeigt man die Konvergenz der Reihen
o0 o0
S; = E Qi und U5 = E Qjj.
j=0 i=0

(b) Das Cauchy-Kriterium fiir > ;= |b;| lautet:
Ve>03ng eNVn>ngVk>1:  |bpg1]+ [bage| + .-+ |bnsk] <e.

Zu ¢ > 0 und korrespondierendem ny wahle nun N € N so grof,
dass bg,b1,...,bn, im Rechteck 0 < ¢,7 < N liegen. Damit treten die

bo, b1, ..., bp, sowohl in Zf:o b; fiir £ > ng als auch in Y ;" Z?:o a;j fiir
m,n > N auf. Damit gilt aber fiir £ > ng, m,n > N:

m n 4
ZZCLU‘ *Zb,‘, < |bpgt1] + -+ [bng+i| < e (6.12)

i=0 j=0 i=0

fiir hinreichend grofes k.

(c) Sei s := > b; und man betrachte ¢ — oo, n — oo in (6.12). Dann folgt
nach Satz 5.3.3
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Jetzt vertausche man in (6.12) die (endlichen!) Summen >37%; 377, und be-
trachte £ — oo und m — oo, dann folgt wieder mit Satz 5.3.3

m
E vj — 8| < e
Jj=0
. . o0 oo
Damit konvergieren » ;= s; und >/~ v; gegen s. O

Beispiel 6.4.4

In Beispiel 6.4.2 haben wir bereits gesehen, dass fiir die Doppelreihe
[e<BNee] 1 3+3
Z Z aij mit CLij = <2)
=0 j=0

die beiden Summationsreihenfolgen aus (6.10) den gleichen Wert lie-
fern. Wir priifen nun die Voraussetzungen von Satz 6.4.3 und folgern
aus diesem, dass hier tatséchlich alle linearen Anordnungen den glei-
chen Wert liefern. Sei m € N, dann gilt

m m o0 o0
DD lagl<d > ai =4

i=0 j=0 i=0 j=0

und (6.11) ist etwa fiir M = 4 erfiillt.

6.5 Das Cauchy-Produkt

Wollen wir zwei Reihen miteinander multiplizieren, dann miissen wir uns fra-
gen, wie wir das Produkt

(i}) . ibj

verstehen wollen. Offenbar miissen alle auftretenden Produkte ay -by summiert
werden.
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Definition 6.5.1: Das Cauchy-Produkt
Fiir zwei Reihen »77° ) a; und 372 by, heifit
Z Zan,j ‘bj = a0b0+(agb1+a1b0)+(a0b2 +a1b1+a2b0)+...

n=0 \j=0

das Cauchy-Produkt der beiden Reihen.

Beispiel 6.5.2

Wir betrachten die beiden Reihen

ST N N
;0‘”_2 s D he=) e

=0 k=0 =0

die nach dem Leibniz’schen Kriterium konvergieren, aber nach dem
Satz von Olivier (oder minorisiert durch die harmonische Reihe) nicht
absolut konvergieren. Das Cauchy-Produkt ist hier durch

N T B A A
ng() Jgo i _HZ:O ;}\/n—j+l\/j+1
o n . (6.13)
=2 ;Wm

=Cn

gegeben. Wegen j < n gilt, dann

3

1
:17
n+1

VR—iF+1V/i+1<n+1l = |ci| >
j

Il
o

und die Folge der Summanden (—1)"¢, bildet keine Nullfolge. Damit
divergiert das Cauchy-Produkt (6.13), da das notwendige Kriterium
fiir Reihenkonvergenz verletzt ist.

Beispiel 6.5.2 zeigt bereits, dass das Cauchy-Produkt zweier konvergenter Rei-
hen nicht wieder konvergent sein muss! Wie schon gewohnt, hilft aber auch
hier die absolute Konvergenz.
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Satz 6.5.3

Sind beide Reihen > a; und 3772 by absolut konvergent, dann
konvergiert ihr Cauchy-Produkt und es gilt:

n=0 \ j=0

Beweis. Wegen der absoluten Konvergenz gelten

Dolagl < My, Y |be] < M,
k=0

=0

mit zwei Schranken My, Ms > 0. Daher folgt

m m m m
DD lagbel =D lajl 3 |k < My - Mo, Ym €N,
§=0 k=0 j=0 k=0
——
Mo

und damit ist Satz 6.4.3 anwendbar. Die Summe der j-ten Zeile ergibt

oo

sj=a; - Zbk und Zsj = (Z a;) - (Z br).
k=0 j=0 j=0

k=0

Das Cauchy-Produkt ist eine lineare Anordnung einer Doppelreihe (6.9) und
konvergiert daher nach Satz 6.4.3. a

Beispiel 6.5.4

Zum Einiiben von Satz 6.5.3 betrachten wir die Reihe fiir die Euler’sche

Zahl
— 1
e=), !
n=0
und ihr Produkt mit sich selbst, d.h. das Cauchy-Produkt

oo

() )

="

Die beiden Reihen konvergieren nach dem Quotientenkriterium absolut
(siehe auch Beispiel 6.3.10). Nach Satz 6.5.3 konvergiert damit auch
ihr Cauchy-Produkt und es gilt
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B _ Ool Ool :OO = 11
o jgoj' <k§0 !> nz:% ;)(nfj)'ﬂ

I
N
S|
<=
N

mithilfe des Binomialtheorems.

6.6 Die Vertauschung unendlicher Reihen mit
Grenzwerten

Wir miissen jetzt noch kléren, wann wir Grenzwertbildung und unendliche
Reihen vertauschen diirfen. In Beispiel 5.6.8 konnten wir sehen, wie der grofse
Euler ,,ganz naiv“ den Grenzwert

n
. n\ 1
> (3 )

k=0
5 ()
n1—>H;o k) nk
k=0
berechnet hat, und wir haben bemerkt, auf welch wackeligen Fiifsen ein solches

Vorgehen steht! Mit dem néchsten Beispiel wollen wir euch zeigen, dass das
im Allgemeinen auch mal schiefgehen kann.

als

Beispiel 6.6.1
Betrachten wir etwa die beiden Grenzwerte

n o0 L . k < n
lim g Spr und g lim s, mit s, =<¢ 7177 = 7
n— oo — — n— 00 0 3 sonst

so ergeben sich
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= lim 1 =1,
’I’L*)OO ’I’L*)OO n— o0
Znhﬂn;osnk = Zo =0.
k=0

Grenzwertbildung und unendliche Reihen kénnen in diesem Beispiel

also nicht vertauscht werden!

Nun wollen wir klaren, warum es bei Euler doch geklappt hat.

Satz 6.6.2

Alle Elemente der Menge {so;, $15, S25, - - -} haben desselben Vorzeichen

und es gelte
Vn,j €N spqaj| > |sngl

Gibt es eine Schranke M > 0, so dass Vn € N: 377 [sn;| < M, dann

gilt

(oo} o0
lim E S = E lim sp;.
n—oo n— oo
Jj=0 j=0

Beweis. Mit ag; 1= s0;, @i := Si5 — Si—1,5 ist

n
E aij = Snj-
=0

Damit kann (6.14) geschrieben werden als

&&ZZ%—ZMQ)w

7=0 =0

Jetzt rechnen wir ein bisschen:

oo n oo
E Ea~=§ ap; +ai;+...+a —hmg (a
ij ( 07 15 nj Moo 0j T
j=0 i=0 j=0
n m n oo
= im E a; E E ;i
ZnL—H)O i KX

=0 7=0 i=0 j=0
also ist (6.15) dquivalent zu

%ZDUZ%DU

=0 j=0

(6.14)

(6.15)

.+ (lnj)
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und das ist dquivalent zu (6.10). Wir miissen also lediglich noch Bedingung
(6.11) tiberpriifen. Nach Voraussetzung haben auch alle ag;, a1, . . . das gleiche
Vorzeichen, daher gilt

D il = Isngl und > > aij| = [sng| < M.
i=0 =0 j=0 §=0
Nun zeigt Satz 6.4.3 die Giiltigkeit von (6.15) und damit von (6.14). O

Wir beenden dieses Kapitel mit einem (rigorosen!) Beweis, der Eulers naive
Grenzwertbildung aus Beispiel 5.6.8 ersetzt.

Beispiel 6.6.3
Wir wollen
© k
. T\ %
t (053 =2 0
k=0
zeigen. Wir starten mit dem binomischen Lehrsatz (Satz 2.1.15)

e D )

(1+2) =1+42+2 +
n) =°7F 9! 3!
und setzen
Sno = 1,
Spl ‘= T,
2 1
22(1 - 1
Sn2 ‘= ( ] n)’
s!

Fiir festes © € R besitzen alle Folgenglieder der Folge (s1;, S25, S35, - - -)
tibereinstimmende Vorzeichen und die Folge (|s1;], [s2;], [s3;],...) ist
monoton wachsend. Es gilt

D lsngl < > o s M.
i=0 i=o 7

konvergent nach Quot.krit.

Dann folgern wir aus Satz 6.6.2, dass
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oo o0
lim E Spj = g lim s,
n— oo n— o0
=0 =0

Zusammenfassung

Aus diesem Kapitel zu Reihen solltet ihr an allererster Stelle einmal
mitnehmen, was eine Reihe iiberhaupt ist, ndmlich eine Folge von Par-
tialsummen, d. h.

o0 n
Zak = nh_)n;osn mit s, = Zak.
k=0 k=0

Da wir Reihen nun als spezielle Folgen auffassen, gelten hier ein paar
besonders schone Kriterien fiir deren Konvergenz. Zunéchst einmal
solltet ihr hier mit dem notwendigen Kriterium vertraut sein, welches
besagt, dass eine Reihe nur dann konvergieren kann, wenn die Folge
der Summanden eine Nullfolge bildet. Von besonderem Interesse ist
dabei die Kontraposition,

o0
klirglo ap #0 = ];)ak divergiert,
die uns ein fixes Kriterium fiir die Divergenz einer Reihe liefert. Hinrei-
chende Kriterien fiir die Konvergenz einer Reihe waren dann etwa das
Leibniz’sche Kriterium fiir alternierende Reihen sowie das Minoranten-
und Majorantenkriterium. Nach diesem Kapitel solltet ihr aber gera-
de bei alternierenden Reihen vorsichtig geworden sein! Wie wir am
Beispiel der alternierenden harmonischen Reihe gesehen haben, kann
hier nédmlich eine ganze Menge schiefgehen! Ganz konkret kann es uns
passieren, dass eine einfache Umsortierung der Summationsreihenfol-
ge in einer Reihe zu vollig neuen Werten (oder sogar divergenten Rei-
hen) fithrt. Diese Schweinereien lassen sich erst fiir absolut konvergente
Reihen ausschlieffen. Dabei nennen wir eine Reihe absolut konvergent,
wenn auch die Summe iiber die Betrdge ihrer Summanden konvergiert,

d.h. .
Z lax| < oo.
k=0
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Auch fiir absolute Konvergenz hatten wir zwei besonders schéne Kri-
terien: das Wurzel- sowie das Quotientenkriterium. Schlieflich solltet
ihr aus diesem Kapitel das Konzept von Doppelreihen und Cauchy-
Produkten mitnehmen. Besonders wichtig fiir euch: Das Cauchy-
Produkt zweier konvergenter Reihen muss im Allgemeinen nicht kon-
vergieren! Dies ist erst sichergestellt, wenn die beiden Reihen (oder
zumindest eine der beiden) sogar absolut konvergieren. Noch so ei-
ne niitzliche Anwendung der absoluten Konvergenz! Schlieflich solltet
ihr spétestens jetzt auch beim Vertauschen von Grenzwerten und un-
endlichen Reihen vorsichtig geworden sein. Als Mathematiker solltet
ihr natiirlich immer vorsichtig sein und jeden eurer Schritte kritisch
reflektieren.

Folgende Fragen solltet ihr nach diesem Kapitel beantworten konnen:

Was sind Reihen?

Welche Kriterien gibt es fiir die Konvergenz einer Reihe?

Was ist absolute Konvergenz?

Wie hingen Konvergenz und absolute Konvergenz zusammen?
Gibt es gqf. ein Beispiel fiir eine Reihe, die konvergiert, aber nicht
absolut konvergiert, oder umgekehrt?

Wozu braucht man absolute Konvergenz?

Wie hdingen absolute Konvergenz und Umordnungen von Reihen
zusammen ?

Welche Kriterien gibt es fiir die absolute Konvergenz?

Wie ist das Cauchy-Produkt zweier Reihen definiert?

Wann konvergiert dieses?

Darf man Reihen und Grenzwerte ohne Weiteres vertauschen?

Reihen bilden das Fundament der Integralrechnung (Kapitel 9), aber
auch der Potenzreihen (Kapitel 11), und werden daher immer wieder
auftauchen. Es lohnt sich also, dieses Thema einmal wirklich verinner-
licht zu haben! Daher solltet ihr euch mal einige der folgenden Aufga-
ben zur Brust nehmen.

6.7 Aufgaben

A.6.1 Gegeben seien die Reihen

o0 o0 1
(a) kgk und  (b) Zm.

m=1

Wie lauten die Folgen der Partialsummen? Konvergieren die Reihen?
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A.6.2 Man berechne die Grenzwerte der folgenden geometrischen Reihen:

o~ 4.2t
Z 3k+1 (b) Z 3!

k= 1=2
32n—25—n+1 e ) )
(c) Z o (d) D (=1)2*
n=3 7=0
A.6.3 Man priife fiir folgende Reihen, ob das notwendige Kriterium erfiillt ist
[eS) m e 3
b ___®
(@) 2 T ()Z4u3—2u+8
m=1 pn=0
e’} 1 k e’} 1
c 1+ — d —
<>;( 3 @ % g

Was folgt fiir die Konvergenz?

A.6.4 Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz und bestimme
ggf. den Grenzwert:

= 1 SN - 1
—1)'——— (b
2 o4 2 2
)2 satd (G)Z<2k+7k> Z( AR J)
a=1 k=0 §=0
A.6.5 Man priife fiir folgende Reihen, ob das Leibniz-Kriterium erfiillt ist
@ Sl o) S
k2 I
k=1 1=0
© Yy @ S
2 2V

Was folgt fiir die Konvergenz?

A.6.6 Man konstruiere eine positive Nullfolge (ax)32,, so dass die Reihe
Z;ozl(—l)kak divergiert. Warum widerspricht dieses Beispiel nicht dem
Leibniz’schen Kriterium?

A.6.7 Man uberpriife mithilfe des Minoranten- und Majorantenkriteriums die
folgenden Reihen auf Konvergenz:

Vicos?l
Z TH ) 3
© i2 2n+1 (@ > /73 + 8052

nZ+4n—1 j3—1

NE
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A.6.8 Man untersuche folgende Reihen auf Konvergenz und absolute Konver-

genz:
1V

)
< (2p)2
(7))

A.6.9 Man priife mithilfe des Wurzel- und Quotientenkriteriums die folgenden
Reihen auf absolute Konvergenz:

M8

() 3 L (b)

m3 +1

,_.
=
Il

NE

© 1 sy (@)

k=0 T

||
¥

(a) ;(—1) * ] (b) ;(—Wm (c) ; L
@ Y G © N g 0

j=1
A.6.10 Man zeige, dass fiir jede Folge (ay,)nen positiver Zahlen

(a) liminf Ont1 <liminf /a,,

n—oo A n—o00

. . Ap+1
(b) limsup /a, < limsup —+1

n—00 n—oo  On

gelten.
A.6.11 Man beweise mithilfe von A.6.10 folgende Aussagen:

(a) Wenn das Quotientenklriterium absolute Konvergenz liefert, liefert
auch das Wurzelkriterium absolute Konvergenz.

(b) Wenn das Wurzelkriterium keine Aussage macht, macht auch das Quo-
tientenkriterium keine Aussage.

Welches der beiden Kriterien ist starker?

A.6.12 Man untersuche folgende Reihen auf Konvergenz und absolute Kon-

vergenz:
@) ];kln(k) (b) kzzl 2k (c) ;%H
9] k 2k e 1 k [e'S) k
(d) Z (k+4> (e) Z (W + k) (f) Z(—l)km

N (1) = . 2= . k gerad
(g) Y20 @Z%mmap{ gerade

57% ; k ungerade
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A.6.13 Sei ) ;- aj eine konvergente Reihe mit ay > 0 fiir alle & € N5(. Man
zeige, dass dann auch die Reihe Y 72 @ konvergiert.

A.6.14 Sei Y 72, ai eine divergente Reihe mit ay > 0 fiir alle £ € N. Man

beweise, dass dann Z;OZO 11—’;}9 divergiert.

A.6.15 Sei Z;O:O ay, eine divergente Reihe mit aj > 0 fiir alle £ € N. Weiter
bezeichne sy := ag + - - - + ay, die k-te Partialsumme der Reihe. Man zeige,
dass dann ;7 &= divergiert.

A.6.16 Sei x € R. Man berechne das formale Cauchy-Produkt der Reihe
> reo 2* mit sich selbst. Wann konvergiert das Cauchy-Produkt?

A.6.17 Man konstruiere zwei divergente Reihen, deren gemeinsames Cauchy-
Produkt konvergiert.

A.6.18 Man berechne

=1
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7 Stetigkeit

Wozu?

Wir kommen zuriick zu den Funktionen und ihren Eigenschaften. Ein
paar Funktionen habt ihr schon in Kapitel 4 kennengelernt. In diesem
Kapitel wollen wir euch mit ein paar weiteren, besonders wichtigen
Exemplaren bekannt machen; mit dabei sind die Logarithmusfunkti-
on, die Exponentialfunktion und die trigonometrischen Funktionen. Ihr
habt in Kapitel 4 auch schon ein paar Eigenschaften von Funktionen
kennengelernt, wie etwa Injektivitat, Surjektivitdt und Bijektivitat. In
diesem Kapitel wollen wir euch mit der wohl wichtigsten Eigenschaf-
ten von Funktionen vertraut machen: der Stetigkeit. Der Begriff der
Stetigkeit ist von zentraler Bedeutung in der Analysis. Anschaulich ge-
sprochen ist eine Funktion stetig, wenn sie keine “Spriinge” macht, oder
etwas exakter ausgedriickt, wenn man Anderungen der Funktionswer-
te nach Belieben beschrinken kann, indem man sich auf hinreichend
kleine Anderungen im Argument beschrinkt. Das ist es auch schon,
was wir unter der heute iiblichen e-d-Formulierung der Stetigkeit
verstehen, die auf Karl Weierstrafy (Ende des 19. Jahrhunderts) zu-
riickgeht. Die e-d-Formulierung ist dabei zwar schén anschaulich, aber
héufig unpraktisch. Eine typischerweise angenehmere Umformulierung
der Stetigkeit liefert das sogenannte Folgenkriterium: Wenn wir ei-
ne konvergente Folge von Argumenten vorliegen haben, d.h. z,, — =z,
dann sollen auch die zugehorigen Funktionswerte entsprechend konver-
gieren, d. h. f(x,) — f(x).

Aber was macht stetige Funktionen eigentlich so viel besser als unste-
tige Funktionen? Thr werdet sehen, dass die allermeisten Werkzeuge
der Analysis erst fiir stetige Funktionen so richtig greifen. An Differen-
zierbarkeit und damit z. B. an die Bestimmung und Charakterisierung
von Extremwerten ist ohne Stetigkeit gar nicht erst zu denken! Ganz
konkret werdet ihr in diesem Kapitel aber schon einmal den Satz vom
Minimum und Maximum sowie den Zwischenwertsatz fiir stetige
Funktionen kennenlernen.

Schliefslich werden wir noch den Begrift des (einseitigen) Funktions-
grenzwertes einfiihren. Dieser wird es uns erlauben, verschiedene Arten
von Unstetigkeiten zu charakterisieren.

Wichtige Lernziele in diesem Kapitel sind:

e die Logarithmusfunktion, die Exponentialfunktion und die trigono-
metrischen Funktionen,
der Begriff der Stetigkeit, dabei insbesondere,
die e-9-Formulierung und
die Folgen-Stetigkeit,

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH, ein Teil von Springer Nature 2019
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der Zwischenwertsatz,

der Satz vom Minimum und Maximum,
Funktionsgrenzwerte,

die verschiedenen Arten von Unstetigkeiten

und ihr Versténdnis.
Entscheidend fiir euch: Wir werden diese Begriffe gleich auch immer
auf die wichtigsten Beispiele fiir Funktionen anwenden.

7.1 Ein kleiner Besuch im grofien Funktionenzoo

Wir kennen schon konstante Funktionen, Polynome und die e-Funktion

Jetzt wollen wir unseren Blick etwas erweitern.

7.1.1 Logarithmusfunktionen

Eine Funktion
Reo 3z — U(z)

heiftt Logarithmusfunktion, wenn
Ve, y >0: Lz-y)=4L(z)+l(y) (7.1)

gilt.

Diese schlichte Definition erlaubt sehr weitreichende Folgerungen.

(a) Setzen wir y := z/x, dann folgt aus £(x - z/x) = £(x) + {(z/x) = {(z), also

z
£(2) = =)~ ). (7.2)
(b)Fiir x =y =1 folgt £(1) = £(1-1) = £(1) + £(1) = 2£(1) und damit gilt fiir

jede Logarithmusfunktion
(1) =0. (7.3)
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(c)
Uz -y-z) =lzx) +L(y) + £(2) (7.4)

(d) Schreiben wir z = /x - ... Yz = ({/z)", dann gilt
Uz) =6z ... o) =Uz)+... +U(Vz) =nL(Jz)

und es folgt

bzw. allgemeiner

(e) Sei a € R mit ¢(a) = 1. Dann folgt aus (7.5)

t®) ="

. (7.6)

Logarithmusfunktionen sind also die Umkehrfunktionen der Ex-
ponentialfunktionen f(z) = a®! Sie heiffen Logarithmus zur Basis a.

Der Logarithmus zur Basis a > 0 ist definiert als
y=log,x <= z=ad". (7.7)

Fiir die Analysis spielt der natiirliche Logarithmus (Logarithmus
naturalis) eine besondere Rolle, der definiert ist als

Inz := log, z. (7.8)

Historisch wichtig ist zudem der dekadische Logarithmus oder
Briggs’sche Logarithmus zur Basis 10, log;, x.

Sowohl der natiirliche als auch der dekadische Logarithmus sind in Abbildung
7.1.1 illustriert.

Wenn es Logarithmusfunktionen zu verschiedenen Basen gibt, ist eine Um-
rechnungsformel niitzlich. Diese Formel wurde von Euler als Goldene Regel
bezeichnet.
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Der Zusammenhang zwischen zwei Logarithmen log, x und log, = ist
gegeben durch

_log, @

= , a,b>0.
log, a

log, =

Beweis.

(7.7)

x=a’ (7=5>) log, z = ylog, a log, z = log, « - log; a.

O

Mithilfe des Logarithmus kénnen wir nun die allgemeine Potenz definieren.

Fiir a,z € R mit a > 0 sei

a” := exp(zloga) = e*'°8, (7.9)

Insbesondere sei 0% := 0 fir > 0.

et 10*

1 1/ -
//‘ €T /‘

Abbildung 7.1.1. Der natiirliche und der dekadische Logarithmus
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7.1.2 Exponentialfunktionen

Die Funktionen
y=a", x€R, a>0,
heifsen Exponentialfunktionen. Nur zu der speziellen Exponential-

funktion
y=¢€%, zeR

sagen wir die Exponentialfunktion. Fiir alle Exponentialfunktionen
gilt f(0) = 1.

Auch Exponentialfunktionen fiir ¢ = 10 und a = e sind in Abbildung 7.1.1
zu sehen. Ilustriert ist dabei ihr Zusammenhang zu den entsprechenden Lo-
garithmusfunktionen.

7.1.3 Trigonometrische Funktionen

Ein Kreis mit Radius r hat den Umfang U = 27r. Dabei messen wir den
Winkel im Bogenmaf und nicht in Grad! Zu einem Winkel von 360° gehort
der Bogen 27r, d. h.

180°
360° L omp e 192 oy g2 .
180 r

Die Lénge = des Bogens, der zu einem Winkel « in Grad gehort, ist demnach
T = aqgg.
Wir definieren nun die beiden trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosi-
nus anhand von Abbildung 7.1.2 am Einheitskreis als

T = CoS @,

Yy = sin .
Die Funktionen ¢ — sin ¢ und ¢ — cos ¢ sind 27-periodisch.

Zudem sind der Sinus und Cosinus ungerade beziehungsweise gerade, was
Folgendes bedeutet:
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Bogen x

Abbildung 7.1.2. Zur Definition der trigonometrischen Funktionen

AR WY,
\ / A ,
/\ \ . / /
AR \ 7\ \ / /
/ /o \ /
\ / A \
[ \ /AR /
[ \ \ / /
7 \ R R I AN f
/ / \ \ /
\ |/ / \ \
/ \ \ / /
/ \ \ \ |/ /
7 \ / \ 7 /
/ \

Abbildung 7.1.3. Sinus und Cosinus

Eine Funktion f heiftt

gerade <— f(-z)= f(x),
ungerade :<— f(—z)=—f(x).
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Damit ist f(z) = sinz also eine ungerade Funktion und f(z) = cosz eine
gerade Funktion.

Beispiel 7.1.7
Wir betrachten die Funktionen

filz) =0, folz) =22 fiz)=23 fi(z)=1+z.
(a) Die Funktion f; ist sowohl gerade als auch ungerade, denn

fi(=z) =0= fi(x) und fi(—2)=0=-0=—f(x).
(b) Die Funktion f5 ist gerade, aber nicht ungerade, denn
f2(=2) = (-2)* = 2® = fo(), aber fo(=1) =1# —1 = —fo(2).
(c) Die Funktion f3 ist nicht gerade, aber ungerade, denn
fa(=1) = -1#1= fz(1), aber fi(—z)=—2°=—f(x).

(d) Die Funktion f4 ist weder gerade noch ungerade, denn

f4(—1) =0 7é 2= f4(1) sowie f4(—1) =0 75 —2 = —f4(1).

Abgeleitete trigonometrische Funktionen sind die Tangens- und die Cotan-
gensfunktion: .
sin
tan p 1= TP und cot 1=
CoS tan ¢

Sehr wichtig sind auch die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktio-
nen, die wir fiir sin, cos und tan mit arcsin, arccos und arctan bezeichnen. Sie

lassen sich wie in Abbildung 7.1.4 am Einheitskreis leicht durch zugehérige
Bogen geometrisch veranschaulichen.

Bemerkung 7.1.8: Achtung!
Wegen der Periodizitat
sin(z + 27) = sin z,
cos(z + 27) = cos z,
tan(z + ) = tanx

sind die Umkehrfunktionen nicht eindeutig! Erinnert euch an euer
Schulwissen: Wie kann man den Graphen einer Umkehrfunktion zeich-
nen? Man vertauscht algebraisch x und y, was bedeutet, dass man
den Graphen einer Funktion f an der Winkelhalbierenden y = x spie-
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gelt. Ein altes Beispiel: Vertauschen wir z und y bei der Funktion
y = f(x) = 22, dann folgt = y?, und die Auflésung nach y liefert
die Umkehrfunktion y = y/x. Geometrisch haben wir damit den Graph
von f an der Geraden y = x gespiegelt. Werft dazu auch gerne noch
einmal einen Blick auf Abbildung 7.1.1!

Daher schrankt man die Umkehrfunktionen auf Hauptwerte ein:

. . .. m T
y =arcsiny < x=siny fir — 1<z <1, —§§y§§7
y=arccosx < x=cosyfir —1<z<1, 0<y<m,
T T
y = arctanz <= z =tany fir — oo < z < o0, —§<y<§.
arcsin x arccos x
X
X 1

/ 1
X
arctan x

Abbildung 7.1.4. Zur Definition der inversen trigonometrischen Funktionen
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Abbildung 7.1.5. Der arcsin als Umkehrfunktion des Sinus
7.1.4 Weitere Beispiele

Beispiel 7.1.9: Die ,,Hutfunktion*

Die ,Hutfunktion“ f : [0,1] — R ist definiert als

f(x) :={ .

<z
<z

IA A
e

1—=x

= O

Abbildung 7.1.6. Die Hutfunktion
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Beispiel 7.1.10

Die Funktion

f(z) =

VoIl A
coo

R oy
8 8 8

erhalt man als Grenzfunktion des arctan:

flx) = nlLH;O arctan(nx)

Y

173

Abbildung 7.1.7. Die Grenzfunktion des arctan

Beispiel 7.1.11: Die Dirichlet-Funktion

Die Dirichlet-Funktion

f:[0,1] =R, f<x>={?§§§§\ﬁ%[ﬁ’”

lasst sich nicht mehr zeichnen!

Beispiel 7.1.12: Die Thomae-Funktion

Die Thomae-Funktion f : [0,1] — R mit

% 2 B = % € QN 0, 1] mit p, g teilerfremd
f(@) =] 0;2e{R\Q}N[0,1]
1;2=0

ist eine Variation der Dirichlet-Funktion.
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Beispiel 7.1.13

Die Funktion L
sin (=) ;x#0
= T
ist sicher beschréankt, denn |f(x)| < 1 Va € R, zeigt aber ein Verdich-
tungsphénomen am Nullpunkt.

Abbildung 7.1.8. Graph der Funktion f(z) = sin(1/z) um x =0

Beispiel 7.1.14

Die Funktion (1)
_Jx-sin(3);2#0
fla) = { 0 ;=0

zeigt ebenfalls ein Verdichtungsphénomen am Ursprung, wird dort
aber immer kleiner.

Beispiel 7.1.15: Das Riemann’sche Schreckgespenst

Das Riemann’sche Schreckgespenst ist definiert als

f(z) = Z sin(n .
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L [

Abbildung 7.1.9. Graph der Funktion f(z) =sin(1/z) um z =0
7.2 Stetige Funktionen

In der Analysis spielen solche Funktionen eine ausgezeichnete Rolle, die keine
Springe machen oder deren Graph keine ,,Locher” hat.

Sei A C R und zg € A. Eine Funktion f: A — R heifit stetig in x,
wenn

Ve>03d>0VzeAd: |z—wxo|<d = |f(x)— f(zo)| <e (7.10)

gilt. Eine Funktion f heifit stetig (auf A), wenn f in allen Punkten
xg € A stetig ist.

Damit ihr euch an den neuen Begriff gewohnt, folgt erst einmal ein einfaches
Beispiel. Im Fall der Stetigkeit miissen wir zu jedem vorgegebenen ¢ ein
finden konnen, so dass die Bedingung in unserer Definition erfiillt ist.

Beispiel 7.2.2

Wir wollen die Stetigkeit der Funktion f(z) := 5z+13 im Punkt zp = 2
untersuchen. Dazu rechnen wir wie folgt:

|f(z) — f(zo)| = |5z + 13 — 23| = |5z — 10| = 5|z — 2| = 5|z — z¢|.
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Jetzt sehen wir sofort: Ist |z — x¢| < €/5, dann ist | f(x) — f(zo)| <e.
Wir haben also gezeigt:

Vs>0§|5::§Vx€R: |z —z0| <8 => |f(z) — flwo)| <e.

Was passiert im Fall der Stetigkeit? Schauen wir uns Abbildung 7.2.1 an, in der
wir eine stetige Funktion f dargestellt haben. Am zu untersuchenden Punkt
2o nimmt f den Funktionswert f(xg) an. Nun legen wir einen 2e-Streifen um
f(x0). Dieser Streifen schneidet den Graphen von f in zwei Punkten, zu denen
die Punkte a und b gehoren. Der Abstand von xg zu b ist grofer als der von
Ty ZU a, also finden wir unser § im kleineren Abstand. ,Wackeln* wir jetzt im
2§-Streifen um zp, dann bleiben die Funktionswerte um f(xg) im 2e-Streifen.
Damit ist f im Punkt z( stetig!

fix 18

— 5

Abbildung 7.2.1. Eine in x( stetige Funktion

Betrachten wir nun eine Funktion f mit einem Sprung wie in Abbildung 7.2.2.
Ein ausgefiillter Kreis soll andeuten, dass f dort einen Wert annimmt. Ent-
sprechend bedeutet ein leerer Kreis, dass die Funktion diesen Wert nicht an-
nimmt. Legen wir wieder einen 2e-Streifen um f(z), dann fallt auf, dass wir
zwar zur Rechten von zg ein Intervall erhalten, so dass f(z) fiir alle = in
diesem Intervall in einer e-Umgebung von f(z) bleibt, allerdings finden wir
ein solches Intervall zur Linken von zg nicht! Damit ist die Funktion in zq
unstetig.

Auch wenn die Funktion ein ,,Loch“ bei x¢ hat, konnen wir dort keine Stetigkeit
erwarten, wie in Abbildung 7.2.3 gezeigt ist.

Die sogenannte e-d-Formulierung aus Definition 7.2.1 ldsst sich auch dquiva-
lent — und sehr elegant — als ein Folgenkriterium definieren.
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[ 3
//O
/
,,,,, Ie
flor— et
o -

Abbildung 7.2.2. Eine in x¢ unstetige Funktion

fo.

 J

Abbildung 7.2.3. Eine in xy unstetige Funktion

Satz 7.2.3: Das Folgenkriterium
Eine Funktion f : A — R ist stetig in o € A genau dann, wenn
V(Zn)n>1 C A mit z, # zo und lim =z, = xg :
- n—oo

lim f(x,) = f(xo)

n—o0

(7.11)
gilt.

Beweis. Sei f: A — R eine Funktion.

=—>: Da f in z( stetig ist, wihlen wir fiir ¢ > 0 nach Definition 7.2.1 ein
6 > 0. Weil z,, = zq fiir n — o0, gibt es einen Index ng, so dass Vn > ng:
|z — 20| < & gilt. Wegen der Stetigkeit in z( folgt dann Vn > ng :
|f(xn) — f(xo)| < . Damit haben wir
lim f(xz,) = f(xo).

n—oo
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<=: Wir nehmen an, dass zwar lim, _, f(z,) = f(z0) gilt, aber dass f in
xo unstetig ist. Die Negation von (7.10) ist

>0V >03FxcA: |z—x9l<d A |f(z)— f(zo)] > e

Nun wéhle § = 1/n und weise z jeweils einen Index n = n(d) zu. Damit
erhalten wir eine Folge (zy,)n>1 C A mit z, # o und |z, — x| < 1/n,
also x,, — xo fiir n — oo, aber gleichzeitig gilt |f(z,) — f(x0)| > €, und
das ist ein Widerspruch zu (7.11). O

Stetigkeit ist eine Eigenschaft, die wir nach (7.11) auch dadurch charakteri-
sieren konnen, dass im Fall von stetigen Funktionen der Grenzwert in das Ar-
gument hineingezogen werden darf, dass also lim, . f(2,) = flim,— oo Tp)
gilt.

Beispiel 7.2.4

Wir untersuchen die Funktion
1
fiRso — R, f(x)z;

auf Stetigkeit.

1. Machen wir dies iiber die e-d-Formulierung, so geht das wie folgt:
Sei ein Punkt zy € R<( und ein beliebiges € > 0 vorgelegt. Weiter
sei x € Ry mit |xg — x| < J. Zunéchst einmal bemerken wir, dass

|zo| = |xo — x4+ 2| <+ |z| <= |z| > |20| — I
gilt. Fiir § < @ folgt damit |z| > ‘ITO‘ und

|xo — x| 2|xo — ] 20 !

|f(x) = f(zo)| = < < <e

Y ol |wof?

elzol?

2
| |zo] elzo)?
5< a9 bl
mln{ 2 2

so gilt schlieRlich |f(z) — f(xo)| < € und damit Stetigkeit.
2. Nun zum Folgenkriterium: Sei z € Ry und (z,,),.,; C Rsq eine
Folge mit z,, — x. Mit Satz 5.3.1 folgt

— )<

Wihlen wir

lim f(z,)= lim N fx)

und damit Stetigkeit.
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Weiterhin respektieren die algebraischen Operationen die Stetigkeit im Sinne
des folgenden Satzes.

Satz 7.2.5

Sind f,g: A — R stetig in g € A und ist A € R, dann sind auch die
Funktionen

Fae M fm ea g (fir g(zo) #0)

stetig in zq.

Beweis. Betrachte Folge (z,,)n>1 C A mit z,, # zo und x,, — z¢ fiir n — oco.
Sind f und g stetig in zg, dann gelten f(z,) — f(xo) und g(z,) — g(zo) fiir
n — co. Nach Satz 5.3.1 folgt dann

f(xn) + g(xn) = f(xo) + g(x0), m— 00

und damit ist f + g stetig in zo.

Die weiteren Aussagen zeigt man ganz analog. O
Damit konnen wir ganze Klassen von Funktionen als stetig erkennen.
Beispiel 7.2.6: Polynome und rationale Funktionen

Die Funktionen f(z) := a = const. und g(x) := z sind stetig auf ganz
R. Nach Satz 7.2.5 sind damit alle Polynome stetig sowie rationale
Funktionen

in allen g € R, fiir die Q(zg) # 0 gilt.

Fiir stetige Funktionen gelten starke Sétze, die wir nun beweisen wollen.

Satz 7.2.7: Der Zwischenwertsatz

Sei f : [a,b] — R stetig und ¢ € R. Gelten f(a) < cund f(b) > ¢, dann
existiert eine Zahl £ € |a, b[ mit f(§) = c.

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir ¢ = 0. Fiir den allgemeinen Fall betrachte
man f(z) — c anstelle von f(z).

Die Menge X := {z € [a,b] | f(z) < 0} ist nichtleer, denn a¢ € X, und nach
oben durch b beschrankt. Daher existiert & = sup X. Wir zeigen: f(§) = 0.
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Nimm an, f(§) = K > 0. Setze € := K/2 > 0. Wegen der Stetigkeit von f in
¢ existiert 6 > 0 mit

F@) K| <5 fir e-gl<d

Damit ist f(z) > K/2 > 0 fir £ —§ < z < &, was ein Widerspruch zur
Supremumseigenschaft von £ ist.

Ebenso fiihrt man die Annahme f(§) = K < 0 zum Widerspruch. a

Beispiel 7.2.8: Nullstellen und andere Lésungen

Insbesondere konnen wir den Zwischenwertsatz dazu nutzen, um Funk-
tionen auf Nullstellen, gemeinsame Schnittpunkte und Gleichungen auf
Loésungen zu untersuchen. Als Beispiel zeigen wir nun mithilfe des Zwi-
schenwertsatzes, dass die Gleichung

?+1 20+1
z+1 -3

(7.12)

im Intervall (—1,3) mindestens eine Losung besitzt. Dazu schreiben
wir Gleichung (7.12) als

(z—3)(@2+1) = —(z + 1)(2® + 1)
= f(z) = (z—3)(@® + 1) + (z + 1)(® + 1) = 0.

Gesucht ist also eine Nullstelle der stetigen Funktion f. Einfaches Ein-
setzen liefert f(0) = —2 < 0 und f(2) = 190 > 0. Der Zwischenwert-
satz garantiert nun sofort, dass es ein £ € |0, 2[ gibt, so dass f(§) =0
gilt.

Satz 7.2.9: Der Satz vom Minimum und Maximum

Ist f : [a,b] — R stetig, dann ist f auf [a,b] beschrankt und nimmt
dort ihr Minimum und ihr Maximum an, d.h. 3u, U € [a, b] mit

Ve efa,b]: f(u) < fla) < F(U).

Beweis. Wir gehen in drei Schritten vor:

(a) Wir zeigen: f ist auf [a, b] beschrankt.

Nimm an, f sei unbeschrankt, d.h.

Yn>1 Fx, €la,b]: |f(zn)] >n. (7.13)
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Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf besitzt (x,,),>1 eine konvergente
Teilfolge, die wir mit (x],),,>1 bezeichnen. Es sei lim,,_, o, 2}, =: {. Da f in
¢ stetig ist, folgt
. 12 _
Jim f(a7,) = f(8),
was (7.13) widerspricht.
(b) Wir zeigen die Existenz von U € [a, b].

Betrachte die Menge
Vi={yly=f(z),a<z<b}

Diese Menge ist nicht leer und beschrankt, also existiert M :=supY. Da
M ein Supremum ist, ist M — e fiir alle € > 0 keine obere Schranke von
Y. Setze ¢ := 1/n, dann gibt es eine Folge (z,,)n>1 C [a, b] mit

M — % < flan) < M. (7.14)

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafs existiert eine konvergente Teilfolge
(2!,) und der Grenzwert sei

U:= lim x;L.
n— o0

Weil f stetig in U ist, folgt aus (7.14): f(U) = M.
(c) Die Existenz von u folgt analog zu Schritt (b).

Beispiel 7.2.10

Hier folgt ein kleines Beispiel, mit dem wir zeigen wollen, dass beim
Satz vom Minimum und Maximum weder auf die Stetigkeit der Funk-
tion f noch auf ein beschranktes Intervall [a, b] verzichtet werden kann.

1. Wir betrachten die (in 2o = 0) unstetige Funktion

% ;¢ #0

Fioa v @)= {507

auf dem beschréankten Intervall [0, 1]. Offensichtlich nimmt die
Funktion f auf [0, 1] nicht ihr Maximum an: Angenommen es gi-
be ein u € ]0,1] (v = 0 kommt schon mal nicht infrage), so dass
f(u) > f(x) Vx € [0,1], dann finden wir bereits mit & einen gré-
Reren Wert, denn

§)-2>1-m0
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Widerspruch!

. Als Néachstes betrachten wir die stetige Funktion

Fi01] >R, f(a:):%

auf dem beschriankten, aber nicht abgeschlossenen Intervall ]0, 1].
Das gleiche Argument wie zuvor zeigt, dass die Funktion kein Ma-
ximum annimmt!

Schlieflich betrachten wir die stetige Funktion

fi]—o00,0[ 2R, f(z)=2

auf dem abgeschlossenen, aber unbeschriankten Intervall | — oo, oof.
Ganz offensichtlich nimmt die Funktion weder ein Minimum noch
ein Maximum an.

Wir sehen: Auf keine der Voraussetzungen im Satz vom Minimum und
Maximum kann verzichtet werden!

Definition 7.2.11: Monotonie

Seien A, B C R. Eine Funktion f : A — B heifst

streng monoton wachsend, wenn

21 <y = f(z1) < f(a2),
streng monoton fallend, wenn

T <32 = f(71) > f(22).
monoton wachsend, wenn

T <29 = f(x1) < f(xa).
monoton fallend, wenn

21 < xy = f(x1) > f(a2).

Streng monoton wachsende oder streng monoton fallende Funktionen
heifien streng monoton, monoton wachsende oder monoton fallende
Funktionen heiffen monoton.
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Beispiel 7.2.12

Wir betrachten wieder die Funktionen

f](.’lf) =0, f2(.’17) = -7327 f3($) = 1'3, f4($) =1+

1. Die Funktion f; : R — R ist sowohl monoton fallend als auch mo-
noton wachsend, jedoch weder streng monoton fallend noch streng
monoton wachsend.

2. Die Funktion f; : R — R ist weder (streng) monoton fallend noch
wachsend. Wenn wir den Definitionsbereich einschranken, sieht das
aber schon anders aus: Die Funktion f5 : ] — 00,0] — R ist streng
monoton fallend und die Funktion f5 : [0, 00[ — R ist streng mo-
noton wachsend.

3. Die Funktion f3: R — R ist streng monoton wachsend.

4. Die Funktion f, ist streng monoton wachsend.

Streng monotone Funktionen sind offenbar injektiv. Fiir stetige Funktionen
gilt sogar die Umkehrung!

Lemma 7.2.13

Ist f : [a,b] — R stetig und injektiv, dann ist f streng monoton.

Beweis. Fir irgendwelche drei Punkte w < v < w in [a, b] liegt f(v) zwischen
f(uw) und f(w), denn wére das nicht der Fall, ldge also f(v) auferhalb des
Intervalls | f(u), f(w)[ und z.B. néher an f(u), dann existiert nach dem Zwi-
schenwertsatz ein £ €]v, w[ mit f(u) = f(&), und das wire ein Widerspruch
zur Injektivitdt von f, vgl. Abbildung 7.2.4.

flv) -

flw)-

flw)-

Abbildung 7.2.4. Widerspruch zur Injektivitat
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Daher gibt es fiir a < ¢ < d < b nur die beiden Méglichkeiten

fla) < fe) < f(d) < f(b) wund  f(a)> f(c) > f(d) > f(b),

denn in allen anderen Moglichkeiten kann f(v) nicht zwischen f(u) und f(w)
liegen. a

Satz 7.2.14

Sei f : [a,b] — [c,d] stetig und bijektiv. Dann ist auch die Umkehr-
funktion f=1: [c,d] — [a,b] stetig.

Beweis. Sei (yn)nen C [¢,d] eine konvergente Folge mit lim, o yn, = y. Wir
zeigen nun, dass

lim f~(y,) = f'(y)

n—oo

gilt. Stetigkeit von f~! folgt dann aus dem Folgenkriterium (Satz 7.2.3). Dazu
betrachten wir die Folge

(mn)neN mit z, = f_1 (Un) -

beschrénkt ist, gibt es nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafs

p .
nnen Mit Grenzwert x. Aus der

Da (2n),,cn
(Satz 5.8.8) eine konvergente Teilfolge (z
Stetigkeit von f folgt

f(@)=f(lim 2,) = lim f(a},) = lim g, =y

n— oo n— oo

und damit # = f~'(y). Wir sehen: Jede konvergente Teilfolge von (z,),, oy
konvergiert gegen f~!(y)! Damit ist = f~!(y) der einzige Haufungspunkt
der beschrénkten Folge (), cy. Nach Satz 5.8.15 konvergiert dann aber be-
reits die ganze Folge (zy,),,cy gegen z = f~!(y) und es folgt
: ~1 1 o g1
Jim f7 N (yn) = lim oz, =2 = 7 (y)

und damit die Behauptung. ]

Beispiel 7.2.15: Die Wurzelfunktion
Wir wissen bereits, dass die Funktion
fiRso > Rxo, f(z)=2"

als Polynom stetig ist. Gleichzeitig ist f streng monoton wachsend und
damit bijektiv. Die Umkehrfunktion
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f7 iRy = Ryo, fH(a)=VZ

ist durch die Wurzelfunktion gegeben, welche also auch stetig ist.

Um Funktionen an Punkten zy untersuchen zu kénnen, in denen sie vielleicht
nicht stetig sind, ist das Konstrukt des Grenzwertes einer Funktion unent-
behrlich.

Definition 7.2.16: Haufungspunkte

Sei A C R und 2y € R. Der Punkt zy heift Hiufungspunkt der
Menge A, falls gilt:

Vo>03zxeAd: 0<|z—x0| <

Bemerkung 7.2.17: Achtung!

Wir haben bereits Haufungspunkte von Folgen kennengelernt. Macht
euch klar, dass Haufungspunkte von Folgen und Haufungspunkte von
Mengen in der Regel verschiedene Dinge sind, obwohl natiirlich auch
Folgen als Teilmengen der reellen Zahlen aufgefasst werden kénnen!
Bei einer konstanten Folge Vn € N : a, = ¢ = const. ist ¢ sicher
Haufungspunkt der Folge, aber nicht Haufungspunkt der Menge {a,, |
n € N}, denn diese Menge ist endlich, weil sie nur genau ein Element
enthalt.

Beispiele 7.2.18

(a) Fir A = [0,1] U {2} ist die Menge der Haufungspunkte von A
durch [0, 1] gegeben. oy = 2 ist hingegen kein Hiufungspunkt, da
es etwa kein x € A gibt, so dass 0 < |2 — x| < 1 gilt. Fiir z = 2
ist [2— 2| =0 0 und fiir z € [0,1[ ist [2— 2| >[2—1| =1 und
damit |2 — 1| # 1.

(b) Fur A = {% | n e N>0} ist xg = 0 € A der einzige Haufungspunkt.
Wihle fiir § > 0 dazu n € N so, dass

1 1
— <0 <= n>-.
n 1)

Dann gilt fiir # = L sowohl |z — 0| > 0 als auch |z — 0| < é.
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Definition 7.2.19: Grenzwerte

Es sei xg ein Haufungspunkt der Menge A C R und f : A — R. Dann
hat f einen Grenzwert y, bei z(, symbolisch

wenn
Ve>030>0VzeA: 0<|z—xo|<d = |f(z)—yo| <e. (7.15)

Diese Definition kann leicht fiir die Falle xy = 00 oder yy = +o0o modifiziert
werden.

Beispiel 7.2.20

Wir betrachten die Funktion

' _ x~sini ;e #0
R P

aus Abbildung 7.1.8 im Punkt zy = 0. Dann hat f den Grenzwert
1o = 0 bei g = 0. Um das einzusehen, sei € > 0. Wahlen wir § < ¢, so
gilt fiir 0 < |z| < ¢ die Abschétzung

[f(x) — yol = |z

1
sin()‘§|$|<5§€.
x

Wenn z( ein Hiufungspunkt der Menge A C R ist, dann ist
{z e A|0< |z —xo| <&} #0.

Damit kénnen wir nun noch eine Charakterisierung der Stetigkeit geben.
Lemma 7.2.21: (zu Satz 7.2.3)

Ist g ein Haufungspunkt von A C R und f: A — R, dann ist f in z
stetig, wenn

lim f(x) existiert und lim f(z) = f(xo). (7.16)
r—xQ r—xQ
Man sagt auch: Der Grenzwert muss existieren und gleich dem Funk-
tionswert sein.

H&ufig muss man Funktionen an den Réndern eines Intervalls untersuchen.
Dann kann der Grenzwert einer Funktion nur von einer Seite untersucht wer-
den.
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Der linksseitige (rechtsseitige) Grenzwert von f bei z existiert,
falls (7.15) unter der Einschrinkung = < xo (z > x¢) gilt. Man schreibt

lim f(z) ( lim+ f(x)) .

T—T T

Beispiel 7.2.23

Fiir die Sprungfunktion

=5 a<l0
fl@=4 0;z=0
5;5;2>0

ist f(0) = 0. Der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwerte von f
bei x¢p = 0 sind jedoch durch

i T i _T
gegeben, denn fiir € > 0 gilt fiir beliebiges § > 0
0<|z|]<dund 2 < 0 = ‘f(x)—(—%)‘:0<s,

0<|z|]<dundz >0 = ‘f(m)—;—r‘:0<s.

Nun iiberlegt man sich leicht:

Lemma 7.2.24

Der Grenzwert

lim f(z) = yo
Tr—x0

existiert genau dann, wenn die einseitigen Grenzwerte existieren und
ihr gemeinsamer Wert g ist, also wenn

lim f(z)= lim+ f(x) = yo.

T T—T
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Satz 7.2.25: (Dedekind)
Der Grenzwert lim,_,,, f(z) existiert genau dann, wenn

0<|z—xm0 <9¢
0< |2/ —zo| <O

= |f(z)-f@@)| <e.

Va>035>0Vw,x’€A:{
(7.17)

Beweis. Sei f: A — R eine Funktion.

=: Wenn der Grenzwert lim, ., f(z) = yo existiert, dann gilt nach Defi-
nition

Ve>030>0VzeA: 0<|z—zo| <0 = |f(z) —yo| <e,
Ve>030>0Va' € A: 0< |2/ —x| <d = |f(2)) —yo| <e.

Damit folgt:

() = F@)] < [f(@) = yol + yo — f(2')] < 2e.

<=: Waihle eine Folge (2;);>1 C A mit x; — x¢ fiir ¢ — co. Wegen (7.17) ist
die Folge (y;);>1 mit y; = f(z;) eine Cauchy-Folge und damit konvergent.
Der Grenzwert sei yo. Fiir ein  mit 0 < |z — 2| < ¢ folgt damit nach
(7.17) fiir hinreichend grofe i:

[f(@) = flyo)l < |f (@) — fzo)l + |f(2:) —yol <2

Beispiel 7.2.26

Wir nutzen Satz 7.2.25, um zu zeigen, dass die Funktion

_fsin(L) ;240
f(ac)—{ (0);3320

keinen Grenzwert lim, .o f(z) in £ = 0 besitzt. Dazu wihlen wir
e = 1. Fiir jedes beliebige 6 > 0 gibt es nun ein n € N, so dass

) < 0. Wahlen wir z = 7r(n1+%) und 2’ = —#Jr%), so gilt

1
ﬂ(nJr%

O0<|r—0/<d und 0<|z’—0| <5,

aber gleichzeitig ist
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|f(x) = £(2')] = |sin (ﬂ (”+ D) —sin (‘” (”* D)’

—l—(-1)|=2>e

Wir haben nun genug Werkzeuge beisammen, um unseren Funktionenzoo aus

Abschnitt 7.1.4 zu untersuchen. Vorher wollen wir aber noch die mdglichen
Unstetigkeiten charakterisieren.

Definition 7.2.27: Arten von Unstetigkeiten

Eine Funktion f : A — R besitzt in 2y € A eine

(a) hebbare Unstetigkeit (Unstetigkeitsstelle 0-ter Art), falls

lim f(z) = yo

Tr—xo

existiert, aber yg # f(zo) gilt.

(b) Sprungunstetigkeit (Unstetigkeitsstelle 1-ter Art), falls die ein-
seitigen Grenzwerte

lim f(z) und lim+ f(z)

$—>$0 w—)wo

existieren, aber verschieden sind.

(c) wesentliche Unstetigkeit (Unstetigkeitsstelle 2-ter Art), falls ei-
ner der beiden einseitigen Grenzwerte nicht existiert.

Nun aber zur Diskussion unserer Beispiele aus Abschnitt 7.1.4.
Beispiel 7.2.28

Die Hutfunktion

1—=z

F0,1] >R, f(x):{x ;2

ist stetig in xg = 1/2, denn es gilt

i— 2
2
und )
1 lim (1—2)== = ,
Jlm f@) = tim (=) =5 = f (2)
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Fir zop < 5 sowie zg > % ist die Hutfunktion zudem als Polynom

definiert und damit auch dort stetig.

x
0 3 1
Abbildung 7.2.5. Die Hutfunktion
Beispiel 7.2.29
Die Grenzfunktion der arctan-Funktion
-3 ;%<0
f(z) = lim arctan(nz)=¢ 0 ; =0
n— oo
5 5 x>0
hat eine Sprungunstetigkeit in ¢ = 0, denn
T
lim f(z)= lim —— = ——
z—0— f( ) z—0— 2 2 ’
T
Iim f(z)= lim — = —
r—0+ f( ) z—0+ 2 2
N us
4 2
L 4 X
0
T ¢
2 \

Abbildung 7.2.6. Die Grenzfunktion der arctan-Funktion
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Beispiel 7.2.30: Die Dirichlet-Funktion
Die Dirichlet-Funktion

0 ; zeR\QNJ0,1]

f01 =R, f(x):{1 Lz eQno,1]

ist nirgendwo stetig! Das kann man sich so erkldren: Die Verneinung
der Stetigkeit in irgendeinem Punkt xy aus [0, 1] lautet

>0V >03zx€[0,1]: |z—mo|<d A |f(z)— flzo)| >e.
Wiéhle € = 1/2 und ¢ > 0 sei beliebig. Wihle zudem
x € |zg — d,xz0 + 0] N R\Q

fiir den Fall g € Q. Dann folgt

1
|f(z) = f(zo) =10 -1]=1> 7.
Fiir 29 € R\Q wihle
x € |zo — 4,20 + [ NQ.

Dann folgt
1
|f(z) = f(zo)| =1 -0[=1> 3
Damit ist die Dirichlet-Funktion der schlimmste Fall, der auftreten
kann!
Beispiel 7.2.31: Die Thomae-Funktion
Die Thomae-Funktion f : [0,1] — R mit

2 0B = % € QN [0, 1] mit p, g teilerfremd
; ¢ € {R\Q}N0,1]

;=0

fz) =

= O Q-

ist unstetig in allen Punkten zg € Q und stetig in allen zg € R\Q! Das
kann man sich so erklaren:

Sei g = po/qo rational mit pg, go teilerfremd; dann ist f(z¢) = 1/qo.
Sei 0 < € < 1/qp. In jeder Umgebung von zy liegen immer noch un-
endlich viele irrationale Zahlen, d.h., auf keiner noch so kleinen §-
Umgebung um z ist
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[f(zo)| = |f(z) = f(zo)| <€

erfiillbar und damit ist f unstetig in x.
Sei jetzt xq irrational, d.h., es gilt f(zg) = 0. Sei € > 0, dann miissen
wir die Existenz eines § > 0 nachweisen, so dass

|z — 2ol <6 = [f(2)] = |f(2) — f(zo)| < e
gilt. Fiir § > 0 sei
Ms :={z € lxo — 0,20 + [ : | f(z)| > e}.

Ein z € R\Q kann nicht Element der Menge M; sein, denn sonst wére
f(z) = 0. Eine rationale Zahl = p/q kann nur dann zu M;s gehoren,
wenn |f(x)] = |1/q| > € ist. Also muss |¢g| < 1/e gelten, und damit
kann es in Jzg — d, 20 + 0 nur endlich viele rationale z mit |g¢| < 1/e
geben. Wihle ein neues ¢’ > 0 so klein, dass

]$0—5/,$0+5/[ﬁ Ms =10

gilt. Das heifit aber, dass aus |x — xo| < ¢’ immer |f(z) — f(zo)| < €
folgt, und damit ist f stetig in zq.

Jetzt liegt die Frage nach einer Funktion, die unstetig in allen irra-
tionalen Punkten, aber stetig in allen rationalen Punkten ist, auf der
Hand. Man kann zeigen, dass es eine solche Funktion nicht geben kann!

Beispiel 7.2.32

Wir untersuchen die Funktion

flz) = {sin(m) ;s #£0

0 cx=0
In jedem Intervall | — 4, d[ mit 6 > 0, liegen unendlich viele Maxima
und Minima von f, denn f hat Maxima in allen Punkten
2
=——— kez,
kT T dkn

und Minima in allen Punkten

2
=—— keZ.
R — + 4k
In jedem Maximum ist f(z) = 1, in jedem Minimum f(z) = —1. Daher

existieren links- und rechtsseitiger Grenzwert im Punkt zy = 0 nicht.
Damit hat f in g = 0 eine wesentliche Unstetigkeit.
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Beispiel 7.2.33

Die Funktion

ist stetig in o = 0. Es gilt ndmlich

() = f(@o)| = |f(2)] = [z -

1
sm‘ < |zl
e

~——
<1

und wenn man zu € > 0 jetzt § := ¢ wihlt, folgt

2 — 0| =|z| <d=¢ = |f(z) 0] <e.

Das Riemann’sche Schreckgespenst werden wir spéter behandeln.

Zusammenfassung

In diesem Kapitel habt ihr eines der wichtigsten Konzepte iiberhaupt
kennengelernt, die Stetigkeit von Funktionen! Damit meinen wir im
wesentlichen Funktionen, die keine “Spriinge” machen. Etwas konkreter
wurde dies durch die sogenannte e-d-Formulierung der Stetigkeit einer
Funktion f im Punkt xg:

Ve>030>0VeeA: |z—xo|<d = |f(z)— flzo)| <e

Man kann also Anderungen der Funktionswerte nach Belieben be-
schriinken, indem man sich auf hinreichend kleine Anderungen im Ar-
gument beschrankt. Dabei solltet ihr stets Abbildung 7.2.1 vor Augen
haben! Leider erweist sich die e-6-Formulierung der Stetigkeit nicht
immer als praktisch. Hiufig etwas angenehmer ist hier das sogenann-
te Folgenkriterium, welches Stetigkeit dadurch charakterisiert, dass im
Fall von stetigen Funktionen der Grenzwert in das Argument hinein-
gezogen werden darf:
V(@n)n>1 C A,z # xo mit lim z, =29 : lim f(x,) = f(zo)-
n— oo n— oo

Mithilfe des Konzepts der (einseitigen) Grenzwerte von Funktionen
waren wir schliefflich noch in der Lage, verschiedene Arten von Un-
stetigkeiten zu charakterisieren. Dieses Konzept solltet ihr unbedingt
verinnerlichen, es wird der Schliissel zur Differentialrechnung sein! Die
Differentialrechnung ist ohne Stetigkeit ohnehin undenkbar, und auch
im Zuge der Integralrechnung wird die Stetigkeit immer wieder auf-
tauchen.
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Folgende Fragen solltet ihr nach diesem Kapitel beantworten kénnen:

Wie lautet die e-6-Formulierung der Stetigkeit?

Wie ldsst sich die e-0-Formulierung veranschaulichen?

Wie lautet das Folgenkriterium fiir Stetigkeit?

Was sind die Vor- und Nachteile der beiden Charakterisierungen?
Welche wichtigen Sdtze gelten fir stetige Funktionen?

Was ist der Grenzwert einer Funktion?

Welche Arten von Unstetigkeiten gibt es?

Zum Einiiben der Begriffe dieses Kapitels solltet ihr euch mal einige
der folgenden Aufgaben zur Brust nehmen.

7.3 Aufgaben

A.7.1 Man beweise mithilfe der e-0-Formulierung, dass die Funktion

fiR =R, f(z)=Va

stetig ist.
A.7.2 Man beweise mithilfe des Folgenkriteriums, dass die Funktion
lz] . 0
:R—R 57
FRoR f@={ 7
unstetig ist.
A.7.3 Man untersuche die Funktion
x—1
R—=R = —
g » 9(2) =3 1

sowohl mithilfe der e-6-Formulierung als auch mithilfe des Folgenkriteri-
ums auf Stetigkeit im Punkt zg = —1.

A.7.4 Sei h: R — R eine beschrinkte Funktion und » : R — R definiert durch
u(z) =z - h(z). Man zeige, dass die Funktion « im Punkt z¢ = 0 stetig
ist.

A.75 Sei f: R — R eine stetige Funktion mit der Eigenschaft

f (xQ) = f(z) VxeR.
Man zeige, dass f konstant ist.
A.7.6 Man untersuche die Funktion
r;r€eQ

i R—>R, f(x)_{o;xER\Q
auf Stetigkeit und bestimme ggf. die Art der Unstetigkeiten.
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A.7.7 Man untersuche die Funktion

r+2;-3<zr<-2
f:[-3,1] =R, f(z)=< —2—-2; -2<2<0
z+1; 0<z<1
auf Stetigkeit und bestimme ggf. die Art der Unstetigkeiten.

A.7.8 Man gebe ein Beispiel fiir eine Funktion, die {iberall unstetig ist, deren
Betrag aber {iberall stetig ist.

A7.9 Sei f:[0,1] — [0,1] eine stetige Funktion. Man zeige, dass es dann
mindestens ein = € [0, 1] gibt, so dass f(z) = =.

A.7.10 Eine Funktion f:R D D — R heiftt Lipschitz-stetig, wenn

[f(x) = f(y)| < Lz —y| Vo,yeD

gilt. Man beweise, dass jede Lipschitz-stetige Funktion stetig ist. Gilt auch
die Umkehrung?

A.7.11 Vorgelegt seien zwei Funktionen f,g: A — R auf A C R. Des Weite-
ren sei rg € A ein Haufungspunkt und f, g haben bei xy die Grenzwerte

limg ., f(2) = yo und lim,_,,, g(x) = z9. Man zeige, dass dann folgende
Aussagen gelten:

(a) lim (f+g)(x) =y +2  (b) lim (f g)(z)=yo- 20

T—T0 T—Tg
(c) lim (f) (r) =L fiir 2o #0
T—=x0 \ g 20

A.7.12 Man gebe ein Beispiel fiir zwei Funktionen f,g: R — R mit
lim f(z) =y und lim g(z) = 2o,

Tr—xTo Tr—xTo

so dass f o g stetig ist, aber

lim f(g(x)) # yo-

T—xTo

A.7.13 Man berechne ggf. folgende Grenzwerte:

2 3
(a) JLH;O 5ﬁ11 (b) xlgr;o 42 =22 4+3—-22  (c) xlgréo 27
. x+sinz . .zt
(d) wh%n,oloT (e) Jim T+ Vo —\Jr—z (f) il_}l’nle_l
2
(@) lim Ttz

r—1— 2 —1
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A.7.14 Sei f:R — R eine Funktion mit
lim [f(x+h)— f(x—h)]=0
h—0

fiir jedes x € R. Ist die Funktion f dann automatisch stetig?
A.7.15 Man beweise indirekt, dass die Funktion f:R>¢— R, f(z) =z

streng monoton wachsend ist.

A.7.16 Sei f : ]a,b] — R eine monoton wachsende Funktion. Man bewei-
se, dass dann fiir jeden Punkt = € ]a,b[ der links- und der rechtsseitige
Grenzwert f (z7) bzw. f (a) existieren und

swp f(1) = £ (27) < fla) < f () = infF(0)

a<t<z r<t<b

gilt. Man zeige des Weiteren fiir a < x < y < b:
fm)<f@)

A.7.17 Man zeige, dass monotone Funktionen weder hebbare Unstetigkeiten
noch wesentlichen Unstetigkeiten besitzen.

A.718 Sei f : [a,b] = R eine monotone Funktion. Man beweise, dass f
hochstens abzahlbar viele Unstetigkeitsstellen hat.

A7.19 Sei f:R — R stetig mit f(z) - —oo fiir © — £oo. Man zeige, dass
f sein Maximum annimmt, d.h., es gibt ein U € R, so dass f(U) > f(z)
fir alle z € R.

A.7.20 Man entscheide, ob die folgende Aussage wahr oder falsch ist:
Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit

f@)=0 und f(x)#4 Vz€]la,b].

Dann gilt f(b) < 4.
A.7.21 Seien f,g:R — R stetige Funktionen mit

f(0)>g(0) und f(z)#g(z) VeeR.

Man beweise, dass dann f(x) > g(z) fur alle z € R gilt.

A.7.22 Sei f : [a,b] = R eine stetige Funktion mit f(z) > 0 fiir alle = € [a, b].
Man zeige, dass es ein § > 0 gibt mit f(z) > ¢ fiir alle = € [a, b)].

A.7.23 Gibt es eine stetige Funktion f[0,1] — R mit f ([0,1]) = R?
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8 Gleichmafigkeit

Wozu?

Wie in jedem Paradies lauert auch im Paradies der Analysis eine
Schlange. Wir sind bisher mit unserem Konvergenzbegriff sehr gut zu-
rechtgekommen, aber jetzt miissen wir lernen, neue Begriffe zu akzep-
tieren, denn es gibt Probleme. So ist die Grenzfunktion einer Folge von
stetigen Funktionen nicht notwendig eine stetige Funktion, die Grenz-
funktion einer Folge integrierbarer Funktionen nicht notwendig inte-
grierbar, und selbst eine Folge differenzierbarer Funktionen kann gegen
eine Funktion konvergieren, deren Ableitung nichts mit dem Grenzwert
der Ableitungen der Funktionen aus der Folge zu tun hat. Die Rettung
wird der Begriff der gleichméfligen Konvergenz sein. Mit diesem
Konzept von Konvergenz ist dann etwa tatsachlich sichergestellt, dass
die Grenzfunktion einer gleichméfig konvergenten Folge von stetigen
Funktionen auch wieder stetig ist.

Ein weiterer ganz wesentlicher Begriff, den ihr in diesem Kapitel ken-
nenlernen werdet, ist die gleichméfiige Stetigkeit von Funktionen.
Wir werden diesen Begriff und seinen Zusammenhang zur gewohnli-
chen Stetigkeit nur knapp behandeln, unter anderem fiir die Integrati-
on in Kapitel 9 wird er aber noch von Bedeutung sein!

Wichtige Lernziele in diesem Kapitel sind:

Folgen und Reihen von Funktionen,

die punktweise Konvergenz,

die gleichméfige Konvergenz,

der Satz von Weierstraf fiir Funktionenfolgen,

das Weierstrafs’sche Kriterium fiir Funktionenreihen,
die gleichmafige Stetigkeit

und ihr Verstédndnis.

Um euch den Zugang zu erleichtern und ein Gefiihl fiir die neuen Be-
griffe zu vermitteln, liefern wir euch auch in diesem Kapitel immer
gleich ein paar wichtige Beispiele mit.

8.1 Punktweise und gleichméfiige Konvergenz

Wir haben bereits Folgen und Reihen von (reellen) Zahlen kennengelernt.
Ganz analog lassen sich nun auch Folgen und Reihen von Funktionen formu-
lieren.

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH, ein Teil von Springer Nature 2019
J. Glaubitz et al., Lernbuch Analysis 1, https://doi.org/10.1007/978-3-658-26937-1_8
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Sei A C R. Eine Folge von Funktionen (Funktionenfolge) (f,)
ist eine Abbildung

neN

N> nw— fp,

die jedem Index n eine Funktion f, : A — R zuordnet.

Entsprechend definieren wir auch Reihen von Funktionen wieder als den
Grenzwert der Funktionenfolge der entsprechenden Partialsummen, d. h.

ka(:v) = nh_)rr;o Sp(z) mit  s,(x):= ka(gc)
k=1 k=1

Aber was meinen wir {iberhaupt mit dem Grenzwert einer Funktionenfolge?

Auch hier kénnen wir zunéchst auf den uns bekannten Zahlenfolgen aufbauen

und bemerken, dass eine Funktionenfolge fiir festes = immer eine Zahlenfolge

(@n)pey mit  a, = fo(x)

liefert. Es liegt also nahe, Konvergenz von Funktionenfolgen so zu verstehen,
dass fiir jedes = die entsprechende Zahlenfolge konvergieren soll. Das fiihrt uns
auf unseren ersten Konvergenzbegriff fiir Folgen und Reihen von Funktionen.

Sei (fn),en eine Folge von Funktionen f, : A — R. Fiir z € A ist
(fn()), ey eine reelle Zahlenfolge. Gilt nun

lim f,(z) = f(z) Va €A,

n—oo

dann konvergiert die Funktionenfolge (f,.), .y Punktweise gegen die
Grenzfunktion f.

Betrachten wir gleich mal ein paar Beispiele, um zu sehen, was unser Konver-
genzbegriff so taugt.

Beispiel 8.1.3: Stetigkeit der Grenzfunktion

Wir betrachten die Folge von Funktionen (f,) definiert durch

neN?
fn : [Oa 1] — R, fn(x) =z".

Jede Funktion f,, der Folge ist auf [0, 1] stetig. Die Grenzfunktion ist
offenbar
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flz) = lim_ fo(z) =

n—o0

O;z<1
l;z=1"

denn wéhlen wir ein 0 < z < 1, wird stets lim, .., 2™ = 0 gelten.
Nur der Punkt z = 1 bleibt wegen lim,, .o, 1™ = 1 ein Problem. Die
Grenzfunktion ist also bei = 1 nicht stetig.

Abbildung 8.1.1. Die Folge (fn), ¢y mit fn(z) = 2"

Beispiel 8.1.4: Differenzierbarkeit der Grenzfunktion

Die Funktionen

sind fiir alle n € Ny differenzierbar; ihre Ableitungen sind
fh(z) = V/ncosnz.

Auch wenn wir noch keine Differentialrechnung besprochen haben, ap-
pellieren wir hier an eure Schulkenntnisse. Falls diese nicht vorhanden
oder verschiittet sind, konnt ihr das Ergebnis voriibergehend auch ein-
fach akzeptieren. Da die Funktion sin nx fiir alle n und alle = durch 1
beschrankt ist, ist die Grenzfunktion f(z) = lim, . fn(z) = 0 und
sicher gilt f/(z) = 0. Der Grenzwert der Ableitungen
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lim f/(z) = lim v/ncosnz

existiert hingegen an keinem Punkt z!

Abbildung 8.1.2. Die Folge (fn)n€N>0 mit fn(z) = %

Beispiel 8.1.5: Das Integral der Grenzfunktion

Erinnert euch bitte daran, dass das Integral einer Funktion den Fla-
cheninhalt unter der Funktion wiedergibt. Wir betrachten die Funk-
tionenfolge (f5),en. ., definiert durch die Hutfunktionen
22z ;0<z< =
frni[0,1] =R, fu(z):={ —2n(nz—1); o <x§% .
0o ; z>32

Der Fliacheninhalt unter jeder der Hutfunktionen ist 1/2, unabhéngig

von n, also
! 1
/ fu(z)de = =,
0 2

was man sofort aus Abbildung 8.1.3 ersehen kann. Die Spitzen der
Hutfunktionen wachsen mit wachsendem n; gleichzeitig geht das In-
tervall, auf dem die Hiite von null verschieden sind, gegen null. Die
Grenzfunktion ist also sicher
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f(z) = lim f,(z) =0.

n— o0

Damit gilt auch fiir den Flacheninhalt der Grenzfunktion

[ swar=o

aber fiir den Grenzwert der Flidcheninhalte gilt

1
lim [ fu(z)dz = 1 £ 0.
0 2

n—oQ

Abbildung 8.1.3. Die Folge (f")n€N>0 der Hutfunktionen

Historische Bemerkung

Die geschilderten Probleme wurden im 19. Jahrhundert nur von ei-
nigen wenigen erkannt und es brauchte seine Zeit, bis sich ein neuer
Konvergenzbegriff durchsetzte. Die Geschichte der Entdeckung des Be-
griffs der GleichméRigkeit ist von Klaus Viertel [Viertel 2014] im Detail
rekonstruiert und dargestellt worden.

Diese drei Beispiele sollen uns geniigen. Wir hoffen, ihr seht, dass ein sol-
ches Verhalten von Grenzfunktionen unter unserem Begriff der punktweisen
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Konvergenz sehr unbefriedigend ist. Wiirden die Funktionen f,, von einem In-
dex ng an innerhalb eines ,Schlauches* um die Grenzfunktion herum bleiben,
hétten wir die beschriebenen Probleme nicht. Das bringt uns auf:

Definition 8.1.6: Die gleichmifiige Konvergenz

Sei A C R. Die Folge (f,)nen der Funktionen f,, : A — R konvergiert
gleichméafig gegen die Grenzfunktion f : A — R, falls

Ve>0 dngeN Vn>ng Ve e A: |fu(z)— f(z) <e (8.1)

gilt.

Bemerkung 8.1.7: Achtung!

Hier sind wir an einer fiir das Verstédndnis des analytischen Formalis-
mus wichtigen Stelle angekommen. Punktweise Konvergenz bedeu-
tet

Ve>0 VzeA IngeN VYn>ng: |fulz)— f(2)] <e,

und diese Aussage enthélt exakt dieselben Terme wie (8.1), nur in
anderer Reihenfolge! Macht euch unbedingt klar, dass es im Fall der
punktweisen Konvergenz fiir jedes © € A einen Index ngy gibt (und
im Allgemeinen fiir jedes = ein anderes ng), wihrend es im Fall der
gleichméfigen Konvergenz einen Index ng gibt, der fiir alle x € A
giiltig ist.

Beispiele 8.1.8: Gleichmifiige Konvergenz

(a) Wir wollen einmal annehmen, dass die Funktionenfolge (f)nen,
definiert durch

fn i [0,1] = R, fo(z) = 2",

gleichméafig auf [0, 1] gegen die Grenzfunktion f(x) = 0 konver-
giert! Nach Definition 8.1.6 miissen wir damit zu beliebigem & > 0
einen Index ng finden, so dass (8.1) gilt. Fangen wir also an zu
rechnen:

[fn(2) = f(2)] = 2" = 0] = |2"| = ™,
weil > 0. Der Fall z = 0 ist klar, denn |f,,(0) — f(0)] = 0. Um
aber ™ < ¢ fiir  nach n aufzulésen, miissen wir logarithmieren:

nlogx < loge.
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Das Ungleichheitszeichen bleibt bestehen, weil log eine monoton
wachsende Funktion ist. Nun muss durch logx dividiert werden,
aber fiir 0 < x < 1 ist der Logarithmus negativ, woraus

loge

log

folgt. Da auch der Logarithmus von ¢ fiir 0 < € < 1 negativ ist,
steht auf der rechten Seite eine positive Zahl. Nun sehen wir aber,
dass wir nie ein ng finden kénnen: Wegen log 1 = 0 kénnen wir bei
gegebenem ¢ > 0 so weit mit = gegen 0 gehen, dass n iiber alle
Grenzen wéchst.

(b) Die obige Folge von Funktionen konvergiert allerdings gleichméfig,
sobald wir sie auf ein kleineres Intervall [0, a] mit a < 1 einschrén-
ken: Sei wieder £ > 0, dann gilt:

! 1]
fol@) — f@)| = 2" <a" <& <= n> 2o
log a
Waihlen wir nun also ng > %gg;, so gilt fiir alle n > ng die Ab-

schétzung
|fn(z) = f(z)] < a" <e.

Damit konvergiert die Funktionenfolge gleichméfig.

Natiirlich kénnen wir fiir Definition 8.1.6 wieder das Cauchy’sche Konver-
genzkriterium verwenden:

Ve>0 dngeN Vn>ng VkeNs, Voe A: |fo(z) — flz)|<e (8.2)

Wir sagen auch, dass (f,,)nen eine gleichméfige Cauchy-Folge ist. Nun kénnen
wir die ersten Friichte des neuen Konvergenzbegriffs ernten.

Satz 8.1.9: Satz von Weierstrafs

Sind f, : A — R fiir alle n € N stetige Funktionen auf A und konver-
giert (fn)nen gleichméfig auf A gegen eine Funktion f : A — R, dann
ist f stetig.

Beweis. Fiir ¢ > 0 wihle ng € N so, dass (8.1) erfiillt ist. Weil f,,, stetig ist,
gibt es ein § > 0, so dass

[z —m0| <0 = [fng(x) = fup(20)| <e

Mit der Dreiecksungleichung folgt fiir |z — xo| < §
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[f (@) = f(@o)| < [f(2) = fuo (@)| + [fng () = frng (x0)| + |y (20) — f(0)]

< 3¢

und damit die Behauptung. O

Man stellt sich hier vielleicht die Frage, ob nicht nur ,,gleichméfige Konvergenz
stetiger Funktionen — stetige Grenzfunktion® gilt, sondern vielleicht auch die
Umkehrung. Das ist nicht der Fall, wie unser folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 8.1.10
Wir betrachten die Funktionenfolge (fy)nen., von Hutfunktionen

nr ; 0<zr< 4
Jwla) == 2—nx;%<x§% .
0o ; z> %
Wie man aus Abbildung 8.1.4 erkennen kann, bleiben die Maxima der
fn fiir alle n bei 1, aber die Intervalle, auf denen die f,, von null ver-

schieden sind, werden immer kleiner. Sicher ist die Konvergenz nicht
gleichméfig, aber dennoch ist die Grenzfunktion

f(x) = lim fo(z) =0

n—oo

stetig!

Abbildung 8.1.4. Die Folge der Hutfunktionen
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Beispiel 8.1.11

Die Folge (fn)nen mit

2nx

= T o=

fn:R20%R7 f’n(x) = Y
ist ebenfalls nicht gleichméafig konvergent, vgl. Abbildung 8.1.5. Jedes
fn besitzt bei z = 1/n das Maximum f,,(1/n) = 1. Fir x > 0 gilt aber
iy — 2 g
n—oo 1 + n2x? n—o00 % + nax?
und auch bei z = 0 sind alle f,, gleich null. Die Grenzfunktion ist also
stetig, obwohl die Folge nicht gleichmé&fig konvergiert.

Abbildung 8.1.5. Die Folge der f.(z) := 1_‘_222“;2

Wir koénnen nun auch ohne Probleme Reihen von Funktionen analysieren,
denn Reihen sind nichts anderes als Folgen ihrer Partialsummen

Sp(z) = Z fi(x) (8.3)

mit f; : A — R.
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Definition 8.1.12: Die gleichmifiige Konvergenz von Reihen

Die Reihe

oo

> filw) mit fi: AR

i=0
ist gleichmiRig konvergent auf A, wenn die Folge (s, )nen aus (8.3)
gleichméfig auf A konvergiert.

Satz 8.1.13: Weierstrafs’sches Kriterium

Sei
|[fn@)] <e, VzeA

und sei ) > ¢, eine konvergente Reihe. Dann konvergiert die Reihe
oo o fn(z) gleichméfig auf A.

Beweis. Offenbar gilt ¢,, > 0 fiir alle n € N. Weiterhin gilt fiir alle £ > 1 und
fir alle n > ng

stk (2) = sn(@)| = [forn(@) + ... + frpa(2)]
S frar(@) 4+ [frga (2)]
Scn+k+...+cn+1 <eg,

da nach Voraussetzung Z;’ozo ¢y, konvergent ist. Damit ist die Folge (sn)nen
nach dem Cauchy’schen Konvergenzkriterium gleichméfig konvergent. ]

Beispiele 8.1.14

(a) Wir konnen jetzt Riemanns Schreckgespenst

>, sin(n?z
fw) =y 2D

aus Abschnitt 7.1.4 (g) behandeln. Wegen |sin(n?z)| < 1 fiir alle =

und alle n ist
sin (ngx)

n? n2

und Y07 | & ist konvergent. Damit ist Y o Sin;";m) nach Satz
8.1.13 gleichmafsig konvergent. Die Funktionen

n

sin(k%x
sala) = S D)
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sind stetig, so dass nach Satz 8.1.9 auch f stetig ist! Was ist denn
dann so schrecklich an Riemanns Schreckgespenst? Man hat lan-
ge geglaubt, diese Funktion sei nirgends differenzierbar. Allerdings
wurde in jlingerer Zeit gezeigt, dass es vereinzelte Punkte gibt, in
denen f doch differenzierbar ist. Vom Standpunkt der Stetigkeit
aus ist sie allerdings harmlos.

(b) Die Exponentialfunktion

k

= T
o3
k!
k=0

konvergiert fiir alle x € R, allerdings nicht gleichméfig. Betrachtet
man jedoch z € [—a,a], a > 0, dann gilt

und

ist nach dem Quotientenkriterium konvergent. Damit konvergiert
nach Satz 8.1.13 die Reihe fiir die Exponentialfunktion gleichméfig
auf jedem abgeschlossenen Intervall.

8.2 Gleichmiliige Stetigkeit

Der zweite (und letzte) GleichméaRigkeitsbegriff betrifft die Stetigkeit. Betrach-
ten wir eine monoton wachsende Funktion wie in Abbildung 8.2.1 (das Phé-
nomen tritt auch bei monoton fallenden Funktionen auf), dann wird das fiir
die Stetigkeit benétigte § immer kleiner, je grofer die Stelle x wird, an der
wir die Funktion betrachten.

In einigen der spéiteren Sétze ist es allerdings notwendig, dass der Abstand
beliebiger Paare von Funktionswerten kleiner als ein beliebig vorgegebener
Maximalfehler ist, solange auch die Argumente hinreichend nah beieinander-
liegen. Dieser Maximalfehler soll sich insbesondere also nicht mit der Lokalit&t
der Argumente dndern. Entscheidend wird dies zum Beispiel sein, um zu zei-
gen, dass jede stetige Funktion auch integrierbar ist! Diese Forderung fiihrt
uns direkt zu folgender Definition:
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fib)

fle)

a b
Abbildung 8.2.1. Fiir dasselbe ¢ gibt es verschiedene 4.

Eine Funktion f : A — R heifst gleichméfiig stetig auf A, wenn

Ve>0 30 >0 Vape A Ve A:

v — a0 <8 = |f(x)— Flao)| << (84)

gilt.

Bemerkung 8.2.2: Achtung!

Auch hier weisen wir euch wieder auf den Formalismus hin! Punktweise
Stetigkeit bedeutet

Ve>0Vepe A IO >0VeeA: |z—x| <0 = |f(z)—f(zo)| <e

und wieder tauchen dieselben Terme auf wie in (8.4), nur in anderer
Reihenfolge! Bei punktweiser Stetigkeit gibt es zu jedem zy ein § > 0
(und im Allgemeinen fiir jedes xy ein anderes ¢), bei gleichméafiger
Stetigkeit gibt es ein ¢ fiir alle ! Die gleichméfige Stetigkeit ist also
eine stirkere Form der Stetigkeit.

Ist f: R D A — R gleichméfig stetig, so ist f auch stetig.
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Beispiele 8.2.4

()

Die Wurzelfunktion
fiRso =R, f(z)=vz

ist nicht nur stetig, sondern auch gleichméfig stetig: Sei € > 0, so
miissen wir nun ein ¢ > 0 finden (unabhéngig von ), so dass

|z — 20| <& = [f(2) — f(zo0)| <¢
gilt. Wir bemerken dazu, dass
|Vz — V| < Vz — ol

gilt, denn wenn ohne Einschriankung x > x¢, dann folgt

’f—@ﬁzx—%/xwo—kxoSx—Z\/aT%—i—xo
=z — 2= |z — 20|
= |Vz — vmo| < V|z— ol

Schliefslich beobachten wir die Abschétzung

If(z) — f@o)| < ]z — zo] < VO

und wihlen § < £2.
Die Funktion
f:R=R, f(r)=2a?

ist zwar stetig, aber nicht gleichméfig stetig. Dazu machen wir uns
klar, dass die Negation der gleichméfigen Stetigkeit

de>0 V6 >0 dzgcec A dJx e A:
|t — 20| <0 A |f(x) — f(zo)| > €

lautet. Und etwa fiir ¢ = 1 konnen wir nun fiir jedes (noch so
kleine) § > 0 zwei Argumente z, 2o mit |2 — 2g| < ¢ finden, so dass

|f(z) = fzo)| =2 €

gilt. Dazu betrachten wir ein beliebiges 6 > 0 und wéhlen zg > 0
sowie x = xg + J, dann ist

|f(z) = f(zo)| = (20 + 5)2 = x% = 20z + 62.
Wiéhlen wir nun noch zg > %, so folgt
|f(2) = f(zo)| > 2+0% > 1.

Damit kann f nicht gleichméafig stetig sein!
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Wir beenden dieses Kapitel mit einem wichtigen Resultat zur gleichméfigen
Stetigkeit.

Satz 8.2.5

Stetige Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen sind gleichméfig
stetig, d.h., ist f : [a,b] — R auf [a, ] stetig, dann ist f gleichméfkig
stetig.

Beweis. Wir nehmen an, f sei nicht gleichméfig stetig, d. h.
Je>0V5>0 F' €A FxeA: |z—2|<d A |f(x)— f(@')] >e.

Wahle 6 = 1/n fiir n € N5, also

1
Je>0Vo=—>03z), € Adx, € A:

! (8.5)
‘xn_m;|<ﬁ A Nf(xn) = flah,)] > e

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf ziehen wir aus der beschriankten Folge
(xn)n>1 eine konvergente Teilfolge (2, )r>1 heraus. Sei

r:= lim z,,
k— o0
und wegen |z, — x| < 1/n; gilt dann auch

lim 2/ =ux.
n—oo 'k

Nun ist f aber stetig und daraus folgt

lim (f(2n,) = f (2, )| = f(z) = f(2) =0.
j—o0
Das ist ein Widerspruch zu |f(z,) — f(z])| > €. Also ist f gleichméRig stetig.
O

Zusammenfassung

Nach Folgen und Reihen von (reellen) Zahlen haben wir in diesem Ka-
pitel auch Folgen (f,), oy und Reihen Y ° | f,, von Funktionen ken-
nengelernt. Das Konzept ist zunéchst einmal v6llig analog und wird uns
in Kapitel 11 dann die Tiir zu den Potenzreihen 6ffnen. Ein besonders
wichtiges Beispiel kennt ihr aber natiirlich schon, und zwar die Darstel-
lung der Exponentialfunktion als Funktionenreihe e* ="  f, ()



8.2 GleichméRige Stetigkeit 225

mit fp(z) = % beziehungsweise als Grenzwert einer Funktionenfol-
ge € =lim, o fr(z) mit f,(z) = (1 + %)n In welchem Sinne soll
Konvergenz von Funktionen aber verstanden werden? Der kanonische
Zugang ware wohl die punktweise Konvergenz: Wir bemerken, dass
(fn(2)), ey fiir festes x eine Zahlenfolge bildet, und sagen, dass eine
Folge von Funktionen (f,), cy punktweise gegen f konvergiert, wenn
(fn()), ey fiir jedes z als Zahlenfolge gegen f(z) konvergiert, d. h.

Vee AVe>03INeNVn>N: |f(z)— fulz)] <e.

Leider stellte sich in diesem Kapitel auch heraus, dass sich bei der
punktweisen Konvergenz keine der wirklich wichtigen Eigenschaften
(etwa Stetigkeit) von den Folgengliedern f,, auf die Grenzfunktion f
ibertrigt. Das ist erst mit dem stérkeren Konvergenzbegriff der gleich-
maéafigen Konvergenz garantiert. Dabei sagen wir, dass eine Folge von
Funktionen (f,), <y gleichméfig gegen f konvergiert, wenn

Ve>03dNeNVze AVn>N: |f(z)— fulz)] <e.

An dieser Stelle lohnt es sich zu bemerken, dass der formale Unter-
schied zwischen punktweiser und gleichméfiger Konvergenz lediglich
darin besteht, dass das N bei der punktweisen Konvergenz sowohl
von ¢ als auch x abhingen darf, d.h. N = N(e,x), wihrend das N
bei der gleichméfig en Konvergenz unabhéngig von der Stelle x sein
muss und nur von € abhéngen darf, d.h. N = N(e). Die Folgen die-
ses Unterschieds sind weitreichend und manifestieren sich im Satz von
Weierstraf: Sind die Folgenglieder f,, alle stetig und konvergiert die
Funktionenfolge (f,),cy gleichmifig gegen f, so ist auch die Grenz-
funktion f stetig.

Die zweite Saule dieses Kapitels bildete das Konzept der gleichméfigen
Stetigkeit. Der Unterschied zu der uns schon bekannten (gewohnlichen)
Stetigkeit erklart sich dabei ganz analog zum Unterschied zwischen
punktweiser und gleichméfiger Konvergenz. Zur Erinnerung: Wir nen-
nen eine Funktion f: A — R stetig, wenn

Vege A Ve>0 360 >0 Vo e A:
[z —xo| <6 = |f(z) = f(zo)| <&,
und wir nennen sie gleichméfig stetig, wenn
Ve>0 30 >0 Vrg,z € A:
[z —zo| <6 = [f(x) — f(=o)| <e.

Wieder ist die Reihenfolge der Quantoren und damit die Abhéngig-
keit der Schranke, hier 0, entscheidend! Bei der gleichméfigen Stetig-
keit &ndert sich der Maximalfehler also nicht mehr mit der Lokalitdt
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der Argumente. Es ist schnell eingesehen, dass nun jede gleichméafig
stetige Funktion auch stetig ist, was die gleichméfige Stetigkeit zu
einem stirkeren Begriff macht. Tatséchlich sind die beiden Begriffe zu-
mindest auf beschriankten und abgeschlossenen Intervallen [a,b] aber
dquivalent, hier sind stetige Funktionen automatisch auch gleichméfig
stetig. Diese Beobachtung wird es uns im néchsten Kapitel erlauben
einzusehen, dass stetige Funktionen immer integrierbar sind.

Folgende Fragen solltet ihr nach diesem Kapitel beantworten konnen:

o Was bedeutet es, dass eine Folge von Funktionen punktweise kon-
vergiert?

e Was bedeutet es, dass eine Folge von Funktionen gleichmdflig kon-

vergiert?

Was ist der Unterschied zwischen den beiden Begriffen?

Welchen Vorteil hat die gleichmdfSige Konvergenz?

Wann sind Grenzfunktionen stetig?

Wann sind Reihen von Funktionen stetig?

Was bedeutet es, dass eine Funktion gleichmdfig stetig ist?

Was ist der Unterschied zwischen Stetigkeit und gleichmdjiger Ste-

tigkeit?

Wie hingen die beiden Begriffe zusammen?

o Was ist eine wichtige Anwendung der gleichmdjSigen Stetigkeit?

Zum Einiiben der Begriffe dieses Kapitels solltet ihr euch mal an eini-
gen der folgenden Aufgaben versuchen.

8.3 Aufgaben

A.8.1 Fiir n € Ny sei
T
n:R—=>R, fulr)=——.

Man zeige, dass (fy) gleichmafig konvergiert.

neNs o
A.8.2 Man beweise, dass die Funktionenfolge (fy,),, ¢y mit

fn:[0,1] =R, fo(z)=nz"(1-—2)
punktweise gegen f = 0 konvergiert, jedoch nicht gleichméifig.
A.8.3 Sei (fn),cy €ine gleichmifkig konvergente Folge beschrankter Funktio-
nen f, : A — R, d. h.
YneNIM,>0Vee A: |f,(z)] < M,.

Man beweise, dass die Folge (f,) gleichméRig beschrankt ist, d. h.

neN
IM >0VneNVz e A: |fu(z)| < M.
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A.8.4 Seien (fn),cny Und (gn),cn zwei gleichmékig konvergente Funktionen-
folgen auf A C R. Man zeige folgende Aussagen:

(@) (fn + 9n)pen ist gleichméfig konvergent auf A.

(b) Seien (fn),cy und (gn),cn zudem beschrénkt, dann ist auch die Pro-
duktfolge (fn - gn),en gleichméfig konvergent auf A.

A.8.5 Man gebe ein Beispiel an, fiir zwei gleichméfig konvergente Folgen
(fa)nen., Wnd (9n),en. ,» deren Produktfolge (fr - gn), ey, nicht gleich-
maéfig konvergiert.

A.8.6 Sei (fn),cy eine Folge stetiger Funktionen, die auf A C R gleichméfig
gegen [ konvergiert.

(a) Man beweise

lim f, (z,) = f(x)

n—oo
fiir jede Folge von Argumenten (), mit z,, — = € A fiir n — oo.

(b) Gilt auch die Umkehrung?

A.8.7 Gegeben sei die Funktionenreihe
0= 17 ()

(a) Man zeige, dass die Reihe fiir alle € R absolut konvergiert.

(b) Man bestimme den Grenzwert f und untersuche ihn auf Stetigkeit.

(¢) Man beweise, dass die Reihe auf [—1, 1] nicht gleichméfig konvergiert.
A .8.8 Vorgelegt sei die Funktionenreihe

1
n=1
fiir z € [0, co[. Man untersuche,
(
(
(c) ob die obige Reihe iiberall dort stetig ist, wo sie konvergiert.

(d) ob f beschrankt ist.

A.8.9 Man beweise, dass die Funktionenreihe

a) fiir welche Werte z die obige Reihe konvergiert.
b) auf welchen Intervallen die obige Reihe gleichméRig konvergiert.
¢

= 1nx2+n
z_:l(_ ) n2

zwar auf jedem beschriankten Intervall gleichméfig konvergiert, aber fiir
kein x € R absolut konvergiert.
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A.8.10 Die Funktion

f:00,1] = R, f(z)=+zsinz

ist auf [0, 1] stetig und damit auch gleichméfig stetig. Fiir € > 0 bestimme
man das entsprechende ¢ > 0, so dass

Voo, z € [0,1]: |xo—z| <0 = |f(xo) — f(z)| <e
gilt. Wie lautet § > 0 fiir e = 0.17
Hinweis: Man verwende das Additionstheorem

a+p

. . . —
sina — sin 8 = 2sin 3

COSs

sowie die Abschitzung |sina| < |al.

A.8.11 Seien f,g:R D A — R gleichméfig stetig. Man zeige oder widerlege,
dass dann auch f - g gleichméfig stetig ist.

A.8.12 Zur Erinnerung: Eine Funktion f : A — R heifft Lipschitz-stetig, wenn
es ein L > 0 gibt, so dass

|f(@) = f(y)| < Llz —y| VYa,ye A

gilt. Man zeige oder widerlege:
(a) Jede Lipschitz-stetige Funktion ist gleichméRig stetig.
(b) Jede gleichméfBig stetige Funktion ist Lipschitz-stetig.
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9 Das Riemann-Integral

Wozu?

Die urspriingliche Motivation fiir die Integralrechnung ist die Bestim-
mung von Flédcheninhalten. Ist die Frage im Falle von Rechtecken und
Dreiecken (und damit auch insgesamt gradlinig berandeter Flichen)
noch elementargeometrisch 16sbar, so ist sie im Fall krummlinig be-
randeter Figuren nicht mehr direkt zuganglich. Dieses Problem hat
Mathematiker seit jeher beschéftigt und bereits in der Antike konnte
fiir Spezialfille eine Losung gefunden werden. So bewies Archimedes
(287221 v. Chr.), dass die Flache des Kreises proportional zum Qua-
drat seines Radius ist, und gab auch eine Methode an, wie man dieses
heute als Kreiszahl 7 bezeichnete Verhiltnis mit beliebig hoher Genau-
igkeit bestimmen kann. Die Idee dabei ist, den Kreis durch Polygone
(Vielecke) zu approximieren, deren Flicheninhalt sich dann elementar
bestimmen lisst. Mit #hnlichen Uberlegungen gelang es Archimedes
auch die Flache unter einem Parabelbogen zu berechnen.

Der Rand einer beliebigen Figur kann mithilfe von Funktionen be-
schrieben werden und der Ausgangspunkt fiir den Integralbegriff ist
daher das Problem des Inhalts der von einer Funktion und der Abszis-
se eingeschlossenen Fliache. Allgemeinere Flachen kénnen dann durch
Zerlegung, Spiegelung und Differenzenbildung auf diesen Fall zuriick-
gefiihrt werden. Beispielsweise ist die Einheitskreisfliche das Doppelte
der von f(z) = v/1 —x? auf [—1,1] und Abszisse berandeten Figur.
Eine allgemeine Methode zur Berechnung solcher Fliachen fehlte lange
Zeit und erst Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) und Isaac New-
ton (1643-1727) gelangen um 1670 mithilfe der Differentialrechnung
(unabhéngig voneinander!) der entscheidende Durchbruch. Bevor wir
uns aber im néchsten Kapitel ausfiihrlich mit diesem Kalkiil befassen
werden, wollen wir hier zunéchst einmal das Integral einer Funktion
sauber definieren.

Die Ideen des Archimedes aufgreifend kann man versuchen, die Fla-
che unter dem Graphen einer Funktion mit auf der Abszisse stehenden
Rechtecken ,auszufiillen®, sodass die Summe der Rechtecksflachen eine
erste Nahrung fiir den Inhalt ist. Fiir immer feiner werdende Rechtecke
fithrt dies schlieRlich auf die Definition des Riemann-Integrals (nach
Bernhard Riemann, 1826-1866). Es sei bemerkt, dass weitere sinnvolle
Moglichkeiten zur Definition des Integrals existieren, wie beispielswei-
se liber Regelfunktionen oder das Lebesgue-Integral. Letzteres ist vor
allem in der mehrdimensionalen Integrationstheorie von Vorteil und
der moderne Integralbegriff in der Mathematik.

Im Falle reellwertiger Funktionen einer Veranderlichen sind die Un-

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH, ein Teil von Springer Nature 2019
J. Glaubitz et al., Lernbuch Analysis 1, https://doi.org/10.1007/978-3-658-26937-1_9
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terschiede der verschiedenen Definitionen jedoch subtiler Natur und
insbesondere fiir Funktionen mit abzdhlbar vielen Unstetigkeitsstellen
stimmen die Integrale alle iiberein. Wir haben uns fiir das Riemann-
Integral entschieden, da es geometrisch anschaulich ist und die uns be-
reits bekannten Resultate iiber Folgen eine vergleichsweise tiberschau-
bare formale Herleitung erlauben.

Wichtige Lernziele in diesem Kapitel sind:

Definition des Riemann-Integrals,

Integrierbarkeit stetiger Funktionen,

Mittelwertsatz der Integralrechnung,
Cauchy-Schwarz-Ungleichung,

Integration gleichméfig konvergenter Funktionenfolgen

und ihr Verstandnis.

Historische Bemerkung

Sehr frith erkannten Leibniz und Newton eine Umkehrung der Diffe-
rentiation, und Leibniz fiihrte schlieRlich das ,Integral® [ ein, das ein
langgezogenes S fiir ,Summe* stilisiert. Das Integral war aber nicht
nur eine ,, Anti-Differentiation”, sondern man war damit in der Lage,
die vorzeichenbehaftete Fliche zwischen einer Funktion und der Ab-
szisse zu berechnen. Aus irgendwelchen Griinden ist der Blick auf das
Integral als ein Werkzeug zur Flachenberechnung in der Didaktik in
Ungnade gefallen und man spricht lieber von Mittelwerten, aber fiir
uns steht der Flachenaspekt am Beginn unserer Untersuchungen.

Als Generalvoraussetzungen fiir dieses Kapitel wollen wir verabreden, dass
fila, 0] = R
auf [a, b] beschrankt sei, d. h., wir setzen voraus:

M >0: |f(x)|] <M Vzé€la,b

9.1 Ober- und Untersummen

Beginnen wir mit einer nichtnegativen Funktion f > 0 auf einem Intervall
[a,b]. Um den Flécheninhalt zwischen dem Graphen der Funktion und der
Abszisse ndherungsweise zu berechnen, zerlegen wir das Intervall [a,b] in n
Teilintervalle, d. h., wir fiihren eine Zerlegung

D = {$0,$17$2,...,l‘n}
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mit
a=rg <1 <x2<...<xTp=0">

ein. Die Lange des i-ten Teilintervalls [z;_1, x;] wollen wir mit
(51'::1‘,‘—33‘1‘_1, i:1,2,...n

bezeichnen. Die Idee ist nun, die Fldche unter dem Graphen durch Recht-
ecke anzundhern, die jeweils auf den Teilintervallen definiert werden. Wir
konnten, zum Beispiel, auf jedem Teilintervall [z;_1, ;] das Infimum von f,
infyefz,_, .2, f(x), als die Hohe des Rechtecks mit Grundseite [z;_1,2;] be-
trachten, so wie in Abbildung 9.1.1. Natiirlich unterschitzen wir dabei den
wahren Flécheninhalt. Genauso gut hitten wir aber das jeweilige Supremum
SUPye(z;_y ] J (¥) verwenden konnen; dabei hétten wir den wahren Flichen-
inhalt dann dberschétzt.

Ist f < 0, dann wird der Fliacheninhalt negativ. Beim Integral handelt es sich
also um ein Werkzeug, mit dem wir vorzeichenbehaftete Fliachen berechnen
kénnen. Den ,echten* Fliacheninhalt im geometrischen Sinne zwischen dem
Graphen von f und der Abszisse erhélt man dann durch Betrachtung von |f].

Unsere Idee wird sich als tragfihig erweisen!

Beispiel 9.1.1: Warum Infimum und Supremum?

Vielleicht fragt ihr euch, warum wir das Supremum bzw. Infimum der
Funktion auf einem Teilintervall wahlen und nicht einfach das Ma-
ximum bzw. Minimum der Funktion? Denn lauft das nicht auf das
Gleiche hinaus? Im Falle einer stetigen Funktionen f: [a,b] — R gilt
nach Satz 7.2.9 in der Tat

sup f(z) = max f(z) bzw. inf f(z)= min f(z).

(=0 zs] [i—1,24] [i—1,%:] [xi—1,24]

Doch wir haben von f: [a,b] — R nicht verlangt, stetig zu sein! Nimmt
man zum Beispiel die Funktion f: [0,1] — R mit

E=qe . oy

{x ; 0<r <1

und wihlt die Zerlegung D = {0, 1}, dann ist sup,¢[ 1) f(z) = 1, doch
max,eo,1] f(x) existiert erst gar nicht. Solange wir also auch unstetige
Funktionen zulassen, ist nur die Wahl des Supremums bzw. Infimums
sinnvoll.

Halten wir unsere bisherigen Uberlegungen in einer Definition fest.
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Sei f: [a,b] — R beschrankt und D = {zy,...,x,} eine Zerlegung von
[a, b]. Definiert man

fi:= inf  f(z) sowie F;:= sup f(x)

z€[wi—1,24) z€[zi—1,%4)

fir i =1,...,n, dann heiftt

sp(f) = Zfi 0, 1= Zfi(si
D i=1

die untere Darboux-Summe (oder einfach Untersumme) von f
zur Zerlegung D, und

SD(f) = ZFZ . 51' = Zﬂél
D i=1

die obere Darboux-Summe (oder einfach Obersumme) von f zur
Zerlegung D.

vé

a=x X X2 X3 X4

Abbildung 9.1.1. Eine Untersumme
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Als einfache Folgerung kénnen wir sofort sp(f) < Sp(f) festhalten, denn
fi < F;. Wie verhalten sich Ober- und Untersummen, wenn wir die Zerlegung
feiner machen? Dazu definieren wir zunéchst:

Eine Zerlegung D' = {z{,2},...,2],} von [a,b] heift Verfeinerung
der Zerlegung D = {xo,...,2,} von [a,b], wenn
{zo,...,xn} C {x(, 2%, ..., 2}

gilt, d. h. es gibt einfach mehr Zerlegungspunkte in D’ als in D.

Abbildung 9.1.2. Verfeinerung einer Zerlegung

Anschaulich ist klar, dass durch Hinzunahme von Zerlegungspunkten die Un-
tersumme grofer wird (oder sich nicht dndert) und die Obersumme kleiner
wird (oder sich nicht &ndert).

Sei f: [a,b] — R beschrinkt. Ist D’ eine Verfeinerung der Zerlegung
D von [a,b], dann gilt

sp(f) < sp/(f) < Sp/(f) < Sp(f).

Beweis. Die mittlere Ungleichung ist klar. Da sich die Ungleichungen fiir
Unter- und Obersumme analog beweisen lassen, zeigen wir sie nur fiir die
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Untersumme: Sei D = {xq, ..., 2, }, dann entsteht die Verfeinerung D’ durch
sukzessive Hinzunahme von endlich vielen weiteren Punkten und es reicht den
Fall zu betrachten, dass D’ sich aus D durch Hinzufiligen eines einzigen Punk-
tes zp_1 < 2’ < xp mit 1 < k < n ergibt. Der allgemeine Fall folgt dann durch
iterative Wiederholung des nachfolgenden Arguments: Per Definition ist

TE€[Tp—1,Tk]

k—1 n
sp(f)=Y_fidi+ inf  fl@)(wx—zx1)+ D> fibi,
i=1

i=k+1
und da
inf  f(z)(zp — 2" +2" —xp_1)
€[TR _1,Tk]
— b @) —me)+ i f(@)e o)
z€[TK—1,Tk] TE[Th—1,Tk]
< inf  f(x)(@ —ap_1)+ inf  f(x)(xp —2'),
T€[T]—1,7] zE€[z! x)]
folgt sp(f) < sp(f). O

Lemma 9.1.5

Sei f: [a,b] — R beschriankt. Fiir zwei beliebige Zerlegungen D; und
D, von [a, b] gilt dann

sp, (f) < Sp,(f)-

Beweis. Sei D’ := D1UDs, dann ist die Zerlegung D’ sowohl eine Verfeinerung
von D; als auch von Ds. Damit folgt das Lemma unmittelbar aus Lemma
9.1.4. O

Nun sind wir in der komfortablen Situation, unser Wissen iiber reelle Zahlen-
folgen anwenden zu konnen; genauer konnen wir nun auf Satz 5.6.6 (monoton
und beschrinkte Folgen sind konvergent) zuriickgreifen.

Untersummen sind unter Verfeinerung monoton wachsende Folgen, die nach
oben durch eine beliebige Obersumme beschrénkt sind (Lemma 9.1.5). Nach
Satz 5.6.6 existiert damit ihr Grenzwert, der gleich dem Supremum ist. Ober-
summen sind unter Verfeinerung monoton fallende Folgen, die nach unten
durch eine beliebige Untersumme beschrinkt sind (Lemma 9.1.5). Nach Satz
5.6.6 existiert damit ihr Grenzwert, der gleich dem Infimum ist. Das Supre-
mum der Untersummen und das Infimum der Obersummen existieren damit
auf jeden Fall! Stimmen Sie {iberein, so ist dies offenbar ein plausibles Mafs fiir
den Flacheninhalt.
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Definition 9.1.6: Das Riemann-Integral
Sei f: [a,b] — R beschrankt und
D :={D | D ist Zerlegung von [a,b]}

die Menge aller (abzdhlbaren) Zerlegungen von [a, b]. Die Grofen

b
/f(:v)dz := inf Sp(f),

DeD

b
/ f(z)dz := sup sp(f)

DeD

heiffen Oberintegral bzw. Unterintegral. Eine beschriankte Funk-
tion f: [a,b] — R heift (Riemann-)integrierbar, wenn Ober- und
Unterintegral gleich sind. In diesem Fall heifst

/abf(ac)da: = /abf(x)dx :/abf(a:)dx

das (Riemann-)Integral von f auf [a,b].

Wir kénnen nun leicht die Riemann-integrierbaren Funktionen charakterisie-
ren.

Satz 9.1.7: Integrabilitidtskriterium von Riemann

Eine beschrankte Funktion f: [a,b] — R ist genau dann integrierbar,
wenn

Ve>0 3D eD: Sp(f)—sp(f)<e. (9.1)

Beweis. Sei f: [a,b] — R eine beschridnkte Funktion.

= Sei f auf [a,b] integrierbar, also

b
sup sp(f) = / flx)dz = jnf Sp(f).

DeD

Fiir € > 0 existieren dann Zerlegungen Dy und Ds von [a, b], sodass

b b
€ €
s> [ f@de=5 Sou(h< [ faydo s
Nach Lemma 9.1.4 gilt fiir die Verfeinerung D := D; U Dy dann
Sp(f) = sp(f) < Sp,(f) —sp,(f) <e.
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<=: Es gelte (9.1). Fiir ¢ > 0 existiert dann eine Zerlegung D von [a, ],

sodass
b b
0< / f(z)dx —/ f(z)dx < Sp(f) —sp(f) <e.
Da e > 0 beliebig war, folgt die Integrierbarkeit von f auf [a, b]. O

Beispiele 9.1.8

(a) Sei f(z) = x auf [a, b]. Fiir die dquidistante Zerlegung

b_
D — {xi:a—&—ih‘izO,l,...,nundh: na}

folgt

TE€[Ti—1,T4]

sDn<f>=;j inf  f(2) (s — zi-1)

—h= b;a
=Ti—1 .

n
b—a
:E Ti_1-*
: n

Ganz analog erhalt man

£ b—a b —a? b—a)?
Sou ()= Yoo ot = B L2
i=1

und damit

_ 2
B =xag,
n

Sp,(f) = sp,(f) =

Also ist f(x) = z auf [a, b] integrierbar nach Satz 9.1.7 und es gilt

b
1 1
zdz = =b% — a2,
a 2 2
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(b)

Sei f(x) = 22 auf [0, 1]. Als Zerlegung wihlen wir
D, :={x;=ih|i=0,1,...,n; h=1/n}.

Damit ergibt sich (siche A.2.2)

$0,() = Yo w1 = aia) =+ D (G = DAY

=h=1/n &=l

Ganz analog folgt fiir die Obersumme

1 1 1
5. () =3+ 3, T G
also

Sp, (f) —sp,(f) = . 0

Damit ist f(z) = 2% auf [0, 1] integrierbar und

1
1
/ 22de = =.
O 3
Die Dirichlet-Funktion

1 ;2€][0,1]NnQ

f:00,1 =R, f(x):{o ; x €[0,1\Q

ist nicht Riemann-integrierbar! In jedem Teilintervall [x;_1,x;] ei-
ner beliebigen Zerlegung D von [0, 1] gibt es sowohl rationale, als
auch irrationale Zahlen. Daher gilt

inf  f(z)=0#1= sup f(x)

T€[wi—1,7] TE[Ti—1,%4)

und somit ist
sp(f)=0#1=Sp(f)

fiir alle Zerlegungen D von [0, 1].

Wir haben bereits in Beispiel 7.2.30 gesehen, dass die Dirichlet-
Funktion {iberall unstetig ist. Unter Beispiel 7.2.31 haben wir die
Thomae-Funktion untersucht, die ,nur in allen rationalen Punkten
unstetig ist. Reicht das zur Integration?
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(d) Die Thomae-Funktion

Fi 0,1 > R, f<x>:{° L z=0vaee01\Q

% 0 @B = % mit p, g teilerfremd

ist unstetig in allen Punkten [0, 1]NQ, aber integrierbar! Sei ¢ > 0,
dann gibt es nur endlich viele(!) Stellen 71,...,mx € [0,1], so-
dass f(n;) > e, j = 1,...,k. Man wihle nun eine Zerlegung
D = {xzg,...,x,} mit max,—1_ . 0; < €/k so, dass alle 7, in einem
der Teilintervalle [z;_1, ;] liegen. Wegen f(x) < 1 folgt dann:

n

SD(f):Z sup f(z) 0; <k- max §;+e-1<2¢

P [@i1,4] 1=1,...,n

—_——
>e in héchstens k Fallen

Andererseits gilt
sp(f) =0,

also ist die Thomae-Funktion nach Satz 9.1.7 tatséchlich integrier-
bar und es gilt

/01 f(z)dz = 0.

Definiert man die Feinheit einer Zerlegung D = {xq, ..., 2, } von [a,b] durch

§(D) := max (v; —xi1)

1=1,..., n
und bezeichnet mit
Ds :={D | D Zerlegung von [a,b] mit §(D) < 4}

die Menge der Zerlegungen der Feinheit § > 0 von [a, b], dann ergibt sich eine
weitere interessante Charakterisierung integrierbarer Funktionen.

Satz 9.1.9: Satz von Du Bois-Reymond und Darboux

Eine beschrankte Funktion f: [a,b] — R ist genau dann integrierbar,
wenn

Ve>0 36>0 VDeDs: Sp(f)—splf) <e.

Beweis. Wir zeigen erst die Hin- und anschlieffend die Riickrichtung.
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=—: Sei f integrierbar. Fiir ¢ > 0 sei
D :={ig,&,...,Eq} €D
eine Zerlegung, die (9.1) erfiillt, also
A(f) = Sp(f) = sp(f) <e.
Fiir § > 0 wéhle man nun eine beliebige Zerlegung D € D;s und definiere
A(f) = Sp(f) = sp(f).

Zu zeigen bleibt: A — 0 fiir § — 0. R
Bilde dazu die Vereinigung D’ := D U D und definiere

A'(f) = Sp(f) = sp/(f)

Die Darboux-Summen fiir D’ und D sind nur auf denjenigen Intervallen
ungleich, die Punkte von D enthalten. Das kénnen aber héchstens 7 — 1
Intervalle sein, und da ihre Léngen kleiner oder gleich § sind und wegen
der Beschrénktheit von f (=M < f(z) < M) gilt

A(f) < A(f)+2(n—1)0M.
Da D’ eine Verfeinerung von D ist, gilt weiter
A'(f) <A(f) <,

also folgt fiir § < m

A(f) < 2e.

<=: Die Riickrichtung folgt sofort aus Satz 9.1.7. a

9.2 Satze iiber integrierbare Funktionen

Wir haben zu Beginn das Riemann-Integral auf Unter- und Obersummen
gebaut. Es steht uns natiirlich frei, gar nicht das Infimum oder Supremum
der Funktion f in den Teilintervallen einer Zerlegung zu verwenden, sondern
irgendeinen Punkt des Teilintervalls.

Sei f: [a,b] — R beschrénkt und D := {a = zg,21,22,...,2, = b}

eine Zerlegung von [a,b]. Fiir eine Menge ¢
mit & € [x;_1,2;], 1 =1,2,...,n, heift dann

{515527 0oo agn} c [a7 b]
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)= f(&) 8= f(&)S
D =1

eine Riemann-Summe von f zur Zerlegung D mit Zwischenpunk-
ten &.

Aus der Definition einer Riemann-Summe folgt unmittelbar

sp(f) < Rp(f,&) < Sp(f), (9.2)

denn f; < f(&) < F; fir i = 1,...,n. Lisst man die Feinheit 0(D) der
Zerlegung immer kleiner werden, so erwarten wir, dass sich auch die Riemann-
Summe dem Riemann-Integral ndhert. Um unsere Intuition zu formalisieren,
definieren wir

5(%)"11)0 Rp(f,§)=T€R (9-3)

<= Ve>0 3>0 VDeDs: |Rp(f,& —1|<e,

wobei die Wahl der Zwischenpunkte ¢ jeweils beliebig ist. Damit gilt nun
folgende Charakterisierung der Integrierbarkeit iber Riemann-Summen:

Satz 9.2.2

Eine beschrankte Funktion f: [a,b] — R ist genau dann integrierbar,
wenn limg(py_,0 Rp(f,§) = I fiir ein I € R. In diesem Fall ist

Jm Ro(f,6) = /f

Beweis. Sei f: [a,b] — R eine beschrénkte Funktion.

—>: Sei f integrierbar auf [a,b]. Fiir ein ¢ > 0 existiert nach Satz 9.1.9
ein § > 0, sodass Sp(f) — sp(f) < €/2 fiir alle D € Ds. Setzt man

I:= ff f(z) dz und beachtet (9.2), dann folgt fiir alle D € Ds mit der
Dreiecksungleichung

|Rp(f,&) = I| =|Rp(f,§) —sp(f) +sp(f) — 1|
<(Rp(f,§) —sp(f)) + U —sp(f))
<2(Sp(f) —sp(f))

<e,

also lims(py—o Rp(f,§) = 1.
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<=: Sei ¢ > 0 und I := lims(py0 Rp(f,&). Dann gibt es per Definition ein
6 > 0, sodass fiir alle D € Dy gilt

[Rp(f, &) — 1 <% = I—%<RD(f,g) <1+%,

Sei nun D = {zg,...,z,} € Ds und wihle Zwischenpunkte &; € [z;_1, z;],

sodass
1) > Fi= 55—
dann folgt:
I+2 > Ro(f,€) = XE (€)5; >ZF6 (b_a)i@-
—SD(f)—;>abf(w)dw—;
— I>7bf(x)dx—s

Fiir die Wahl von Zwischenpunkten 7; € [x;_1, z;], sodass

flm) < fi+

€
2(b—a)’

ergibt sich analog

Da e > 0 beliebig war, folgt also

L?wwxsszVqu

Andererseits ist das Oberintegral per Definition stets grofer gleich dem
Unterintegral, und daher ergibt sich insgesamt

:/abf(x)dxz/abdlebf(x)dw

Der Nachweis der Konvergenz (9.3) Riemann’scher Summen ist sehr aufwen-
dig, da zu vorgegebenem ¢ > 0 alle Zerlegungen und fiir jede Zerlegung alle
moglichen Zwischenpunkte in Betracht gezogen werden miissen. Im Fall einer
integrierbaren Funktion gilt jedoch das folgende niitzliche Korollar:

O
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Korollar 9.2.3
Sei f: [a,b] — R integrierbar. Fiir eine Folge (D), cy von Zerlegun-

gen mit Zwischenpunkten (¢("), ey und §(D™) — 0, n — oo, gilt
dann

hm RD(") fa / f

Beweis. Siehe A.9.11!
Mit integrierbaren Funktionen l&sst sich auch rechnen.

Satz 9.2.4

Sind f,g: [a,b] — R integrierbar und A,z € R, dann sind auch die
Funktionen

f+g, X, f-g, |fl, f/g (falls |g(x)] > C >0)

auf [a,b] integrierbar. Insbesondere gilt

b b b
/ M (x) + pg(x)de = )\/ f(z)dz + p/ g(z) dz. (9.4)

Beweis. Wir gehen in fiinf Schritten vor.

(i) Wir zeigen zuerst die Integrierbarkeit von f + g in zwei Schritten:

(a) Sei e > 0 und D eine Zerlegung von [a,b]. Wegen der Definition 9.1.2
von F; und f; gibtes &, n € [x;_1, z;] mit f(§) > F;—eund f(n) < fi+e,
also f(&§) — f(n) > F; — fi; — 2¢. Damit ist

Fi—fi= sup  [f(z) = f(y)| (9.5)

T,YE€[Ti—1,24]

(b)Sei h(z) := f(z) + g(z) und seien F;, G;, H; die zu f,g,h gehori-
gen Suprema auf [z;_1,z;], und f;, g;, h; entsprechend die Infima. Fiir
x,y € [x;—1, ;] folgt mit (9.5) dann

h(x) = h(y)| < [f () = F)] + lg9(x) — 9(y)l

< (F; = fi) + (Gi — g4). (9:6)

und damit
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H;—h; = sup |h(x)— h(y)|

r€[wi—1,7]

< (Fi = fi) + (Gi = gi)-

Fiir die Differenz von Ober- und Untersumme bzgl. D ergibt sich

Sp(h) = sp(h) = > (H; — hi)é;

b (9.7)
< Z(E — fi)di + Z(Gz — 9i)0;.
D D

Da f, g integrierbar sind, existiert nach Satz 9.1.7 nun fiir € > 0 eine
Zerlegung D von [a, b] so, dass jede der beiden Summen auf der rechten
Seite von (9.7) kleiner als £/2 wird, also

SD(h) — SD(h) <eg,

und damit ist h(z) = f(z) + g(z) nach Satz 9.1.7 integrierbar.
Die weiteren Beweise verlaufen (fast) analog:
(ii) Fiir h(x) := Af(x) schliefen wir aus

|h(z) — h(y)| = [Al - [f(z) — f(y)]
fir x,y € [z;—1,2;] auf H; —h; < |\|(F; — f;) und die Integrierbarkeit folgt
wie unter (b).

(iil)Fir h(x) := f(x) - g(z) verwenden wir

|h(x) = h(y)| < [f(@)] - |g(z) = gW)| + [gW)] - |f(z) = f(y)]
<M-|g(z) =gy + N -|f(z) = f(y)]

fir z,y € [x;—1,2;], denn M und N existieren wegen der Beschrénktheit
von f und g. Also gilt

H; —h; < M(G; — gi) + N(F; — f3)

und die Integrierbarkeit folgt wie unter (b).

(iv)Statt f(z)/g(x) reicht es h(z) := 1/g(x) zu betrachten, denn der allge-
meinere Fall folgt dann aus der (bereits bewiesenen) Integrierbarkeit von
f(z)-1/g(z). In diesem Fall ist (9.6) zu ersetzen durch

(
(y) —g@)| _ lg(z) —g(y)|
( .

i) -l = ) <

lg

<

fir z,y € [x;—1,z;].
(v) Zur Integrierbarkeit von h(z) := |f(z)| siehe A.9.8 (b).
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Schliefslich gilt fiir die Riemann-Summen einer Folge von Zerlegungen
(D™),, mit §(D™) — 0 und Zwischenpunkten (£™),,

Rpon (M + g, €)= 37 (Af(E™) + ng(e™)) 60

D(n)
SO WY CLILEN SICLILE
D(m) D

= ARpo (f,€™) + pRpe (9,€™),

und da Af 4+ pg nach (i) und (ii) integrierbar ist, folgt (9.4) fiir n — oo
nach Korollar 9.2.3. O

Nach Beispiel 9.1.8 (a) ist f(z) = x integrierbar, also wissen wir nun auf einen
Schlag, dass alle Polynome und auch alle rationalen Funktionen (abseits der
Singularitéten) integrierbar sind!

Bis jetzt haben wir von unseren Funktionen lediglich die Beschréanktheit ge-
fordert. Dies reicht aber im Allgemeinen nicht aus, um die Integrierbarkeit im
Sinne der Definition 9.1.6 zu gewéhrleisten (siehe Beispiel 9.1.8 (c)). Anders
verhélt es sich mit den stetigen Funktionen. Diese sind immer integrierbar,
wie der nachstehende Satz zeigt, und bilden daher die ,natiirliche“ Funktio-
nenklasse des Riemann-Integrals.

Satz 9.2.5

Ist f : [a,b] — R stetig, dann ist f integrierbar.

Beweis. Da f auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] stetig ist, ist f dort
gleichméfig stetig, d. h., fiir € > 0 gibt es ein 6 > 0, sodass

lz -yl <d = [f(x) - f(y)l <e, Vx,y€la,b].

Wihle nun eine Zerlegung D von [a,b] mit §(D) < ¢. Sind z,y € [zi—1, 2],
dann gilt also |f(x) — f(y)| < &, und wegen (9.5) ist damit F; — f; < e. Es
folgt

So(f) = sp(f) = S (Fi— )0 £ 236, = (b - a),

und da € > 0 beliebig war, ist f nach Satz 9.1.7 integrierbar. ad

Monotonie ist ebenfalls ein hinreichendes Kriterium fiir die Integrierbarkeit
einer Funktion.
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Satz 9.2.6

Jede monoton wachsende (fallende) Funktion f : [a,b] — R ist inte-
grierbar.

Beweis. Wir zeigen den Satz filir eine monoton wachsende Funktion. Der Fall
einer monoton fallenden Funktion folgt analog.

Seien € > 1 > 0 und man wihle eine dquidistante Zerlegung D = {xq,...,zp}

mit
z; —xi—1 =1n/(f(b) — f(a)) =: 0

firi=1,2,...,n. Ist f monoton wachsend, dann liegt das Infimum der Funk-
tionswerte immer am linken Intervallrand und das Supremum immer am rech-
ten, d.h. f; = f(xi—1), Fi = f(x;), also fix1 = F;, i =1,2,...,n — 1. Draus
folgt

Sp(f) = sp(f) =Y _(Fi— fi)é

(Fi—fi)+(Fa—fo) + ...+ (Fn— fu)ld
(F, f1)+(F1 )+~-~+(Fn—1_fn)]6
=[f(0) — f(a)ld =

also ist f integrierbar nach Satz 9.1.7. a

Bemerkung 9.2.7

(a) Sei {zg,...,x,} eine Zerlegung von [a,b], dann ist f: [a,b] — R
genau dann auf [a,b] integrierbar, wenn f auf jedem Teilintervall
[€i—1,2;], e =1,...,n integrierbar ist. In diesem Fall gilt

b n X
/ f(z)dx:Z/ f(z)dx
@ d=il /=1
siehe A.9.13.

(b) Die Werte f(a), f(b) € R einer integrierbaren Funktion f: [a,b] —
R haben nach A.9.4 weder Einfluss auf das Integral f; f(x) dx noch
auf die Integrierbarkeit von f. Zusammen mit (a) folgt daraus:
Wird eine integrierbare Funktion f an endlich vielen Stellen ab-
gedndert, dann bleibt f integrierbar und der Wert des Integrals
andert sich nicht.

(c) Ist a > b bzw. a = b, dann definiert man
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/abf(x)dxz—/baf(m)dx bzw. /aaf(:r)dxzo,

Verschwindet das Integral einer positiven und stetigen Funktion, dann handelt
es sich bereits um die Null-Funktion.

Satz 9.2.8
Sei f: [a,b] — R stetig und f(z) > 0 fiir alle z € [a, b]. Gilt

/abf(x)dzr —o,

so ist f(z) = 0 fir alle z € [a, b].

Beweis. Wir zeigen den Satz per Widerspruch: Angenommen f(£) > 0 fiir ein
Z € [a,b]. Aus der Stetigkeit von f folgt dann, dass es ein € > 0 gibt, sodass
f(z) > e fiir alle z in einer n-Umgebung [u,v] := [ — 1, Z + 1] C [a,b] von Z,
7 > 0. Sei nun D = {a = xq,...,2, = b} eine Zerlegung mit u,v € D, dann
gilt fiir die Untersumme

SD(f):Z inf  f(z)-0; >e(v—u)>0.

Py r€[Ti—1,74]

Da f als stetige Funktion integrierbar ist, folgt daraus ff f(z)dx > 0 im
Widerspruch zur Voraussetzung! ]

Korollar 9.2.9

Fiir stetige Funktionen f: [a,b] — R ergibt sich aus Satz 9.2.8 insbe-
sondere

b
/f(x)2da::0 — f@)=0 Vzeclab.

9.3 Wichtige Ungleichungen

Nicht immer ist der genaue Wert eines Integrals von Interesse, sondern eine
hinreichend gute Nahrung in Form einer oberen oder unteren Schranke aus-
reichend. Auch ldsst sich der Wert zuweilen gar nicht exakt berechnen. In
solchen oder dhnlichen Situationen kénnen Ungleichungen niitzlich sein. Wir
beginnen mit der Monotonie des Riemann-Integrals.
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Satz 9.3.1
Sind f,g : [a,b] — R integrierbar und gilt Vz € [a,b] : f(z) < g(x),

dann gilt auch
b b
/ f(z) dz S/ g(z) dz.

Beweis. Nach Satz 9.2.4 ist h = g — f integrierbar und nach Voraussetzung
gilt h(x) > 0 fiir alle x € [a, b]. Somit gilt sp(h) > 0 fiir jede Zerlegung D von
[a,b]. Mit (9.4) folgt daraus bereits

0 < sup sD(h):/abh(x) dx:/abh(x)dx:/abg(:lc)da:—/abf(x)dx.

DeD

Als Korollar halten wir Folgendes fest:

Korollar 9.3.2
Ist f : [a,b] — R integrierbar, dann gilt

/abf(x)da:

Beweis. Aus —f, f <|f] folgt nach Satz 9.3.1

/abf(yc)dx, /abf(x)dxg/ablf(w)dx,

mithin die Behauptung.

< / ' |f@)]da.

Etwas allgemeiner gilt fiir das Produkt zweier integrierbarer Funktionen:

Korollar 9.3.3
Sind f, g : [a,b] — R integrierbar, dann gilt

b
= sup) )] / l9(z)] dz

z€[a,b]

/a " el

Beweis. Es gilt
|f(@) g(z)| < sup [f(z)][g()]

z€Ja,b]

und die Behauptung folgt aus dem vorherigen Korollar.
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Unsere bisher wichtigste Ungleichung war die Dreiecksungleichung, und es
gibt nur wenige andere Ungleichungen, die dieselbe Bedeutung haben. Hier
ist nun eine solche!

Satz 9.3.4: Cauchy-Schwarz-Ungleichung (CSU)

Sind f, g : [a,b] — R integrierbar, dann gilt
\/ / f(z)?dx - \/ / )2 dz.

Beweis. Nach Satz 9.2.4 sind f-g, f? und g2 integrierbar. Mit Satz 9.3.1 und
der Linearitdt des Integrals folgt nun:

o< (( / bg<x>22dx) Flv) - ( [ 1w dm) g<y>>2 dy
=(/bg<$>2df) ([sors) - ([ o) ([ )
e
)(bf o) - ([remaw) ([
(oo (e

Daher muss
( / ’ Fa)o@) dx)2 < ( / bg<x>2dx> ( / b f<x>2dx>
b g\//:g(x)de~\//abf(w)2dw

gelten. Man sieht leicht, dass Gleichheit nur fiir den Fall f = g mit einem
v € R eintreten kann. a

x)dz

x)dx
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Bemerkung 9.3.5

Wenn man schon weifs, dass

b
(f9) = / f(@) - g(z) de

ein inneres Produkt auf dem Raum C([a,b]) der stetigen Funktionen
auf [a, b] ist, und damit

I£1l:= VS )

eine Norm definiert, dann l&sst sich die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
kompakt in der Form

| (F ) < ILFI- gl

schreiben.

9.4 Mittelwertsatze

Im Leben von Mathematikerinnen und Mathematikern ist es nicht wichtig,
konkrete Integrale wirklich auszurechnen, obwohl es keinesfalls zum guten
Ton gehort, wenn man das gar nicht kann! Viel wichtiger sind aber kluge
Abschétzungen, von denen wir im letzten Abschnitt bereits einige bewiesen
haben. Die folgenden Resultate sind zwar keine Ungleichungen, aber sie ge-
horen definitiv in die Kategorie des klugen Umgangs mit Integralen.

Aus dem Zwischenwertsatz erhélt man fiir stetige Funktionen einen inter-
essanten Zusammenhang zwischen Integral und Integrand.

Satz 9.4.1: Mittelwertsatz der Integralrechnung

Ist f: [a,b] — R stetig, dann gilt

b
3t € [a,8] - / f(@)de = £(€) - (b— a).

Beweis. Seien M := maxX,¢[q ) f(2) und m := minge(q ) f(z), d. h.
m< f(x) <M Vz € [a,b].

Wenden wir Satz 9.3.1 an, dann erhalten wir



250 9 Das Riemann-Integral

b
m(b— a) < / F@)dz < M(b—a),

also
1 b
m < b—a/a f(z)dx < M.

Damit liegt ﬁff f(z)dx zwischen m = f(u) und M = f(U), wodurch
u, U € [a, b] definiert sind. Nun folgt aus Satz 7.2.7 die Existenz eines £ € [a, b]
mit

b
) L]

O

Geometrisch 1ldsst sich der Mittelwertsatz besonders schon veranschaulichen.

Abbildung 9.4.1. Mittelwertsatz der Integralrechnung

Man sollte auch die allgemeinere Version des Mittelwertsatzes kennen. Sie
ergibt sich bereits durch eine leichte Modifikation des Beweises von Satz 9.4.1.

Satz 9.4.2: Erweiterter Mittelwertsatz der Integralrechnung

Sei f : [a

,b] — R stetig und g : [a,b] — R integrierbar mit g(z) > 0
(oder g(x) <

0) fiir alle z € [a,b]. Dann gilt

3 € [a,5]: / f(z) - g(z)dz = £(€) / o(x) dz.
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Beweis. Sei g(x) > 0 auf [a,b] (anderenfalls ersetze g durch —g). Dann gilt:
mg(z) < f(z) - g(z) < Mg(z) V€ [a,b]

mit m = mingepp) f(x) und M := max,cjqp) f(2). Jetzt fahre fort wie im
Beweis von Satz 9.4.1. ad

Beispiel 9.4.3

(a) Eine analoge Rechnung wie in Beispiel 9.1.8 (b) zeigt

b 1
/ z?dx = g(b?’ —a?).

Da b — a® = (b — a)(a® + ab + b?), besagt der Mittelwertsatz fiir
die Funktion f(z) = 22 gerade

b
/dex:f(g)(b—a) mit §:UW.

(b) Wir wissen bereits, dass die Funktion f(z) = z — 22 integrierbar

ist und L
1 1 1
2
— d = - — — = —,
/Om z° dz 573§

Der Mittelwertsatz garantiert nun die Existenz eines £ € [0, 1],
sodass f(§) = 1/6. Losen der quadratischen Gleichung liefert

+

N | =
ﬁ‘)_‘
V]

1
E-ttp=0¢=
Es gibt also mehrere Mdoglichkeiten, £ zu wahlen, denn

1
1 o1
2 : )

r—zx dr = ;) mit & =—-+(-1)"—€|0,1
/ flg) mit &=3+(D'ose
fiir ¢ = 0, 1. Der Mittelwertsatz besagt nicht, dass £ eindeutig sein
muss!
Wegen z — 22 = (1 — x)x kann auch der erweiterte Mittelwertsatz
angewandt werden (h(z) = 1 — x ist stetig und g(z) = « > 0 fiir

x € [0,1]). Er besagt in diesem Fall

1 1 1 1_
6:/0 (1—x)xdx:(1—€)/0 ajdau‘:T6

fiir ein & € [0, 1] und offenbar ist die Wahl £ = 2/3 eindeutig.
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9.5 Zur Integration unendlicher Reihen

Wir haben schon Reihen der Form

n=0

kennengelernt, so z. B. die Reihe
x ..n
T
L J—
=2
n=0

Solche Reihen sind nichts anderes als Folgen von Partialsummen, und diese
Partialsummen sind Funktionenfolgen. Der Schliissel zum Verstdndnis der In-
tegration von unendlichen Reihen liegt also im Verstdndnis der Integration
von Funktionenfolgen.

Wir untersuchen die Funktionenfolge

n2z ;0§x§%
fo(@):=<92n—n2z ; 1/n<x<2/n Vn € Nyg.
0 ;2/n<x<2

0,25 0f5 \ [ Of5 TR 15 1.Y5

Abbildung 9.5.1. Die ersten drei Funktionen der Folge fy,

Fiir alle n € N5 gilt sicher
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2 1/n 2/n
/ fn(:v)d:c:n2/ xdx+27n2/ xdx
0 0 1/n

1 3
=9 2 - _ 2
o <2n2 2n2>

:]_7

aber fiir alle z € [0, 2] ist die punktweise Grenzfunktion f(z) = 0 und daher

/OQf(x)d:EO.

Also gilt
2

2
lim fn(2) dx;é/ nl;rrgofn(x) dz.
0 0

Um Integration und Grenzwertbildung vertauschen zu kénnen, ohne das Er-
gebnis zu &ndern, brauchen wir also mehr als nur punktweise Konvergenz
einer Funktionenfolge. Wieder erweist sich die gleichméfige Konvergenz als
Schliissel.

Satz 9.5.1

Sei (fn)nen eine Folge integrierbarer Funktionen f,: [a,b] — R und es
gelte f, — f gleichméfig auf [a, b]. Dann ist f : [a,b] — R integrierbar

und es gilt
b

b
lim fn(z) d:c:/ nli)rr;ofn(x) dz.

n—o0 a

Beweis. Sei € > 0. Wegen der gleichméfiigen Konvergenz f,, — f gilt
dngeN Vn>ng Veelabd: |fulr)—flz)]<e.
Mit der Dreiecksungleichung folgt daraus

If(z) = F)] < |f (@) = fro (@) + [ fro (@) = Fro W) + [ fno (W) — f(y)]
< |fn0(x>_fno(y>‘+26

fir alle z,y € [a,b]. Da f,, integrierbar ist, existiert nach Satz 9.1.7 eine
Zerlegung D = {xy,...,x,} von [a,b], sodass

SD(fno) - SD(fng) = Z(Fno,i - fno,i)di <g,

D

wobel Fy, i 1= SUPye(y, 1 .0,] fro (%) und frg i :=infocpe, ) o] fno (7). Aus der
obigen Abschétzung folgt mit (9.5) nun
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Fi—fi=  sup  |f(z) = fW)| < Fugii — frosi + 26,

zYE[ri—1,24)

also gilt

Sp(f) = sp(f) =D _(F = f)é;
D
Z no,t fn015+2826

D
<e+2(b—a)e
=(1+20b—a)e.

Da € > 0 beliebig war, ist f nach Satz 9.1.7 integrierbar. Nach Satz 9.2.4 ist
damit auch f, — f fiir alle n € N integrierbar und Korollar 9.3.2 liefert

/fn dx—/f dx

nh_)rr;C fn dx—/ flx dx—/ liH;o fn(z)dz

</|n — f(@)] dz < (b - a),

d. h.

Beispiel 9.5.2

Wir wollen f(z) = e® iiber [0, 1] integrieren. Dazu nutzen wir, dass die
Funktionenfolge

R

= Z o

k=0

auf [0,1] gleichméRig gegen f(z) = e* konvergiert. Integration und
Grenzwertbildung konnen also vertauscht werden und man erhilt (sie-
he A.9.2)

1 1n ok
edz = lim —dx— lim E 2P dx
0 n—oo 0 n—oo
k= 0
1 n+1

:nlirrgoz(k+l n%oozk"

Wir wollen das Integral nun noch einmal direkt mittels Riemann-
Summen berechnen: Sei dazu z; = i/n, i = 0,...,n eine dquidistante
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Zerlegung von [0,1] und & := x; fiir ¢ = 1,...,n. Dann gilt fir die
Riemann-Summe

Zf(fi)(xi = ) =

Da wir den Wert des Integrals bereits kennen(!), folgt

N
nmse (1 3/e)n

(1-e)=e—1,

also insbesondere

im — Y _ 4.

n—00 (1 — {L/é)n
Man beachte, dass dieser Grenzwert mit den bisherigen Techniken nur
miihevoll zu bestimmen wiére.

Wie das Beispiel zeigt, libersetzt sich der Satz im Fall einer gleichméfig kon-
vergenten Funktionenreihe in eine Vertauschung von Integral und Reihe.

Korollar 9.5.3

Sei (fn)nen eine Folge integrierbarer Funktionen f,: [a,b] — R und
sei >0 fn gleichméfig konvergent auf [a,b]. Dann gilt

. .
HZO/ fn(x)dxzfa nz:%fn(x)dx.

Das letzte Beispiel zeigt auch, dass in Féllen, in denen der Wert des Inte-
grals nicht bekannt ist, mitunter recht komplizierte Grenzwerte bestimmt wer-
den miissen. Die Berechnung von Integralen {iber Darboux- bzw. Riemann-
Summen ist also nur bedingt praktikabel, will man nicht sténdig mit Grenz-
werten ringen. Wir werden nun im néchsten Kapitel sehen, dass sich durch
Hinzunahme der Differentialrechnung in vielen Féllen ein sehr viel eleganterer
Weg zur Integration finden ldsst.
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Zusammenfassung

Fiir eine beschriankte Funktion f: [a,b] — R definiert man zu einer
Zerlegung D = {xo,...,z,} die Unter- bzw. Obersumme durch

sp(f) =) fi6; mit fi:= inf f(a),

= TE€[Ti—1,%4]

So(f) =3 Fd mit Fi= swp f(z),

i—1 z€[@i—1,7i]

wobei §; = x; — x;—1. Dann heift f (Riemann-)integrierbar iiber

[a,

b], falls

b
sup sp(f) = jut So(f) = [ f(@)da.

DeD

Dabei wird das Supremum bzw. Infimum iiber der Menge D aller Zer-
legungen gebildet. Eine wichtige Charakterisierung fiir Integrier-
barkeit lautet dann

Ve>0 3IADeD: Sp(f)—sp(f)<e

und bedeutet anschaulich, dass die Flache zwischen dem Funkti-
onsgraph und der Abszisse durch immer feiner werdende Rechtecke
beliebig genau approximiert werden kann. Es zeigt sich, dass insbe-
sondere alle stetigen Funktionen immer integrierbar sind. Wie
man Integrale stetiger Funktionen konkret berechnet, werden wir uns
nun im néchsten Kapitel genau anschauen.

Im Umgang mit Integralen, solltet ihr euch die folgenden Regeln gut
merken:

Linearitét: f; M (z) + pg(x)dx = A f; flx)dz +p ffg(:c) dz
Additivitét: [0 f(z)dz = f: f@)dz+ [ f(z)dz fira<b<c
Monotonie: f < g — f: flz)dz < f; g(z)dz
Dreiecksungleichung: ’ff f(x) dz‘ < ff |f(2)| dz

CSU: f: f(z)g(x) dx‘ < \/f: f(z)? dx\/f: g(x)? dx

Mittelwertsatz: 3¢ € [a, b] : fj f(x)dz = f(&)(b—a)
Integration < Grenzwertbildung: f, — f gleichméfig, dann
limy, oo [2 fo(@) dz = [P lim, oo fo(z) dz

Folgende Fragen solltet ihr nach diesem Kapitel beantworten kénnen:

Wie lautet die Definition von Ober- und Unterintegral?
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Was versteht man unter einer Verfeinerung einer Zerlegung?
Was ist eine Riemann’sche Summe?

Wieso sind stetige Funktionen integrierbar?

Kennen Sie eine weitere wichtige Klasse integrierbarer
Funktionen?

o Sind Summe, Produkt und Quotient integrierbarer Funktionen
stets integrierbar?

o Wie lautet der verallgemeinerte Mittelwertsatz der Integralrech-

nung?

Zum Einiiben der Begriffe dieses Kapitels solltet ihr euch mal an eini-

gen der folgenden Aufgaben versuchen.

9.6 Aufgaben

A.9.1 Sei f:[0,a] — R fiir alle @ > 0 integrierbar und es gelte f(z) — n > R,

x — 0o. Man zeige, dass dann ebenfalls

1 a
7/ flx)de = n, a— occ.
@ Jo

Hinweis: Man orientiere sich am Beweis von A.5.18 (a).

A.9.2 Fiir a > 0 und m € N bestimme man das Integral

a m+1
/ xmdx:a
0 m+1

mittels Riemann’scher Summen {iber dquidistanten Zerlegungen.
Hinweis: Per vollstindiger Induktion ldsst sich zeigen, dass

n

1
Zz’m: — "M L™+ 4 qn
= m+1

fir rationale Zahlen q1, ... Gm-
A.9.3 Man zeige, dass

1
1
0< / 2 cos®(z) do < —.
Hinweis: Man verwende das Ergebnis aus A.9.2.

A.9.4 Man beweise Korollar 9.2.3.

A.9.5 Sei f: [a,b] — R integrierbar. Man zeige, dass f dann auch auf jedem

Teilintervall [¢, d] C [a,b] integrierbar ist.
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A.9.6 Sei f: [a,¢] = R beschrinkt und a < b < ¢. Man zeige: f ist genau
dann auf [a, ¢] integrierbar, wenn f auf [a,b] und [b, ¢] integrierbar ist. In

diesem Fall gilt
c b c
dx = d d
[ t@ar= [ @art [ s

A.9.7 Sei f: [a,b] — R integrierbar und seien (an)nen, (bn)nen Folgen mit
an, — a sowie b, — b. Man zeige, dass dann

lim f )dx = / f(z

n—oo

A.9.8 Sei f: [a,b] — R integrierbar, g: [c,d] — R stetig und f([a,b]) C [c, d].
Man zeige, dass die Komposition h = go f: [a,b] — R integrierbar ist.

A9.9 Seien f,g: [a,b] — R integrierbar und |g(x)| > C > 0. Man gebe
mithilfe von A.9.5 einen alternativen Beweis fiir die Integrierbarkeit von

flg.
A.9.10 Man bestimme fiir p, ¢ € N das Integral

1 Ig!
/ 2P(1—2)?dx = S o L
0 (p+q+1)!

Hinweis: Man verwende das Ergebnis aus A.9.2.

A.9.11 Sei f: [a,b] — R beschrinkt und man definiere f, f~: [a, b] — [0, 00|
durch

_ ) f@) f(x) =20, __Jo  f(z) >0,
= {0 o) <0, f ._{ |

Man zeige, dass f genau dann integrierbar ist, wenn f* und f~ integrier-
bar sind.

A.9.12 Seif: [a,b] — R stetig und man definiere fiir eine beliebige Zerlegung
D = {xyg,...,x,} von [a,b] die ,Treppenfunktion” R, : [a,b] — R durch

n

Rn(l‘) = Z f(g’t‘)]]'[wifl,ili)(m)7 R(b) =0,

i=1
wobel &; € [x;—1,2;] und 14, A C R die charakteristische Funktion be-
zeichne (siehe Beispiel 4.1.2).

(a) Man zeige, dass fiir alle € > 0 eine Zerlegung D existiert, sodass

sup |f(z) — Rn(x)] < e.

z€la,b]
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(b) Man folgere aus (a), dass

R b—a 1 b
nlinéon;f<““ n )b—a/a J(z)de.

A.9.13 Man bestimme die folgenden Integrale mittels Riemann’scher Sum-
men iiber geometrischen Zerleqgungen D = {xq, ..., x,},d. h. x;/x;—1 = qpn,
i=1,...,n, fiir ein geeignetes g, > 0:

1 b1
(a)/ —dz,a>0 (b)/ —dz, b> 1.
a T 1 T

Man folgere daraus einen geschlossenen Ausdruck fiir
b1
/ —dz,0<a<b.
o T

Hinweis: lim n({/x — 1) =1In(z) fir x > 0.

n— oo
A.9.14 Man bestimme fiir f(r) = 22 — 2z + 1 ein & € [0,1] so, dass
1
Jo f@)dz = f(&).
A.9.15 Man zeige, dass ein £ € [0, 1] existiert mit

/1 e e—1
——dx = .
0 1+ vz 1+
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10 Differentialrechnung und Fortfiihrung der
Integralrechnung

Wozu?

Die Differentialrechnung wurde unabhéngig von Isaac Newton und
Gottfried Wilhelm Leibniz im 17. Jahrhundert entwickelt. Dabei hat-
ten beide jedoch unterschiedliche Motive: Newtons Ansatz war phy-
sikalischer Natur, er betrachtete Kurven als stetige Bewegung und
es ging ihm um die Berechnung von Momentangeschwindigkeiten, -
beschleunigungen und Ahnlichem. Bei Leibniz stand die Geometrie
im Vordergrund, er sah Kurven als ,Unendlichecke“ und wollte das
Tagentenproblem 16sen. Gemein ist beiden Ansétzen, aus den jeweils
mittleren Anderungsraten Momentangeschwindigkeit bzw. Sekanten-
steigung durch Grenziibergang auf die momentane Anderungsrate, also
Momentangeschwindigkeit bzw. Tangentensteigung zu schliefen. Aus
moderner Sicht ist aber die Linearisierung eines funktionalen Zusam-
menhangs die entscheidende Idee bei der Herleitung der Ableitung.
Wie die Integralrechnung gehort die Differentialrechnung zum Kernbe-
stand der Analysis und zusammen bilden sie den Inhalt der klassischen
Infinitesimalrechnung ( Calculus). Das wichtigste Resultat dieses Kal-
kiils ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung,
der einen fundamentalen Zusammenhang zwischen diesen beiden Séu-
len herstellt. Er besagt, dass Differentiation und Integration zueinander
inverse Operationen sind, und liefert insbesondere fiir stetige Funk-
tionen einen systematischen und eleganten Weg zur Integration iiber
kompakten Intervallen. Fiir solche garantiert er namlich die Existenz
einer Stammfunktion, mit der man dann bequem integrieren kann.
Das Bestimmen einer Stammfunktion ist mitunter nicht einfach und es
gibt dafiir keine einheitliche Methode. In der mathematischen Weisheit
wDifferenzieren ist ein Handwerk, Integrieren eine Kunst“ kommt dies
schon zum Ausdruck. Neben der Differentialrechnug stehen daher die
wichtigsten elementaren Integrationstechniken im Zentrum dieses
Kapitels.

Wichtige Lernziele in diesem Kapitel sind:

Ableitung und Differentiationsregeln,

Hauptsatz der Differential und Integralrechnung,
Substitutionsregel und partielle Interation,
Integration durch Partialbruchzerlegung,
komplexe Zahlen

und ihr Versténdnis.

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH, ein Teil von Springer Nature 2019
J. Glaubitz et al., Lernbuch Analysis 1, https://doi.org/10.1007/978-3-658-26937-1_10
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Historische Bemerkung

Schon die alten Griechen waren in der Lage, den Fliacheninhalt von
komplizierten Figuren wie dem Kreis zu berechnen. Dazu erfanden sie
die ,Exhaustion und die ,,Kompression“. Bei der Exhaustion schreibt
man in den Kreis reguldre Polygone ein, beginnend mit einem Qua-
drat. Dann geht man zum Achteck iiber, dann zum 16-Eck usw. So
erhdlt man immer bessere Ndherungen an den Flacheninhalt des Krei-
ses und fiillt den Kreis schlieflich von innen aus. Bei der Kompression
umschreibt man den Kreis mit einem Quadrat und geht dann zu regu-
laren Polygonen mit immer weiter wachsender Eckenzahl iiber. Dabei
brauchten die Griechen gar keinen Grenzwertbegriff (den sie gar nicht
kannten), sondern sie benutzten sehr geschickt einen geometrischen
Satz von Euklid (ca. 300 v.Chr.)® Nun ist das noch keine wirklich
infinitesimale Methode, aber schon Archimedes (um 287-212 v. Chr.)
brachte das Kunststiick fertig, Schnitte von Figuren oder Kérpern auf
einer gedachten Waage mithilfe der Hebelgesetze miteinander zu ver-
gleichen®. So gelangen ihm Flichen- und Volumenberechnungen, die
erst Jahrhunderte spéter wieder moglich wurden.

Die eigentlichen ,Erfinder der Differential- und Integralrechnung sind
natiirlich Isaac Newton (1643-1727) und Gottfried Wilhelm Leib-
niz (1646-1716), und zwar unabhéngig voneinander®. Der eigentliche
Schliissel zur Entdeckung dieser Mathematik liegt in der Erkenntnis,
dass Differentiation und Integration zueinander invers sind, d.h. die
Giiltigkeit des Hauptsatzes, und sowohl Newton, als auch Leibniz, ha-
ben das erstmals erkannt.

Kaum war diese Mathematik in der Welt, da explodierten férmlich die
verschiedenen Anwendungen in der Physik. Die Briider Jakob (1655
1705) und Johann Bernoulli (1667— 1748) aus Basel bereicherten die
Differential- und Integralrechnung wesentlich, und Johanns Schiiler
Leonhard Euler (1707-1783) galt schon seinen Zeitgenossen als ,Sonne
der Mathematiker* und ,fleischgewordene Analysis‘. Er hat die gesam-
te Mechanik fest auf die Differential- und Integralrechnung gegriindet
und damit das Tor zu den Anwendungen weit aufgestofsen.

Bis ins 19. Jahrhundert feierte die Leibniz/Euler’sche Analysis einen
Triumph nach dem anderen, wobei man sich nicht scheute, mit ,,un-
endlich kleinen Grofien wie dz so zu rechnen, als seien sie wirkliche
Grofen. Aber in eben diesem 19. Jahrhundert fiel es einigen Mathema-
tikern, allen voran Karl Theodor Wilhelm Weierstraf (1815-1897) und
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), schwer, mit so etwas Verriicktem
wie unendlich kleinen Zahlen rechnen zu miissen. Sie entwickelten da-
her den heute noch verwendeten Grenzwertbegriff und machten da-
mit die Analysis zu einer wirklich rigorosen mathematischen Theorie.
Richard Dedekind (1831-1916) (als Erster) und Georg Cantor (1845—



10.1 Die Ableitung 263

1918) entwickelten dann eine saubere Theorie der reellen Zahlen, die
bis dahin einfach ,irgendwie” von den Mathematiker verwendet worden
ware.

“Vgl. S. 33 fI. in: Sonar: 3000 Jahre Analysis, 2. Auflage, Springer 2016.

*Vgl. S. 71 ff. in: Sonar: 3000 Jahre Analysis, 2. Auflage, Springer 2016.

“Die beiden haben sich am Ende furchtbar gestritten, wer denn der erste
Erfinder gewesen sei. Die Geschichte dieses Streits ist spannender als ein
Krimi! (vgl. Sonar: Zur Geschichte des Priorititsstreits zwischen Leibniz
und Newton, Springer 2016.)

10.1 Die Ableitung

Die Ableitung einer Funktion kann auf mehrere dquivalente Weisen definiert
werden, die wir hier nacheinander vorstellen wollen. Wir beginnen mit der
geometrischen Interpretation:

Eine Gerade durch den Punkt (x1,y;) in der (z,y)-Ebene R? mit Steigung s
ist nichts anderes als der Graph der linearen Funktion g(z) = s(x — z1) + y1,
denn g(x1) = y; und

9(x) —g(y) _ slx—vy)
T —y T —y

=s, x,ycR

Gibt man statt der Steigung s einen weiteren Punkt (2, yo) vor, so entspricht
der Graph von

g(z) = u(x —x1)+y1, z€R,
1 — 2o

der durch die beiden Punkte gelegten Gerade. In jedem Fall ist die Steigung
s = (y1 — yo)/(x1 — x0) konstant, also unabhéngig von z. Sei nun I C R ein
Intervall und f: I — R eine Funktion. Fiir zg # 1 € I entspricht der Graph

o f(@1) = f(o)

1 — Xo

g(x) =

dann der Geraden durch die Punkte (zg, f(xo)) und (z1, f(x1)). In diesem Fall
nennt man den Graphen von g auch Sekante und kann die Sekantensteigung

f(x1) = f (o)

T1 — To

(x —a1) + f(z1), z€eR,

in naheliegender Weise nutzen, um der Funktion f selbst in jedem Punkt
xo € I eine Steigung zuzuordnen. Dazu hélt man zy fest und ldsst z; im-
mer ndher an xg heranriicken. Dies fiihrt auf die geometrische Definition der
Ableitung.
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Sei I ein Intervall und xg € I. Eine Funktion f : I — R ist differen-
zierbar in x(, wenn der Grenzwert

(10.1)

existiert. In diesem Fall heiftt f’(z¢) die Ableitung von f in z,. Die
Gerade durch den Punkt (zo, f(z0)) mit Steigung f’(zo) heikt Tan-
gente an den Graphen von f in zg und entspricht dem Graphen der
Funktion

T(z) = f'(z0)(x — wo) + f(z0), z€R.

Ist f differenzierbar in allen z € I, dann heifst f differenzierbar auf
I.Ist f': I — R stetig, dann heif$t f auf I stetig differenzierbar.

f(x)
j = L@=s(0)

T—x(
Steigung der Sekante
Sekante

f(xo) B

flz) 1=

x Zo
Abbildung 10.1.1. Die Ableitung in einem Punkt als Grenzwert von Sekantenstei-

gungen

Da wir im Umgang mit Grenzwerten bereits einige Routine haben, kénnen
wir direkt ein paar Beispiele geben.
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Beispiele 10.1.2

(a) Sei f(z) =c, z €R, fiir ein ¢ € R, dann ist

Fl(xo) = lim ~—% =0, zp€eR.

T—To T — T

Der Graph von f ist eine parallel zur xz-Achse verlaufende Gerade
und hat daher iiberall die Steigung null.
(b) Sei f(z) =a+ sz, z €R, fiir a,s € R, dann ist
, . s(x—x)
fi(xo) = lim ———= =35, z9€R.
T—xQ r — X

Der Graph von f ist die Gerade durch den Punkt (0,a) mit Stei-
gung s. Die Ableitung ist somit genau die Steigung dieser Geraden,
nicht aber die Gerade selbst. Es gilt aber

T(z) = f'(wo)(x — x0) + f(wo) =a+ sz = f(x), =x€eR,

d.h., die Tangente an den Graphen von f in xy stimmt mit dem
Graphen von f iiberein.
(c) Sei f(x) =22, z € R, dann ist

2 _ .2 —
F(@o) = lim T _ jy EF2)E@—20)
T—=x0 T — T T—x0 Tr — X

=2x9, xo € R.

Wir sehen, dass die Ableitung f/(z¢) = 2x¢ hier (linear) von zo € R
abhéngt, denn der Graph von f ist eine Parabel, deren Steigung
mit wachsendem x zunimmt. Es gilt

T(z) = f'(wo)(z — x0) + f(20) = 2wz — 235, z€R
und daher
|f(z) — T(2)| = |2® — 2z0z + 22| = (z — 20)%, =z €R.

Die Tangente an den Graphen von f in zg stimmt also nur im
,Beriihrungspunkt xy mit der Parabel iiberein.
(d) Sei f(z) =a™, z € R, fiir ein n € N, dann ist
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fl@) =  lim =20

T—To T — X

n
I |
n—1 (‘TO)

= lim z =
T—T0 e |
T

. n—1 n
geom.:Relhe ngl lim Z (1‘)
T—To 1‘0
k=0
n—1
- ¥
k=0
= nzp~t, zo €R.
(e) Ist I = [a,b] und z¢p = a oder xy = b, dann sind einseitige Grenz-
werte zu verwenden.
(f) Die Betragsfunktion f(z) = |z| ist differenzierbar fiir alle o < 0

mit f'(zg) = —1 und fir alle 2o > 0 mit f'(z9) = +1. Damit
existiert der Grenzwert lim, .o |z|/z nicht und f ist in 0 nicht
differenzierbar.

(g) Sei f(z) =e”, z € R, dann ist

e’ —e"o
f(zg) = lim ———, 9 €R.
T—=x0 X — X
Der Grenzwert lésst sich hier nicht mehr ohne Weiteres direkt be-
stimmen. Wir nutzen, dass fiir z € R stets ein no(x) = [|z|] € N
existiert, sodass z/n > —1 fir n € N mit n > ng(z). Aus der

Bernoulli’schen Ungleichung folgt dann
(1—1—%) >14z, n>mno(x).

Wegen e* = lim,,_, o (1+x/n)", erhilt man daraus die Ungleichung
e” > 1+ zx fir x € R. Wir konstruieren nun eine Einschachtelung
(siche Satz 5.3.5), um obigen Grenzwert zu bestimmen. Zunéchst
folgt aus der Ungleichung

14+ (x—xg) < e

- 1
_exg—x
1
~ 1+ (kg —x)
_14(@-%)
1—(z—=xo)

also gilt
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_ (x — x0)
_ <% < 0
(w—mo) se ~1—(z—=x)
er — e*o 1
<— "0 < < e”o.
T rx—xzy ~ 1—(x—xp)
Damit gilt fiir die Ableitung
! . e’ —e™ ]
fi(xg) = lim —— =¢€", zpeR.

T—xTo T — X

(h) Sei f(z) = v/z, x > 0, dann gilt mit der 3. binomischen Formel

v~V _

f'(zg) = lim = lim

11
z—z0 X — Tg eomo /T + A/Tog  2+/Tg

Man beachte, dass f in 0 nicht differenzierbar ist!

zg > 0.

Bemerkung 10.1.3

Fiir die Ableitung einer Funktion haben sich (im Laufe der Geschichte)
verschiedene Notationen etabliert:
In der Leibniz’schen Formulierung schreibt man

d z)— f(x
£(o0) = L (wo) = Jim LD =S00),

wobei d f /dz als Differentialquotient und (f(x)— f(z¢))/(z—x0) als
Differenzenquotient bezeichnet wird. Wir werden von Zeit zu Zeit
sehen, wie méchtig die Leibniz’sche Schreibweise ist.
Von Newton stammt die Schreibweise f(zo) statt f'(zq), die insbe-
sondere in der Physik und Differentialgeometrie Verwendung findet.
Schreibt man die Funktionsvorschrift als y = f(x), dann ist auch

(ao) = L (@o)

eine giangige und praktische Notation.

Die Ableitungen der trigonometrischen Funkionen Sinus und Cosinus kénnen
wir elementargeometrisch herleiten.
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Lemma 10.1.4: Ableitung von Sinus und Cosinus

Fiir sin: R — [—1,1] und cos: R — [—1, 1] gelten:

(a) o sin(z) = sin’(z) = cos(x)

(b) o cos(z) = cos’(x) = —sin(z)

Beweis. Wir greifen vor auf das Additionstheorem (10.15) in der Form
sin(z + h) = sin(z) - cos(h) + cos(x) - sin(h)

und folgern daraus

lim sin(z + h) — sin(z)

h—0 h
— lim sin(z) - cos(h) + cos(x) - sin(h) — sin(x)
=50 h
. . cos(h—1) ‘ . sin(h)
—blIlJU}ILIL%T—FCOb(Z‘) %li}% o

——— N———
—A =:B

(i) Berechnung von A:

—

A
0 ¢ 1

Abbildung 10.1.2. Zur Berechnung von A

Mit Blick auf Abbildung 10.1.2 ist der Punkt P gegeben durch P =
(cos(h),sin(h)). Nach dem Satz des Pythagoras gilt

AP =PC" +TA" = sin?(h) 4 (1 — cos(h))?.

Da die Gerade kiirzer ist als jede andere Strecke zwischen zwei Punkten,
gilt h > AP und es folgt
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0 < sin?(h) + (1 — cos(h))?
sin?(h) + 1 — 2cos(h) + cos?(h)
h?.

IN

Wegen sin?(h) 4 cos?(h) = 1 folgt sofort

2 1— ~
Ogl—cos(h)g% — OS%UI)

N>

<

Betrachten wir nun A — 0, dann ergibt sich aus der Einschachtelung

lim 1 —cos(h) ~0,

h—0 h

also A = 0.
(ii) Berechnung von B:
P B
h
A
0 2 1

Abbildung 10.1.3. Zur Berechnung von B

Mit Blick auf Abbildung 10.1.3 gilt
PC <h<PB+ BA,
wobei h wieder die Lidnge des Bogens bezeichnen soll. Das bedeutet
sin(h) < h < (1 — cos(h)) + sin(h),

woraus

sin(h) <1< 1 — cos(h) n sin(h)
h h h
folgt. Fiir b — 0 sei limy,_,g sin(h)/h =: z, dann folgt mit dem ersten Teil
1- h
z = lim sin(h)/h <1 < lim L= cos(h) +r=u,
h—0 h—0 h

und somit ist B = 1.
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Damit ist die Behauptung fiir den Sinus bewiesen. Ganz analog zeigt man
auch cos’(x) = —sin(x). O

Die geometrische Definition (10.1) besitzt leider einen inhérenten Nachteil:
Als Steigung des Funktionsgraphen erscheint uns f/(z) einfach als Zahl. Die
eigentliche und tiefer liegende Idee der Ableitung ist aber die Linearisierung
der Funktion f: I — R, d.h., man man mochte f in einer Umgebung von
xo € I bestmoglich durch eine lineare Funktion g(z) = s(z — o) + a mit
s,a € R approximieren. Bestmoglich soll dabei heiffen:

lim f(zo+h) —g(wo + h)
h—0 h

=0, (10.2)

der Fehler f(xg+h)—g(xo+h) geht also schneller gegen 0 als das linear gegen
null strebende h. Angenommen g erfiillt (10.2), also

f(ro+h)—glxzo+h) flzo+h)—a h—0
= —s
h h
dann folgt aus der Existenz des Grenzwerts zunéchst f(zo + h) —a — 0 fiir
h — 0, mithin a = f(x(). Weiterhin ergibt sich durch Einsetzen

f(xo +h) = f(xo)
h

0,

s = lim
h—0

= f'(x0)

und somit
g(z) = f(wo)(x — x0) + f(mo), =z €R.

Wir sehen, der Graph von g ist gerade die Tangente an den Graph von f
in 2! Die Bestimmung der Steigung einer Funktion in einem Punkt xq ver-
moge (10.1) ist also dquivalent zur Bestimmung der bestmdglichen linearen
Approximation. Fiir den Approximationsfehler gilt:

ﬂ@—m@_<ﬂg_£f@
cr(x)(x — x0)
() +r(z)(z — x0)

=9
= f(@o) + (f'(w0) +r(x)) (2 — o)
Aus der Differenzierbarkeit von f in z( folgt nun, dass r: I — R stetig in zg

ist und r(xg) = 0. Ist andererseits r: I — R eine in xg stetige Funktion mit
r(zg) =0 und f'(x¢) € R so, dass obige Darstellung gilt, dann folgt:

lim f@) = flzo) _ f'(zo) + lim r(x) = f'(z0)

T—rTo xr — 1‘0 T—rT0

- P (o= a0)

= f(z)

Insgesamt haben wir eine Formulierung der Ableitung hergeleitet, die f’(xg)
tatsdchlich als lineare Abbildung zeigt:
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Eine Funktion f: I — R ist genau dann differenzierbar in zy € I, wenn
eine lineare Abbildung f/(zg) : R — R und eine in zq stetige Funktion
2 — r(z) mit r(xg) = 0 existieren, so dass

f(@) = f(@o) + f'(20)(z — 20) + r(z)(z — 20). (10.3)
Offenbar ist

y = f(zo) + f'(z0)(z — x0)

die Gleichung der Tangente an f im Punkt x.

Bevor wir nun wirklich in die Differentialrechnung einsteigen, wollen wir noch
eine weitere niitzliche Formulierung der Ableitung geben. Setzen wir in (10.3)
o(x) := f'(xo) + r(z), dann folgt

Eine Funktion f: I — R ist genau dann differenzierbar in zy € I, wenn
eine in xq stetige Funktion x — o(z) existiert, so dass

f(@) = f(zo) + p(z)(x — o). (10.4)
Offenbar ist ¢(z¢) = f'(x0).

Korollar 10.1.7

Die Formulierung von Caratheodory erlaubt zwei einfache Folgerungen:

(a) Ist eine Funktion f in z( differenzierbar, dann ist f auch stetig in
xo. Dies folgt direkt aus (10.4), denn

lim |£(z) — £(@o)| = lim [p(@)l[z — ol

= [f'(20)] - 0
=0.
(b) Die Funktion
X Zo

ist fiir « # x¢ eindeutig bestimmt. Damit ist aber auch im Fall der
Existenz f’(x) eindeutig bestimmt.

Nach Satz 7.2.9 nimmt jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall
ihr Minimum und Maximum an. Neben der Existenz solcher kritischen Stellen
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sagt der Satz aber nichts tiber deren Lage aus, d.h., wir wissen nicht, an
welchen Punkten des Intervalls die Funktion minimal bzw. maximal wird.

Im Fall einer differenzierbaren Funktion f: I — R liefert die Ableitung nun ein
notwendiges Kriterium, ob die Funktion an einem Punkt z¢ € I ein (lokales)
Minimum oder Maximum, d. h. ein Extremum besitzt.

Satz 10.1.8

Ist f :a,b[— R in z¢ €]a,b| differenzierbar und f’(zo) > 0, dann
existiert ein 6 > 0, so dass

Vo €la, b mit 2o <z <zo+0: f(z) > f(zo),
Vo €la,bl mit zp —d <z <zo: f(x) < f(zo).

Hat f in z( ein Extremum, dann ist f’(zg) = 0.

Beweis. Wenn f'(zg) > 0, dann ist auch ¢(xg) > 0 in (10.4). Da ¢ in xg
stetig ist, gilt ¢(z) > 0 noch in einer Umgebung von zy und die Aussage des
Satzes folgt damit aus Korollar 10.1.7 (b).

Hat f ein Extremum in zg, dann ist f(z) < f(xo) im Fall eines Maximums
auf beiden Seiten von zg, bzw. f(x) > f(xo) bei einem Minimum. Das kann
aber nur dann sein, wenn f’(zg) = 0. O

Zum Abschluss dieses Abschnitts bemerken wir noch, dass die Ableitung f’
selbst auch wieder differenziert werden kann, falls die Funktion f hinreichend
“glatt” ist.

Definition 10.1.9: Hohere Ableitungen

Sei f: I — R differenzierbar auf I. Ist die Ableitung f’: I — R wieder
differenzierbar, dann heiftt f zweimal differenzierbar auf I und man
schreibt

@) =(f)(z), zel
Mit £ := f definiert man fiir n € N5 allgemein
Fw) = (=), wel

und f heilt n-mal differenzierbar, falls f("~1 differenzierbar ist.
Ist zudem f(™): I — R stetig, dann heift f n-mal stetig differen-
zierbar. Existieren alle Ableitungen f(), n € N auf I, dann heifit f
unendlich oft differenzierbar.
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10.2 Rechenregeln

Die Beispiele 10.1.2 (d) und (g) zeigen bereits, dass die Bestimmung einer
Ableitung durch Bilden des Grenzwerts (10.1) mitunter recht aufwendig ist.
Daher kommen wir nun zu einigen Regeln, die das Berechnen der Ableitung
auch ohne expliziete Grenzwertbestimmung erlauben.

Satz 10.2.1

Sind f,g: I — R differenzierbar in ¢ € I, dann sind es auch
f

und es gelten

(f +9)(wo) = f'(z0) + f'(20) (Summenregel)
(f - 9) (w0) = f'(x0)g(z0) + f(20)g' (z9) (Produktregel)
£\ _ f'(=0)g(@o) — f(20)g' (20) ‘ontenreze
(g) (wo) = (7o) (Quotient gel)

Beweis. Seien f,g: I — R differenzierbar in x( € I.
(a) Aus der Definition der Ableitung folgt sofort
(f +9)(z0) = f'(x0) + g’ (x0).
(b) Der Differenzenquotient eines Produktes lasst sich umformen zu

f@)g(@) = F@o)g(@o) _ 5,y 9@ =9(x0) s (@) = Flwo)

Tr — X Tr — X Tr — X

Nun ist f stetig in g und damit folgt
lim f(@)g(x) — f(xo)g(wo)

T—x0 T — X0

= f(x0)g' (o) + g(z0) f'(20)-

(¢) Sei nun zudem g(zg) # 0. Dann ist

<1>l(x):lim1( 1 S )
g Y ns0h \glzo +h)  g(wo)
~ im 1 (g(fﬂo) —g(zo + h)>
h—0 g(zo + h)g(zo) h
9'(20)
9%(wo)
Zusammen mit der Produktregel folgt daraus die Quotientenregel.
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Beispiel 10.2.2

Allein aus diesen einfachen Regeln folgt bereits, dass alle ra-

tionalen Funktionen R(z) = ggz; auf ihrem Definitionsbereich

{z e R| Q(z) # 0} differenzierbar sind. Fiir

x4+ Tz ~g(x)

= R
3r2+x+4 " h(x)’ re

fz) =

folgt mit
g (x) =725 +7 sowie h'(x)=6z+1
und der Quotientenregel

(726 + 7)(32%2 + = + 4) — (27 + 7x)(6x + 1)
(322 +x +4)2
1536 + 627 + 2826 — 2122 +28
(3z2 + .+ 4)?

fiz) =

Wie verhélt es sich mit der Komposition differenzierbarer Funktionen?

Satz 10.2.3: Die Kettenregel

Sei f: I — R differenzierbar in 29 € I und ¢g: J — R, f(I) C J,
differenzierbar in yo = f(xg). Dann ist go f: I — R differenzierbar in
zo und es gilt die Kettenregel:

(g0 f) (20) = g' (o) - '(x0) (10.5)

Beweis. Nach (10.4) gilt:

f(x) = f(wo) = p(x)(x — w0), @(xo):f'(l'o)
9() —9(yo) =)y —vo), ¥(yo) = g'(yo)

Setzen wir nun f(z) = y und f(xg) = yo in die zweite Gleichung ein, dann
folgt:

9(f(x)) = g(f(x0)) = ¥ (f (2))(f(z) — f(x0))
= ¥(f(@)p(z)(z - x0)

Wegen der Stetigkeit von ¢ in z¢ bzw. ¢ in yo ist auch ¥ (f(x)) - p(x) stetig
in xg. Nach (10.4) ist g o f damit differenzierbar in z¢ und es gilt:

(g0 f) (zo) = ¥(f(x0)) - p(x0) = ¢’ (o) - f'(w0)
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Bemerkung 10.2.4

Die Uberlegenheit der Leibniz’schen Schreibweise zeigt sich besonders
bei der Kettenregel. Im Fall einer verketteten Funktion

y = f(g(h(j(z)))
leitete Leibniz einfach von links nach rechts ab und erhielt so

dy df dg dh dj

de  dg dh dj dz’

Dass diese Beziehung richtig sein muss, sah Leibniz einfach dadurch,
dass er die Differentialquotienten als wirkliche Quotienten ansah und

kiirzte, denn _

a_of W WA o

dx_gi/g dhi - dj dr  dx
zeigt, dass wir tatséchlich die Ableitung von y = f(x) nach = berechnet
haben!
Anféngerinnen und Anfinger sind in der Regel geschockt, wenn wir
sie mit dem Leibniz’schen Kalkiil konfrontieren, denn natiirlich lernen
sie, dass man den Differentialquotienten in gar keinem Fall als einen
gewohnlichen Quotienten auffassen darf! Lehnt euch zuriick und werdet

locker: Leibniz hat seine Notation gerade so gemacht, dass man es
(heimlich!) doch darf!

Die Kettenregel (10.5) beschrénkt sich natiirlich nicht nur auf den Fall zweier
Funktionen, sondern {ibertragt sich rekursiv auf die Komposition beliebig vie-
ler Funktionen. Wir geben zwei Beispiele; das erste verwendet einfach (10.5),
das zweite nutzt den Leibniz’schen Kalkiil.

Beispiel 10.2.5

(a) Die Funktion
3
f(z) = e(1+22) , zeR

kann als Komposition der Funktionen

— % _ .3 _ _h
— g b=, g(h) =,

in der Form f(z) = g o h o u(x) geschrieben werden. Nach der
Kettenregel gilt:

(gohou)(z) =

u(z)

"(hou()) - (hou)(x)

g
g'(hou(x)) - b (u(x)) - u'(x)
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Einsetzen der Ableitungen

1— a2

u'(z) = AT 227 (Quotientenregel)
' (u) = 3u®
g'(h)=e"
liefert dann:
1—z?
__ (hou)(x 2
f'(z) = ehoW)@) . 3y(z)2 . e

_o(m2e) 3 (= L 1-z
1+ 22 (14 22)2
~ 322(1—a?) (= )3
(14 x2)4
(b) Berechne die Ableitung der Funktion
y= f(x) _ e\/sinw‘l.

Wir fiihren unsere ,Jlokalen* Definitionen ein:

j@) =gt h(j)=sinj,

g(h) :=vh,  f(g):=¢’,

denn f(x) = f(g(h(j(x)))). Jetzt kommen die einzelnen Ableitun-
gen:

g — 9 — 6\/E — eVsing _ e\/sinz4

dg

dg 1, 1 1 1
dh ~ 2 T 9vh  Vsing  Vsingt
dh , .
d—joOSj:cosx

dj 3

a:élx

Es gilt % = % . ngL . g—? . % (denn nach dem ,Kirzen“ ist das
df/dz!), also

d7y — Vsin @ 1

dz Vsin x4
e\/sin x4
Vsina?t

Ist es nicht wunderbar, wie der Kalkiil arbeitet?

-coszt - 4a®

4

= 423 cosx
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(c) Allgemein gilt folgende Regel: Sei f: I — R differenzierbar, dann
folgt fiir g(z) := expof(z) = e/®) aus der Kettenregel

Jd @) = f(x)ef®, zel

Nachdem wir Summen, Produkte, Quotienten und Kompositionen differen-
zierbarer Funktionen auf Differenzierbarkeit untersucht haben und dabei als
Nebenprodukt auch immer niitzliche Regeln gewinnen konnten, betrachten wir
nun die Umkehrfunktion. Wir wissen bereits, dass sich die Stetigkeit im Fal-
le einer bijektiven Funktion auf ihre Umkehrfunktion ,vererbt“ (Satz 7.2.14).
Gilt das auch fiir die Differenzierbarkeit?

Satz 10.2.6: Ableitung der Umkehrfunktion

Seien I und J Intervalle in R und f : I — J bijektiv, stetig und
differenzierbar in zg € I. Weiterhin sei f’(x¢) # 0. Dann ist die Um-
kehrfunktion f=! : J — I differenzierbar in yo = f(z) € J und es
gilt

() (o) = (10.6)

f'(zo)

Beweis. Da f in z differenzierbar ist, gilt nach (10.4)
f(@) = f(wo) = p(@)(x — 20),  p(w0) = f'(20).

Ersetzen von x bzw. o durch f~!(y) bzw. f~!(yo) sowie von f(z) bzw. f(zo)
durch y bzw. yq liefert

y—yo=o(f N ) — f W)

Nach Voraussetzung ist ¢(f~1(yo)) = f'(x0) # 0. Da die Funktion ¢ stetig in
xo und f~! nach Satz 7.2.14 stetig in g ist, ist auch die Komposition @ o f~!
stetig in yo und daher ¢(f~!(y)) # 0 in einer Umgebung von yo. In dieser
Umgebung gilt dann

1
Y W) = ) = —= (0 — o)
W= 1) = gy v )
Nach Satz 7.2.5 ist 1/(p o f~1) stetig in yo und damit f~! nach (10.4) diffe-
renzierbar in yg mit

1y B 1 - 1
)W) = S TG0 ~ Flwo)
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f(zo) 4

% t X
L7 o

Abbildung 10.2.1. Die Ableitung der Umkehrfunktion

Bemerkung 10.2.7

Lasst uns noch einmal etwas Begeisterung fiir Leibniz’s genialen Kalkiil
versprithen. In seiner Notation liest sich (10.6) némlich einfach: Ist

y = f(z) und = = f~'(y) die Umkehrfunktion, dann ist (nach den
Regeln der Bruchrechnung!)

dx ﬁjj (f=ty

Als Beispiel moge uns y = +/x dienen. Wir wissen, dass y = z1/2
die Umkehrfunktion von x = y? ist, also folgt mit do/dy = 2y nach
Leibniz:

dy 1 1 1 1

= —=—=—=—g
dz
dx i 2y 2y/x 2

[N

Noch ein Beispiel geféllig? Die Funktion y = f(z) = lnz ist die Um-
kehrfunktion von x = e¥. Wir wissen bereits da/dy = e¥, also folgt
sofort:

dy _

1
dx g—; ey ez g

Mit den Ableitungsregeln kénnen wir nun die Ableitung wichtiger elementarer
Funktionen bestimmen.
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Beispiele 10.2.8: Logarithmus- und Potenzfunktionen

(a) Wir wissen bereits, dass f(z) := e® als Abbildung f: R —]0, cof
bijektiv ist und differenzierbar mit f/'(z) = e* # 0 fir z € R.
Daher ist die Umkehrfunktion f= = 1In: ]0, 00[ — R ebenfalls dif-
ferenzierbar und an der Stelle y = e” gilt fiir die Ableitung

1 1
In'(y)= = = =.
n'(y) = = ;
(b) Fir den allgemeinen Logarithmus zu einer Basis a > 0 gilt nach
(a) und Eulers goldenen Regel

d In(z) 1 log,(€)
log! = — = =4 .
08a(2) dzIn(a) xln(a) s 0 0T 0
(c¢) Fiir a > 0 ist f(xz) = a® = exp(xzIn(a)) und daher gilt nach der
Kettenregel
d d
(@)= aax = aexp(z In(a)) = In(a) - a”.

(d) Seia € Rund f(z) = «* mit > 0. Mit dem gleichen Ansatz wie
in (¢) erhdlt man fur die Ableitung der allgemeinen Potenz

a a—1

d
f/(x) = 1 exp(aln(x)) = gx = ax

(e) Als néchstes probieren wir mal

e® g
(eee | )

zu berechnen. Wir fangen ,,ganz oben“ an:
@)= h()i=¢
gh):=¢"  flg):=¢

Die einzelnen Ableitungen sind einfach zu berechnen:

dj -

— —e

dz

dh -

— = el =

dj

d j eT

d*i _ eh _ ee’ — ¢®

df g el eej eeﬁz
— =Y = @ = @ E=NE
dg

Damit ergibt sich die gesamte Ableitung zu
=y, . -
(eeee ) _df dg dh dj _ e Y

“dg dh dj dz °©
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Beispiele 10.2.9: Arcusfunktionen

(a) Die Funktion
T :
[—5, 5} Sz — sin(z) €[-1,1]

ist bijektiv und differenzierbar (also insbesondere stetig) mit
sin’(z) = cos(z) #0 fir z€]—m/2,7/2].

Die Umkehrfunktion Arcussinus (die Funktion liefert gerade den zu
einem Sinuswert korrespondierenden Bogen, also Winkel, daher der

Name) ist deshalb auf sin (] — 7/2,7/2[) =] — 1, 1] ebenfalls diffe-
renzierbar und fiir die Ableitung an der Stelle y = sin(z) €] — 1, 1]
folgt
! s —1y\7 1
arcsin’(y) = (sin™ ") (y) = —
sin’(z)
1 1
cos(z) 1 — sin?(x)
_ 1
1—y2

(b) Fiir den Arcuskosinus ergibt ein analoges Vorgehen wie in (a) fiir
die Ableitung

arccos’ (y) = ————, y€]-L1]

(¢) Fiir den Tangens gilt zunéchst

d sin(z) cos?(z) + sin?(x)

tan’ = =
an' () dz cos(x) cos?(x)
_ 1
 cos2(x)
fir « €] — 7w/2,7/2[. Also ist der Arcustangens auf

tan (] — 7/2,7/2[) = R differenzierbar und fiir die Ableitung
an der Stelle y = tan(x) € R folgt
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arctan’(y) = (tan™")'(y) = tan%(x)

1
= cos?(x) = —_—
cos?(z)

1 1

= cos?(z)+sin?(x) = 2
s 1+ tan®(x)

1
S l4y?

(d) Fiir den Arcuskotangens ergibt ein analoges Vorgehen wie in (c)
fiir die Ableitung

1
arccot’ (y) = T y € R.

10.3 Der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

Wir kommen nun zu einem der groflartigsten Ergebnisse der Mathematik iiber-
haupt! Die Analysis konnte ihren Siegeszug erst antreten, als klar wurde, dass
Differentiation und Integration zwei zueinander inverse Operationen sind. Die-
se Einsicht gelang Leibniz und Newton unabhéngig voneinander. Zunéchst
halten wir fest, dass aus Integration eine differenzierbare Funktion hervor-
geht.

Satz 10.3.1: Existenz einer Stammfunktion

Sei f : [a,b] — R stetig. Die Funktion F': [a,b] — R, definiert durch

F@) = [ o

ist dann differenzierbar auf |a, b[ und es gilt

Definition 10.3.2: Stammfunktionen

Eine Funktion F' wie in Satz 10.3.1 heifst eine Stammfunktion von

f
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Beweis. Weil f stetig ist, existiert F' nach Satz 9.2.5. Fiir =,z € [a, ] gilt
[ rwa- [wma= [ swas [ soa= [ so
a a o a Zo

F(a) = Flao) = [ 0t
Aus dem Mittelwertsatz 9.4.1 folgt
F(x) = F(xo) = f(§)(z — x0)

mit einem ¢ irgendwo zwischen zg und x. Fiir x — x¢ folgt dann £ — xg, und
da f stetig ist, gilt weiter lim¢_,,, f(§) = f(z0). Das zeigt die Differenzierbar-
keit von F' in zg nach (10.4) mit F’'(xg) = f(zo). Da z¢ € [a, b] beliebig war,
folgt die Behauptung. O

d.h.

Satz 10.3.3: Satz von Rolle

Sei f: [a,b] — R stetig und auf |a, b[ differenzierbar mit f(a) = f(b).
Dann gilt
3 elabl: (&) =0.

Beweis. Da f stetig ist, existieren u,U € [a, b], so dass
fu) < f(x) < f(U) Vz € la,b].

Gilt f(u) = f(U), dann ist f = const. und f/ = 0. Fiir f(u) < f(U) ist
mindestens einer der beiden Werte verschieden von f(a) = f(b). Dieser Wert
sei f(U). Dann gilt a < U < b und nach Satz 10.1.8 ist f/(U) = 0. O

Wie in der Integralrechnung gibt es auch in der Differentialrechnung einen
Mittelwertsatz, der ebenfalls von zentraler Bedeutung in der Analysis ist. Er
ist eine Verallgemeinerung des Satzes von Rolle und folgt unmittelbar aus
diesem.

Satz 10.3.4: Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Sei f : [a,b] — R stetig und auf ]a, b| differenzierbar. Dann gilt

K €la,b[:  f(b) = fla) = f(§)(b—a).
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Beweis. Subtrahiere die Strecke von (a, f(a)) nach (b, f(b)) von f und wende
den Satz von Rolle an: Fiir

)= 1(0) - (7(0) + (o - LOZLE

gilt h(a) = h(b) = 0 und

h/(x) _ fl($) o f(bl)) : Z(a)
Nach dem Satz von Rolle existiert ein £ € ]a,b[ mit h'(§) = 0, woraus direkt
die Behauptung folgt. a
)
f
1
1)
F) +—7 bma __J--7
| Fo) - f@
: : NI % x
a I3 e . b
@

Abbildung 10.3.1. Der Mittwelwertsatz der Differentialrechnung

Mithilfe des Mittelwertsatzes konnen wir aus Eigenschaften der Ableitung auf
Eigenschaften der Funktion selbst schliefien.

Korollar 10.3.5

Seien f, g : [a,b] — R stetig und auf |a, b| differenzierbar. Dann gelten:

(a) Aus f'(§) = 0 V& €la,b] folgt f(z)= f(a), z € [a,b], also
f = const.

(b) Aus f'(€) = g'(€) V¢ €]a, b[ folgt f(

(c) Aus f'(§) > 0 (f'(§) <0) V€ €]a,b
send (fallend) ist.

x) = g(x) + const., x € [a,b].
[ folgt, dass f monoton wach-
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(d) Aus [f'(§)] < M V& €]a,b] folgt, |f(z1) — f(z2)| £ M|z1 — 22,
x1, o € |a,b].

Beweis. Anwendung von Satz 10.3.4 auf dem Intervall [a, z] liefert (a) mit
const.=f(a). Aussage (b) folgt sofort aus (a), und (c) und (d) folgen aus Satz
10.3.4, angewendet auf [z1, x2]. O

So, nun ist es aber so weit fiir den Hauptsatz! Bisher haben wir nur eine
konzeptuelle Darstellung des Integrals iiber Ober- und Untersummen bzw.
Riemann-Summen. Im vorigen Kapitel hatten wir bereits gesehen, dass dieses

Verfahren aber zur konkreten Berechnung von f: f(x) dz nur bedingt geeignet
ist. Mithilfe von Stammfunktionen gibt es nun in vielen Féllen einen weitaus
bequemeren und eleganteren Weg zur Integration:

Satz 10.3.6: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Sei f : [a,b] — R stetig. Dann existiert eine Stammfunktion F' von f,
die bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt ist. Weiterhin
gilt:

b
[ @) do = F®) - Fl@) = F@)i-, (10.7)

Beweis. Die Existenz einer Stammfunktion ist klar wegen Satz 10.3.1. Die
Eindeutigkeit bis auf eine additive Konstante folgt aus Korollar 10.3.5 (b). Ist
F eine beliebige Stammfunktion von f, dann ist

F(x) = /w f(t)dt + const.

Einsetzen von x = a liefert const. = F(a), d.h. F(b) = ff f(z)dz+F(a). O

Bemerkung 10.3.7

Ist F irgendeine Stammfunktion einer gegebenen Funktion f: [a,b] —
R, gilt also

f@) =@ =g ([ f0a), e
dann schreibt man auch

P(z) = / f@)dz bow. F= / fda,
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obwohl es korrekterweise heilien miisste:
Flz) = / fe)dt+C

fiir ein C' € R. Das unbestimmmte Integral [ f(z) dz steht also fiir
die Menge aller Stammfunktionen bzw. fiir eine beliebige Stammfunk-

tion von f. Im Gegensatz dazu, bezeichnet man fab f(z)dx auch als
bestimmtes Integral.

10.4 Elementare Integrationstechniken

Es gehort keinesfalls zum guten Ton, nicht zu wissen, wie man ein Integral
ausrechnet. Daher ist ein kleiner Exkurs in elementaren Integrationstechni-
ken notwendig. Mithilfe des Hauptsatzes lassen sich aus den uns bekannten
Differentiationsregeln nun auch praktische Regeln zur Integration ableiten.

10.4.1 Die Substitutionsregel

Aus der Kettenregel der Differentialrechnung folgt eine sehr niitzliche Regel
fiir Integrale:

Satz 10.4.1: Die Substitutionsregel

Sei f: I — R integrierbar mit Stammfunktion F und s: [a,b] — I
stetig differenzierbar mit s([a,b]) C I. Dann gilt

s(b)
f(s)ds. (10.8)

b
[ #6@) s @) do =
a s(a)

Beweis. Nach der Kettenregel gilt
(Fos)(x) =F'(s(x))s'(x) = f(s(x))s'(z), x € [a,l]

und die zweimalige Anwendung des Hauptsatzes liefert

b b
/f(s(x))-s'(a:)dzz/ (Fos)(z)dz = Fos(b)— Fos(a)

s(b)
= F(s(b)) — F(s(a)) = - f(s)ds.



286 10 Differentialrechnung und Fortfiihrung der Integralrechnung

8

| z=g(x) |

I I
g(a) g(b)

Abbildung 10.4.1. Zur Substitutionsregel

\

ﬁ
S
\ 4
=

Wie bestimmt man nun ein Integral f; f(z) dz mithilfe der Substitutionsre-
gel? Zunichst bietet sie sich nicht fiir alle Integranden (so nennt man die
zu integrierende Funktion) gleichermafien an, sondern insbesondere fiir sol-
che der Form f(x) = f(z,s(z)), d. h., f ,enthalt“ einen Term s(z), den man
substituieren mochte. Gesucht ist dann eine Funktion g, sodass

fl@) = f(z,s(x)) = g(s(x)) - §'(x). (10.9)

Da g nur noch von s(z) abhéngt, liefert die Substitutionsregel in diesem Fall

/ ey do = / " g(s(2) - () d = / (()) g(s) ds.

Natiirlich hat man nichts gewonnen, wenn ¢ selbst wieder nur schwer zu in-
tegrieren ist. Die Kunst liegt hier in der geschickten Wahl von s(x), sodass
die Funktion ¢ in (10.9) elementar zu integrieren bzw. eine Stammfunktion
von g bereits bekannt ist. Am besten erklért sich das Vorgehen anhand von
Beispielen:

Beispiele 10.4.2

(a) Es soll
1
/ €5x+2 dz
0
bestimmt werden. Fiir den Integranden f(z) = e***2 bietet sich
die Substitution s(z) = 5z + 2 an. Aus s'(z) = 5 ergibt sich

g(s(z)) = e*®) /5, denn f(z) = e® = g(s(x)) - s'(x). Mit der
Substitutionsregel folgt daraus
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1 1 os(x)
/ e 2 dy = / ¢ -5dx
0 o O
1 7
5/ e’ds
2

L 7 o
= —(e" —e%).
S - )
In der Praxis geht man h&ufig nicht so formal bei der Substitution
vor, sondern nutzt die Leibniz’sche Notation: Wir interpretieren

den Differentialquotienten als Bruch und erhalten

ds 1

Einsetzen von s = 5x + 2 liefert dann sofort

/Oe5z+2dx:/2 esgds:g(e7—62).

2
/ z\/4 — 22dz
1
2

bestimmt werden. Wir setzen die Substitution s(z) = 4 — z* an,
also §'(x) = —2z. Aus

f@s@»:x 5(@) = g(s(x)) - (~22)
folgt g(s —/s( / )/2 und somit
s(2)
/ x/s(x) do = 77\/ dz = / g(s)ds
1 = s

f(@,5(2)) e ° )

:—f/de— /\fds

(3f 0v0)

(b) Es soll

3
2

2
3

1
2 s=0
\/>

Alternativ in Leibniz’scher Notation:

d 1
£:—2x <= —ids:xdx

und Einsetzen von s = 4 — 22 liefert somit

2 0
/ \/4fx2xdx:—/ %\/gdS:\/g.
1 3
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(¢) Manchmal hat man auch Gliick und ein Integral liegt direkt in
Form der linken Seite von (10.8) vor, wie beispielsweise im Fall

1
/ 7(1 4 27)*2® dz.
0
Setzt man nimlich f(s) = s* und s(z) = 1+ 27, dann folgt unmit-
telbar
1 1 2
/ T(1+2")*2% dx = / f(s(z) s (z)dz = / stds
0 0 1
1s[" 3t
5, 5

Alternativ in Leibniz’scher Notation:

d
& 728 — ds = 725dz
dx

und Einsetzen von s = 1 + &7 liefert somit
1 2 31
/ 7(1+ x7)4m6 dz = / stds = =.
0 1 5

(d) Nicht immer muss eine Substitution zum Erfolg fithren. Will man

beispielsweise
™
/ sin(2?) dz
0

berechnen, so liegt zuniichst die Substitution s(x) = 22 nahe. We-
gen s'(x) = 2z und f(x) = sin(s(z)) = g(s(x)) - 2z ist

_ sin(s(x))

glste)) = 5T

und somit

/0 " sin(a?) dz = /0 " o(s(@)) - 8/ (2) d = % /0 - Sii(sf) ds.

Das Integral auf der rechten Seite konnen wir aber genauso wenig
losen wie das auf der linken Seite und die Substitution war damit
nutzlos.

Eine weitere wichtige Integrationsregel, die sofort als Spezialfall aus der Sub-
stitutionsregel folgt, ist die sogenannte logarithmische Integration. Sie ist
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immer dann anwendbar, wenn wir auf Integrale der Form

" [ ()

stofen. In diesem Fall fiihrt die Substitution s(z) = f(z) sofort auf

by s(v)
f(l’ / / 1 s(b)
) dz = —ds=1 10.1
a f(l’ f V’ e s(a) S 5 n(‘SD|S:8(G)7 (0 0)
5/ ()

(w))

wobel man Betrige verwendet, da sowohl der Integrand 1/s als auch die rech-
te Seite In|s| beide fiir alle  # 0 erklért sind und eine Fallunterscheidung
In’ |s| = 1/s zeigt.

Beispiel 10.4.3

Wir wollen

6x + 1

9(%) = 52130 7

iiber [1,2] integrieren. Setze f(x) = 922 + 3z — 7 , dann zeigt genaues
Hinsehen

2 1 [ 18243 1 [ f(z)
/19(‘@)(19”_3/1 9x2+3x—7dx_§/1 o) @

und mit (10.10) folgt

2 6z + 1 f(2)=35
[ s o= g DI
B 1n<35) —In(5)
- (8% —n(s)
_ In(7)
- 2D,

Neben der Berechnung bestimmter Integrale, kénnen wir auch Stammfunk-
tionen mithilfe der Substitutionsmethode ermitteln: Angenommen f: I — R
ist eine integrierbare Funktion, sodass (10.9) gilt. Ist G eine Stammfunktion
von g, dann folgt aus der Kettenregel

(Gos)(x) =g(s(x)s'(x) = f(),

also ist F' = G o s eine Stammfunktion von f. Den letzten Schritt nennt man
auch Ricksubstitution.
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Beispiele 10.4.4

Wir greifen die vorherigen Beispiele noch einmal auf.

(a) Esgilt f(z) = >*+2 = (e*®) /5).5'(z) mit s(x) = 5z+2. Weiterhin

wissen wir bereits
e’ e’
Z ds=—
/ 5 5’

s(x) 1
542 g — & — —ebet2
/e x 3 g€

also ist

(b) Es gilt
1
) =xV4—122= —5\/5(:10) -8’ (x)

mit s(z) = 4 — 2. Weiterhin gilt

/_7 :_7/\[d 1 23/2 %83/2

und somit ist
1
/x\/4—x2dx——f )3/2 = 5(4—302)3/2.
(c) Es gilt
fl@) =701 +27)2® = (s(2))*s'(2)
mit s(z) =1+ 27. Wegen [ s*ds = s°/5 ist
7\4, 6 Looya_ L 7\5
71+ 2z")*2°de = gs(x) = g(l—i—x )°.
(d) Es gilt

6z+1  s'(x)

@) = 922+ 3z —7 3s(x)

mit s(x) = 92% + 3z — 7. Wegen [ 1/(3s)ds = In|s|/3 ist

6z + 1 In|s(z)] In|922 + 3z — 7|
ds = = .
922 + 3z — 7 3 3

Wir wollen noch ein weiteres Beispiel geben, um zu zeigen, dass die
Wahl einer geeigneten Substitution nicht immer direkt offensichtlich
ist. Die Integration nichtrationaler Funktionen mittels Substitution
gleicht einer Kunst, die zu erlernen nur durch viel Ubung und Er-

fahrung gelingt.
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(e) Es soll

| smem

bestimmt werden. Ein naheliegender Ansatz ist s(z) = sin(z), also
s'(x) = cos(x) und
1 B cos(x)
sin(z) cos(xz)  sin(z) cos?(x)

cos(x)
sin(z) (1 — sin®(z))
S
s(x) (1 —s(2)?)

1 1
- _ds= [ ——4a
/5(1—52) s /5—83 s

ist nun aber auch nur mithilfe von Partialbruchzerlegung l6sbar,
die wir noch kennenlernen werden. In diesem Sinne fiihrt die Sub-
stitution zwar letztendlich zum Ziel, aber es geht viel eleganter:
Setzt man s(z) = tan(z), dann ist s’(z) = 1/ cos?(z) und

Das Integral

1 1 1 s'(x)

sin(z) cos(z) :)‘;Ez)) cos?(z) - tan(z) cos2(z)  s(x)’

1
/fds =In|s|,
s

folgt durch Riicksubstitution sofort

Wegen

dz = In|tan(x)|.

10.4.2 Die partielle Integration

Auch die Produktregel liefert in Kombination mit dem Hauptsatz eine sehr
wichtige Integrationsregel.
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Satz 10.4.5: Partielle Integration

Seien f,g: [a,b] — R stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

b b
/fmwwmx:ﬂwmw&m—/fumwmx (10.11)

sowie

/f'gdx:fg—/fg’dx. (10.12)

Beweis. Nach der Produktregel gilt zunéchst

(f - 9)'(x) = f'(2)g(x) + f(2)g' (x).
Mit dem Hauptsatz folgt daraus

b
ﬂmmmm:/Ugﬂwm
ab b
:/fwmmM+/fmﬂmm

also (10.11). Analog erhélt man (10.12). O

Folgende Beispiele veranschaulichen das Vorgehen bei der partiellen Integra-
tion.

Beispiele 10.4.6

(a) Man bestimme

1
/ z2e® dz.
0

Da (e%)" = e® liegt der Ansatz f’(z) = €® und g(x) = 22 nahe.
Partielle Integration liefert dann
1 1

2 e® dx= g% |}C:07/ 2¢ e® dx
0 —~— S~ ) S~ ~—
g9(z) f'(x) 9(x)f(x) g'(@) f(x)

1
:6*2/ ze® dz.
0

Fiir das Integral auf der rechten Seite ergibt sich durch nochmalige
partielle Integration analog

1 1
/xezdx:xemizo—/exdxze—ezO,
0 0
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g 1 2 e”
also ist [ z%e” dz = e.
(b) Es soll eine Stammfunktion von g(z) = V1 — 22 fir z €] — 1, 1]
bestimmt werden. Mit dem , Trick f(z) = z und wegen

T

g(@) =51 —a?) 2 (<20) = ——Z

folgt aus (10.12)

V1-—22dz =2 1—x2+/
/ \/1—502
1—m2

+ [ ——dx
/\/1—3732 \/1—3:2
=z 1—m2+arcsin(x)—/\/l—xzdx,

=zv1— 22

also
1 .
/ V1—22dz = 5 (:E 1—a2+ arcsm(x)) .

(c) Sei n € Nug und gn(z) := (1 + 2?)™" mit = € R. Wegen

5 n -1
— . .9
9@ =Tyt Grapr ©
_ —2nx
- (1 +x2)n+l

liefert der gleiche Trick wie in (b)

1
I, = | ———=d
/(1+x2)n L

_ T +/ 2nz? d
T 1+ 1+ z2)n+

_ x / 2n(1+ 2?) — 2n d
1+ (1 + x2)n+1
0

Durch Auflésen dieser Gleichung nach I, erhalten wir die rekur-
siwe Darstellung
I _ T " 2n —1
T on(1 + 22)n 2n

I,.

Aus Beispiel 10.2.9 (c) folgt fiir n = 1 direkt
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1
I = /mdx:amtan(x)
und daher
1
L= ——=d
o= [ aram

x 1
= T+ 27 + P arctan(z),

1
L= | ———
k / vz
SR — S (v + 1a’:mrctan(ac)
T 41+ 222 4\2(1+22) 2

_ é <mg A 3arctan(m)> 9

Uusw.

10.4.3 Die komplexen Zahlen

Es gibt noch eine weitere elementare Integrationsregel, die man unbedingt
kennen sollte: die Integration durch Partialbruchzerlegung. Dazu ist es
jedoch notwendig, dass wir eine neue Menge von Zahlen einfiihren, die kom-
plexen Zahlen. Diese Zahlen sind die Grundlage der komplexen Funk-
tionentheorie, aber auch in der reellen Analysis spielen sie eine so wichtige
Rolle, dass man mit ihnen umgehen kénnen mauss!

Die Gaufs’sche Ebene

Die einfache Gleichung 22 = —1 ist in den reellen Zahlen nicht 16sbar und
daher hat man friih (seit dem 16. Jahrhundert) — allerdings damals erfolglos —
nach Losungsmoglichkeiten gesucht. Der italienische Mathematiker Gerolamo
Cardano (1501-1576) war wohl der Erste, der klar erkannte, dass Wurzeln aus
negativen Zahlen durchaus bei der Losung algebraischer Gleichungen auftre-
ten kénnen. Aber er hatte letztlich kein Rezept, das Problem zu 16sen. Das
gelang erst Carl Friedrich Gauf (1777-1855) an der Wende vom 18. zum 19.
Jahrhundert. Er fiihrte die imaginire Einheit

i =-1

ein und entwickelte die Vorstellung, dass die neuen Zahlen sich in einer Ebene
darstellen lassen, in der Gaufi’schen Ebene. Wir fiihren daher die Menge
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der komplexen Zahlen ein als
C={z+iy|z,yeRi=v-1}

Eine komplexe Zahl z € C besitzt also die Darstellung

z =+ 1y.
Dabei heifst

Rz:=xz€R
der Realteil von z, und

Sz:=yelR

der Imaginérteil. Ist x = 0, dann liegt mit z = iy eine rein imagin&re Zahl
vor. Man kann an dieser Bezeichnung die Angst der alten Mathematiker vor
diesen Zahlen erkennen, denn fiir uns sind imaginére Zahlen genau so real
(oder genau so irreal) wie reelle Zahlen. Wir folgen Gauf und stellen diese
Zahlen als ,Zeiger (Vektoren) in der Gauft’schen Ebene dar.

yll

Abbildung 10.4.2. Zeiger in der Gauf’schen Ebene

Die komplexe Zahl

Zi=x—1y
heifst die zu z konjugiert komplexe Zahl. Geometrisch entspricht die Kon-
jugation gerade der Spiegelung an der reellen Achse.

Wir wollen nun unserer Menge von komplexen Zahlen eine algebraische Struk-
tur geben, damit wir mit ihnen rechnen kénnen.
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Definition 10.4.7: Rechenoperationen in C

Es seien z1 = 1 + ty; und z3 = z9 + iys zwei komplexe Zahlen. Dann
definieren wir die

(a) Addition durch
21+ 22 1= (%1 + 22) +i(y1 + ¥2),
(b) Multiplikation durch

21 - 29 = (w1 +iy1) - (2 + iy2)
= T1%2 + 1T1Y2 + 1T2Y1 — Y1Y2
= (z122 — Y1y2) + i(z1Y2 + Z2y1).

Fiir die Division erweitern wir mit der komplex Konjugierten des Nen-

ners: —
21 Rl 22

Zo  Z2:Z2
Wegen
2+ Z3 = (%2 +iy2) - (T2 — iy2) ::c%—ky% €R

kénnen wir den Betrag der komplexen Zahl z mithilfe des Satzes von
Pythagoras definieren als

lz| i =Vz-Z.

Damit haben wir eine Regel erhalten fiir die

(c) Division durch
21 _ 2122

z9 |Z2|2
Wenn wir die Axiome fiir einen Korper untersuchen, kommen wir zu der Aus-
sage:
Satz 10.4.8

(C,+,) ist ein Korper.

Beweis. Siehe A.10.1. O

Bei der Erweiterung der reellen Zahlen auf die komplexen Zahlen haben wir
die Moglichkeit der Anordnung verloren, d.h., Aussagen wie z; < 29 sind
unméglich und daher sinnlos. Allerdings erbt der Korper C natiirlich die Voll-
standigkeit der reellen Zahlen, d. h., Cauchy-Folgen in C sind konvergent!
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Lemma 10.4.9

Seien z,w € C. Dann gelten:

—~
o o

EEE&ELEELEE
x
|
L

— oY
SECIOIO

|2+ w| < 2] + [w]

Rz, [Sz] < 2] < [R2| + |32

(Dreiecksungleichung)

Beweis. Bis auf (g) und die Dreiecksungleichung folgen alle Aussagen direkt
aus den Definitionen bzw. sie lassen sich leicht nachrechnen. Fiir z = x + iy
ist einerseits |z| = y/22 4+ y? > x,y. Andererseits gilt wegen der Monotonie
der Wurzel

wobei man 2w + wz = 2R(zw) leicht direkt nachrechnen kann. Weil aber

gilt, folgt

(lz] + [y)? = 2 + 20|yl + v* > 2* + ¢
= |z + |yl > Va2 +y? = |2,

also folgt insgesamt (g). Fiir (h) rechnen wir

(@

|z—|—w|2:(z+w)-(z+w) = (z+w) (z+w)

:zz—i—z@—l—wi—i—wﬁ(@

|2? + 2R(2) + [wl?,

R(z-w) < |zw] = |2] - |w]

|2+ wl? < [z + 2l2] - [w] + [w]* = (|2] + w])*.

Bemerkung 10.4.10

Sei (zp,)nen ein Folge komplexer Zahlen z,, = x,,+iy,,. Analog zu reellen
Folgen konvergiert die Folge gegen eine komplexe Zahl z = x + iy, falls

Ve>0 dngeN Vn >ng:

|z, — 2] < e.
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|$Un—$tl‘|, ‘yn_y‘ < ‘Zn—Zl < Ixn_ajl'i"yn_y'
nach Lemma 10.4.9 (g), gilt

Zp —> 2% < Ty T N Yp — Y.

In weiterer Analogie heifst die Folge (z;,)nen komplexer Zahlen Cauchy-
Folge, falls

Ve>0 dngeN Vn>nyg VE>0: |z — 20 <e.
Mit Lemma 10.4.9 (g) folgt also insgesamt:

(2n)nen ist eine Cauchy-Folge

<= (Zn)nen und (yn)nen sind Cauchy-Folgen
<= (Zpn)nen und (y,)nen sind konvergent
<= (2n)nen ist konvergent.

Auf diese Weise erbt der Korper C die Vollstéandigkeit von R.

Polardarstellung, Potenzen und Wurzeln

Héufig ist es sinnvoll, eine komplexe Zahl nicht in der kartesischen Form
z = x + iy zu notieren, sondern in der Polarform

z=re'’,

so dass der ,Zeiger” z nicht durch seine beiden Koordinaten in der Gaufs’schen
Ebene beschrieben wird, sondern durch seinen Winkel ¢ und seine Lénge
ri=|z|.

Damit unsere Polardarstellung sinnvoll ist, miissen wir die seltsame Funktion
e'? erklaren und definieren hier

e = cos ¢ + ising. (10.13)

Spéater werden wir sehen, dass diese Beziehung mithilfe von Potenzreihen tat-
sachlich beweisbar ist, aber zurzeit haben wir nur die Moglichkeit der Defini-
tion.

Lemma 10.4.11

Mit der Definition (10.13) lassen sich komplexe Zahlen z = z + iy in
der Polarform
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z=x+iy =re (10.14)

mit 7 = |z| = /22 + y? und ¢ = arctan(y/x) darstellen.

\

Abbildung 10.4.3. Polardarstellung einer komplexen Zahl

Beweis. Der Beweis verlduft ganz elementargeometrisch anhand von Abbil-
dung 10.4.4. Offenbar ist

. ) . X
sing == sowie cosp = —,
r r

also
vy _
= =tanyp
T
und damit
@ = arctan | — | .
T

Das gilt allerdings nur fiir x > 0,y > 0. Im Fall z = 0,y > 0 ist ¢ = 7/2, fir
x < 0ist ¢ = m/2 + arctan(y/z). Fir z = 0,y < 0 haben wir ¢ = 37/2 und
schlieflich ist ¢ = 27 +arctan(y/z) im Fall > 0,y < 0. Diese Fallunterschei-
dungen sind notwendig wegen der Periodizitit der Tangensfunktion, aber sie
sollen uns hier nicht weiter beschéftigen.

Wenn z = r cos p, y = rsin ¢, dann folgt sofort

z=x+ 1y =rcosy+irsiny

10.13)

=r(cosp +isinp) (1023) i
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Y

Abbildung 10.4.4. Polar- und kartesische Darstellung einer komplexen Zahl

Lemma 10.4.12: Additionstheoreme

Es gelten
sin(x 4+ y) = sinz cosy + cos x sin y, (10.15)
cos(xz +y) = cosz cosy — sinx siny. (10.16)
4
J\E
%
y/ D

\J

Abbildung 10.4.5. Geometrie fiir die Additionstheoreme



10.4 Elementare Integrationstechniken 301

Beweis. Wir argumentieren an Abbildung 10.4.5. Es gilt
AE BD CFE

sine+8) =55 =06t 0F
_BD 0D CE ED
~ OD OE FED OE
= sinacos B + cos asin 3,
0OA OB (CD
cos(a+ ) =

OE  OE OE
OB OD CD ED

~ 0D OE ED OFE
= cos a.cos f — sin asin 3.

In der Polardarstellung ldsst sich besonders hiibsch rechnen.

Lemma 10.4.13

Seien z = r,€"?, w = re’ € C. Dann gelten:

Den Kern dieser Rechenregeln bildet die Aussage ¢ - ¥ = /¢t Um zu
zeigen, dass dies tatsichlich gilt, wenn wir unsere Definition (10.13) zugrunde
legen, brauchen wir die obigen Additionstheoreme.

Beweis. Seien z = rye'%, w = ry,et? € C.

(a) Beachtet man, dass cos eine gerade Funktion und sin eine ungerade Funk-
tion ist, dann folgt

zZ =1r,(cos(p) + isin(p))
2 (cos(—p) — isin(—p))

=rye Y.

r
r

(b) Es ist nur zu zeigen, dass tatséichlich ¢ - e?¥ = ¢*(¥+9) gilt. Mithilfe von
Lemma 10.4.12 folgt direkt
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el et = (cos +isingp) - (cost + isind)
= (cosp cost — sin @ sin @) + i(cos p sin ¥ + sin ¢ cos 9)

Lemmailo.4.12 COS((p+l9) +'LSIH(Q0+’£9)

- etlet?d)

(c¢) Aus (a) und (b) folgt

O

Mithilfe der Polardarstellung konnen wir auch leicht Potenzen komplexer Zah-
len bestimmen. Fiir z = re’? ist 2" = r"e™¢ fiir n € N und aufgrund unserer
Definition (10.13) folgt insbesondere

(cosp +ising)™ = e? = (cos(nyp) + isin(ny)).
Damit haben wir die beriithmte Formel von Moivre gefunden:
(cosp + isinp)™ = cos(ngp) + isin(np) (10.17)
Wir kénnen entsprechend auch Wurzeln aus komplexen Zahlen ziehen.
~ Definition 10.4.14: n-te Binheitswurzeln
Eine komplexe Zahl z, die fiir ein n € N
2" =1

erfiillt, heifit n-te Einheitswurzel. Fiir ¢ € C und n € N heifst eine
komplexe Zahl z n-te Wurzel aus a, falls 2 = a gilt. Man schreibt
in diesem Fall z = {/a.

Im Gegensatz zu reellen Wurzeln sind komplexe Wurzeln aufgrund der Peri-
odizitat von sin und cos nicht mehr eindeutig, wie folgendes Lemma zeigt.

Lemma 10.4.15
Es gibt genau n n-te Einheitswurzeln, d. h. Losungen der Gleichung
2"=1, meN,

und zwar
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Beweis. Wegen |2"| = |z|" = 1 gilt |z] = 1, d. h., z liegt auf dem Einheitskreis.
Damit besitzt z die Polardarstellung

z=e"% =cosp+ising
und wegen der Formel von Moivre (10.17) ist
2" = cos(ny) + isin(ny) = 1.
Es kénnen also nur solche np auftreten, bei denen der Sinus verschwindet und
der Cosinus gerade 1 ist. Also muss gelten:
ne =2k, keZ,

was auf o
T
Y =— k S Z
n
fihrt. Davon sind nur n Werte voneinander verschieden, ndmlich die fiir & =
0,1,...,n — 1. Damit sind die Einheitswurzeln gefunden:

zk:ei¥, k=0,1,...,n— 1.
O

Die Lage der 8-ten Einheitswurzeln in der komplexen Ebene zeigt Abbildung
10.4.6.

i

\/

%
Abbildung 10.4.6. Die 8-ten Einheitswurzeln

Mithilfe der Einheitswurzeln lassen sich auch die Wurzeln beliebiger komplexer
Zahlen bestimmen.
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Lemma 10.4.16

Sei a = re’ # 0 und n € N, dann existieren genau n n-te Wurzeln
{/a, ndmlich

- o427k
2= Va=Yret = , k=0,1,...,n—1.

Beweis. Bedenkt man die Periodizitdt der komplexen e-Funktion, dann folgt
mit (10.17)

ook \ T N .
Zp=r (eZ E ) = retlPHITR) — peie,

Polynome und ihre Nullstellen in C

In der elementaren Integrationstechnik der Partialbruchzerlegung werden wir
es mit Polynomen und ihren komplexen Nullstellen zu tun haben. Aber auch
sonst ist es wichtig, iiber Polynome Bescheid zu wissen.

Zuerst sehen wir, dass eine komplexe Nullstelle eines Polynoms niemals allein
auftaucht.

Lemma 10.4.17

Ist z € C eine Nullstelle eines Polynoms
P(z) :=a,2" + 12"+ .. a1z +ag

mit ag € R fiir £k =0,1,...,n, dann ist Z ebenfalls Nullstelle.

Beweis. Ist P(2) = ap2™ + apn_12""1 + ...+ a1z + ag = 0, dann folgt mit
Lemma 10.4.9 (c):
P(Z) = 2" +a, 12" '+ ... +aiZ+ag

N —n—1 [
anz' +an_12z" +...+a;z+ag

anZ™ +ap_12" .+ mz+ag

= ap"+ap_12" 4+ ... +arz+ag

(2)=0=0

)

O

Jetzt brauchen wir nur noch den Hauptsatz der Algebra, den wir an dieser
Stelle ohne Beweis zitieren.
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Satz 10.4.18: Hauptsatz der Algebra

Jedes Polynom P vom Grad hochstens n > 1 mit reellen Koeffizienten
hat genau n Nullstellen in C. Dadurch ldsst sich P iiber C in Linear-
faktoren zerlegen:

P(z)=an-(z—-2) (2= 22) (2= 2n),

wobei die z; die nicht notwendig verschiedenen Nullstellen von P sind.

Gewdhnlich wird der Hauptsatz der Algebra in etwas trockenerer Form for-
muliert als: , Jedes Polynom vom Grad hochstens n > 1 hat eine Nullstelle in
C.“ Dann folgt aus der Polynomdivision, dass man diese Nullstelle abdividie-
ren kann, so dass ein Polynom vom Grad hochstens n — 1 verbleibt, das nun
wieder eine Nullstelle in C hat.

Gibt es k paarweise verschiedene Nullstellen zq,zs, ..., 2z, mit zugehorigen
Vielfachheiten my,mao, ..., my und normieren wir das Polynom durch a,, = 1,
dann lautet die Faktorisierung

Pz)=(z—21)™ (2 —29)™ -+ (2 — 2z1,)™".

Nun aber zuriick zur Integration durch Partialbruchzerlegung!

10.5 Integration durch Partialbruchzerlegung

Hier geht es nun um die Integration von rationalen Funktionen der Form
P(x)
Qx)

mit Polynomen mit reellen Koeffizienten P und @Q. Alle solche Funktionen
sind tatséchlich elementar integrierbar.

R(z) :=

Wir wollen immer davon ausgehen, dass schon der Fall Grad P < Grad @
vorliegt. Ist Grad P > Grad @, dann nutzen wir die Polynomdivision und
iiberfithren R in die Form

P(z)
Q(x)’

wobei S ein Polynom ist und nun Grad P < Grad Q gilt.

R(z) = S(x) +
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10.5.1 Die komplexe Version

Nun berechnen wir die Linearfaktordarstellung von (), wobei wir a, = 1
annehmen konnen:

Qr) = (z—an)™ - (x —ag)™ - (v — ag)™
k
H x— o)™,

wobei die a1, ao,...,a paarweise verschiedene Nullstellen mit zugehorigen
Vielfachheiten mq, mo, ..., my bezeichnen.

(10.18)

Satz 10.5.1

Sei @ wie in (10.18) faktorisiert und es gelte Grad P < Grad @, dann
existieren Konstanten Cjj, so dass

Pl@) Zk:i Cig (10.19)
Q(x) (. — ;)d '

i=1 j=1

Beweis. Wegen der Faktorisierung von @ gilt fiir eine Nullstelle o mit Viel-
fachheit m
Qz) = (z —a)™ - ().

mit einem Polynom ¢g. Wir zeigen: Es existieren eine Konstante C' und ein
Polynom p mit Grad(p) < Grad(Q)—1, so dass

P@ __C . pla)
(o= a)ma@) ~ w-a)" " @-a) i)

Das ist offenbar dquivalent zu

P(z) =C-q(z) +p) - (z — ).
Setzt man x = «, dann wird die Wahl

C::@
q(a)

motiviert. Das Polynom p(z) ist das Resultat der Division von P(z) —C-¢(x)
durch (z — a), was zu zeigen war.

Wendet man diese Konstruktion rekursiv auf alle weiteren Nullstellen an,
ergibt das schlieblich die Zerlegung (10.19). O
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Beispiel 10.5.2

Es sei
P(x)  6a*+202® — 4z +19
Q(x) 25—zt —5x3+22+8x+4
Die Nullstelle a; = —1 von @ kann man raten. Polynomdivision liefert
(2 —a* -5z +2° + 8z +4): (v + 1) =2 —22° — 32 + 4o + 4
x5 4+ ot

— 22 — 5% + 22 + 8z +4

—2z* — 223
— 323+ 224+ 8zx+4
—32® — 322
4% + 8z + 4
422 + 4x
—4r+4
—4x+4
0

Das Restpolynom z* — 22% — 322 4+ 42 + 4 hat wieder die Nullstelle —1,
und Polynomdivision liefert

(z' —22% —32% + 4z +4) : (x+1) =2 - 32° + 4.
Das Restpolynom 23 — 322 + 4 hat nun wieder die Nullstelle —1, und
Polynomdivison zeigt

(2 =32 +4): (v + 1) =2® —da + 4 = (z — 2)°.

Es gibt also zwei paarweise verschiedene Nullstellen: oy = —1 mit

Vielfachheit m; = 3 und as = 2 mit Vielfachheit ms = 2. Damit
lautet die Faktorisierung von Q:

Q(z) = (z +1)° (z - 2)°
Nach (10.19) ist
P(x) 6z* + 2022 — 4z + 19

Q(x) T 25 —af 513 + a2 + 8z +4
6x* + 2022 — 42 + 19
(x+1)3 (z—2)2
C11 Ci2 C13 Ca1 C22
T — oy * (x —aq)? * (x —aq)3 + T — g - (x — ag)?
C11 + C12 C13 Ca Ca2
x+1 (z4+1)2 (z+1)32 z-2 (z—2)2
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und wir haben die fiinf Koeffizienten C71, C2, C13, Ca1, Cos zu berech-
nen. Das geschieht, indem wir die letzte Gleichung mit (z+1)3-(z —2)?
multiplizieren:

62t + 2022 — 4z 4 19

=Cn-(z+1)? (—-22+Ca-(x+1)(z—2)3
+C13-(x—2)2+Co1 - (z+ 1) (2 —-2)
+ O+ (z+1)3

Die rechte Seite wird ausmultipliziert und nach Potenzen von z geord-
net, was auf

62" 4 202% — 4z + 19

= (C11 + Ca1)z* + (—2C11 + Cha + Coy + Ca)2®
+ (=3C11 — 3C12 + C13 — 3Ca1 + 3Ca)?
+ (4C11 — 4C13 — 5051 + 3Ca9)x
+ (4C11 + 4C12 + 4C13 — 2Co1 + Ca2)

flihrt. Schliefslich liefert ein Koeffizientenvergleich

Ci+Co = 6,
—2C11 + C12 + Coy +Cy2 = 0,
—3C11 — 3C12 + C13 — 3Ca1 + 3Ca2 = 20,
4C11 — 4C13 — 5C91 + 3022 =—4,
4C11 +4C15 +4C13 — 2C91 + O = 19,
und das ist ein lineares Gleichungssystem fiir die unbekannten Koeffi-

zienten, das man beispielsweise mit dem Gaufs’schen Eliminationsver-
fahren 16sen kann. Man erhélt

106 49
Cll :35 012: W7 013237
187
C21 - 33 022 - T?

und Einsetzen liefert die Partialbruchzerlegung

P(z) 3 106 49 3 187

0@ z+1 21@+12 9@+1pP Tz—2  w@-22

Hat man die unbekannten Koeffizienten C;; der Darstellung (10.19) berechnet,
dann bleibt nur noch, die Integrale der rechten Seite von
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k. m; k. m;

SE; ZZ/ (x — ay) dx_zzcw/ @ — ) dz

=1 j=1 =1 j=1

auszurechnen, was man mithilfe von

-1
- — ;7 >1
1 —1(z—a)i-!
In |z — «f ;=1

bewerkstelligen kann.
Beispiel 10.5.3

Wir greifen das obige Beispiel noch einmal auf und erhalten

/ 621 4+ 2022 — 4z + 19
2 —at b3 +a224+x+4

=3lnjz+ 1|+ 106 49
N 27(z+1) 18(z+1)2
187
3ln|z — 2| — ———
+3lfe =2 - 572

18x2 + 123z + 56

=3(njz+1|+In|z+2|) - 6 T 18a T 12

Der Nachteil der eben beschriebenen Integration durch Partialbruchzerlegung
liegt darin, dass einige der a;; komplex sein kénnen. Wir miissten also vollstan-
dig in C rechnen. Um das zu vermeiden, verwenden wir jetzt unser Wissen
um die Nullstellen von Polynomen, um eine reelle Variante herzuleiten.

10.5.2 Die reelle Version

Wir wissen: Ist z € C eine Nullstelle von @, dann ist nach Lemma 10.4.17
auch z eine Nullstelle. Ist also z = a + i eine Nullstelle von @, dann taucht
in der Faktorisierung von () immer ein Term der Form

(# = (a+if) - (x — (= iff))

auf. Dieser Term ist nun aber reell, wie man leicht durch Ausmultiplizieren
bestatigt:
(z—(a+if) - (z— (a —iB)) = (x — a)* + 5

Damit sind wir in der Lage, eine reelle Version von Satz 10.5.1 zu beweisen.
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Satz 10.5.4

Das Nennerpolynom @) besitze ¢ paarweise verschiedene konjugierte

Paare komplexer Nullstellen o; £i3;, j = 1,2,...,¢, und k paarweise
verschiedene reelle Nullstellen ~yq,...,7;. Dann besitzt @ die reelle
Faktorisierung
¢ k
2) = [[ (@ =)+ 82)™ [[(@ =)™ (10.21)
i=1 =1

mit den zugehorigen Vielfachheiten m;,n; der Nullstellen. Sei P
ein Polynom mit Grad P < Grad @, dann existieren Konstanten
Aij7 Bij, Cij € R, so dass

L my

i ZZ Aij + Byye ZZ oy 1022)

_ 2\J
zl]lxal +ﬂ i=1 j=1

Beweis. Die Faktorisierung (10.21) ist klar, ebenso die Behandlung der reellen
Nullstellen in (10.22). Fiir ein komplexes Nullstellenpaar o 4¢3 mit Vielfach-
heit m schreiben wir

Q) = ((x —a)* + 5%)" ().

Dann existieren reelle Konstanten A, B und ein Polynom p mit Grad(p) <
Grad(Q)-2, so dass

P(z) _ A+ Bz p(z)
(z—a)?+8%)"qlx) (x—a)2+8)"  ((x—a)2+p2)" "q(z)

Das sieht man aus
P(z) = (A+ Bx) - q(z) + p(x) - ((x — a)* + 5°);

setzt man x = o £+ i3, dann folgen A und B und p ergibt sich einfach aus der
Division von

P(z) = (A+ Bz) - g(x)

durch ((z — @)? + 8?). Die Beziehung (10.22) ergibt sich dann durch rekursive
Behandlung aller Nullstellen. O
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Beispiel 10.5.5

Es sei

P(z) 1+

Q(z) 1+az*

Die Nullstellen von @) sind offenbar die 4-ten Wurzeln von —1. Wegen
—1 = ¢'™ sind diese nach Lemma 10.4.16 gegeben durch

= V_1=e("F) k=01,23.

Die kartesischen Darstellungen lauten

2o = €'t = cos(m/4) +isin(n/4) = —,
: (r/4) +isin(r/4) = ==
1—1 1412 1—1
2 =———, Zpg=——r—, 23= .
R Y

Das Nennerpolynom () besitzt also zwei komplexe Nullstellenpaare
1/v/24+4/+v/2 und —1/+/2 +4/+/2. Nach (10.21) gilt daher

1\° 1 1\> 1
T) = T——| +3 T+ —=| +5
2 (( 7) 2) (( 7) 2)
und nach (10.22) existieren geeignete Konstanten Ai1, By, Aai, Bog
aus R, sodass

P(x)  An+Bux Aoy + Ba1x
Qz) 1)1 1)1
(:E — ﬁ) == b (l‘ T ﬁ) ate b}

Um die Konstanten zu bestimmen, multipliziert man beide Seiten mit
Q@ und erhélt so zunéchst

) = (o A B ((x B ¢1§>2 " ;>

4 (Au + Buz) ((x - \}?)2 + ;)

=(A11 + A1) + (\[Q(Au — A1)+ (B + 321)) i

+ ((An — A1) + \@(Bn + Bm)) z? + (B11 + 321)1’3-

Da P(z) = 1+ xz, fiithrt ein Koeffizientenvergleich auf das Gleichungs-
system
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A+ A =1
V2(Ay1 — A1)+ Bii + Ba; =1
A1 + Az + V2(B11 — Ba1) =0
Bi1 + By = 0.

Aus der ersten und vierten Gleichung folgen As; =1 — A;; und
By1 = —Bj1. Einsetzen in die zweite und dritte Gleichung liefert

1 1
V20241 — 1) =1 & A==+ ——

(11) 1122\/§
1

14+2V2B1; =0 <= By = _ﬁv
woraus dann auch unmittelbar

1 1

2 22’

folgt. Insgesamt erhalten wir die Darstellung

Apn =1—- A1 = By = —By1 =

L
2v2

=

e _(t+7m) -5 (1-w1) * 5%

W o) )

Wir haben bereits gesehen, dass man den zweiten Term in (10.22) mithilfe
von (10.20) integrieren kann. Bleibt noch zu kléren, wie sich der erste Term
integrieren lasst. Man beachte dazu zunéchst

o %\H

A+ Bz _ Bz — a) . A+ Ba N (10.23)

(z—a)?+52  (@-a?+p2)  ((z-a)?+p)

Mit der Substitution s(z) = (x — a)? + 32 gilt fiir den ersten Ausdruck

B(x — «) o Bs'(x)
(z—a)2+p2)  2s(x)

und da nach (10.20)

7B . oa
B gD 5 > 1
ﬁds:
5 §1n|s| =1

folgt durch Riicksubstitution
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—B
T T — 2 2)j—1 7.7 >1
/ ((x?((f);f)ﬂzy T (10.24)
Dmla—ap e =1

Fiir den zweiten Ausdruck in (10.23) setzen wir die Substitution s(z) = (z —
a)/f an, sodass
A+ Ba B A+ Ba

(= + 52~ (L4 s(@2) g5

Nach Beispiel 10.4.6 (c¢) konnen wir das Integral

/ A+ Ba dS:A+Ba/ 1 ds

().

(1 + Sz)j . p2i-1 [2-1 (1 i sg)j
= %Q(S)
iterativ bestimmen und erhalten so
/ ((z f;;QBfﬁg)j dz = Aﬁzﬁa% <x ; a) . (10.25)

Fiir j = 1 gilt also insbesondere

/ A+ Bz d
@—aZ+ 3
A+ Ba

(10.26)
B 2 9 T —
,51n|(x a) 4 5%+ 5 arctan< 3 >

Wir kénnen daher insgesamt festhalten, dass sich jede rationale Funktion in
der Form (10.22) schreiben und mithilfe von (10.20), (10.23), (10.24) und
(10.25) elementar integrieren lésst!

Beispiel 10.5.6
Wir setzen das bisherige Beispiel fort, wonach

X

/11+z4dx=/(%+2\15)22wﬁdx+/(;%%);de.
O e T e

Obwohl wir hier direkt die Formel (10.26) fiir den Fall j = 1 ansetzen
kénnten, nutzen wir lieber (10.23), (10.24) und (10.25), um euch das
allgemeine Vorgehen besser zu veranschaulichen. Fiir das erste Integral
auf der rechten Seite gilt
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1 1 1
1 1\* 1| it35. (-5
_ —  In <f£> il 4 12\/51'1 1\/E )
&/ 2/ 7

wobei nach Beispiel 10.4.6 (c)

1
Li(s) = /m ds = arctan(s).

Nutzen wir noch, dass der Arcustangens eine ungerade Funktion ist,
so ergibt sich

1 1 i
/ (3+3%) 5%
5 dx
1 1
(v-3) +3
1
== (—\/ﬁln ‘xQ —Vor+ 1’ — (2\/5—1—4) arctan (1 — ﬁx)) .
Analog erhélt man

1

/(22%)%35@
(m—k%)Q—k%
:é(\/ﬁln‘xZ—i—\/ix—&-l‘—i- (2\/5—4> arctan (1—&—\[21‘)),

also insgesamt

1 1
/ R dxzf(\[?<ln‘m2+\/§x+l‘—ln‘xQ—\f2m+1‘)
1+ z4 8

+ (2\[ — 4) arctan (1 4 \/53:)
— (2\/5 + 4) arctan (1 — \/§$> )
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10.6 Die Bernoulli-de L’Hospital’schen Regeln

Der Marquis Guillaume Francois Antoine de L’Hospital (1661-1704) war ein
frither Anhénger der Leibniz’schen Differentialrechnung und mit Johann Ber-
noulli (1667— 1748) befreundet, bei dem er auch die Leibniz’sche Mathematik
gelernt hatte. Im Jahr 1696 veroffentlichte er in Frankreich ein erstes Lehr-
buch! zur Differentialrechnung unter dem Titel Analyse des infiniment petits
pour Uintelligence des lignes courbes (,,Analysis der unendlich Kleinen um Kur-
ven zu verstehen®), das sehr einflufireich in der Verbreitung der Leibniz’schen
Ideen auf dem Kontinent war. Nach dem Tod de L’Hospitals enthiillte Johann
Bernoulli, dass de L’Hospital gewisse Resultate von ihm abgekauft hatte, dar-
unter die de L’Hospital’schen Regeln, die sich in Analyse des infiniment petits
finden.

Bei den Bernoulli-de L’Hospital’schen Regeln handelt es sich um Regeln, die
bei Grenzwertbetrachtungen der Form

lim ﬂ

a0 g(z)
Anwendung finden, falls die jeweiligen Grenzwerte von f und g entweder beide
0 oder beide co sind. Deshalb spricht man etwas locker iiber die Félle ,0/0¢
bzw. ,00/00“ Fiir den Beweis brauchen wir zunéichst die allgemeine Version
des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung. Der Beweis dhnelt dem von
Satz 10.3.4, lauft wieder {iber den Satz von Rolle und ist eine gute Ubung fiir
euch!

Satz 10.6.1: Allg. Mittelwertsatz der Differentialrechnung
Seien f,g: [a,b] — R stetig und auf ]a, b] differenzierbar. Dann gilt
3¢ €la, b= (£(b) = f(a))g' (&) = (9(b) — g(a)) [ (6).

Ist zudem ¢'(z) # 0 fiir alle = € [a,b], dann kann die Gleichung auch
in der Form

geschrieben werden.

Beweis. Siehe A.10.11. O

!'Das ist historisch nicht ganz richtig, aber seine Vorgénger blieben beide bedeu-
tungslos, vgl. S. 245 und S. 349 in: Sonar: Zur Geschichte des Prioritdtsstreits zwi-
schen Leibniz und Newton, Springer 2016.
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So, nun kommen wir aber zu den bereits angekiindigten Regeln. Wir betrach-
ten zuerst den Fall ,0/0%

Satz 10.6.2: Bernoulli-de L’Hospital’sche Regel 1

Seien f,g :]a,b[— R differenzierbar und sei ¢’(x) # 0 auf |a, b[. Gilt

f'(z)
g'(z)

aber lim,_,;- =: )\ existiert, dann folgt

Beweis. Existenz von lim,_,;- J;Eg = ) bedeutet
/
Ve>0 36§>0: f,(g)k‘<5, b—d<€<h.
g'(€)

Fiir u,v €]b— 6, b[ folgt aus Satz 10.6.1 dann

fw) — f(v) ‘ /(&) ‘

= | = — Al <e. 10.27

Ve 7O 10-20

Fiir v — b~ folgt unter Beachtung von

lim f(z)= lim g(z) =0

z—b— r—b—

dann weiter
1

firb—0 <u<hb. O

Korollar 10.6.3

Der Satz bleibt offenbar richtig, wenn b = oo, und giiltig fiir den Fall,
dass lim,_,,+ betrachtet wird. Auch der Fall A = fo0 ist eingeschlos-
sen.

Ein analoges Resultat gilt auch fiir den Fall ,,00/00%
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Satz 10.6.4: Bernoulli-de L’Hospital’sche Regel 11
Seien f,g :]a,b[— R differenzierbar und sei ¢'(z) # 0 auf ]a, b[. Gilt

lim f(z) = lim g(z) = oo,

z—b— r—b—

—

"(z)
g'(z)

aber lim,_,;— =: )\ existiert, dann folgt

lim M = lim 1'(2) =
z—b- g(x) =6 ¢ (2)

Beweis. Multiplikation von (10.27) mit % =1- % liefert

e R

Das schreiben wir etwas um in die Form

(8392

=:A =:B

g(u)

L)

3

Wenden wir die (allgemein giiltige) Ungleichung |A — B| > |A| — | B| an, dann
folgt

1—

—)\‘<5

’f(U) —Ag(u) |
g(v)

Halten wir nun u fest und betrachten den Grenzwert v — b~, dann strebt die
rechte Seite gegen € und es folgt

3

g9(v)
Wie praktisch diese Regeln sind, zeigen die folgenden Beispiele.

Beispiele 10.6.5

(a) Der Grenzwert
. sinz
lim
x—0 X

fithrt auf den Fall ,0/0%. Fiir die Ableitungen gilt




318 10 Differentialrechnung und Fortfiihrung der Integralrechnung

lim S92 _ 1,
xz—0 1

also folgt )
lim 0 = 1,
z—0 X

auf den Fall ,00/00®. Fiir den Quotienten der Ableitung erhalten

WII
aeT

lim ,
T—r00 nx”_l
und das ist wieder der Fall ,,00/00%, aber niemand sagt uns, dass
wir hier aufhéren miissen, denn die Bernoulli-de L’Hospital’sche
Regel ist wieder anwendbar. So leiten wir Zahler und Nenner immer
weiter ab, bis  aus dem Nenner verschwunden ist:

und nun ist der Grenzwert ablesbar:

oaxT

lim — = lim

n ,ax

a e

=0

Wir haben damit eine ungemein wichtige Beobachtung gemacht:
Die e-Funktion wachst schneller als jede Potenz von z.
(c) Ist a > 0, dann fiihrt
. Inz
lim
z—o0 2

auf den Fall ,00/00. Betrachten wir den Quotienten der Ableitun-

gen, folgt
1
z

lim = lim =0,
Tz—00 QT2 z—00 Qr%

und wir haben eine weitere wichtige Erkenntnis gewonnen:
Der In wéichst langsamer als jede Potenz von z.
(d) Wenn wir
lim (z-Inz)
z—0t
etwas umformen, ist Bernoulli-de L’Hospital wieder anwendbar!
Denn:

lim (z-lnz) = lim
z—0F z—0t
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und der Grenzwert der Ableitungen zeigt

1
Inz b
lim —— = lim —% = lim (—2) =0.
U z—=0t ——5 z—0t

(e) Der Grenzwert
lim z*
z—0t

ist demnach

3 q q d
lim 2% = lim & Inz _ e(llmz~}0+ (zlnx)) (:) eO = 1.
z—0t z—0t

10.7 Die Ableitung von unendlichen Reihen

Wann darf man die Ableitung einer unendlichen Reihe durch gliedweise Dif-
ferentiation der Terme berechnen? Es ldsst sich vermuten, dass dies bei einem
geeigneten Konvergenzverhalten der Partialsummen moglich ist.

Statt einer Folge von Partialsummen kann man auch etwas allgemeiner eine
Folge von Funktionen (f,), mit Grenzfunktion f betrachten. Wir wollen un-
tersuchen, unter welchen Voraussetzungen die Ableitung f’ mit dem Limes
der Folge (f}), libereinstimmt. Es ist jetzt wohl nicht verwunderlich, dass die
gleichméfige Konvergenz auch hier wieder eine grofse Rolle spielt.

Betrachten wir die Funktionenfolge (fy)nen mit f,(x) = sin(nz)/\/z fiir
z € R. Fiir ¢ > 0 gilt

sin(nz) < i <e VzreR,

Vi | T Vn

falls n > £72. Also konvergiert (f,)nen auf ganz R gleichmifig gegen die
Nullfunktion. Die Folge der Ableitungen f/ () = \/n cos(nz) ist aber offenbar
divergent und daher

Tim fi(@)# (lim fulo)

Gleichméfige Konvergenz reicht also noch nicht aus, um Differentiation und
Grenzprozessbildung zu vertauschen! Es gilt aber der folgende Satz:
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Satz 10.7.1

Sei (fn)nen mit fy, :]a, b[— R eine Folge stetig differenzierbarer Funk-
tionen. Gelten

(a) lim fo(z) = f(z) Vz €la,bl,

n—oo

(b) 1i_>m 1l = p gleichméfig auf ]a, b[,

dann ist f stetig differenzierbar auf |a, b[ und es gilt

lim f)(xz)=f'(z) Vz €la,b[.

n—oo

Beweis. Wegen der gleichméafiigen Konvergenz von (f},) folgt mit Satz 9.5.1
und mit zg €]a, b[:

n—oo

= lim (fu(2) — fu(20))
2 f(x) ~ f(o).

Aus Satz 10.3.1 folgt dann p(z) = f'(z) und lim,_,~ f),(z) = f'(x). Die
Stetigkeit von f’ folgt aus Satz 8.1.9. 0

/' p(t)dt = lim ”f,’l(t) dt

Als Korollar erhalten wir folgendes Resultat fiir unendliche Reihen:

Satz 10.7.2

Sei (fn(z))nen eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen und
f(z) == Y07, fao(z) punktweise konvergent auf ]a,b[. Konvergiert
oo o fh(z) gleichméfig auf ]a, b[, dann gilt

fl@)=> fix) Vz€la,b|.

Zusammenfassung

Wir haben in diesem Kapitel das Differential bzw. die Ableitung
einer Funktion f: I — R in einem Punkt xy € I auf zwei dquivalente
Arten definiert: einmal klassisch tiber den Grenzwert
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[ (zo) = lim M — lim flzo + h})L — f(z0)

T—To T — Xo h—0

und alternativ iiber die lineare Approzimierbarkeit der Funktion (Wei-
erstraft’sche Formulierung). Dabei ist die zweite Definition der Zugang
zur Differentiation in héheren Dimensionen!

Die Differentiation einer beliebigen Funktion anhand der Definition ist
miihselig, kann aber mit folgenden Differentiationsregeln fiir diffe-
renzierbare Funktionen f,g: I — R auf wenige bekannte Ableitungen
zurlickgefiihrt werden:

(af + Bg) (zo) = af' (zo) + Bg' (z0), o, BER
(f-9) (z0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g' (o)
f

f>/ f'(@o)g(zo) — f(xo)g' (x0)
=] (z , T 0
(£) @) o olo) #
(fo9)(x0) = f'(9(x0))g’ (o)
1

f—l / T _

U0 = 516
Fiir eine stetige Funktion f: [a,b] — R, die auf ]a, b[ differenzierbar
ist, liefert der Mittelwertsatz der Differentialrechnung beziiglich
der Differenz von Funktionswerten die niitzliche Darstellung

K €la,b[:  f(b) = fa) = f'(§)(b—a).

Eine verallgemeinerte Version dieses Satzes fithrt dann auf die Regeln
von Bernoulli-de L’Hospital, welche die Bestimmung von Funkti-
onsgrenzwerten entscheidend vereinfachen.

Das Herzstiick der Analysis bildet der Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung: Fiir eine stetige Funktion f: [a,b] — R exis-
tiert eine Stammfunktion F und es gilt

b
[ f@)do = P®) - Fla) = F@)l'_,

Damit reduziert sich das Problem der Integration einer stetigen Funk-
tion auf die Bestimmung einer Stammfunktion. Die zwei wichtigsten
Techniken zur Berechnung von Integralen sind die Substitution

/ (s z)dz = / (::) £(s)ds

fiir stetig differenzierbares s: [a,b] — R, und die partielle Integrati-
on
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b b
/ Al ) dn = A, — / f(@)g(e) dz,

die sich jeweils aus der Integration der Ketten- bzw. der Produktregel
ergeben. In der mehrdimensionalen Analysis besitzt die Substitutions-
regel mit dem Transformationssatz eine weitreichende Verallgemeine-
rung, die beispielsweise die Berechnung von Volumina ermdoglicht.
Eine dritte niitzliche Technik fiir rationale Funktionen ist die Integra-
tion durch Partialbruchzerlegung. Ausgangspunkt des Verfahrens
ist die Bestimmung der Nullstellen des Nennerpolynoms. Nun hat aber
beispielsweise 22 + 1 keine reellen Nullstellen. Wir haben daher an die-
ser Stelle die imaginire Einheit i> = —1 und die komplexen Zah-
len C eingefiihrt. Nach dem Hauptsatz der Algebra besitzt dann
jedes Polynom n-ten Grades mit reellen Koeffizienten genau n komple-
xe Nullstellen und lasst sich iiber C faktorisieren. Entsprechend kann
dann jede rationale Funktion in Partialbriiche iiber C zerlegt werden.
Da fiir jede komplexe Nullstelle z auch Z eine Nullstelle ist, gibt es eine
reelle Version der Partialbruchzerlegung und aus dieser folgt, dass jede
rationale Funktion elementar integrierbar ist.

Um sich das Leben etwas einfacher zu machen, sollte man die folgenden
Integrale kennen (der Kiirze halber verzichten wir auf die Angabe der
Giiltigkeitsbereiche):

o o 1 .
/m dx:aJrl’ a € R\{-1} /;dx:n(|x|)

a __ T _ a
/e dz =¢ /a dx_ln(a)’ a>0

/ )l = i) — 55

/ ! dz = arcsin(x)
—— dT = arcsin(x
V1 —2?

1 1
/ m dx = arctan(aj) / m dz = artanh(x)

x = arsinh(z) x = arcosh(z)

| = | 7=

Die hyperbolischen Funktionen werden wir zwar erst im néchsten Ka-
pitel kennenlernen, doch in einer Ubersicht elementarer Stammfunk-
tionen sind sie unverzichtbar (siche auch A.11.13).

Folgende Fragen solltet ihr nach diesem Kapitel beantworten konnen:

o  Wann heifit eine Funktion f: I — R in xo € I differenzierbar bzw.
auf I differenzierbar?
o Wie lasst sich die Differenzierbarkeit geometrisch interpretieren?
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o  Wie lasst sich die Differenzierbarkeit durch die Existenz einer ste-
tigen Funktion mit bestimmten FEigenschaften charakterisieren?
Wie ldsst sich die Kettenregel beweisen?

Wie lautet das notwendige Kriterium fir ein lokales Extremum?
Warum besitzt jede stetige Funktion eine Stammfunktion?

Wie lautet eine Stammfunktion von cos(x) sin(z) ?

Was besagen die Regeln von Bernoulli-de L’Hospital?

Was versteht man unter einer n-ten Einheitswurzel?

Wie geht man allgemein bei der Integration einer rationalen Funk-
tion vor?

Wie zu Beginn des Kapitels erwahnt, ist das Integrieren eine Kunst und
Verfahren wie Substitution oder partielle Integration gelingen nur bei
einem ,guten mathematischen Auge*. Um das eure in dieser Hinsicht
zu schérfen und das Versténdnis fiir den Calculus zu festigen, solltet
ihr euch mal an einigen der folgenden Ubungsaufgaben probieren.

10.8 Aufgaben

A.10.1 Man zeige, dass (C, +, ) ein Korper ist.
A.10.2 Seien z =14 2i, w = —5 4+ 10¢ € C. Man berechne

A.10.3 Man bestimme jeweils die kartesische Form der folgenden komplexen
Zahlen:

2

T 1—i\" T4+i)* (1—4)4
DE(F) e

k=0

(@) " mitneZ  (b) (1“*@) mit n € Z

A.10.4 Seien f,g: I — R n-mal differenzierbare Funktionen. Man zeige die
Produktregel fiir hohere Ableitungen (Leibniz-Regel)

n

(F-9)™@) =3 (Z)f”“’(x)g("k’(w), vel,

k=0

und folgere aus ihr den binomischen Lehrsatz.
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A.10.5 Man bestimme die Ableitung der folgenden Funktionen:
(@) flx)=@")", z>0
1\2
) fo=(o+1) . 2RO
(¢) flz)=I(z)*, >0

a2t + 223 —z

(d) f($)=W7 x € R\{-1}
© f@)=Wtn(gz-1). 230
0 @) =15 250

(8) f(x) = (sin(z))*®

(h) f(z) =In(tan(z)) — :;5?3

A.10.6 Sei f: I — R in zq € I differenzierbar. Man zeige, dass
lim f(xo +h) — flzo —h)

gl
h—0 2h = f'(zo).
A.10.7 Man zeige, dass fiir 0 < z < y gilt:
121_:;2 < arctan(y) — arctan(z) < %

A.10.8 Man zeige mit Methoden der Differentialrechnung, dass von allen
Rechtecken mit festem Umfang L > 0 das Quadrat den maximalen Fla-
cheninhalt hat.

A.10.9 Man zeige mithilfe partieller Integration, dass fiir n € Ny gilt:

/2 1 &2k
A(n) = /0 cos™ (z) sin(nz) dz = S ; -

Hinweis: Man zeige zunichst 2A(n) = L + A(n — 1) und benutze danach

vollstindige Induktion.
2

n-xr .
m definiert.

(a) Man bestimme das Maximum von f,, n € N.

A.10.10 Fir n € Nsei f,: R = R durch f,(z) =

(b) Man zeige, dass
1

1
lim ful(x) dm#/ lim f,(z)da.
0 0 n—oo

n—oo

Warum widerspricht dies nicht dem Satz 9.5.17
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A.10.11 Man beweise den allgemeinen Mittelwertsatz der Differentialrechnung
(Satz 10.6.1).
Hinweis: Man nutze den Satz von Rolle (Satz 10.3.3) und orientiere sich
am Beweis von Satz 10.3.4.

A.10.12 Man zeige mithilfe partieller Integration, dass fiir I,, := fow/ 2 sin”(x) dx
mit n € Ny die Rekursionsformel

-1
In = z In72
n

gilt, und folgere daraus die Wallis’sche Produktformel

T Ty (2n)?
§_g(2n—1)(2n+1)
nsoo1-3 3.5 (2n—-1)(2n+1)

A.10.13 Man bestimme mittels geeigneter Substitution

(a) /ew2x3 dx (b) / Zz _T_ 1 dz
2 sin(z) cos(z)

(d)

———dz
zln’(z) + 1 —sin(z)

sin(z) - 1 v a “
(e) 7\/cos37(x) d () /7% e de, a>0, a#1

€T 1
—d h —d
(&) /COSQ(:U) v () /\/3—2.%‘2 ’
1 2z* — 322 + 4
. . d
(©) /x2+2x+2dx (i) /2x5—5x3+20x—1 .

A.10.14 Das Integral einer rationalen Funktion von sin und cos, kann oft
mithilfe der Substitution s(z) = tan(z/2) bestimmt werden.

dx

(a) Man zeige:

(i) §(z)= # (i) sin(z) = lfs(g(gzz:))Z
— s(z)?
(iii)  cos(z) = 1 n sEx;Q
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Hinweis: Man nutze die Additionstheoreme 10.4.12.
A.10.15 Man bestimme den Flacheninhalt der Ellipse

{(x,y) ERxXR| (%)2+ (%)2 — 1},

a,b > 0, mithilfe der Integralrechnung und unter Berlicksichtigung der
Achsensymmetrie. Welcher Spezialfall ist offenbar enthalten?
Hinweis: Beispiel 10.4.6 (b)

A.10.16 Man bestimme die folgenden Integrale mittels Partialbruchzerlegung:
322 — 9z +38
d
(2) /J;3—5x2+8x—4 v
3z° — 82* + 62° — 622 + 4z — 1
(b) =3
3z° — 8z + 3x + 2

(c) / 1_:_87%3 dx

A.10.17 Man bestimme die folgenden Integrale:

dx

(a) /111(2 — %) dx (b) /x”e‘” dz, aeR, neN

(©) /zlgdx (d) /\/x\/ﬁdz

(e) /eI(l —x+2?)de () /arcsin(a:) dx

A.10.18 Sei f: [a,b] — R stetig und ¢,: [c,d] — [a,b] differenzierbar. Man
zeige, dass dann

d P(x)

@ Lo, f@)dt = fle(@)¢' (@) — fW ()¢ (x), =€ [cd].

Hinweis: Kettenregel!

A.10.19 Sei f: [a,b] — R stetig differenzierbar. Man zeige:

b [t
@ [ f@r@la<? 2 [ rare

(b)  max |f(z)| < \/b / f(x)?dex, falls f(a) = f(b) =0

z€[a,b] 2

Hinweis: Man nutze (f?) = 2f'f und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
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A.10.20 Man bestimme die folgenden Grenzwerte:

(@) lim (¢ —52)"" (b)) lim (e* —52)"/"

() lim % @ lim ( 1 sin(x))

z—0 x z—0 \ 22
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11 Potenzreihen

Wozu?

Wir haben bereits gesehen, dass man eine Funktion f als den Grenz-
prozess einer Folge von Funktionen (f,,)nen definieren kann. Die wich-
tigsten Vertreter solcher Funktionen sind spezielle Reihen, Potenzrei-
hen genannt, die wir in diesem Kapitel genauer kennenlernen wollen.
Mit einigen prominenten Vertretern aus dieser Klasse, etwa der Ex-
ponentialfunktion oder der geometrischen Reihen sind wir auch schon
vertraut. Wie bei diesen Spezialfillen stellt sich allgemein zunéchst die
Frage nach der Konvergenz solcher Reihen.

Im Zentrum des Kapitels stehen dann aber Untersuchungen beziiglich
der (lokalen) Darstellbarkeit von Funktionen als Potenzreihen. Dies
fiihrt auf den Begriff der Taylor-Reihe und wir werden sehen, dass
viele elementare Funktionen wie der Logarithmus oder die trigono-
metrischen Funktionen eine (lokale) Darstellung als Reihe erlauben.
Waren diese Funktionen bisher nur durch bestimmte Eigenschaften
charakterisiert, so liefert der Zugang iiber Potenzreihen nun also eine
analytische Definition.

Da Potenzreihen insbesondere sowohl mit der Integration als auch der
Differentiation vertréglich sind, man mit ihnen also ,fast wie mit Po-
lynomen rechnen kann, erlauben sie weitreichende mathematische Aus-
sagen und bilden einen zentralen Gegenstand der Analysis.

Wichtige Lernziele in diesem Kapitel sind:

Definition einer Potenzreihe,
Konvergenzradius,

Taylor-Reihe,

analytische Definition elementarer Funktionen

und ihr Verstandnis.

Historische Bemerkung

Reihen von Zahlen tauchen in der Geschichte der Mathematik bereits
sehr frith auf und koénnen in den Arbeiten von Archimedes (um 287-212
v. Chr.) gefunden werden. Anders verhilt es sich mit den Potenzreihen
> cpz™. Einen ersten Erfolg konnte Nicholas Mercator (ca. 1620-1687)
1668 mit der Publikation der Logarithmusreihe

z2 z3

log(l+2) =0 ——+—=TF...
og(l+z)=2— o+ F

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH, ein Teil von Springer Nature 2019
J. Glaubitz et al., Lernbuch Analysis 1, https://doi.org/10.1007/978-3-658-26937-1_11
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verbuchen, aber der eigentliche Urheber dieser Reihe war Isaac New-
ton (1643-1727) schon ein paar Jahre zuvor — er publizierte sie aller-
dings nicht. Neben Newton ist natiirlich Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716) zu nennen, der sich intensiv mit Potenzreihen beschéftig-
te. Richtig in Schwung kamen die Potenzreihen durch die nach Brook
Taylor (1685-1731) benannten Taylor-Reihen, die 1715 erstmals publi-
ziert wurden. Aber auch hier waren andere schneller: Newton verwen-
dete die Taylor-Reihe bereits 1692 und auch Leibniz, Johann Bernoulli
(1667-1748) sowie vermutlich James Gregory (1638-1675) waren in ih-
rem Besitz. Unter den Héanden von Leonhard Euler (1707 1783) wur-
den die Potenzreihen zum Riickgrat der klassischen Analysis. Mit ihnen
und den Taylor-Reihen nahm die Analysis jedenfalls méchtig Fahrt auf
und sie sind heute aus allen Bereichen der Mathematik (inklusive der
Numerik) und deren Anwendungen nicht mehr wegzudenken.

Wir haben uns bereits mit unendlichen Reihen beschéftigt und auch schon
mit solchen, die von einer Variablen abhingen, wie etwa die Exponentialreihe

oo
T z"
=2
n:

n=0

oder die geometrische Reihe

Bei unseren Untersuchungen ergab sich, dass die erste Reihe fiir alle z € R
konvergiert, die zweite hingegen nur fiir €] — 1, 1[. In jedem Fall erhélt man
somit Funktionen auf dem jeweiligen Konvergenzgebiet mit = als Argument.
Hier wollen wir nun keine weiteren Einzelfalluntersuchungen solcher Reihen
mehr durchfiihren, sondern zu einer allgemein brauchbaren Theorie gelangen.
Schaut man genau hin, dann ist den obigen beiden Reihen gemein, dass ihr
n-tes Glied jeweils aus einem konstanten Faktor (der von n abhéngen kann)
multipliziert mit der Potenz z™ besteht. Diese ,,Bauart® motiviert nun die
folgende Definition:

Definition 11.0.1: Potenzreihe

Sei (ck)ren eine Folge reeller Zahlen, dann heifst

(oo}
> cna (11.1)
n=0

eine formale Potenzreihe. Die ¢; nennt man Koeffizienten.
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Hiufig treten (formale) Potenzreihen in der Form

o0

Z en(x — )"

n=0

mit einem Entwicklungspunkt zy € R auf. Dies ermdglicht eine Potenzreihe
an verschiedenen Stellen der Zahlengerade zu lokalisieren. Wir wollen uns
aber zunéchst auf den Fall zyp = 0 beschrinken. Ist zg # 0, dann fithrt die
Substitution y := x — xo wieder auf eine Reihe der Form (11.1).

11.1 Konvergenzfragen

Als Erstes stellt sich die Frage, fiir welche z € R eine Reihe der Form (11.1)
iiberhaupt konvergiert. Es liegt nahe, sich dazu der bereits fiir allgemeine
Reihen bekannten Kriterien zu bedienen. Mithilfe des Majorantenkriteriums
koénnen wir zunédchst das Folgende festhalten:

Lemma 11.1.1

Konvergiert (11.1) fiir ein & € R, dann auch fiir alle  mit |z| < |Z|.
Weiterhin konvergiert dann (11.1) auf jedem Intervall [—n,7] mit
0 < n < |Z| absolut und gleichméfig.

Beweis. Die Konvergenz von ZZO:O cp ™ impliziert die Beschrénktheit der
Folge (¢n&™)nen, d. h.

IM >0 VYneN: |c,a"| <M.

Fiir |z| <n < |Z| folgt dann

~n no__ ~n Qn n
len"| < lealn™ = len®| - | 2| <M -q

mit g := n/|Z| < 1. Die geometrische Reihe ist also eine Majorante und
absolute Konvergenz folgt aus Satz 6.2.6. Die gleichméfiige Konvergenz folgt
aus Satz 8.1.9. a

Die in Lemma 11.1.1 beschriebene Konvergenzeigenschaft von Potenzreihen
legt es nahe, einen ,, Konvergenzradius“ zu definieren. Lasst man als Argument
in (11.1) allgemein z € C zu, dann fiihrt ein analoges Vorgehen auf einen
»Konvergenzkreis“ in der Gauf’schen Ebene und erst im Komplexen zeigen
die Potenzreihen ihre ganze Kraft — das ist aber erst Inhalt einer Vorlesung
zum Thema ,Funktionentheorie®.
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Definition 11.1.2: Konvergenzradius

pi= sup{ll‘l

heifst Konvergenzradius der formalen Potenzreihe (11.1). Es gilt ent-
weder p € [0, 00 oder p = oo, falls (11.1) fiir alle z € R konvergiert.

Die Grofse

o0
Z cp” konvergiert} >0
n=0

Bemerkung 11.1.3: Achtung!

Fiir |z| = p kann (11.1) divergieren, denn als Supremum ist p nicht
zwingend ein Element der Menge {|z| | (11.1) konvergiert}.

Wir kénnen nun mithilfe von Lemma 11.1.1 die eingangs gestellte Frage nach
der Konvergenz von (11.1) in recht allgemeiner Form beantworten.

Satz 11.1.4

Eine formale Potenzreihe (11.1) konvergiert fiir alle  mit |z| < p, sie
divergiert fir alle z mit |x| > p, und die Konvergenz ist gleichméafig
auf [—n,n] fur 0 < n < p.

Beweis. Sei x € R mit |z| < p. Dann gibt es ein Z mit |z| < |Z] < p, so dass
(11.1) fiir & konvergiert, denn als Supremum erfiillt p nach Definition 5.6.1:

Ve >0 37| € {|x| ’ chx" konvergent} o Z] > p—e

Nehmen wir als Beispiel £ = (|z| + p)/2 fir € = (p — |z|)/2. Nach Lemma
11.1.1 folgt damit Konvergenz fiir |z| < p, die auf [-n,n] mit 0 < n < p
auch gleichméfig ist. Dass (11.1) fiir |z| > p divergiert, folgt direkt aus der
Definition des Konvergenzradius. ad

Der einzige Fall, den Satz 11.1.4 nicht abdeckt, ist |z| = p. Fiir das Verhalten
einer Potenzreihe an den Stellen x = —p und x = p sind auch per Definition
von p keine allgemeinen Aussagen moglich. Man muss also jede Potenzreihe
an diesen Stellen separat auf Konvergenz untersuchen.

11.2 Der Konvergenzradius

Im Fall unendlicher Reihen reeller Zahlen haben wir bereits das Quotienten-
und das Wurzelkriterium kennengelernt. Aus diesen Kriterien kénnen wir nun
auch Berechnungsmethoden fiir den Konvergenzradius gewinnen.
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Satz 11.2.1

Wenn der Grenzwert
. Cn
lim
n—oo

cn+1

existiert oder +oo ist, dann gilt

. (11.2)

p= lim
n—o0

Cn+1

Beweis. Das Quotientenkriterium (Satz 6.3.9), angewandt auf die Reihe

o0
E a, mit a,:=c,z"
n=0
liefert
n+1
. An 41 . Cn+1T
lim i oAl
n—o00 Qanp, n—o0 cpx™
. Cn+1
= || - lim |2F
n—oo | ¢y,
Ed
. .
lim,, oo o

Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe ZZOZO an, Wenn ein
0 < ¢ < 1 existiert, so dass

Ap+1
Qn,

lim
n—oo

<qg<l1

gilt. Also konvergiert (11.1), falls

|z] < lim
n— oo

Cn+1
gilt. Im Fall |z| > p divergiert die Potenzreihe. O
Mit Satz 11.2.1 konnen wir jetzt leicht das uns schon bekannte Konvergenz-

verhalten der geometrischen Reihe und der Exponentialreihe nochmals verifi-
zieren.
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Beispiele 11.2.2

(a) Die geometrische Reihe

ist (11.1) mit ¢, = 1 fiir alle n € N. Damit berechnet sich der
Konvergenzradius zu

p = lim =1.

n—oo

Cn+1

Die geometrische Reihe konvergiert also fiir || < 1 und die Kon-
vergenz ist gleichméfig auf jedem Intervall [—n,n] mit 0 < n < 1.
Offenbar divergiert die Reihe fiir || > 1, also insbesondere fiir
|z| = 1.

(b) Die Exponentialreihe

ist (11.1) mit ¢, = % fiir alle n € N. Fiir den Konvergenzradius

folgt
!
p= lim = lim (n+1)
n—00 | Cpy1 n— 00 n!
= lim (n+1) = cc.
n—oo

Die Exponentialreihe bzw. e-Funktion ist daher auf ganz R konver-
gent.
(c) Die Reihe

n

z
Zn2+3n—|—2

n=0

ist (11.1) mit ¢, = Wl(n-ﬂ) fiir alle n € N und es gilt

cn | (n+2)(n+3) n+3
Cnt1 n+1)n+2) n+l
n 3 n— oo
n+1 + n+1 ’
also folgt p = 1. Damit konvergiert die Potenzreihe sicher auf

] — 1, 1[. Wir untersuchen noch das Verhalten an den Randpunkten:
Fir |z| =1 gilt
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Ss s
2

Zln+1)(n+2)| Zn®+3n+2
I 1
< = il
,2+;n2
< o0,

also konvergiert die Reihe auf [—1, 1].

Aus dem Wurzelkriterium (Satz 6.3.11) ergibt sich folgende Berechnungsvor-
schrift fir den Konvergenzradius:

Satz 11.2.3: Satz von Cauchy-Hadamard

Der Konvergenzradius der Potenzreihe (11.1) ist

1

P limsup ¥/[en]

n— oo

(11.3)
Dies beinhaltet auch die Félle p=1/0 = oo und p = 1/00 = 0.

Beweis. Wende das Wurzelkriterium (Satz 6.3.11) auf die Reihe Y7 a,, mit
an = cpx™ an. Wegen

limsup V/|a,| = |z| - limsup ¥/|c,|
n—oo n—oo

konvergiert (11.1) fiir

1
< —— =
= limsup {/|cy| P
n—oo
und divergiert flir

1
> ——.
= lim sup /¢y

n—oo

Bemerkung 11.2.4

(a) Mit den S&tzen 11.2.1 und 11.2.3 haben wir also zwei Moglichkei-
ten, den Konvergenzradius p zu bestimmen, wobei jedoch die erste
Methode (11.2) den Nachteil hat, dass sie die Existenz des Grenz-
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wertes benétigt. Die Formel (11.3) aus Satz 11.2.3 ist hingegen
immer anwendbar, da der Limes superior stets existiert.
(b) Der Konvergenzradius einer allgemeinen Potenzreihe der Form

oo

ch(m—xo)” (11.4)

n=0

ist definiert als der Konvergenzradius der Potenzreihe ) c¢,y",
d.h., die Formeln (11.2) und (11.3) sind auch in diesem Fall an-
wendbar.

(c) Sei p der Konvergenzradius von (11.4), dann iibertriagt sich das
Resultat aus Satz 11.1.4 vermége der Substitution y = x — z¢ wie
folgt: Die Potenzreihe (11.4) konvergiert fiir alle |x — xo| < p, also
xo — p < x < xo + p, und divergiert fiir alle |z — xg| > p. Ferner ist
die Konvergenz gleichméfig auf [xg — n, zo + 7] fiir 0 < n < p.

Beispiele 11.2.5

(a) Fiir die Reihe

gilt

limsup {/|(=2)"| = lim {/on = 2,

n—o0o oo

also folgt p = 1/2 nach (11.3). Da weder (—2)"(1/2)" = (—1)"
noch (—2)"(—1/2)" =1 Nullfolgen sind, divergiert die Reihe an
den Randpunkten |z| = 1/2.

(b) Fiir die Reihe

gilt

lim sup V/n” = hm n = 0o,

n—oo

also p = 0 nach (11.3), und die Reihe divergiert fiir alle = # 0.
(c) Fiir die Reihe

Zn (3z)" Zn?’i’)" s
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gilt
limsup ¥Vn33" = 3 lim ({/n)® =3,

n—oo n—r oo

also p = 1/3 nach (11.3). An den Randpunkten gilt
i n33" <_1>” = i n?(—1)"
3
n=0 n=0
=> (k+1)° &
k=1

i3k2+3k+1

Z n33" Z n

also divergiert die Reihe fiir |z| = 1/3.
(d) Fiir die Reihe

(z 1"

NE

n=1

gilt

limsup {/1/n = lim =1,
{L/‘

n—oo n—roo

also p = 1, und die Reihe konvergiert sicher auf |0,2[. An den
Randpunkten gilt

= i sowie x = 2: i%
n=1 n=1

und die erste Reihe konvergiert (alternierende harmonische Reihe),
die zweite hingegen divergiert (harmonisch Reihe). Folglich konver-
giert die Reihe genau fiir z € [0, 2[.

TL

Auch eine Reihe der Form ZZO:O cnx® fiir k € N, die auf den ersten Blick
nicht ganz der Bauart (11.1) zu entsprechen scheint, ist eine Potenzreihe. Denn
es gilt



338 11 Potenzreihen

oo
E e = ¢ + 12" + oz 4 32 + ..

n=0
:CO+O~9:+...+O-xk71+clxk+0~xk+1+...
+0- 22 pepa® L

und setzt man

o — cj;m=jk
™10 ;sonst,

so ist

oo o0
g cnrh = E amz™.
n=0 m=0

Um den Konvergenzradius einer solchen Reihe zu bestimmen, substituiert
man s = z*: Hat dann ZZO:O cns™ den Konvergenzradius 7 > 0, so hat die
urspriingliche Reihe wegen

Is| = |z|* <7 = |z| < V7

k

den Konvergenzradius p = {/7.
Beispiel 11.2.6

Es soll der Konvergenzradius der Reihe
_ 3
= @+ (1))

bestimmt werden. Aus

n n\—3n| — ny\— — 1
VA0 = G+ (0 =
folgt
tiwsup /(4 + (D7) = 5 = o2,

also ist p = v/27 nach (11.3).

11.3 Stetigkeit, Differentiation und Integration

Wie schon eingangs erwihnt, definiert eine Potenzreihe (11.1) auf ihrem Kon-
vergenzbereich
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D := {z € R | Die Potenzreihe (11.1) konvergiert}

eine Funktion f: D — R durch

f(z):= chm", x € D. (11.5)

n=0

Wir wollen nun diese Funktion, die man auch als Potenzreihe bezeichnet, auf
Stetigkeit, Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit untersuchen! Fangen wir
mit der Stetigkeit an:

Satz 11.3.1

Sei p > 0 der Konvergenzradius der durch (11.5) definierten Potenz-
reihe f, dann ist f: ] — p, p[ = R stetig.

Beweis. Nach Satz 11.1.4 konvergiert f auf [—n, 7] fir 0 < n < p gleichméiRig
und nach Satz 8.1.9 ist f: ] — p, p| = R somit stetig,. O
Wie steht’s um die Stetigkeit an den Réndern z = £p?

Satz 11.3.2: Satz von Abel

Konvergiert die Potenzreihe (11.5) fiir zp = p (bzw. fir g = —p),
dann ist f in xg = p (bzw. in g = —p) stetig.
Beweis. Wir diirfen p = 1 und 9 = =£1 annehmen, anderenfalls ersetze

xg durch +x0/p. Nach Voraussetzung konvergiert die Potenzreihe (11.5) in
xo = 1, also folgt aus Lemma 6.2.1 fiir n > ng und k > 1:

[ent1 + Cnia + ..+ Cngi| <e. (11.6)
Wihle z € [0, 1]. Dann gilt fiir die Partialsumme f,,(z) = >, ¢;z"
Fran(@) = fr(@) = cnp12™ ™ + cngox™ 2 + L+ cpqpa™
Sind alle ¢; > 0, dann folgt aus (11.6)

| frar(x) — fu(z)] <e.

Anderenfalls benutzt man ,Abels partielle Summation®, die wir fiir den Fall
k = 4 notieren, weil man in diesem Fall das Prinzip schon gut erkennen kann:
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n+1 n+2 n+3 n+4

Cn1T + Cp42T + Cn+3T + Cp44T
= cppantt + cppoxntt + cpygaxntt + cppqxntt
+ Cn+1(xn+3 _ l,n+4) + Cn+2(xn+3 _ xn+4) + Cn+3(l‘n+3 _ xn+4)

+ Cn+1(1.n+2 _ xn+3) + Cn+2($n+2 _ xn+3)
+ Cn+1($n+1 _ xn+2)

Ab der zweiten Zeile dieses Schemas kann man immer einen gemeinsamen po-
sitiven Faktor ausklammern, wobei wir wieder zu einem allgemeinen k {iber-
gehen: aus der zweiten Zeile 2"t*, aus der dritten z"T*=1 — 2"+F aus der
vierten z"t#=2 — zn+k=1 yusw. Mit der Dreiecksungleichung und (11.6) folgt
dann

| otk (@) = fulz)] <e (a"F + (@Rt — 2" th) 44 (2"t — 2" 1))

gleichméfig auf [0, 1]. Damit folgt die Stetigkeit von f in 2y = 1 aus dem Satz
8.1.9 von Weierstrak. Der Beweis von g = —1 verlduft ganz analog. ]

Die Frage nach der Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit von (11.5) zeigt
nun das Potenzial, das in Potenzreihen steckt: Beide Operationen diirfen glied-
weise durchgefiihrt werden! Die weitreichenden Folgerungen, die damit einher-
gehen, diskutieren wir im Anschluss.

Satz 11.3.3

Sei p > 0 der Konvergenzradius der durch (11.5) definierten Potenz-
reihe f, dann ist f: ] — p, p[— R differenzierbar und es gilt

f(z) = chnmn_l, lz| < p. (11.7)
n=1

Eine Stammfunktion von f ist auf | — p, p[ gegeben durch

xn+1

/O f(t)dt:;]cnnH. (11.8)

Beweis. Nach Lemma 5.8.14 gilt

limsup {/|nc,| = lim /n-limsup {/]c,| = limsup {/|c,|
n—o0 n—oo n—o00 n—00

Damit hat (11.7) den gleichen Konvergenzradius p wie f und die Konvergenz
ist nach Satz 11.1.4 auf [—n,n] mit 0 < n < p, gleichméfig. Es folgt die
Differenzierbarkeit und die Darstellung (11.7) aus Satz 10.7.2. Die Darstellung
(11.8) folgt aus Korollar 9.5.3. O
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Korollar 11.3.4

Offenbar ist (11.7) auch eine Potenzreihe mit gleichem Konvergenzra-
dius p > 0 und wir konnen Satz 11.3.3 abermals anwenden:

o0

f(x) = Zn(n —Depz™ 2 2| < p.

n=2

Auch f”(x) ist nun wieder eine Potenzreihe (mit gleichem Konvergenz-
radius) und iterativ erhalten wir

oo

f®(z Z nn—1)-...-(n—k)cpz"™*, |z| <p (11.9)

fir £ € N. Wir sehen also, dass Potenzreihen unendlich oft diffe-
renzierbar sind und fiir die k-te Ableitung (11.9) gilt. Insbesondere
ergibt sich daraus

F*(0)

f(k)(()) =C k! <— C = Bl

k€N, (11.10)

d.h., die gesamte Potenzreihe f ist bereits durch ihr Verhalten im
Punkt 2 = 0 bestimmt und kann vermoge (11.10) rekonstruiert werden.
Eine naheliegende Frage ist nun: Gilt auch umgekehrt fiir eine unend-
lich oft differenzierbare Funktion f: [-n,7n] — R eine Darstellung der
Form

= f®)(0
-1

k=0

(11.11)

und wenn ja, fiir welche z € [—n,n]? Wir werden uns im néchsten Ab-
schnitt dieser Frage nochmals aus einem anderen Blickwinkel ndhern
und die Moglichkeit einer solchen Darstellung ausfiihrlich diskutieren.

Die gliedweise Differentiation und Integration kann bei der Bestimmung von
Potenzreihendarstellungen hilfreich sein, wie die folgenden Beispiele zeigen.

Beispiele 11.3.5

(a) Es ist eine Potenzreihendarstellung von f(z) = (1—x)~2 auf einem
geeigneten Intervall gesucht. Dazu nutzen wir, dass
d 1 =1 1
— —= )= =
del—z (1- x)Q( ) (1—2)2 /(=)

und
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Mit (11.7) folgt dann

o0 o0
d " _
= — E T = E nx
T
n=0 n=1

An den Réndern |z| = 1 divergiert die Reihendarstellung offenbar.
(b) Wir wissen bereits

NE

(n+1)2", |z <1

n=0

x

1 x

und mit der geometrischen Reihe gilt

o

oo
— = Z =y (™", <1

n=0

Gliedweise Integration geméf (11.8) fiir |z| < 1 liefert dann eine
Potenzreihendarstellung des Logarithmus

1+t —Z/ 1™ dt
Bys 1>"+1”;

n=0 n=1
.’172 273 $4 .’L'5
:LU—?‘F?_Z—‘FE:F...

In(1+2x)=
0

Die Reihe ist alternierend und nach dem Leibniz-Kriterium folgt die
Konvergenz auch fiir x = 1. Bei z = —1 ergibt sich die harmonische
Reihe, welche divergiert und somit gilt

oo
n(1 + ) Z ”+1x v €] -1,1].

Nach dem Satz von Abel 11.3.2 diirfen wir also z = 1 einsetzen und

erhalten T
n2=1—--+-—-+-
8 5737175

Vergleicht dieses Ergebnis noch einmal mit der Diskussion am An-

fang von Abschnitt 6.3.
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Es bleibt noch die Frage zu kldren, ob die Darstellung einer Funktion als
Potenzreihe eindeutig ist, also ob die Koeffizienten in der Darstellung (11.5)
eindeutig durch die Werte der Funktion bestimmt sind. Der folgende Satz
gibt eine positive Antwort und rechtfertigt daher insbesondere die Methode
des Koeffizientenvergleichs bei Potenzreihen (also auch bei Polynomen!).

Satz 11.3.6: Identitétssatz

Seien

F@) =Y anle—a0)", gla) = bule —z0)"

zwei Potenzreihen mit gemeinsamem Konvergenzradius p > 0. Stim-
men f und g auf irgendeiner Folge (zy)ken, Tk # 2o fir alle k, mit

lim zp = xg
k—o0

iiberein, dann sind die beiden Reihen (und damit die beiden Funktio-
nen f und g, die durch die Reihen definiert werden) bereits vollstandig
identisch, d. h., es gilt

f(x)=g(z) Vx€lrg—p,x0+p[= K

und
anp =b, VneN.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch vollsténdige Induktion:
Da f und g stetig sind, folgt f(zp) = limioo f(zk) = limgoo g(xr) =
g(x0), und damit ist ag = by. Nun angenommen, es gelte a; = by fiir
k=0,1,2,...,N. Die Potenzreihen

fi(z) = anq1 +anio(z — 20) + anys(z —x0)> + ...,

91(x) == b1+ bnya(r — o) + bnys(e —x0) + . ..

konvergieren beide auf K (warum?) und fiir alle z # z¢ gilt

fl@) = 30 g an(@ — zo)"

fi(x) = (z — 2o)N+1 ’
- T —xo)"
gi(z) = 9(2) 52‘537}(“ o) :

Nach Induktionsvoraussetzung ist fi(zr) = ¢1(zx) fiir alle & = 0,1,..., N
und aus der Stetigkeit folgt

fi(zo) = klggo filzy) = klgilo g1(zx) = g1(x0),

woraus sich ayy1 = by41 ergibt. O
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11.4 Taylor-Reihen

Ist f : R — R eine beliebig oft stetig differenzierbare Funktion, dann kann
man versuchen, f in einer Umgebung von zg € R durch Polynome zu appro-
ximieren. Dabei kann man wie folgt vorgehen:

Das gesuchte Polynom (vom Grad < n) schreiben wir in der Form
pn(2) = ag + a1(z — x0) + as(x — 20)* + ... + an(z — 20)".

Je hoher der Grad des Polynoms, um so mehr Ableitungen von f sollen mit
den Ableitungen von p,, an der Stelle z( iibereinstimmen.

(a) Fiir den Grad n = 0 verlangen wir po(z¢) = f(xo), d. h.
ag = f(zo).

Das konstante Polynom, das f in xy am besten approximiert, ist daher
po(z) = f(zo).

(b) Das Polynom vom Grad n = 1, das f bei z¢ am besten approximiert, muss
die beiden Bedingungen

p1(zo) = f(wo),
Pi(wo) = f'(20)
erfiillen. Nun ist py(z) = ag + a1(z — x¢), und somit folgt aus der ersten
Bedingung wieder
p1(zo) = ao = f(zo).
Wegen p}(z) = ay, folgt dann aus der zweiten Bedingung
Pi(wo) = a1 = f'(xo).
Das lineare Polynom, das f bei xy am besten approximiert, ist also

pi(x) = f(xo) + f'(x0)(z — 20).

(¢) Nun wenden wir uns dem quadratischen Polynom (n = 2) zu, pa(z) =
ao + ay(z — x9) + az(x — x0)%. Es muss die drei Bedingungen

p2(z0) = f(20)
pa(xo) = f'(x0)

erfiillen. Wegen
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p2(x) = ag + a1 (x — o) + az(x — x0)2
ph(z) = a1 + 2az(x — x0)
Py (x) = 2as

folgt:
p2(@0) = ao = f(xo)
ph(wo) = a1 = f'(xo)
Py (x0) = 2a2 = f"(x0)
Das quadratische Polynom, das f bei xg am besten approximiert, ist daher
f"(x0) 2

pa(x) = f(xo) + f'(x0)(x — 20) + 5 (&= To)".

(d) Nun zum kubischen Polynom (n = 3), das die Bedingungen

p3(z0) = f(z0)

p3(z0) = f'(x0)
p5(z0) = f (o)
pé”(xo) = f" (o)

1+ 2ag(x — o) + 3az(z — z0)?

(z)

pi(x) =a

ps(x) = 2as + 2 - 3az(z — z0)

py'(z) =2+ 3as

folgt also:

p3(z0) = ap = f(o)
pé(on) =a; = f/(xo)
p5(z0) = 2a2 = f"(x0)
Py (w0) =2 3az = " (o)

Damit ist das kubische Polynom, das f bei g am besten approximiert,
gerade

po(2) = Flao) + 7' (wo)(w — ) + T o o) 4 L) (o

Nach diesem kleinen Exkurs schauen wir uns nun den allgemeinen Fall eines
Polynoms n-ten Grades an: Fiir die Ableitungen ergibt sich zunécht sukzessi-
ve:
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() = an(x — 20)™ + an_1(x —20)" " + ... +ai(x —x0) +ao
p(x)=n-an(x—z0)" T+ (n—1) ap_1(x—x0)" 2 +...

vt 2a0(x — x0) +aq
pla)=mn—-1)n-a(x—20)" 2 +n—-2)-(n—1)-ap_1(x —20)" >

+...+2'a2

pﬁf‘)(m) =1-2-3-...-n-ay,
Aus der Forderung
P (zo) =i (i—1)-...-2-1-a; =ila; = f(x0),
folgt dann a; = f®(x0)/i!, i = 0,...,n. Das so gewonnene Polynom n-ten

Grades, das f bei zyp am besten approximiert, heifft Taylor-Polynom vom
Grad hochstens n und ist gegeben durch

) (p ,
T (x;x0) := Z fl—('o)(a: —z0)*
i=0

— (o) + (o) — o) + L) (0 )2 (11.12)
" (g () (5
+ f ?E' 0)(@‘—330)3_*_“._1_‘]0”—(!0)(];_%,0)71..

Betrachten wir (formal) n — oo, dann folgt eine Potenzreihe

if

=0

oy |
£°%x—my

. ()
der bekannten Form Z;’io ¢yt mit y :=x — xg und ¢; := fl_(‘mo)

Sei f : R — R beliebig oft stetig differenzierbar, dann heifst
> £(3) ,
}:LJﬁﬁ@—xdz zeR (11.13)
— i

die Taylor-Reihe von f zum Entwicklungspunkt xg.
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Bemerkung 11.4.2
Uber die Approximation einer Funktion durch Polynome sind wir also

wieder auf die Darstellung (11.11) gestofsen und konnen festhalten: Ist
eine Funktion f als Potenzreihe um zy darstellbar, also

f(z) = icn(x —x0)", =z €D,
n=0

dann gilt gem&f (11.10) fiir die Koeffizienten

_ ")

n!

Cn , neN

und f ist gleich seiner Taylor-Reihe auf dem Konvergenzbereich D.
Bei gleichem Entwicklungspunkt xg stimmen also Taylor-Reihe und
Potenzreihendarstellung einer Funktion tiberein. Sofern es moglich ist,
benutzt man daher fiir die Taylor-Reihenentwicklung anstatt der De-
finition (11.13) lieber bereits bekannte Potenzreihen.

Beispiel 11.4.3
Sei z €]0, 2], dann gilt nach Beispiel 11.3.5 (b)

(~1)1

In(z) = In(1 + (z — 1)) = Z (z —1)",

i=1

n

und da Potenzreihendarstellung und Taylor-Reihe bei gleichem Ent-
wicklungspunkt iibereinstimmen, ist das schon die Taylor-Reihe des
natiirlichen Logarithmus zum Entwicklungspunkt zg = 1. Die ersten
Taylor-Polynome lauten:

Ty(x;1)=a—1

r—1)2
To(z;1) = (x—1) — 7( D)

(z-1?  (@—1)
2 * 3

Ts(z;1) = (z = 1) =

Wir kénnen nun jeder beliebig oft stetig differenzierbaren Funktion f: R — R
ihre Taylor-Reihe (11.13) zum Entwicklungspunkt zy zuweisen, aber eine Fra-
ge bleibt: Gilt denn auch immer

. 2 ) (g .
f) 23 T gy
=0
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n <1

|
I
T
1 2 n =10
|
|
|
|
|
I
I
|
|
|
|

Abbildung 11.4.1. Taylor-Polynome vom Grad n = 1,2,3,10 von In(z) um den
Entwicklungspunkt zo = 1. Der Konvergenzradius (um zp = 1) ist p = 1. Die
entsprechende Taylor-Reihe konvergiert also auf ]0, 2].

d. h., stellt die Taylor-Reihe tatséchlich immer die Ausgangsfunktion f dar?
Die Antwort ist: Nein! Das folgende Beispiel soll uns als Gegenbeispiel dienen.

Beispiel 11.4.4

Die Funktion .
e 22 ;x#0
) = !

1(@) { 0 ;=0
ist beliebig oft stetig differenzierbar und in Abbildung 11.4.2 darge-
stellt. Es sieht so aus, als sei unsere Behauptung falsch, denn immerhin
haben wir im Punkt z = 0 eine gesonderte Definition vorgenommen.
Fiir f ist das nichts weiter als die stetige Ergénzung, denn es gilt

= $2 ].
limf(x)zlimefw%y Z m — =0
z—0 z—0 y—oo eY
Fiir die erste Ableitung folgt aber
2 1 2
() — -5
Fo == °7°

und weil die e-Funktion schneller wiichst, als 2% gegen null geht (vgl.
Seite 316), kann man wieder stetig erginzen:

2 —=5 .
1y — ) z5€ 25T #0
f'(@) {O ;=0
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Fiir die zweite Ableitung folgt nun

6 4 1
1" . =2
p= (-S4 ), eno
und auch hier kbnnen wir wieder stetig ergénzen, weil die e-Funktion
schneller wéchst, als der Ausdruck —% + ;is gegen null geht, also

P ={FFrEeT s,

Es ist nun leicht zu sehen, dass diese Situation bei allen Ableitungen
auftritt, d.h., simtliche Ableitungen kénnen durch f(0) = 0 stetig
ergénzt werden! Damit ist aber f beliebig oft stetig differenzierbar!

Wiéhlen wir nun den Entwicklungspunkt zop = 0, dann folgt fiir die

Taylor-Reihe von f:
£ n

Damit haben wir einen Fall vorliegen, in dem f(z) # > )" o &—
fiir  # 0 gilt! Die Taylor-Reihe, wie weit wir auch immer entwickeln,
stellt die Funktion f nur genau im Punkt 2 = 0 dar!

™

Abbildung 11.4.2. Unser Gegenbeispiel
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Um das Verhalten unserer Funktion im Gegenbeispiel verstehen zu kdnnen,
miissen wir den ,Rest“ bei der Approximation einer Funktion f durch ihre
Taylor-Reihe untersuchen.

Satz 11.4.5: Satz von Taylor
Ist f: R - R (k + 1)-mal stetig differenzierbar auf [zo,z], 2o < =

(falls < xg, betrachte [z, z]), dann gilt

f(z)

k) (g oGt

=0

)

I
=

T;70) + Ry (z;70)

und man nennt Ry (z; o) := f(z) — Ti(z; x0) Restglied.

Beweis. Wir schreiben

f@) = fGeo) + [ Lpwar

Zo

und berechnen das Integral mit partieller Integration:

x

/z L-f'(t) dt = u(t)-v(t)];_,, 7/ u(t) -v'(t)dt =: I.
2 v (1) o

Fiir die Stammfunktion von u/(t) = 1 wéhlen wir nicht einfach u(t) = t

sondern u(z) = —(x — t), und erhalten so

xT

I=—(x—-1)- f/(t)|f:x0 +/ (x — )" (t) dt

Zo

und damit

x

F(@) = F(xo) + (& — o) f'(w0) + / (x — ) /"(t) dt.

Zo

Wieder bearbeiten wir das Integral mit partieller Integration:
x
[ @0 rwa
zo S———
=/ (t)-v(t)

Dabei wihlen wir jetzt fiir die Stammfunktion von /() = x — ¢ die Funktion
u(t) = —(z — t)?/2! und erhalten

T —xg)2 T —t)2
$a) = o)+ (@ =) (wo) + 7 o)+ [ E o

Jetzt ist es klar, wie es weitergeht. Mit vollstéindiger Induktion folgt die Be-
hauptung des Satzes. a
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Wir haben im Gegenbeispiel (Beispiel 11.4.4) offenbar eine Funktion konstru-
iert, die immer im Restglied der Taylor-Reihe ,versteckt” bleibt. Eine beliebig
oft stetig differenzierbare Funktion f: R — R wird also nur dann durch ih-
re Taylor-Reihe um zg (11.13) dargestellt, wenn das Restglied fiir & — oo
verschwindet, d. h.

@ (g ;

1=0

Setzt man y = x — z¢ in (11.14) ein, dann ergibt sich die ebenfalls hiufig
verwendete Darstellung

ko r() .
flwo+y) = Z ! -(.xo)yl + Ri+1(zo +y,0)

ues (k) T
! ( 0)y2+”-_|_fk7(0)y +Rk+1($o+y,l‘o)

Beispiel 11.4.6

Sei f(z) = sin®(z), € R. Fiir die ersten Ableitungen gilt:

f'(x) = 2sin(z) cos(x) = sin(2z) 1" (x) = 2cos(2x)
" (z) = —4sin(z) f®(z) = —8cos(2z)
O (z) = 16sin(2z) f(6) () = 32cos(2x)

Und durch scharfes Hinsehen (oder induktiv) folgt

F®)(z) = (=1)= 1281 cos(2x) ; k gerade
(_1)k2 2F=1gin(2z) ; k ungerade.

FE(0) = (—=1)5126=1 . k gerade
0 ; k ungerade,

ergibt sich aus dem Satz von Taylor (Satz 11.4.5):

sin?(z) = Thox(2;0) 4+ Rop(x;0)
k _1)i—192i-1 0 —1)k92k T 5
_ ( >(2i)[ x4 ( (Q)k)! /0 sin(2t)(z — t)?k dt

=0
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Unter den historisch bedeutsamen Taylor-Reihen ist unbedingt das New-
ton’sche Binomialtheorem zu nennen, mit dessen Hilfe Isaac Newton wichtige
Ergebnisse seiner neuen Differentialrechnung gelangen.

Satz 11.4.7: Newtons Binomialtheorem

Fiir || < 1 und a € R gilt:

(=1, ala-D@@=2) ,

1+2)"=1+azx+ 2 — = 2+ ... (11.14)

In Verallgemeinerung der Binomialkoeffizienten (2.1) definiert man dazu fiir
a€Rund k € Z:

a-(a—1)---(a—k+1)

k>0
a\ k! ’
(k) =14 : E—0 (11.15)
0

, k <0.

Man sieht sofort, dass (11.15) fiir a = n € N der Formel (2.1) entspricht. Damit
kénnen wir (11.14) in Ubereinstimmung mit dem binomischen Lehrsatz (Satz
2.1.15) nun schreiben als

(1+2)" = 2 (Z)x’f (11.16)

Beweis. Wir entwickeln f(z) = (1 + 2)® in eine Taylor-Reihe um den Ent-
wicklungspunkt zg = 0. Aus

f@)=a(l+a)"!
f”(l’) = a(a - 1)(1 + x)afz
f//’(x) = a(a - 1)(a — 2)(1 + x)a—g

fB@)y=ala—1)-...-(a—k+1)(142)*F
folgt

(k) o 1 ; k=0
f (0)_{a(a—1)~...-(a—k+1);k>0.
Damit ist (11.14) die Taylor-Reihe von (1 + z)® um zo = 0. Wegen

‘(Z>/<kal>’ a-(a—1)-...-(a—k+1) (k+1)!
n

k! ala—1)-...-(a—k)
k+1‘ 14+1/k oo

= 1
a—k la/k — 1]




11.4 Taylor-Reihen 353

ergibt sich nach Satz 11.2.1 der Konvergenzradius zu p = 1. Es bleibt zu
zeigen, dass das Restglied

x T — k
Ry (x) ::/0 ( k!t) al@—1)-...-(a—k)-(1+t)F1dt, |z| <1

fiir kK — oo verschwindet. Aus dem Mittelwertsatz (Satz 9.4.1) folgt mit £ :=
Qkx, 0< O, <1:

(x — Orx)k

Ri(z) = 1 a-(a—1)-...-(a—k)-(1+6px)** 1.z
k
= (ail).(aii!).“"(aik)zk <11+@@:$> (1+@kl‘)a71al}

Der Faktor ax ist fiir festes 2 konstant,
(1+2) > (1+6x2)* ! > 1,

und wegen |z| < 1 ist

]_7
‘ O | 4

14+ 6,x

Der verbleibende Faktor

(a71)~(a72)~...~(a7k)xk
k!

ist wegen |z| < 1 ein Term einer konvergenten Reihe

i(a—l)-(a—?)-...-(a—k) &

k! T

k=0

daher muss ) ) L
hm (a’_ )(a’_ )(a’_ ).'L'k:O

gelten (notwendige Bedingung der Konvergenz einer unendlichen Reihe). Da-
mit haben wir

lim Rg(xz)=0

k—o00

bewiesen. O

Beispiel 11.4.8: Reihenentwicklung des Arcussinus

Aus Satz 11.4.7 bzw. (11.16) folgt
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N _ 21/ — (—1/2 k, 2k
arcsm(x)fim (1 —1/2 Z()( ) 1)Fa?

fiir |z| < 1 und mit Satz 11.3.3 gilt weiter

arcsin(z / Z( Y/ 2) )ka?k dz
- ];J (‘2/2)(—1)‘9/95% da

e 1/2 k x2k+1
P — 1.
Z ( ) w1 o<

Die verallgemeinerten Binomialkoeffizienten geméf (11.15) lauten

() - R 2

k 1-2.3.-...-k

k) 1 2k 1
=0 g o = 0 () 7

fiir £ > 0. Eingesetzt ergibt sich damit

) 9 2%k x2k+1
arcsin(z) = Z (k ) TRt 1) lz| < 1. (11.17)
k=0

Wegen (siehe A.11.11)

C)<zp x2
T
gilt fiir x| =1

B

k=0

=1
HZW

k=1

-2 ()

nach Lemma 6.2.9. Also konvergiert (11.17) auch an den Réndern
|z] = 1 und ist dort nach dem Satz von Abel stetig. Insbesondere folgt
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f—arcsm(l)
i(%) 1
- k
=\ k) 442k +1)
(e}
3:5-7-...-(2k—1) 1
:1 .
+z::1 2-4. 6 .2k 2k +1
1 1-3 1-3-5 1-3-5-7
=1+-—+ +

2-3 2-4.5 2-4-6-7 2-4-6-8-9

Wir haben das Restglied bisher in Form eines Integrals kennengelernt. E s
gibt noch zahlreiche andere Darstellungen, von denen wir nur eine beweisen
wollen, weil man sie des Ofteren bendtigt. Sie geht auf Lagrange zuriick.

Satz 11.4.9: Restglieddarstellung von Lagrange

Sei f stetig auf [zg, 2] und (k+1)-mal differenzierbar auf |xg, z[, zo < =
(falls < x, betrachte [z,z¢]). Dann existiert ein & € |zg, z[ (bzw.
€ €]z, xo[) mit

B ) (g D)
B 2:20 . z(' oo —z0)' + f(k n 1()5!) (o= 2)"*".

Die Idee fiir den folgenden Beweis stammt von Cauchy.

Beweis. Wir schreiben das Restglied in der Form

k
Ri( Z”f—xo f<> 0)

=0

und vergleichen es mit

Es gelten
Rk(l’o) = 07 R;c(zo) = O, NN R](j)(.To) =0

und ebenso S,(:)(xo) =0 firi = 0,1,...,k. Jetzt wenden wir Satz 10.6.1
wiederholt an:
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Ri(z) _ Ri(z) — Ri(zo) _ Ri(&1)
Se(x)  Sk(z) — Sk(zo)  Si(61)
_ R%(fl) _ R;c(l"o) _ Z(fz)
Sip(61) = Si(xo)  SY(&2)
_ Ry (&) — R (o) _
Sy (&2) — S¢ (o)
_ R ()
SED (€

mit & zwischen z und xg, £ zwischen &; und zy, usw. Wegen S,ikH)(a;) =1
und R,(Ckﬂ)(a:) = f*+1(z) folgt dann schon

Ry(z) = S(z) - fETV(E), €= &1

11.5 Anwendung: Lokale Extrema

Wir wollen nicht in die Details einer Kurvendiskussion einsteigen, aber an
dieser Stelle bietet sich an, unsere Restglieddarstellung nach Lagrange zum
Einsatz zu bringen.

Satz 11.5.1: Kriterien fiir lokale Extrema

Sei f :]a,b[— R zweimal stetig differenzierbar und zy €]a,b[. Es sei
f'(z9) = 0. Dann besitzt f in x ein strenges lokales Maximum, wenn

f// (IE()) <0
gilt. Im Fall eines strengen lokalen Minimums gilt

f”(a?o) > 0.

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir den Fall eines strengen lokalen Maximums
(der Beweis fiir ein Minimum verlduft vollig analog):

Sei x €]a, b[ und ohne Einschrinkung z¢ < x. Nach Satz 11.4.9 folgt fiir k =1
mit f'(xo) =0

€ €lxog, x[.

Da f” nach Voraussetzung stetig in xo ist, gilt noch in einer Umgebung
U(xo) =Jzo—9,z0+0[, 6 > 0, dass f'(z) < 0 fiir & € U(zp). Daaus z € U(xg)
auch £ € U(zo) folgt, gilt somit f”(£) < 0. Daher ist f(z) — f(z0) < 0, also
f(z) < f(xo), fiir alle 2 € U(xg), 2o < . O
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Beispiel 11.5.2

Die Funktion f(z) = ze~®" | x € R, ist unendlich oft stetig differen-
zierbar und es gilt

* 9% = (1-— 2x2)ef"’c2

7@ =e

5.

Da e~ > 0 fiir alle z € R, folgt

1
fl(x0)=0 < 1-223 =0 < z9==%——.

V2

Fiir die zweite Ableitung gilt
F(x) = —dze ™ + (1 — 22%)(—22)e ™™ = (42° — 6z)e™ ™

und wegen
1\ 6 4
4 —=| ——==—75<0,
() -
1\* 6 4
4|——] +—==—=>0,
(x/i) V2 V2

besitzt f bei zg = 71/\/5 ein lokales Minimum und bei zq = 1/\/5
ein lokales Maximum. Da lim, 1+ f(z) = 0, sind die Extrema sogar

globaler Natur, d. h.
1 1
max f(x) = — | = —,
r e =1 (ﬂ) Vae

)= (35) =75

Das folgende Korollar lisst sich analog zu Satz 11.5.1 beweisen.

Korollar 11.5.3
Sei f :]a,b[— R 2n-mal stetig differenzierbar und fiir zo €]a, b] gelte

f®(zo) = 0, k = 1,...,2n — 1. Dann besitzt f in z( ein strenges
lokales Maximum, wenn

f(Qn)(SL‘()) < 0.
Ein strenges lokales Minimum liegt vor, falls

@™ (z0) > 0.
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Beweis. Siehe A.11.5

11.6 Anwendung: Elementare Funktionen

Wir kennen bereits die Reihendarstellung der e-Funktion

die des Logarithmus
(1 + ) Z on ze]—1,1]

sowie die des Arcussinus (Beispiel 11.4.8) und wegen

arccos(x) = g —arcsin(z), € [-1,1]

auch die des Arcuscosinus. Nun wollen wir noch weitere Reihen anderer wich-
tiger elementarer Funktionen herleiten und ihnen somit eine analytische De-
finition geben. Kiimmern wir uns zuerst um den Sinus und den Cosinus: Die
Ableitungen beider Funktionen sind besonders simpel und wiederholen sich
periodisch. Es liegt daher nahe, einfach eine Taylor-Entwicklung vorzuneh-

men.

Satz 11.6.1

Es gelten
o0 2n+1 3 5 7
, o B _ N
und
oo 220 22 gt 4
n — - _— —
cos(x) Z{)(—l) @)l 1 90 I TR :
Beweis. Es gilt
sin’(x) = cos(z), sin”(z) = — sin(z),
sin”(z) = —cos(z),  sin®(z) = sin(x),...

sowie
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cos'(x) = —sin(z), cos”(z) = — cos(x),
cos”'(x) = sin(x), cos (z) = cos(),. ..
also
sin®® (0) = 0, sin?k*1(0) = (—1)k
cos?R)(0) = (—1)F, cos®1(0) =0

fiir k € N. Fiir das (2n + 1)-Taylor-Polynom um x = 0 des Sinus folgt somit:

2n+1 .
< Sln(k)

Topy1(z;0) = il
k=0
z o 2 (=" oni
- zn: ﬂx%*l

|

= (2k + 1)!

Nach Satz 11.4.9 gilt fiir das Restglied
(2k +1)! (2n +2)! - (2n+2)!

k=0

und aus der Konvergenz der Exponentialreihe folgt

2n+2

X
lim ——— =0, x€R.
oo (20 + 2)! .

Analog zeigt man die Reihendarstellung des Cosinus. O

Nun kénnen wir auch miihelos zeigen, dass die Gleichung (10.13) sinnvoll ist.
Die Potenzreihe von e® ist auf ganz R gleichméfig und absolut konvergent, da-
her kénnen wir ihre Summanden beliebig umsortieren. Gleiches gilt natiirlich
auch fiir die Reihe e® mit z € C und daher ist

o _ g, )2 (@) (i)t (@)’ | (i2)°
e =1+ + 91 + 3l m 5l ol + ...
,1'2 1'3 1'4 ,IS I6 ,.T7
=1+ o7 Z?“LIHE_E_ZWi“'
Iz I4 16 . 1'3 1'5 1’7
=cos T =sinzx

=coszT +¢sinx.

Als Néachstes wollen wir noch auf zwei weitere Funktionen eingehen, die in der
Praxis wichtig sind und sich von der e-Funktion ableiten.
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Die Funktionen sinh: R — R und cosh: R — [1, 00), definiert durch

sinh(z) := = (e® —e™%),

=N =

cosh(z) := 5( T4+e™?),

heiffen Hyperbelfunktionen, und zwar Sinus hyperbolicus und
Cosinus hyperbolicus.

Setzen wir die Potenzreihe fiir die e-Funktion ein, dann folgt sofort die Po-
tenzreihendarstellung der Hyperbelfunktionen.

Lemma 11.6.3

Es gelten die Reihendarstellungen

oo :L.Zn—i-l

smh(x) = Z m, T E R,
n=0
€9 r2n

cosh(z) = Z ) z eR.
n=0 ’

Beweis. Mit der Exponentialreihe folgt direkt

sinh(x)

Analog folgt die Reihe fiir den Cosinus hyperbolicus. ]

Der Cosinus hyperbolicus ist auch in verschiedenen Anwendungen zu finden.
Hangt man beispielsweise eine Kette mit vernachléssigbarer Masse an zwei
Punkten einer Ebene auf, dann nimmt sie die Form des Cosinus hyperbolicus
(und nicht einer Parabel) an!

Differenziert man die Funktionen aus Definition 11.6.2, dann folgt sofort:
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3 /.
\ //
/
\ /)
cdosh x /
¥ /
sinh
/
/
/
/ 3

Abbildung 11.6.1. Die Hyperbelfunktionen

Es gelten
4 sinh(z) = cosh(x)
dz N ’

% cosh(z) = sinh(z).

Fiir die hyperbolischen Funktionen gilt eine Art ,Anti-Pythagoras:

Es gilt

cosh?(z) — sinh?(z) = 1.

Beweis.

cosh? z — sinh® z = (2 +2+e727) — — (22 + e—zz) -

N
g

Dies erkléart auch den Namen der Funktionen: Die Hyperbel
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{(m,y)ERxR|x2—y2:1}

wird gerade durch z = cosh(w) und y = sinh(w) fiir w € R parametrisiert,
genau wie & = cos(p) und y = sin(yp) fiir ¢ € [0,27] den Einheitskreis para-
metrisieren. Man nennt w daher auch hyperbolischen Winkel, obwohl es sich
streng genommen bei w um keinen Winkel handelt.

Die Ahnlichkeiten zwischen den trigonometrischen Funktionen sin, cos und
den Hyperbelfunktionen sinh, cosh gehen noch weiter. Wiederum aus Defi-
nition 11.6.2 folgert man die Additionstheoreme (Funktionalgleichungen) der
Hyperbelfunktionen:

Lemma 11.6.6
Es gelten die Additionstheoreme

sinh(z 4+ y) = sinh(z) cosh(y) + cosh(z) sinh(y),
cosh(z + y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(z) sinh(y).

Beweis. Siehe A.11.6 O

Schlieflich halten wir noch fest, dass sich die hyperbolischen Umkehrfunktio-
nen, anders als der Arcussinus und der Arcuscosinus, in geschlossener Form
darstellen lassen.

Lemma 11.6.7

Die Funktionen sinh: R — R und cosh: [0,00[— [1,00[ sind jeweils
bijektiv und fiir ihre Umkehrfunktionen gilt:

(a) arsinh(z) :=sinh™'(z) = In (m + Va2 + 1) , z€R
(b) arcosh(z) := cosh™!(z) = In (a: + Va2 — 1) , x>1
Beweis. Aus der Monotonie der Exponentialfunktion folgt e* < e¥ und
—e % < —e7 Y fiir x < y. Daher gilt
. 1 _ 1 _ .
sinh(z) = i(ez —e?)< i(ey — e Y) =sinh(y), =<y,

also ist der Sinus hyperbolicus streng monoton und somit bijektiv. Einge-
schriankt auf [0,00) ist auch der Cosinus hyperbolicus streng monoton (und
somit bijektiv), denn fir 0 < z < y gilt:
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cosh(y) — cosh(z) =

(ey —e" +e Y — e_””)

eV —e¥ f TV — YT

N~ N~

:(ewfey)efrfy

1
= i(ey —e®)(1—e @y >0
>0 <1

Die Umkehrfunktionen bestimmen sich nun wie folgt: Sei > 0 und y =
cosh(z) > 1, dann gilt:

cosh(z) =y <= e"+e ¥ =2y

Firy > 1 ist

1 52+1
< s+s =

=2y mit s:=e* >1 (z>0)

= 2 —2s+1=0

!
= s=y+Vyz—-1>1

2 2
y+vy' -1 oyt V-1
>0

also kommt nur s = y + /92 — 1 infrage und somit

x = In(e”) = In(s)
=In (y + \/gﬁ) = cosh_l(y)
= arcosh(z) = In (:z: +Va? - 1) , x€llo0

Analog ergibt sich die Darstellung fiir arsinh.

Zusammenfassung

Eine (formale) Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zp € R und
Koeffizienten ¢,, € R ist eine Reihe der speziellen Gestalt

oo

Z en(x — x0)™.

n=0

Jeder solchen Reihe lésst sich ein Konvergenzradius p > 0 zuordnen
und wir haben gesehen, dass die Potenzreihe fiir |z —z¢| < p gleichmé-
Big konvergiert und fiir [z—xg| > p divergiert. Auf dem Rand x = 2g+p
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ist keine allgemeine Aussage moglich. Zur Berechnung bietet sich

p= lim
n—oo

Cn+41

an, falls der Grenzwert existiert oder allgemeiner der Satz von
Cauchy-Hadamard

1 limsup V/|cp|-
P n— 00

Aus der gleichméafigen Konvergenz folgt nun, dass eine Potenzreihe
auf |zg — p,zo + p| stetig sowie gliedweise differenzierbar und inte-
grierbar ist. Konvergiert die Potenzreihe auch an einem Randpunkt
T = x9 = p, dann ist sie nach dem Satz von Abel auch dort ste-
tig. Der Identitatssatz besagt, dass zwei Potenzreihen um denselben
Entwicklungspunkt mit gemeinsamem Konvergenzradius p > 0 genau
dann iibereinstimmen, wenn alle Koeffizienten iibereinstimmen. Damit
ergibt sich insbesondere die Moglichkeit des Koeffizientenvergleichs bei
Potenzreihen.

Die Approximation beliebig oft stetig differenzierbarer Funktionen f
durch Polynome fithrt auf die Taylor-Reihe

%) (4 ,
Zf (' 0)($_1,0)z

Tl

n=0

zum Entwicklungspunkt zg. Besitzt f eine Potenzreihendarstellung,
dann stimmt diese (bei gleichem Entwicklungspunkt) mit der Taylor-
Reihe iiberein. Im Allgemeinen muss eine konvergente Taylor-Reihe
aber nicht unbedingt die Ausgangsfunktion darstellen! Eine Aussage
iiber den Fehler bei der Taylor-Approximation liefert der Satz von
Taylor

k

@) (g o)
f@) =3 L oy [T O g

—~ 7! k!
= Tk (z;20) + R (x; 20).

Man nennt Tg(z;xo) k-tes Taylor-Polynom zum Entwicklungs-
punkt zo und Ry(x;zo) heibt Restglied. Gilt fiir das Restglied
lim;, oo Ry (x; 29) = 0, dann ist die Funktion f also in eine Potenzreihe
entwickelbar und diese Potenzreihe ist durch die Taylor-Reihe gegeben.
Wichtige Potenz- bzw. Taylor-Reihen sind:
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n

exp(z) = Y oo

n=0
In(1 + ) = Z(—l)"“%, z e —1,1]
n=1
« — « n
A+ =3 (n) L lel<1,
n=0
oo 22n+1
Sln(ﬂf) = Z(—l)nm
n=0
S0
cos(z) =) (=)
|
— (2n)!
< /9L 22k+1
1 = —_— < 1
arcsin(x) kz:% <k ) TR E1) x| <
St x2n+1
arctan(z) = » (—1)">——, [z <1
= 2n+1
) St 1.2n+1
Slnh(x) = Z m
n=0
S 2n
z
cosh(z) = Z o)l
n=0 :
oo x2n+1
tanh(x) = — 1
artanh(x) 7;)2n+1, |z| <

Folgende Fragen solltet ihr nach diesem Kapitel beantworten kénnen:

Was versteht man unter einer Potenzreihe?
Wie ist der Konvergenzradius definiert?
Warum ist eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0 auf]—p, p|
stetig?

e Man gebe ein Beispiel fiir eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
1, die aber fir |x| =1 divergiert.

o Was versteht man unter einer Taylor-Reihe und was besagt der Satz
von Taylor?
Wie lautet die Restglieddarstellung von Lagrange?
Warum gilt die FormelIn(2) =1—-1/24+1/3—-1/4...7

Zum Einiiben der Begriffe dieses Kapitels solltet ihr euch mal an eini-
gen der folgenden Aufgaben versuchen.
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11.7 Aufgaben

A.11.1 Man bestimme den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen

A om g

n=1

n!
—z" E (x+1)"
n" — ne”

A.11.2 Man bestimme die Taylor-Reihe von In(z) zum Entwicklungspunkt
9 > 0 und gebe den Konvergenzbereich an.

A.11.3 Man bestimme die Taylor-Reihe von f(x) = z® fiir ein ¢ € R zum
Entwicklungspunkt zy > 0 und gebe den Konvergenzbereich an.

A.11.4 Es seien die Voraussetzungen aus dem Satz von Taylor (Satz 11.4.5)
gegeben und I € {1,...,k 4+ 1}. Man zeige die Restglieddarstellung von
Schlémilch: Es existiert ein & € [zg, z] (bzw. & € [z, z]), sodass

(3
k-1

Hinweis: Man nutze Satz 9.4.2.

Ry, x0) = (z = &) (@ — a0)".

A.11.5 Man entwickle folgende Funktionen auf einem geeigneten Intervall in
eine Potenzreihe um xg = 0:

x? 10z — 4
(a) f(l“)zm (b) flz) = 22— 1
1 z+1
(c) f(x):m (d) f(x>:x—1

A.11.6 Man zeige die Reihendarstellung des Arcus tangens

oo x2n+1
arctan(z) = Z(fl)”2n+ L lz] <1
n=0

und folgere daraus die Leibnizsche Reihe

P11 11
1 T3 5 7T

A.11.7 Man beweise Korollar 11.5.3.
A.11.8 Man zeige die Additionstheoreme aus Lemma 11.6.6.
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A.11.9 Der Tangens hyperbolicusist definiert durch tanh(z) := sinh(z)/ cosh(z),
z cR.

(a) Man zeige, dass tanh: R —] — 1, 1] bijektiv ist und fiir die Umkehr-

funktion
1 1
artanh(z) := tanh ™' (z) = iln (1 +$> , ze]l—1,1]
-z
gilt.
(b) Man zeige, dass
i p2n—1
artanh(z) = , z] < 1.
= 2n—1

A.11.10 Seien f,g: |a,b|— R n-mal stetig differenzierbar und es gelte
f(k)(xo) = g(k)(zo) =0, k=0,1,...,n—1,
sowie g(™ () # 0 fiir ein xo €]a, b[. Man zeige, dass dann

i 1@ _ S (o)
Hinweis: Man nutze Satz 11.4.9.

A.11.11 Man zeige, dass

~1/2 1
()< e

Hinweis: Vollstindige Induktion
A.11.12 Sei (an)nen die Folge der Fibonacci-Zahlen, also ag = a; = 1 und
Gp41 = Gp + ap—1. Man zeige nacheinander:
(a) Der Konvergenzradius der Potenzreihe f(z) = > ° jan,a™ist p = &1,
wobei & = (1 +/5)/2.

1
(b) Fiir alle [ < @71 gilt: f(2) = -————

n+1 n+1
(C)an:i <1+2\/5> (12\/5> ,nmneN

Hinweis: Man nutze das Ergebnis aus A.5.20.
A.11.13 Man zeige, dass

x = arsinh(z), x = arcosh(z), = >1,

V1+ 22 Va?—1
1
/ dz = artanh(z), |z] <1

1— 22
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A.11.14 Der Umfang der Ellipse

{(x,y) ERXR| (§)2+ (%)2 - 1},

a > b > 0, ist gegeben durch das vollstindige elliptische Integral 2. Art

w/2
4a/ \/1—e2sin?(z) d
0

wobei die numerische Exzentrizitit e = 1 — (b/a)? € (0,1) die ,Abwei-
chung” von einem Kreis beschreibt. Dieses Integral ist nicht elementar
integrierbar! Man zeige, dass ein Potenzreihenansatz aber die Darstellung

o2k
4a/ wl—szbm dar;—27raz:<22]C k'21—2k>

liefert.
Hinweis: Man nutze das Binomialtheorem (Satz 11.4.7) sowie A.10.12 und
orientiere sich am vorgehen in Beispiel 11.4.8.
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Wozu?

Bei der Definition des Riemann-Integrals einer Funktion f: R — R
sind sowohl die Kompaktheit des Integrationsintervalls [a, b] als auch
die Beschranktheit des Integranden wesentlich. Nur unter diesen Be-
dingungen ist die fundamentale Integralabschiatzung

/abf(x)dx

moglich. Will man aber den Inhalt von Figuren wie dem ,,Zwickel“

<(b—a): sup [f(z)]
z€la,b]

{(x,y) ERxR

1
X

berechnen, stéfft man vermeintlich auf ein Problem: Das Integrati-
onsintervall ist hier nicht mehr kompakt. Durch einen nahe liegenden
Grenziibergang ldsst sich jedoch die Definition des (Riemann-)Integrals
erweitern, und zwar sowohl fiir den Fall unbeschrankter Integrations-
intervalle als auch fiir den Fall eines an einem Punkt unbeschrankten
Integranden. Solche uneigentlichen Integrale wollen wir nun genau-
er studieren.

Wichtige Lernziele in diesem Kapitel sind:

Definition uneigentlicher (Riemann-)Integrale,
Cauchy-Kriterium fiir uneigentliche Integrale,
Integralkriterium fiir Reihen,
Gamma-Funktion

und ihr Verstindnis.

12.1 Unbeschrinktes Integrationsintervall

Wir beginnen mit dem Fall eines einseitig unbeschréinkten Integrationsinter-
valls. Ahnlich wie bei Reihen, die ja als Grenzwert endlicher Summen definiert
wurden, liegt es nahe, das Integral als Grenzwert von Integralen iiber immer
grofer werdenden abgeschlossenen Intervallen zu definieren. Der Grenzwert
kann dann, wie schon bei Reihen, entweder existieren oder nicht, es gibt also
konvergente und divergente Integrale.

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH, ein Teil von Springer Nature 2019
J. Glaubitz et al., Lernbuch Analysis 1, https://doi.org/10.1007/978-3-658-26937-1_12
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Sei f: [a,00[— R auf jedem Intervall [a,b], a < b, integrierbar. Wenn
der Grenzwert

o b
/ f(z)dz = bli)m f(z)dz

existiert, dann nennt man f uneigentlich integrierbar auf [a, oo
und sagt, faoo f(z) dz sei ein konvergentes Integral. Analog definiert
man fiir eine Funktion f: | — co0,b] — R, die auf jedem Intervall [a, b],
a < b, integrierbar ist,

b b
| t@dri= tim_ [ f@)as,

wenn der Grenzwert existiert. Ein nichtkonvergentes Integral heifit di-
vergent.

a

Abbildung 12.1.1. Uneigentliches Integral auf einem unbeschrénkten Integrati-
onsintervall [a, co[

Zwei einfache Beispiele sollen das Vorgehen erlédutern.
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Beispiele 12.1.2

(a) Der Kehrwert der Exponentialfunktion ist auf [0, co[ uneigentlich
integrierbar, denn

(o) b b
/ e “dzr = lim e “dz = lim (—6_7‘|0)
0

b—o0 J b—oo

lim (1 — e_b) =1.

b—oo

(b) Die Funktion f(z) = 2%, o € R, ist auf [1,00) genau dann unei-
gentlich integrierbar, falls o > 1. Fiir a # 1 gilt n&mlich

b

0o b xl—oc
/ —dz = lim z”%dz = lim
1

e b—oo Jq b—oo 1 — «x

1

1 4 lim b'm* oo ya<1
Ta-1 bswl—a |(a=17l a>1

und fiir o = 1 ist

/ ld:lc = lim In(b) = co.
1

T b—o0

Insbesondere folgt fiir den Flacheninhalt des Zwickels

1
1

(c) Die Funktion f(x) =1/v1+ 22, x > 0, ist nicht uneigentlich inte-
grierbar. Mit A.11.13 gilt ndmlich

° 1 @ 1
———dx = lim ——dx
/0 V1+z2 aﬁo@/o V1+z2

= ahﬁngo arsinh(z)|,_,

= lim arsinh(a) = occ.
a— o0

Die Beispiele (b) und (c) zeigen insbesondere, dass Beschranktheit und
lim, o f(2) = 0 nicht ausreichen, um die Konvergenz von fooo f(x)dx
zu gewahrleisten.

Jetzt wollen wir untersuchen, unter welchen Bedingungen wir Konvergenz oder
Divergenz zu erwarten haben. Angenommen f: [a,00[— R ist uneigentlich
integrierbar, dann konvergiert insbesondere (Ip,)nen, In = f; f(z)dx fir
jede Folge (b, )nen mit b, — oo. Also ist (1), eine Cauchy-Folge und somit
existiert zu € > 0 ein ng € N, sodass
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bn b
I, — Im| = / f(z)dx — f(z)dx

[ s

Diese Uberlegung fiihrt direkt auf folgenden Satz, der als Analogon zum
Cauchy-Kriterium fiir Folgen zu sehen ist.

<e VYn,m > ng.

Satz 12.1.3: Cauchy-Kriterium fiir uneigentliche Integrale

Sei f: [a,00[— R, dann ist f;o f(z) dz genau dann konvergent, wenn
S/
[ f@)ds
S

Beweis. Sei p(t) = f; f(z)dt, t > a. Dann existiert lim;_,~ ¢(f) genau dann,
wenn fiir alle € > 0 ein ¢ = ¢(e) > a existiert, sodass

/:l f(x)dx

Ve>0 Jc>a Vs, s >ec: <.

[o(s') — ols)] = <e.

Beispiel 12.1.4: Kardinalsinus

Es gilt lim,_,o sin(z)/z = 1 und somit ist si: [0, co[— R mit

sin(x) 0
si(z) = { z L =

1 , =0

stetig. Die so definierte Funktion si heifft Kardinalsinus oder Sinus
cardinalis und tritt in verschiedenen Bereichen innerhalb und aufser-
halb der Mathematik auf. Aus der Stetigkeit folgt, dass die Funktion
auf jedem Intervall [0, b], b > 0, integrierbar ist, und fiir 0 < s < s gilt
mit partieller Integration

/8’ sin(z) | cos(x)

€T xr

! ’

s s
B / COS(Q:E) e
=3 S T

_ cos(s) cos(s') /S, cos(2) 4,

S S

Damit folgt
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11 7 2 1
/bm(x)dxs—+—+/ —de<i4 (-2
o 0 s & s 12 s x

2 s’ —s 3
4 <
S

<
ss! ’

also existiert fiir e > 0 ein ¢ = 3/¢, sodass

/ sin(z) da
s x

Nach Satz 12.1.3 ist das Integral [ si(z)dz somit konvergent. Der
Wert si(0) = 1 spielt fiir den Wert des Integrals keine Rolle und es
lasst sich zeigen, dass

<e Vs, s >c.

Das Konzept der absoluten Konvergenz kann direkt auch auf uneigentliche
Integrale iibertragen werden.

Definition 12.1.5: absolut uneigentlich integrierbar

Sei f: [a,00[— R auf jedem Intervall [a,b] integrierbar, dann heifit
f absolut uneigentlich integrierbar auf [a, oo, falls [ |f(z)|dz
konvergent ist. Man nennt dann [~ f(x) dz ein absolut konvergen-
tes Integral.

Bemerkung 12.1.6

Ist f: [a,00[— R absolut uneigentlich integrierbar, dann folgt aus Satz
12.1.3 wegen

/:/ f(z)dx

unmittelbar, dass f auch uneigentlich integrierbar ist. Das Beispiel
12.1.7 zeigt, dass die Umkehrung aber im Allgemeinen nicht gilt. Wie
wir es schon von den Reihen kennen, gibt es also konvergente uneigent-
liche Integrale, die nicht absolut konvergent sind. Die absolute Kon-
vergenz ist somit auch in diesem Fall eine stérkere Eigenschaft.

s/
g/ |f(x)|dz <e, Vs >s>a,
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Beispiel 12.1.7

Nach Beispiel 12.1.4 ist der Kardinalsinus si: [0, co[— R uneigentlich
integrierbar. Das Integral

/Ooosi(x)dx:/ooosmw(x)dx

ist aber nicht absolut konvergent, wie folgende Abschétzung zeigt: Fiir

/m sin(z) do — i /’”r sin(z) e
0 L k=) | T
n 1 km
> = | sin(z)|dz
= kT Jo—1ym

|
=
=1‘H
3
2
=
—~
&
o,
8

k=1 0
21
szlk

Aus der Divergenz der harmonischen Reihe folgt somit
oo
/

Wie schon bei Folgen und Reihen, kénnen wir auch bei uneigentlichen Inte-
gralen durch Vergleich mit geeigneten Majoranten bzw. Minoranten auf Kon-
vergenz bzw. Divergenz schliefien.

sin(z) do — oo

T

Lemma 12.1.8

Sei f : [a,00[— R auf jedem Intervall [a, b] integrierbar.

(a) Ist |f(z)| < g(z) fiir alle z > a und [;° g(z) dz konvergent, dann
ist [ f(x)dx absolut konvergent.

(b) Ist 0 < g(x) < f(z) fiir alle z > a und [ ° g(z) dz divergent, dann
ist auch [ f(x)dwz divergent.

Beweis. Der Beweis ist einfach:

(a) Sei ¢ > 0, dann existiert nach Voraussetzung ein ¢ > a, sodass fiir alle
c< s <§ gilt:
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’ ’

[ iwlass [ owar<e

wobei ohne Einschrankung s < s’ sei. Nach Satz 12.1.3 ist |f| daher auf
[a, oo uneigentlich integrierbar.

Ware f uneigentlich integrierbar, dann gédbe es nach Satz 12.1.3 zu ¢ > 0
ein ¢ > a, sodass

’

/g(x)dxﬁ/ flx)dz <e Vs >s>c

Damit wére aber auch g uneigentlich integrierbar, im Widerspruch zur
Voraussetzung. a

Beispiel 12.1.9

Mithilfe einer geeigneten Marjorante lasst sich zeigen, dass

(o)
/ cos(x) da
1 1 + l‘2

konvergiert. Fiir z > 1 gilt offenbar

cos(x)
1+ a2

_ | cos(x)|

<
1+22 —

1
72

und nach Beispiel 12.1.2 (b) ist [, 1/2% dz konvergent.

Eine Reihe mit nichtnegativen Gliedern kann auch als das uneigentliche Inte-
gral einer geeigneten , Treppenfunktion (vgl. A.9.12) gesehen werden. Daher
konnen uneigentliche Integrale genutzt werden, um das Konvergenzverhalten
von Reihen zu untersuchen. Umgekehrt lésst sich aus dem Konvergenzverhal-
ten einer Reihe auch auf die Existenz eines uneigentlichen Integrals schliefen.
Prézise fasst dies der folgende Satz:

Satz 12.1.10: Integralkriterium fiir Reihen

Sei ¢ € Ny und f: [¢, 0o[— [0, c0] monoton fallend. Dann gilt:

(a) Z f(n) konvergent <= / f(z) dz konvergent.
n=>~¢ £

(b) Die Folge
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m+1
dm, ::Zf(n)—/l flx)dz, m>¢

n=~{
ist nicht negativ, monoton wachsend und konvergent mit

0< lim d,, < f(¥).

m—r o0

1 i 1 1 j - X

1 2 3 4 5
Abbildung 12.1.2. Treppenfunktionen
Beweis. Sei ohne Einschrankung ¢ = 1 und man setze g(z) := f(|z]) und

h(z) := f(|z] + 1). Dann sind g, h monoton fallende Treppenfunktionen und
als solche auf endlichen Intervallen nach Satz 9.2.6 integrierbar. Des Weiteren
gilt h(x) < f(x) < g(x) fiir alle x > 1. Fiir k,m € N5, k < m, folgt aus der
Monotonie des Integrals somit

m

o< [Thwae= 3 sw< [ @)ds

n==k+1
< / g(x)dx:n;f(n)-

Aus diesen Ungleichungen folgen nun die Behauptungen:

(a) Ist Y07, f(n) konvergent, dann ist s, = >, f(n) eine Cauchy-Folge,
also existiert zu € > 0 ein ng € Nsg, sodass fiir alle m > k > ng gilt:
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m

m—1
x < Z f(n)<e
n=~k

Nach Satz 12.1.3 ist fl x) do somit konvergent Andererseits folgt nach
Satz 12.1.3 aus der Konvergenz von fl () dz, dass fur alle € > 0 gilt

k

dng € Nsg Vm >k > ng: smfskg/ flz)dx < e.
k

Also ist (8y,)m eine Cauchy-Folge und die Reihe mithin konvergent.

(b) Aufgrund der Monotonie gilt offenbar

m+1 m—+2
A1 = Z f / f(:c) dz
2 It

n) 4 Fm 4 1) /1m+1f(x)dff—/m+2f(x)dx

m+1
m+2
—dpy 4 f(mt 1) f/ f() da
m—+1
> dp,

>0
und
m m—+1 n
d=>f=3 [ f@)ds

m m—+1

<D f)=" f(n)

= f(1) = f(m+1)

< f(1).

Also ist (d,)m monoton wachsend sowie nach oben beschrankt und nach
Satz 5.6.6 daher konvergent. ad

Beispiele 12.1.11

(a) Die Funktion f(x) = 2~ ist fiir & > 0 auf [1, co[ monoton fallend
und nach Beispiel 12.1.2 (b) ist das uneigentliche Integral
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genau dann konvergent, wenn « > 1. Mit Satz 12.1.10 folgt daraus
sofort das bereits bekannte Konvergenzverhalten der allgemeinen
harmonischen Reihe (vgl. Lemma 6.2.9)

— 1
Z — konvergent <— o > 1.
na

Die Divergenz der Reihe fiir o < 0 ist klar, da in diesem Fall
f(n) = nl®l keine Nullfolge ist. Fiir o = 1 erhiilt man insbesondere

m m—+1 1
> / Laz<i
= x

1
< In(m+1) Z— 1+In(m+1),

I/\
3\*—‘

also eine Abschitzung, wie schnell (bzw. langsam) die harmonische
Reihe divergiert. Der Grenzwert

v = lim folnqul)

m—r o0
m+1 1
znlgnooszln m+1)fﬁ
= lim i 1 In(m)
m—o0 £
~ 0,57721

heifst Euler-Mascheroni-Konstante und ist eine wichtige ma-
thematische Konstante, die h#ufig bei Problemen der Analysis,
Zahlentheorie oder Funktionentheorie auftritt. Es ist micht be-
kannt, ob ~y rational ist!

Untersucht man die Reihe

- 1
; nin(n)y/In(ln(n))

auf Konvergenz, stellt man fest, dass weder Quotientenkriterium,
noch Wurzelkriterium eine Aussage liefern. Die Funktion f(z) =
1/(zIn(z)+/In(In(x))) ist aber monoton fallend auf [2, co[ und mit
der Substitution s(z) = In(In(x)) folgt
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/ f(@)dz = lim dz
2

b—oo Jo zln(z)y/In(In(z))

b
: s'(z)
= hm/ dz
b—oo Jo 1/S(gg)
S(b) 1
= lim —

b—oo Jy2) VS

L In(ln(b))
= bl;rglo 2\/§|s=1n(1n(2))

ds

= (}E&Q In(In(d)) — 24/In(In(2))

also divergiert die Reihe nach Satz 12.1.10.

Man koénnte nun auf die Idee kommen, Integrale iiber | — oo, 0o[ durch die
Definition

/jo f(@)dx := lim ' f(x)dx

r—oo J_ .

zu berechnen. Das geht so aber nicht!! Das sieht man wie folgt ein. Zuerst
berechnen wir

r

r—oo J_ . r—00

1 1
= lim (=r?—=r?) =0.
r—oo \ 2 2

Jetzt versuchen wir einmal den Weg iiber

*° z:=x+1;dz=dz 1
/ (x+1)dx B <2z2 +x>

oo T 1
/ rdx = lim zdr = lim =2

— o —r

r

T—00

—r

1 1
= lim <2r2 +r—=r’+ r>

T—00 2

= lim 2r = co.
T—00

So geht es also nicht! Sinnvoller ist:

'Na ja, das geht eigentlich schon, aber das liegt auRerhalb unserer Reichweite.
Solch ein Integral nennt man dann — bei korrekter Definition — den Cauchy’schen
Hauptwert.
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Sei f : R — R auf jedem Intervall [a,b] integrierbar. Dann definiert
man

/_0:0 f(z)de = /_E:o () d:c+/: f(z)dz,

wobel —oo < zy < oo ein beliebiger Punkt ist. Wenn die beiden unei-
gentlichen Integrale auf der rechten Seite konvergieren, nennt man f
auf | — oo, oo[ uneigentlich integrierbar.

Bemerkung 12.1.13

Aus der Additivitdt des (Riemann-)Integrals und der Definition des
uneigentlichen Integrals folgt sofort, dass der Wert ffooo f(z) dz unab-
héngig von der Wahl des , Trennungspunktes® xzg € R ist.

Schauen wir uns ein kurzes Beispiel an.

Beispiel 12.1.14

Fiir das uneigentliche Integral

< 1
[
oo L+

(o] 1 0 1 0o 1
—— _dz= ——d d
/_0014—&:2 . /_001—1—11:2 "”/0 112"

_ . 0 . a
= bgr_noo arctan(x)|,_, + a]i)H;o arctan(x)|,_,

gilt

= — lim arctan(b) + lim arctan(a)
b——o0 a—00

7r+7r
2 2
.

12.2 Unbeschrankte Integranden

Der zweite Fall, in dem wir uneigentliche Integrale studieren miissen, beinhal-
tet Funktionen, die an einem Punkt unbeschrankt werden.
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Definition 12.2.1: Uneigentlich Integrierbar

Sei f:]a,b] — R auf jedem Intervall [a + ¢,b] fiir ¢ > 0 integrierbar
und lim,_,, | f(z)| = co. Wenn der Grenzwert

b b b
/ f(z)dz := lim f(z)dx = hm f( ) dx

e=0t Jote e—at

existiert, dann nennt man f uneigentlich integrierbar auf [a, b] und

sagt, f; f(z) dz ist ein konvergentes Integral. Analog definiert man
fiir eine Funktion f: [a,b[— R, die auf jedem Intevall [a,b — €], € > 0,
integrierbar ist,

/abf( dz := lim baf( dx—hm/f

e—=0t e—b

wenn der Grenzwert existiert.
Fiir eine Funktion f: [a,b] — R mit lim, ., |f(z)| = o0, a < 29 < b,
die jeweils auf [a, 29 — €] und [z +¢,b], € > 0, intgrierbar ist, definiert

o /ab fz)da == /w f(z)dz + /b f(z)da

wenn die Integrale auf der rechten Seite konvergieren.

Bemerkung 12.2.2

Der Satz 12.1.3 und Lemma 12.1.8 gelten analog fiir uneigentliche In-
tegrale des Typs aus Definition 12.2.1.

Beispiel 12.2.3

Die Funktion f(z) = z=%, o € R, ist auf [b, 1], b > 0, integrierbar. Fiir
a#1 gilt

1 xlfa 1
—dx = lim — dz = lim
e—0t J, x¢ e—0t 1 —af,
1 . glm@ 00 ,a>1
= - 11m —_— = —1
l-a eo0tl—a l-a) ', a<l

und fiir o = 1 ist

"1
/ —dz = lim In(e) = 0.
0

x e—0t

Zusammen mit Beispiel 12.1.2 (b) kénnen wir daher festhalten, dass
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1
/ m—adx:oo Va € R.
0

Unser abschliefendes Beispiel erffnet uns einen Zugang zur Welt der Gamma-
Funktion, die innermathematisch, wie auch in den Anwendungen, eine au-
Rerordentlich grofte Rolle spielt.

Beispiel 12.2.4
Fiir n € N folgt mit partieller Integration (sieche A.10.17 (b))
n_—x = nlxn_k —x
/.’E (& dz = — kz:;) m@

und daher gilt

oo n |on—k
_ . nlx _
/ z"e rdxzbhm — E W@ z
= n—k)!
0 o k=0 0
bn—k

~ n!
" kz_‘; (n—k)! blggo o

=n!

nach Beispiel 10.6.5 (b).

Das Beispiel 12.2.4 legt nun nahe, wie man die Fakultéitsfunktion auf beliebige
positive reelle Zahlen erweitern kann.

Definition 12.2.5: Gamma-Funktion

Fiir a > 0 definiert man die Gamma-Funktion durch das uneigent-
liche Integral

I'la):= /000 z* e " da. (12.1)

Bemerkung 12.2.6: Achtung!

Das Integral (12.1) ist im doppelten Sinne uneigentlich. Sowohl das
Integrationsintervall ist unbeschréinkt, als auch der Integrand fiir 0 <
a < 1, weil in diesem Fall
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o 1
lim 2% te™® = lim =
x—0 x—0 xlfaem

oo
/ 2 e T dx =
0

1 [e%e}
/ 2 e dx —|—/ e ®dz, a>0.
0 1

Nun ist nicht direkt klar, ob (12.1) iiberhaupt konvergiert und die De-
finition der Gamma-Funktion somit sinnvoll ist. Wir tiberpriifen die
Existenz, indem wir die beiden Integrale in (12.2) gesondert betrach-
ten:

Es gilt 2 1e=® < 297! fiir > 0 und nach Beispiel 12.2.3 konvergiert

1 1
/ 2 tdr = / — dz Va >0,
0 0o T2

also existiert das erste Integral nach Lemma 12.1.8. Fiir a > 0 gilt
weiterhin

Daher gilt

(12.2)

a—1 2a—1) \ 1/2
a—1_—z/2 __ T _ xz T—>00
% e =z = ( = ) 0
nach Beispiel 10.6.5 (b) und somit existiert ein M > 0, sodass

moz—le—z _ xa—le—x/2e—z/2 < Me—x/Q.

Nun gilt

S b
/ e*/2dx = lim —2e /2 =2¢71/2
1

b—o0 =1

und daher konvergiert auch das zweite Integral nach Lemma 12.1.8 fiir
alle a > 0.

Satz 12.2.7: Eigenschaften der Gamma-Funktion

Die Gamma-Funktion (12.1) besitzt fir & > 0 und n € N folgende
Eigenschaften:

(a) I'a+1)=al(a)

(b) I'la+n+1l)=(a+n)(a+n—1)-... - (a+1)al(«)
(¢) I'm+1)=n! und I'(1)=1
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Beweis. Wir gehen die drei Eigenschaften der Reihe nach durch:

(a) Mit partieller Integration gilt

b

I'(a) = lim e da
b— o0 0
b b
ooxY 1 .
= lim —e " —i——/ % *dx
b—oo 2=0 a Jo

(83

b 1 /[
= lim — + lim —/ gleth—le=o 4y

b—soo el booo a Jy

1
—r 1).
Ta+1)

(b) Folgt durch rekursives Anwenden von (a).

(¢) Nach Beispiel 12.1.2 (a) ist I'(1) = 1 und I'(n + 1) = n! somit ein Spezi-
alfall von (b).

O

Man beachte, dass geméf (b) die Gamma-Funktion bereits eindeutig durch
ihre Werte im Intervall |0, 1] bestimmt ist. Durch die Gleichung

I'(a)
a—1

I'a-1)=
lasst sich die Gamma-Funktion auf R\{—1,—2,-3,...} fortsetzen.

Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir den Begriff des uneigentlichen Inte-
grals kennengelernt: (1) Fiir eine Funktion f: [a,00[— R definiert
man

b—o0

/:O f(z)dz := lim /abf(x) dz,

falls der Grenzwert existiert. (2) Fiir eine Funktion f: (a,b] — R mit
lim,_,q |f(z)| = oo definiert man

b b
/ f(z)dz ;== lim / f(z)dz,
@ e—=at Jo
falls der Grenzwert existiert. Dies kann jeweils als Erweiterung des
Riemann-Integrals fiir unbeschrinkte Intervalle oder unbeschrinkte In-
tegranden gesehen werden. Zwei wichtige Beispiele, die man sich mer-
ken sollte, sind:
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Oft ist es einfacher, die Konvergenz eines uneigentlichen Integrals zu
zeigen, als seinen Wert zu berechnen. In dieser Hinsicht gibt es dann
Ahnlichkeiten zu Folgen und Reihen wie das Cauchy-Kriterium fiir
uneigentliche Integrale oder die Moglichkeit, durch geeignete Majo-
ranten bzw. Minoranten auf Konvergenz bzw. Divergenz zu schliefsen.
Einen engen Zusammenhang zwischen uneigentlichen Integralen und
Reihen zeigt das Integralkriterium fiir Reihen, welches ein weite-
res niitzliches Kriterium fiir die Konvergenz von Reihen liefert. Insbe-
sondere folgt daraus die berithmte Euler-Mascheroni-Konstante

n

. 1

¥ = nh_)rrgo Z i In(k) ~ 0.57721 . ..
k=1

Schlieflich haben wir noch gesehen, dass auch doppelt uneigentliche

Integrale wie

I'(o) ::/ e le™"dz, a>0
0

konvergieren konnen. Die so definierte Gamma-Funktion I verall-
gemeinert die Fakultdt auf beliebige positive reelle Zahlen und ist eine
der wichtigsten Funktionen in der Analysis.

Folgende Fragen solltet ihr nach diesem Kapitel beantworten konnen:

Welche verschiedenen Arten von uneigentlichen Integralen gibt es?
Wann heifst ein uneigentliches Integral faoo f(z)dx absolut konver-
gent?

o  Wie lautet ein Beispiel fir ein konvergentes, aber nicht absolut kon-
vergentes uneigentliches Integral.
Wie ist der Ausdruck [ f(x)dx 2u verstehen?
Welche grundlegenden Eigenschaften besitzt die Gamma-Funktion?

Zum Einiiben der Begriffe dieses Kapitels solltet ihr euch mal einige
der folgenden Aufgaben zur Brust nehmen.

12.3 Aufgaben

A.12.1 Man berechne die folgenden uneigentlichen Integrale:
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1 1 1 ,
(a) /2\/mdx (b) /Oln(x) dz

O [ ot @ [
(o) Am”dx () /chix

Hinweis zu (e): arctan(1/y/3) = 7/6

A.12.2 Man untersuche die folgenden Integrale auf Konvergenz, ohne sie zu

berechnen:
© 2r—e® T sin(1/x)
—d b ——=d
(a) /1 2+ 3r+5 (b) /0 x “
() / 12, (d) / ©5@) 4, weR
o 14+ 0o x¢

A.12.3 Man zeige, dass das Fresnel’sche Integral

/OO sin(z?) dz

0

konvergiert.
Hinweis: Man nutze Satz 12.1.5.

A12.4 Sei f,: [0,00[— R, n € N, definiert durch
1

fulz) = 567%, x> 0.

Man zeige, dass die Funktionenfolge (f,,)nen gleichméRig konvergiert, aber

oo

lim fn(z)dx # /000 nh—{jgo fu(x)de.

n— oo 0

Folgerung: Der Satz 9.5.1 gilt nicht fir uneigentliche Integrale!
A.12.5 Man untersuche die allgemeine Abel’sche Reihe

=1

- R
Zkln(k)a’ @
k=2

auf Konvergenz.
A.12.6 Man zeige mit partieller Integration, dass fiir s > 0 gilt:

e 1
(a) /0 e gin(x)dx = e
(b) /0 e % cos(x) dx = 1 jsz
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A.12.7 Man folgere aus I'(1/2) = /m, dass

/ e~ do = /7.

— 00

A.12.8 Man zeige, dass fiir a,b € R mit A := 4b — a? > 0 gilt:

/°° L =
e taztb VA

Hinweis: Man nutze quadratische Erginzung.
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Wozu?

Viele der in diesem Buch behandelten Konzepte lassen sich iiber die
reellen Zahlen hinaus verallgemeinern. Insbesondere fiir eure néchs-
ten Semester, in denen ihr etwa Funktionen, Integration sowie Diffe-
rentiation in mehreren Dimensionen behandeln werdet, ist diese Ver-
allgemeinerung auch zwingend notwendig. Daher wollen wir euch in
diesem Kapitel mit den wichtigsten topologischen Grundbegriffen ver-
traut machen, die ihr dafiir benétigt. Wir werden damit beginnen,
Abstandsbegriffe, die sogenannten Metriken, sowie Lingenbegriffe,
die sogenannten Normen, auf allgemeinen Mengen beziehungsweise
Vektorrdumen einzufiihren. Darauf aufbauend sind wir schlieflich in
der Lage, das Konzept der offenen und abgeschlossenen Mengen
klar zu definieren sowie konvergente Folgen und Cauchy-Folgen auch
in allgemeinen metrischen Rdumen zu behandeln.

Wichtige Lernziele in diesem Kapitel sind:

Metriken und metrische Raume,

Normen und normierte Rdume,

offene und abgeschlossene Mengen,

Konvergenz und Cauchy-Folgen in metrischen Rdumen

und ihr Versténdnis. Auch am Ende dieses Kapitels haben wir euch
ein paar Ubungsaufgaben bereitgestellt, mit deren Hilfe ihr die neuen
Begriffe gleich einmal eintiben konnt.

13.1 Metrische Riaume

In R messen wir Abstéande zwischen zwei Zahlen mit dem Betrag:

Neben der Analysis habt ihr auch eine einfithrende Vorlesung zur Linearen
Algebra gehort und da waren R und R"™ ganz sicher einfache Beispiele fiir
Vektorrdume, in denen die ,Punkte* des Raumes die Zahlen aus R bzw. die
Vektoren aus R” sind. In R™ messen wir Absténde zwischen zwei Punkten mit

der

dR(Z‘,y) = |$—y|, $796R-

Euklidischen Norm

dgn (2,y) = |z = yll2 = | Y (@i —9:)?, @,y R

i=1
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und in C mit dem Betrag
de(z,w) = |z —w| = /(2 —w)(Z —W).

Offenbar tragen die Vektorrdume R, R™, C eine Abstandsfunktion, also eine
Metrik. Man benétigt aber fiir Abstandsfunktionen gar nicht die Struktur
eines Vektorraums; eine nichtleere Menge reicht schon!

Sei X # () eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Funktion
d: X x X =R,
so dass fir alle z,y, z € X gilt:

(M1) d(z,y) >0und d(z,y) =0 <= xz =y (Positive Definitheit)
(M2) d(z,y) =d(y,z) (Symmetrie)
(M3) d(z,y) < d(z,z) +d(z,v) (Dreiecksungleichung)

Die Grofe d(z,y) heift Abstand zwischen = und y und (X, d) heifit
metrischer Raum.

Abbildung 13.1.1. Metrik d(-,-) auf einer Menge X

Offenbar sind
(R7 dR)) (Rna dgn )7 ((Cv dC)

metrische Raume.
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Beispiele 13.1.2

(a) Sei X # () eine beliebige Menge und

0;z=
d(x’y):_{l'l‘#z'

Man tiberpriift leicht, dass (X, d) ein metrischer Raum ist, d.h.
dass die Funktion d tatsichlich eine Metrik ist! Diese Metrik d
heiflt triviale Metrik oder diskrete Metrik.

(b) Die Menge X := R™ mit

n
)= Z lzi — vil
=1

ist ein metrischer Raum. Diese Metrik auf R™ nennt man auch
Taxi-Metrik (oder Manhattan-Metrik), aber nur wenn man
den Stadtplan von New York mit den Streets und Avenues zugrunde
legt!

(c) Wir bleiben bei X := R™ und betrachten die Funktion

(e, ) i= mewx {lo; = il
Auch diese Funktion ist eine Metrik auf R™, die Maximumsme-
trik. Die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung sieht man wie folgt:

d(z,2) = max {Jo =z}

:1rga<x {|( yz)+(yz_21)|}

IN

lrgax {lzs — yil + lys — 2}

< max {|z; — g} -+ max {ly; — 2}
= d(z,y) + d(y, 2)

(d)Sei X := C([0,1]) die Menge aller stetigen Funktionen auf [0, 1].
Dann sind

di(f,9) / |f(z z)| dz und
doo(f59) = il[lopl]{lf( z) —g(@)[}

Metriken auf X. Die Definitheit von d; ist etwa durch Satz 9.2.8
garantiert.
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Die Abstandsfunktion dg» haben wir iiber die Euklidische Norm definiert. Das
bringt uns zu der Frage, ob jede Metrik durch eine Norm definiert werden
kann. Die Antwort ist: Nein! Aber wir miissen zuerst definieren, was wir unter
einer Norm verstehen wollen.

13.2 Normierte Raume

Im Gegensatz zu metrischen Rdumen bendtigen wir fiir die Definition nor-
mierter Rdume etwas mehr Struktur, d. h., als Grundraum reicht nicht mehr
nur eine einfache nichtleere Menge.

Es sei X ein Vektorraum. Eine Norm auf X ist eine Abbildung
|-l : X =R,
so dass fiir alle z,y,z € X und alle A € R gilt:

(N1) |lz]| >0 und ||z =0 <= 2 =0 (Positive Definitheit)

(N2)  [[Az|| = [A]- ||zl (Homogenitit)
(N3) Mz +yll < ll=] + llyll (Dreiecksungleichung)
(X, |l - I|) heift normierter Vektorraum.
T2

X1

Abbildung 13.2.1. (Euklidische) Norm im R?
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Beispiel 13.2.2: Die p-Normen

Wir betrachten eine Verallgemeinerung der Euklidischen Norm: die
sogenannten p-Normen

1
I llp s R* = R, |zl := (Z |"Ei|p>
i=1

auf R"™ fiir 1 < p < co. Wir werfen gleich einmal einen Blick auf die
drei Normaxiome:

(N1) ||z||, > 0 ist klar. Des Weiteren gilt

n
[zl =0 < leil"=0
=1 >0
— ;=0 Vi=1,...,n.

(N2) Zur Homogenitét:

1
[A]], = (ZPM”) = (ZIAI” : |in”> = Al [zl
i=1 i=1

(N3) Der Fall p = 1 folgt direkt aus der Dreiecksungleichung fiir den
gewohnlichen Betrag auf R. Der Fall 1 < p < oo folgt aus der

Holder-Ungleichung
. 1
’ (Z |yi |q>
i=1

n n
3™ fougi| < (z |)
=1 =1

fiir p,q > 1 mit % + 1 = 1, welche wir euch als Ubungsaufgabe
iiberlassen. Nun bemerken wir noch, dass

S

S =

P =z +yil - |z: + yz'|pf1

< (Jil + lyal) - i + P~
< i - s+ walP 0 il -+l

|5 + v

gilt. Summieren wir auf und wenden die Holder-Ungleichung fiir

q= ﬁ an, so dass % aF é =1 gilt, dann folgt
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=+ yllp = Z |z + il

i=1

n

Z|xz| |$z+yz|p 1+Z|yz |xz+yz|p !
1=1 =1

1

1 1
n P n _ q q
< ( $i|p> (Z (|l’i+yi|p 1) )
i=1 =1

+ (Z |yl|p) ; (Z (1o +yﬁ‘1)q>

Q=

i=1

= (lzllp + llyllp) - llz + yllp

p—1

(o)

B =

und damit
lz+yllp < llzllp + lyllp-

Wir kommen nun zum Zusammenhang zwischen Normen und den vorheri-
gen Metriken. Wahrend eine Metrik uns lediglich den Abstand zwischen zwei
Punkten liefert, erlaubt die Norm zusétzlich auch die Lange von Vektoren zu
bestimmen. Es zeigt sich also, dass der Begriff der Norm ein stérkerer ist, als
der Begriff der Metrik.

Lemma 13.2.3

Jede Norm induziert eine Metrik durch

d(z,y) := ||z — yl|.

Beweis. Man vergleiche lediglich die Definitionen von Norm und Metrik.

Damit ist jeder normierte Vektorraum auch ein metrischer Raum. Aber nicht
jeder metrische Raum ist auch ein normierter Raum! Das sieht man so:

Beispiel 13.2.4

Wir betrachten die diskrete Metrik

0;z=
d(m,y):{l.x#z.
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Gébe es eine Norm mit
d(z,y) = [lz =y,
dann folgte fiir  # 0 und y = 0:
d(z,0)=||z|| =1 VzeX.
Damit kann aber | - || nicht mehr homogen sein, denn
L= [[Az]| = |A] - [J]| = [A]

kann nicht fiir alle A € R erfillt sein!
Die diskrete Metrik ist, um es rundheraus zu sagen, zu gar nichts ande-
rem gut, als fiir Gegenbeispiele zu sorgen. Da ist sie aber uniibertroffen!

13.3 Topologische Grundbegriffe

Wir haben in unserem Kurs Funktionen auf verschiedenen Intervallen betrach-
tet, yoffenen* wie Ja, b[, ,abgeschlossenen wie [a, b] und solchen wie [a, b], ]a, b],
[a, 0o[, etc. Wir wollen uns jetzt um geeignete Verallgemeinerungen kiimmern.

13.3.1 Offene Mengen

Sei (X, d) ein metrischer Raum, zy € X und r > 0. Die Menge
B, (z9) :={z € X | d(z,x0) <7}

heifst offene Kugel um zy mit Radius r oder offene r-Kugel um
Zo-

Beispiele 13.3.2

Wir sehen hier, dass die offenen Kugeln von der Metrik abhéngen.

(a) In der trivialen Metrik ist

By (o) = {zo},
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d. h., die 1-Kugel um z ist die Menge, die nur aus dem Punkt zg
besteht. Solch eine Menge nennt man Singleton.

(b) In R mit dem Betrag als Metrik sind die offenen Kugeln die offenen
Intervalle

Bi(zg) = |zo — 1,20 + 7] = (10 — 1,20 + 7).
(c) In R? mit der Euklidischen Metrik
d(z,y) = [lz = yll2
ist die offene 1-Kugel um 0 ein Kreis
Bi(zo) = {(z,y) € R? | 2® +¢* < 1}.
(d) In R? mit der New Yorker Taxi-Metrik
d(z,y) = |1 — 11| + |22 — 32
ist die offene 1-Kugel um 0 eine Raute
Bi(zo) = {(z,y) € R? | |z] +[y| < 1}.
(e) In R? mit der Maximumsmetrik
d(z,y) = max {|o1 — 1|, |22 — g2}
ist die offene 1-Kugel um 0 ein Quadrat

Bi(zo) = {(z,y) € R* | max{|z], |y} <1}.

Nun reicht es uns nicht, nur offene r-Kugeln zu betrachten.

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Menge G C X heift offen, wenn

Vee G3Ir>0: B.(z)CqG

gilt.

Das folgende Lemma sorgt in Vorlesungen immer fiir viel Schmunzeln.
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Aly

Abbildung 13.3.1. Offene 1-Kugel in der Euklidischen Metrik
sy

1

Abbildung 13.3.2. Offene 1-Kugel in der New Yorker Taxi-Metrik

Abbildung 13.3.3. Offene 1-Kugel in der Maximumsmetrik
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Lemma 13.3.4

In (R, |- |) sind offene Intervalle offen.

Der Beweis ist offensichtlich, aber es ist wichtig, dass ihr erkennt, dass es sich
wirklich um ein beweiswiirdiges Resultat handelt und nicht um eine Tauto-
logie! Wir haben die Menge {z € R | a < z < b,a,b € R} ja nur ,offenes
Intervall“ ]a,b[ genannt, aber nun gibt uns das Lemma die Sicherheit, dass
unsere damalige Benennung verniinftig war.

Lemma 13.3.5

In jedem metrischen Raum (X, d) sind () und X offen.

Beweis. Die leere Menge 0 ist offen, weil () keine Elemente enthalt und damit
Definition 13.3.3 automatisch erfiillt ist. Die gesamte Menge X ist offen, weil
jede offene Kugel um jedes zp € X ganz in X liegt. O

Bemerkung 13.3.6: Achtung!

G := [0,1] ist als Teilmenge von X = R nicht offen, aber im Fall
X := [0, 1] sehr wohl!

Nun zu einer allgemeinen Version des Lemmas 13.3.4.

Lemma 13.3.7

In jedem metrischen Raum sind offene Kugeln offen.

Beweis. Sei B,(xq) eine offene Kugel in X und sei z € B,.(z¢). Zu zeigen ist
nun, dass es eine offene Kugel um z gibt, die ganz in B, (z¢) liegt.

Wegen d(z,z9) < rist r1 == r — d(x,z0) > 0. Wir zeigen: B, (z) C B, (o).
Ist y € B, (x), d.h. d(z,y) < r1, dann folgt

d(y,xo) < d(y,x) + d(z,zo) <11 + d(x, 20)
= (r—d(z,zp)) + d(z,z0) =1

und damit ist y € B,(x0). O

Der néchste Satz zeigt, dass die offenen Kugeln in einem metrischen Raum so
etwas wie die ,,Atome* aller offenen Mengen sind.
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Satz 13.3.8

Sei (X, d) ein metrischer Raum und G C X. Dann gilt:

G ist offen <= @ ist Vereinigung offener Kugeln.

Beweis. Wir zeigen erst die Hin- und dann die Riickrichtung.

=: Sei G offen. Ist G = (), dann ist nichts zu zeigen. Ist G # (), dann ist
jedes z € G Mittelpunkt einer offenen Kugel, die ganz in G liegt. Damit
ist G die Vereinigung aller offenen Kugeln in G.

<=: Seinun G die Vereinigung einer Menge S von offenen Kugeln. Ist S = 0,
dann G = 0 und G ist offen. Ist S # (), dann sei z € B,.(z¢) € S. Nach Lem-
ma 13.3.7 ist « dann Mittelpunkt einer offenen Kugel B,, (z) C B, (xo).
Wegen B, (x9) C G ist auch By, () C G und damit ist G offen. O

Satz 13.3.9

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Jede Vereinigung offener Mengen in X ist offen.
(b) Jeder endliche Durchschnitt offener Mengen in X ist offen.

Beweis. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Sei {G;} eine beliebige Menge offener Mengen in X. Zu zeigen ist nun,
dass G := |J; G; offen ist. Ist {G;} = 0, dann G = () und damit ist G offen.
Ist {G;} # 0, dann ist nach Satz 13.3.8 jedes G; die Vereinigung offener
Kugeln und G damit die Vereinigung aller dieser offenen Kugeln. Damit
ist nach Satz 13.3.8 auch G offen.

(b) Sei {G;} eine endliche Menge offener Mengen in X. Zu zeigen ist nun,
dass dann auch G :=(),_, G; offen ist. Fiir {G;} =0, ist G = X und
G damit offen. Fir {G;} #0 sei {G;} ={G1,Gs,...,Gp}. Ist G =10,
dann ist G offen. Ist G # (), dann sei x € G und damit x € G; fiir alle
i=1,2,...,n. Weil alle G; offen sind, gilt Vi Ir; > 0: B,,(z) C G;. Sei
r:=min{ry,re,...,r,}. Dann gilt B,.(x) C B,,(x) fir alle i =1,2,...,n
und damit B,(z) C G; fiir alle i. Also ist B,(z) C G und G ist offen. O

Dass wirklich nur endliche Durchschnitte offener Mengen wieder offen sind,
sieht man am folgenden Beispiel:
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Beispiel 13.3.10

Betrachte den metrischen Raum (R, |- |) und die offenen Intervalle

ﬁH%[ - {0}

und {0} ist nicht offen in (R, |- |)!

n > 1.

) )

S|
S|

Dann ist

Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Die Menge

A={z€A|3Fr>0:B,(z) C A}

heifst Inneres von A.

Zum Abschluss noch eine kleine Fingeriibung, die wir euch fiir spéter als
Ubungsaufgabe iiberlassen:

Lemma 13.3.12

Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Dann gelten folgende
Aussagen:

(a) A ist die grofite offene Teilmenge von A.

(b) Aoffen <— A=A

(c) Sind G; die offenen Teilmengen von A, dann A = J; G;.

13.3.2 Abgeschlossene Mengen

Nun miissen wir uns noch um die Verallgemeinerungen unserer abgeschlosse-
nen Intervalle [a,b] C R kiimmern! Zuerst verallgemeinern wir den Begriff des
Haufungspunkts.
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Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Ein Punkt 2 € X heifit
Haufungspunkt von A, falls jede offene Kugel um z mindestens einen
Punkt y € A, x # y, beinhaltet.

Sei (X, d) ein metrischer Raum und F' C X. Die Menge F heifit ab-
geschlossen, wenn F jeden seiner Haufungspunkte enthalt.

Beispiele 13.3.15

(a) Wir betrachten das abgeschlossene Intervall [a, b]. Offensichtlich ist
die Menge der Haufungspunkte von [a, b] durch

[a, ]

gegeben. Damit liegt jeder Haufungspunkt in der Menge und [a, b]
ist abgeschlossen.

(b) Nehmen wir nun den rechten Endpunkt raus und betrachten das
(halb abgeschlossene) Intervall [a,b]. Wieder ist die Menge der
Héufungspunkte durch

0,

gegeben. Man bemerke, dass der Punkt b weiterhin ein Haufungs-
punkt ist, denn zu jeder offenen Kugel B,.(b) um b mit » > 0 finden
wir ein y = b — ¢ € [a,b], so dass y # b, aber y € B,(b). Da der
Punkt b aber kein Element der Menge [a, b] ist, ist Intervall [a, b]
nicht abgeschlossen.

(c) Schlieflich betrachten wir die Menge

1
Aﬂ:{ﬁ)ner}cR.

Kein Element z = % der Menge M ist Haufungspunkt dieser, denn
der minimale Abstand von % zu einem der anderen Elemente aus

M ist durch
1 1 1

N N+1 NO+1)
gegeben; und wahlen wir 0 < r < m, so findet sich kein
y € M mit y # z, so dass y € B,.(x). Einen Haufungspunkt hat
die Menge M aber doch, und zwar 0 ¢ M, denn zu jedem 7 > 0

findet sich ein n € N5, so dass % < r. Da der Haufungspunkt 0
aber nicht zur Menge M gehort, ist diese nicht abgeschlossen.
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Insbesondere zeigen die obigen Beispiele, dass abgeschlossene Intervalle [a, b] C R
sdmtliche ihrer Haufungspunkte enthalten und daher in R abgeschlossen sind.

Satz 13.3.16

In jedem metrischen Raum (X, d) sind ) und X abgeschlossen.

Beweis. Im Fall der leeren Menge ist auch die Menge der Haufungspunkte leer.
Somit () C @) enthélt die leere Menge die Menge aller ihrer Haufungspunkte.
Die Menge X umfasst alle Punkte, also auch alle Haufungspunkte. ]

Satz 13.3.17

Sei (X, d) ein metrischer Raum und F' C R. Dann gilt:

F ist abgeschlossen <= F¢ ist offen

Beweis. Wir zeigen erst die Hin- und dann die Riickrichtung.

—: Sei F abgeschlossen. Ist F¢ = (), dann ist F¢ offen. Ist F'C # (), dann sei
x € FC. Da F abgeschlossen ist und = ¢ F, kann x kein Hiaufungspunkt
von F sein. Also existiert eine offene Kugel B,(z) mit B,.(z) N F = {.
B, (z) ist eine offene Kugel in F und x war beliebig, also ist F¢ offen.

«=: Sei F© offen. F kann nur dann nicht abgeschlossen sein, wenn F' einen
Hiufungspunkt in FC besitzt. Aber da FC offen ist, gibt es um jeden
Punkt von F¢ eine offene Kugel, die disjunkt zu F ist. Kein solcher Punkt
kann Haufungspunkt von F sein. ]

Definition 13.3.18: Abgeschlossene Kugeln
Sei (X, d) ein metrischer Raum, zy € X und r > 0. Die Menge
B (z0) :={z € X | d(z,20) <7}
heifit abgeschlossene Kugel um xy mit Radius r.
Wie bei den offenen Mengen ldsst sich nun bei den abgeschlossenen Mengen

eine Reihe von Resultaten beweisen. Wir geben noch drei an, iiberlassen den
Beweis aber euch als Ubungsaufgabe.
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Satz 13.3.19

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gelten:

(a) Jede abgeschlossene Kugel ist abgeschlossen.

(b) Jeder beliebige Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist abge-
schlossen.

(¢c) Jede endliche Vereinigung abgeschlossener Mengen ist abgeschlos-
sen.

Definition 13.3.20: Der Abschluss & Randpunkte
Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Die Menge
A := AU {HAufungspunkte von A}

heift Abschluss von A.
Ein Punkt zy € X heiftt Randpunkt von A, wenn jede offene Kugel
um z sowohl Punkte aus A als auch Punkte aus A€ enthélt.

Eine Menge A C X ist also genau dann abgeschlossen, wenn A alle ihre
Randpunkte enthalt.

Beispiele 13.3.21

(a) Wir betrachten das halboffene Intervall [a, b[ C R. Wir haben zuvor
bereits eingesehen, dass die Menge der Haufungspunkte von |[a, b)

durch das abgeschlossene Intervall [a, b] gegeben ist. Damit lautet
der Abschluss hier:

[a,b] = [a,b[ U [a,b] = [a,b]
Des Weiteren sind die Randpunkte von [a,b] die zwei Punkte
a € [a,b[ und b ¢ [a,b]. Damit ist das Intervall [a,b[ nicht abge-

schlossen.
(b) Betrachten wir als Néchstes erneut die Menge

1
M:{‘nGNw}CR.
n

Wir haben bereits eingesehen, dass die Menge der Haufungspunkte
durch {0} gegeben ist. Der Abschluss lautet damit

M:Mu{o}:{i‘nel\go}u{o}.
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Gleichzeitig ist die Menge der Randpunkte von M durch
1 —

gegeben. Damit ist M nicht abgeschlossen.

Wir schlieffen dieses Unterkapitel mit einer Warnung: Obwohl die Notation es
auf den ersten Blick suggeriert, sind die abgeschlossene Kugel B,.(z) und der
Abschluss der offenen Kugel B,.(x) im Allgemeinen unterschiedliche Mengen.
Das zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 13.3.22

Wir betrachten den R™ mit der diskreten Metrik

O;z=y
liz#y’

Dann sind die offene Kugel von Radius 1, ihr Abschluss und die abge-
schlossene Kugel von Radius 1 durch

Bi(z) = {z}, Bi(z)={z}={z}, Bi(z)=R"

d:R"xR" >R, d(z,y) ::{

gegeben.

13.4 Konvergenz und Vollstandigkeit

Auch unsere Untersuchungen der Konvergenz von reellen Zahlenfolgen iiber-
tragen sich miihelos auf allgemeine metrische Rdume.

Definition 13.4.1: Konvergenz und Cauchy-Folgen

Sei (X,d) ein metrischer Raum und (z,)neny € X eine Folge in X.
Eine Folge (x,) konvergiert in X gegen z € X, wenn

Ve >0 dngeN Vn>ng: d(z,,z) <e,
oder, dquivalent,
Ve >0 dng €N Vn>ng: x, € B(x).

Eine Folge (x,,) heifit Cauchy-Folge, wenn
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Ve>0 IngeN Vk>1 Vn>ng: d(zn, Tnik) <eé.

Ein metrischer Raum, in dem jede Cauchy-Folge konvergiert, heifst
vollstindiger metrischer Raum. Ein normierter Vektorraum, in
dem jede Cauchy-Folge konvergiert, heifft Banach-Raum.

Wir kommen zu einigen besonders wichtigen Beispielen.

13.4.1 Der Raum £°°(T)

Es sei T eine Menge und £°°(T') sei der Vektorraum aller beschrénk-
ten Funktionen z : T'— R. Die Norm auf ¢°°(T') sei die Supremums-

norm

[]|oo = sup{|a(?)}.

teT

Satz 13.4.3

(£>2(T), || - |lso) ist ein Banach-Raum.

Beweis. Wir haben erst zu zeigen, dass || - || tatséchlich eine Norm ist. Dabei
ist nur die Dreiecksungleichung zu zeigen. Seien also z,y € ¢>2(T), tg € T,
dann folgt

lz(to) + y(to)] < |z(to)] + [y(to)]
< flellT){'x(t)'} + iélg{ly(t)l}

= [|z]loc + [[ylloo-
Der Ubergang zum Supremum iiber alle to € T' liefert

12+ Ylloo < [l + [[Ylloo;

und das ist die Dreiecksungleichung.

Nun zur Vollstédndigkeit: Sei (x,,) eine Cauchy-Folge in £°°(T'). Zu zeigen ist:
Iz € £°°(T) mit ||z, — z|lec — 0, n — oco. Fiir alle ¢t € T und alle y € £>°(T)
gilt |y ()] < ||ylloo, also ist (z,,(t))nen fur festes t € T eine Cauchy-Folge in R.
Der Grenzwert sei z(t). Damit haben wir eine Abbildung « : T — R definiert.
Wir zeigen: x ist beschriankt und es gilt || — 2|l — 0.
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Wahle zu € > 0 ein N mit
|2n — Tmlloo <€ Vn,m > N.
Sei t € T. Wegen x,,(t) — x(t) existiert mg = mg(e, t) mit
|zm () —z(t)] < e ¥Ym > my.
Wiéhle m > N und m > myg. Dann gilt fiir alle n > N:

lzn(t) — 2(t)| < 2n(t) — zm(t)] + lzm(t) — 2(t)]
< |@n — Zmlloo + € (13.1)
< 2¢

Zum einen gilt fiir beliebiges t € T":
[z(t)] < Jzn(B)] +[2(t) —2n ()] < [lzn o + 26,

d.h., z ist beschrankt. Des Weiteren folgt durch Supremumsbildung in (13.1)
fir alle n > N:
lzn — 2|0 < 2e.

Das ist aber lim,,—, o &, =  und damit ist £°°(T) vollstindig. O

Bemerkung 13.4.4: Merke

Konvergenz bzgl. der Supremumsnorm ist gleichméfige Konvergenz!

13.4.2 Der Raum C%(T)

Wir wollen noch einen weiteren Funktionenraum untersuchen. Dazu wird sich
das folgende Lemma als niitzlich erweisen.

Lemma 13.4.5

Es gelten:

(a) Ist X ein Banach-Raum und U C X ein abgeschlossener Untervek-
torraum, dann ist U vollstéandig.

(b) Ist X ein normierter Vektorraum und U C X ein vollstandiger
Untervektorraum, dann ist U abgeschlossen.

Beweis. Im Folgenden sei U C X.
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(a) Sei (zy,)nen Cauchy-Folge in U. Weil X vollstandig ist, existiert lim,,—, oo @, =:
x. Und da des Weiteren U abgeschlossen ist, muss « in U liegen.
(b) Seien x, € U und gelte lim,,_,o, z, = © € X. Als konvergente Folge ist

(zn)nen auch eine Cauchy-Folge, d.h., (z,)nen besitzt einen Grenzwert
in U. Da Grenzwerte eindeutig bestimmt sind, ist = € U. ad

Sei (T, d) ein metrischer Raum und C®(T') der Vektorraum der stetigen
beschrénkten Funktionen von 7" nach R.

Offenbar ist C*(T) ein Untervektorraum von £>°(T).

Satz 13.4.7

(C*(T), || - llso) ist ein Banach-Raum.

Beweis. Nach Lemma 13.4.5 ist zu zeigen, dass C®(T') abgeschlossen in £>°(T)
ist, d. h. dass eine gleichméfig konvergente Folge (z,,)necn beschrinkter stetiger
Funktionen gegen eine beschriankte stetige Funktion = konvergiert. Das ist
aber eine uns gut bekannte Eigenschaft gleichméfiger Konvergenz (Satz 8.1.9
sowie A.8.3). O

13.5 Schreckgespenster

Wir haben bereits in Kapitel 8 gezeigt, dass Riemanns Schreckgespenst
o0 . 2
sin(n®x)
fla) = 3 Slne)
n=1

gleichméfig konvergent und damit stetig ist. Man hatte lange die Vermutung,
dass f nirgends differenzierbar sei, aber Joseph Gerver |Gerver 1970] konnte
1970 zeigen, dass f an gewissen Punkten differenzierbar ist, z. B. bei x = 7.

Jetzt wollen wir eine stetige Funktion konstruieren, die tatséchlich nirgends
differenzierbar ist. Das Beispiel geht auf Bartel van der Waerden (1903-1996)
zuriick.
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Beispiel 13.5.1

Definiere .
z ;0<z< 5
o W= =5
K(x)'_{l—x;§<xg1 (13.2)
und setze K auf ganz R periodisch fort durch
K(x+1)=K(x) VxeR.
Definiere
f(z) := i iK(2kx) = K(z) + 1K(Qgc) + 1K(4:c) + (13.3)
= o = > 1 .. .

Wegen |K ()| < 3 und weil 1+ 3+ 4§ +. .. konvergiert, ist (13.3) gleichmé-
Big konvergent und daher stetig nach dem Satz von Weierstraf (Satz 8.1.9).
Gleichzeitig gilt aber:

Satz 13.5.2

Die Funktion f : R — R, definiert durch (13.3), ist zwar iiberall stetig,
aber nirgends differenzierbar.

Beweis. Man halte zyp € R fest und wéhle i,, € Z so, dass

. 7 in+1 .
ap < x9 < Bn mit  a, = 2%; Bn = n2n y  In = \_2nx0J

Man betrachte

Tn =
" ﬂn — Qp

Nun ist fiir z = «, oder = §,, die Summe in (13.3) endlich, weil

frlan) = 2%[( (2’&2) =0

fiir alle k& > n gilt und ebenso fiir f;(8,). Damit folgen

k=0 k=0

und
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F(Ba) = flam) _ S SilBn) = fulaw)
Bn — an B Z Bn — an
==+1

rp =
k=0
mit

Tpe1 =7Tp £ 1.

Damit kann (7,,)nen nicht konvergieren! Andererseits ist

J(Bn) — f(0) f(xo) — flam)

= An 1— My
" Bn — o +< ) To — Qn
mit 5
n — X0
A = 220 €0, 1].
Bn_ane] ]

Fir ay, = g ist A\, = 1. Ware f differenzierbar in xy, dann miisste fiir grofse
n
Irn = f'(x0)] < Ape+ (1= Apy)e=¢

gelten, was ein Widerspruch ist. O

Zusammenfassung

In diesem letzten Kapitel habt ihr schon einmal die wichtigsten Begrif-
fe kennengelernt um die vorher behandelten Konzepte aus der Analysis
in euren néchsten Semestern weiter zu verallgemeinern. Ganz entschei-
dende Anwendungen werden etwa die Differential- und Integralrech-
nung in mehreren Raumdimensionen sein. So erlauben euch etwa die
Begriffe der Metriken und Normen auch in allgemeinen Rdumen von
Absténden sowie Lange von Vektoren zu sprechen. Viele weitere topo-
logische Grundbegriffe werden sich hier als wichtig erweisen. Eine her-
ausragende Rolle spielen aber sicher die offenen und abgeschlossenen
Mengen, die ihr in diesem Kapitel kennengelernt habt. Aber auch Fol-
gen, Konvergenz und Cauchy-Folgen in allgemeinen metrischen Réu-
men werden euch immer wieder begegnen!

Folgende Fragen solltet ihr nach diesem Kapitel beantworten konnen:

Was ist ein metrischer Raum?

Was ist ein normierter Raum?

Was sind offene Mengen und wie sind diese charakterisiert?

Was sind abgeschlossene Mengen und wie sind diese charakteri-
siert?

o Wie ldsst sich Konvergenz von Folgen auf metrische Riume verall-
gemeinern?

Zum Einiiben der neuen Begriffe, solltet ihr euch mal einige der fol-
genden Aufgaben zur Brust nehmen.
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13.6 Aufgaben
A.13.1 Man zeige, dass

1 2
d(z,y) = 3 (|21 = yi| + w2 — y2|) + gmax{bcl —yil, [w2 — 2|}

eine Metrik auf dem Vektorraum R? ist.

A.13.2 Fiir z,y € R seien folgende Abbildungen definiert:
(a) di(z,y)=(z—y)?*  (b) da(z,y) = ]x—yl
(c) ds(z,y) =|2* —y*| () da(w,y) = |z~ 2y

|z -yl
ds(w,y) = —— 2 —
(e) ds(z,y) R r—

Man entscheide, ob durch diese Abbildungen jeweils eine Metrik gegeben
ist oder nicht.

A13.3 Sei (X,d) ein metrischer Vektorraum iiber K € {R,C}. Die Metrik
d: X x X — R erfiille des Weiteren die Eigenschaften

(El) d(y - l‘,O) = d(l‘,y),
(E2) d(Az,0) = |} -d(z,0),

mit z,y € X und A € K. Man beweise, dass dann durch do(z) := d(z,0)
eine Norm auf X definiert wird.

A.13.4 Sei (X, -|) ein normierter Raum. Man zeige, dass dann

ezl =Nyl < llz =yl

fiir alle z,y € X gilt.
A.13.5 Vorgelegt sei der Vektorraum R™. Man beweise, dass die Abschétzung

[zl < llzlly < V- |lz]l2 VoeR”

gilt.
A.13.6 Man zeige oder widerlege, dass durch

n 2
1
ll1/2 = <lei2>
i=1

eine Norm auf dem Vektorraum R"™ definiert ist.

A.13.7 Seien p,q > 1 mit + +é = 1 und seien ay,b1,...,a,,b, € R. Man
zeige, dass die Holder-Ungleichung
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1 1
> abi] < <Z|az‘p> : <Z|bz‘q>
=1 =1 =1

gilt.
Hinweis: Thr diirft verwenden, dass eine zweimal differenzierbare Funktion
f: R —= R genau dann konvex ist, d. h.

Vo,y e RVAE[0,1]:  fz+(1—=Ny) <Af(z)+ (1 —NFf(y),

wenn ithre zweite Ableitung nichtnegativ ist.

A.13.8 Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Man beweise folgende
Aussagen:

(a) A ist die grofte offene Teilmenge von A.

(o)

(b) Aoffen «— A=A

(¢) Sind G; die offenen Teilmengen von A, dann A= U, Gi.
A.13.9 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Man zeige:
(a) Jede abgeschlossene Kugel ist abgeschlossen.
(b) Jeder beliebige Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist abgeschlos-
Sen.
(c) Jede endliche Vereinigung abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

A.13.10 Man konstruiere eine beschrinkte Menge reeller Zahlen, die genau
drei Haufungspunkte besitzt.

A.13.11 Vorgelegt sei der normierte Raum (R?, || - ||2). Man bestimme den
Grenzwert der Folge (x,,)"—, C R? mit

n=1

—_
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14.1 Losungen zu Kapitel 1

A.1.1 Wir definieren A: “Es regnet” und B: “Es schneit”. Dann lautet die
Aussage
(AVB)A(-A) = B.

A.1.2 Betrachte die falsche Aussage 0 = 1. Multiplizieren wir beide Seiten der
Gleichung mit 2, so erhalten wir die falsche Aussage 0 = 2. Multiplizie-
ren wir aber beide Seiten der Gleichung mit 0, so erhalten wir die wahre
Aussage 0 = 0.

A.1.3
(a) Wahrheitswertetafel:

Wir sehen, dass die Aussagen A und —(—A) die gleichen Wahrheits-
werte haben. Damit sind diese dquivalent.

(b) Wahrheitswertetafel:
A|B||=A[~B|(-B — -4)|(=AV B)

wlwl|| f| f
w|f| f|w
flwljw | f
fIfllw]|w

Wir sehen, dass die Aussagen (—\B = —A) und —|A\/B die gleichen
Wahrheitswerte haben. Damit sind diese aqulvalent

Al4
(a) Wahrheitswertetafel:

A|B||AV B|=(AV B)|=A|-B|(=A) A (—-B)
wiw||  w i) flr I
wifll w i) flw i)
flw|| w f w | f f
firln f w w | w w
(b) Wahrheitswertetafel:
A|B||A A B|=(A A B)|=A|-B|(=4) Vv (-B)
ww|| w I flr f
w| f|l f w flw w
flwl| f w w | f w
fifn f w w | w w
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Al5
(a) Wahrheitswertetafel:
A|B|C||BANC|AV (BANC)|AV B|AVC|(AVB)AN(AVC)
wlw|w|| w w w w w
wlw|f| f w w w w
w| flw|| f w w w w
w| fIfll f w w w w
flwlw|| w w w w w
flolflf ) w f I
flfwll f ) f w I
FIFLAL T I f f f
(b) Wahrheitswertetafel:
A|B|C||BVCI|AN(BVC)ANB|ANC|{(AANB)V (ANC)
wlw|w|| w w w w w
wl|wl|f|| w w w f w
w| flw|| w w f w w
wi fIf| I f f I
flwjw]| w ) f f I
flw| [l w ) f f I
[l fw]| w ) f f )
FIFLAL T I f f I

Al16
(a) 3¢ € Q: ¢*> = —q. Das erfiillen ¢ = 0 und ¢ = —1.
(b) 31n € N: —n € N. Das erfiillt n = 0.
(¢c) Vz € Z :sin(z) # 0.
A7
(a) A C B ist falsch, D C A ist wahr, D C B ist wahr, B C A ist falsch,
FE C B ist wahr, E C B ist falsch, D C B ist wahr.
(b)y A\ B=1{1,3}, A\C =1{2,3,7}, B\ A ={8},
B\C ={2,7}, C\ A= {8,10}, C'\ B = {1,10}.

(c) AUB ={1,2,3,7,8}, AUC = {1,2,3,7,8,10}, BUC = {1,2,7,8, 10},
(AUB)UC ={1,2,3,7,8  U{1,8,10} = {1,2,3,7,8,10},
AU(BUC)={1,2,3,7}U{1,2,7,8,10} = {1,2,3,7,8,10}.

(d) AnB={2,7}, AnC ={1}, BN C = {8},
(ANB)NC ={2,7} N {1,8,10} = 0,
AN(BNC)=1{1,2,3, 71N {8} = 0.

(e) (ANB)UC ={2,7}U{1,8,10} = {1,2,7,8,10},
(AUC)N(BUC) ={1,2,3,7,8,10} N {1,2,7,8,10} = {1,2,7,8,10},
(AUB)NC ={1,2,3,7,8 N {1,8,10} = {1,8},
(ANC)U(BNC) = {1} U{8} = {1,8}.

—_— — — —
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A18
(a) Mit dem Distributivgesetz 1.5 gilt
(xeAnzeB)V(zel)
— (r€AVzeC)AN(zxeBVvze()
und damit
(AnB)UC={x|z€ ANz eB}U{z|zeC}
={z| (x€e ANz eB)V(zel)}
={z| (€ AveeC)AN(ze BVze(C)}
={z|zeAveelCin{z|zeBVvzeC}
=(AuC)Nn(BUCQC).
(b) Analog mit Distributivgesetz 1.6.
(c) Esist
(AnB)NC={z|z€AnzeB}n{z|zeC}
={z|ze ANz eBAzeC}
={z|zecAln{z|xeBArzeC}
=AN(BNC).
(d) Analog zu (c).
A.1.9 Fiir p € Z beweise man:
p® gerade <= p gerade
Die Aussage besteht aus zwei Teilen:

(1) pgerade = p* gerade
(2) p> gerade = p gerade
Fiir (1) verfahren wir wie in Lemma 1.2.13 und beweisen direkt:
pgerade = Am € Z:p=2m
= p’ =2(4m*) =20
——
=:UEL
= p° gerade

Fiir (2) verfahren wir hingegen wie in Lemma 1.2.12 und beweisen indirekt,
d. h. durch Kontraposition:

pungerade = dme€Z:p=2m+1
= p*=2(4m> +6m> +3m) +1 =21 +1

=UEL
— p°® ungerade
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A.1.10 Das Vorgehen ist analog zu dem in Satz 1.1.21 (v/2 ¢ Q). Wir fiihren
also einen indirekten Beweis und wollen die Annahme, dass /2 eine ratio-
nale Zahl ist, zu einem Widerspruch fithren: Angenommen /2 € Q, dann

gibt es teilerfremde ganze Zahlen p, ¢ mit ¢ # 0 so, dass

Dann folgern wir weiter:

pS

2:q3

el

Il

Damit sind p und ¢ beide gerade Zahlen und somit nicht teilerfremd. Das

p

5 —

q

3

3

2q

p> gerade

p gerade
dImeZ:p=2m

8m? = 2¢°

@ =4m® =22m?) =21

=UEL

¢® gerade
q gerade

ist ein Widerspruch zu unserer Annahme!

14.2 Losungen zu Kapitel

A.2.1 Induktionsanfang, ng = 0:

0
Z (2k — 1)
k=1

Induktionsschritt, n — n + 1:

n+1 n

d@k—1)=> (2k-1)+
k=1 k=1
A.2.2 Induktionsanfang, ng = 0:
0

k=1

k2 =0=

Induktionsschritt, n — n + 1:

2

(2n+1)—n +2n+1=(n+1)>

é.o.(o+1)(2-o+1)
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n+1

2 K= 2%2

(n+1) [n(2n +1) + 6(n +1)] = é(n 1) [20% + 7n + 6]

|Ia>
| =

n(n+1)(2n +1) + (n +1)*

G:\»—tc:\»—t

(n+1)(n+2)(2n + 3)

A.2.3 Induktionsanfang, ng = 0:

0 1
Zk3:0=Z 0% (0+1)?

k=1

Induktionsschritt, n — n + 1:

n+1 n

( , 1 ,
Y=Y K+ +1)3IA4 n?(n+1)2+ (n+ 1)
k=1 k=1

(n+1)* [n*+4n+4] = %(n—i— 1)%(n 4 2)?

A.2.4 In einigen Féllen ist vollstdndige Induktion nicht sinnvoll, so hier. Statt-
dessen benutzen wir den binomischen Lehrsatz 2.1.15: Wir sortieren die
linke Seite der Behauptung nach den Potenzen um und erhalten:

(p+1)SP + (p;rl)sg-w <p§1>sg—2+--~+sg

= (p+ )17+ 2+ 7]
1
)i
ok 110420+ 0]

P p
_ k(p+1 p(p+1 p+1
=) s () +z
k=0
p+1 p+1
_ Zl 1pH1- k<P+1> 1p+1+22k}1p+1 k(p+1> _optl
k

k=0 k=0 &
p+1
R S U (O e
k
k=0
=(1+ 1)p+1 —1ptl (2 + 1)p+1 _optl Ly (n+ 1)p+1 — pptl
=(n+1)Pt -1

A.2.5 Nach der Pascal’schen Identitdt aus A.2.4 gilt:
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588 + <Z>S§;+ (g>s,%+ <i)S}L+S9L: (n+1)° -1
—= 58 =(n+1)°-1-108% —105% — 55} — 50

Nach Gauf’scher Summenformel 2.1.3, A.2.2 und A.2.3 ist weiter

58 =(n+1)°-1- gnQ(n +1)% - gn(n+ D(2n+1)

- gn(n +1)—n
1
— 584 = 5 [6(n+1)° —6—15n*(n+1)* — 10n(n+ 1)(2n + 1)
—15n(n + 1) — 6n]
1
= gn(n+1)(2n+ 1)(3n% +3n — 1)
1
= St=_—nn+1)2n+1)(3n*+3n-1).

30

A.2.6 Die Aussage folgt direkt aus dem binomischen Lehrsatz 2.1.15:

) G () =g (e mean s

A.2.7 Analog.
A.2.8 Nach Lemma 2.1.13 ist

(i) = () + (2 = ()= () - ()

und damit

Induktionsschritt, n — n + 1:
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n+1 n n+1
ml—x
E fL'k — E xk? _’_l.n"rl e 17 +1.n+1
— X
k=0 k=0

1—a"t 4+ (1 -2t 1—a"*?

1—2z 1—2x

A.2.10 Es sind
3 4

1 40 2k 9211

— = b - -

@ Xg=m O LF=w
4

(c) 2k = 60, (d) (—=3)F = 60.

14.3 Losungen zu Kapitel 3

A.3.1 Induktionsanfang, ko = 4:
41 =24>16 =2*

Induktionsschritt, k — k + 1:

1A
(k+1)! = (k+1)(k) > (k+1)2F > 2F+1
>2

A.3.2 Induktionsanfang, ng = 0:
1+2)°=1>1=1+0-z

Induktionsschritt, n — n + 1:

14+2)" =1 +2)"(1+2) I§ (1+nz)(1+2x)

=l4+nz+z+nr>>14 (n+ 1)z
>0

A.3.3 Die Aussage in
(a) ist falsch, denn fiir n = 1 gilt 1 +z; = 1+ 27 und damit (Trichotomie)
1+ I ?é 1+ xXq.
(b) ist wahr, was mit vollstdndiger Induktion bewiesen werden kann. In-
duktionsanfang, ny = 2:

(I4+2)(14a) =14z +22+2120 > 1421+ 29
0
>
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Induktionsschritt, n — n + 1:

n+1 n
[T +z0) = [TIQ+z)| Q+zni)
k=1 k=1
n
1A
> {14 | L+ zp)
k=1
=1+ Z!Ek + Tpy1 + (Z xk) Tyl
k=1 k=1
>0
n+1
>1+4 Z Tk
k=1

A.3.4 Die erste Ungleichung folgt aus der (verallgemeinerten) Bernoulli’sche
Ungleichung;:
" "1
1+—) >1 — =2
(7)o

Die zweite Ungleichung folgt aus dem binomischen Lehrsatz, A.3.1 und
der geometrischen Summenformel. Aus dem binomischen Lehrsatz folgt
zundchst einmal:

(o) £ 0 () 503

k=1

Fiir k > 4 gilt nun nach A.3.1 weiter:

1 1 n
k

Damit ist

> (=) ()3 (= ()2 0

k
S1+1+n(n1)+n(n1)(n2)+z<;)
1

2n2 6n3

k
n k
1 1 1 1 1
<14+14=+= S) 11— -2
=i +2+6+kz_0(2> 2 4 8

_imﬁw
o 2 24"
k=0
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Schlieflich bringen wir die geometrische Summenformel ins Spiel,
n k 1\n+1
1 1— (s
() -y =
k=0 =3

und erhalten insgesamt
1\" 19
1+—-) <24 — <3.
< * n> =2t 24

A35
(a) Mit der Abgeschlossenheit bzgl. + (0.2) ist

r<y,a<b=y—x>0,b—a>0
= (y+b)—(z+a)=(y—z)+(b—a)>0
= r+a<y+b

(b) Analog zu (a) mit Abgeschlossenheit bzgl. - (0.3).
(c) Zunédchst einmal ist wegen der Abgeschlossenheit bzgl. - (0.3)

r<y,a<b = y—x>0,b—a>0
= by—br—ay+axr=(b—a)(y—z)>0.

Weiter gelten

@3 br —ax = (b—a)x >0,

a>0,y—2>0 @9 ay —ar =aly—z) >0

z>0,b—a>0

und damit

br —ax >0, ay —azx >0 (O:'2>) bx + ay — 2ax > 0.

SchlieRlich erhélt man insgesamt:
by —bxr —ay+ax >0, bxr+ay — 2ax >0

(O:'2>)by—a;v:(by—bm—ay+ax)+(bx+ay—2ax)>0

= ax < by

(d) Mit Teil (b) und der Spiegelungseigenschaft (3.2) ist

a<0(3:'2>)7a>0 %—ax<—ay
63 —(—ax) > —(—ay) = ax > ay.
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(e) Wir unterscheiden zwei Félle:

1. Sei z > 0, dann

2. Sei z < 0, dann

(f) Wir fiihren den Beweis indirekt. Angenommen z > 0 aber 2! % 0.
z~' = 0 kann ausgeschlossen werden, da sonst 0 = - x~' = 1 wiire.
Also ist

z7 <0 (3=2>) —z >0 (O:»3>) —zz >0

MY 15 @LEOI 20

(32'2>)x2<0,

was Teil (e) widerspricht!
(g) Mit Teil (f) folgt

z,y>0 = 2 Ly 1>0

und mit Teil (b) weiter

yrl>zr =1 = o t=y lyzt >y L
—
>1
A.3.6

(a) —a < a ist nicht immer wahr: Gegenbeispiel ist a = —1.

1 . . . . . . . _ 1
(b) < < a ist nicht immer wahr: Gegenbeispiel ist a = 3.
(¢) a < 2a ist nicht immer wahr: Gegenbeispiel ist a = —1.
(d) a < a? ist nicht immer wahr: Gegenbeispiel ist a = 3.
(e) a < |a| ist immer wahr, denn a < max{a, —a} = |a].
(f) —a < |a| ist immer wahr, denn a < max{a,—a} = |a|.
(g) —la|] < a ist immer wahr, denn —a < |a| = —|a| < a.
(h) | — a| < a ist nicht immer wahr: Gegenbeispiel ist a = —1.
(i) a<b = a® < b? ist nicht immer wahr: Gegenbeispiel ist a = —1

und b=0

(j)) a®> < v¥¥* = a < b ist nicht immer wahr: Gegenbeispiel ist
a=-1¢-2=bmita®=1<4="0%
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(a) Sei z € Q, dann gibt es p,q € N, so dass z = % und damit 2z~ = %.

Dann ist
2 2
z+x71:B+g:p k' .
q p pq

Angenommen z 4+ 27! < 2 wiirde gelten, dann folgt auch

p* + ¢
pq

<2 = p2+q2<2pq

= (p—q)*=p"—2pg+¢* <0,

was einen Widerspruch zu a? > 0 fiir alle a € Q liefert.

(b) Gleichheit kann nur im ersten Fall und dort fiir p = ¢ eintreten, was
x = 1 entspricht.

A.3.8 Die Behauptung ist wahr. Im Folgenden seien
x=T1+81\/§€K7 y:r2+32\@€K, z=r3+s3V2 € K.

Wir gehen nun die einzelnen Teile der Definition durch. Dabei werden wir
immer wieder folgendes Resultat verwenden:

(Q) Qist ein Korper.
(A.1) Assoziativgesetz:
(z+y) +z = {(7“1 +r2) + (s1+ 82)\/5] + {7“3 + 83\/5}
= [(r1 +72) + 73]+ [(51 + s2) + 53] V2
Dyt (ra 4 ra)] s+ (24 53)] V2
= {Tl + 81\/5} + [(7“2 +73) + (52 + 83)\/5}
= x4+ (y+2).
(A.2) Kommutativgesetz: Analog zu (A.1) (Nachrechnen).
(A.3) Neutrales Element beziiglich der Addition ist
Ok :==0+0-2,
denn
40k = (r+sx/§) + (0+0-\/§)
= (r+0)+(s+0)v2
Q 1 sv/2

= X.
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(A4) Seiz=r+ sv2 € K. Inverses Element ist dann

denn
x4+ (—z) = (r + S\/i) + ((—r) +(—s)- \/5)
= (r+ (=) + (s +(-5) V2
Q@ 040.v2

= Og.

(M.1) Assoziativgesetz: Analog zu (A.1) (Nachrechnen).
(M.2) Kommutativgesetz: Analog zu (A.2) (Nachrechnen).
(M.3) Neutrales Element beziiglich der Multiplikation ist

lg :=1+0-V2,
denn
r-lg = <r+5\/§>-<1+0-\/§)
= (r-14+25-0)+(r-0+1-5)v2
(g) r+sV2

= X.

(M.4) Zur Herleitung des inversen Elements l6se man die zwei Gleichun-
gen
rr+2s§=1, rs§+7s=0,
wobei x7t = 7 + §/2.
Sei x = r + sv2 € K, wobei z # 0g. Das inverses Element ist dann
durch
. rh 402 ;=0 (dann r # 0)
T ( - ) + (252842) V2 ;5% 0 (dann 2s? — 1% # 0)

252 —r2

gegeben. Um das einzusehen, macht man eine Fallunterscheidung:

1. s=0, dann r # 0, sonst wire z = 0x. Damit weiter
-zt = (T—I—O\/i)-(r_l—i—o-\/i)
= (' +2:0:0)+ (r-0+7r71-0)V2
Q@ 140v2

= 1k.
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2. s#0, dann 25 — r2 £ 0, sonst wire

(5)2:2 — V2eQ.

S

Damit weiter

. 71 P . _T' s .

e = (T+Sﬁ> ((232—r2)+(252—r2) ﬁ)
B r(—r) 52 rs (=r)s
- <252—r2+2232—r2)+(232—r2+252—r2 V2
Q@ ro0v2

= 1k.

(D) Distributivitdtsgesetz:

x-(y+2) = {7“1 + 31\/5} . [(7"2 +7r3)+ (s2+ 53)\/5}
= [ri(ro +1r3) +281(82 + s3)]
+ [ri(s2 + s3) + (r2 + 73)s1] V2
(g) [7‘17"2 + rirs + 25182 + 28183)]
+ [r182 + 1183 + Tas1 + T381) V2
= [(T17’2 —+ 25182) —+ (7’17”3 —+ 28183)]
+ [(r182 + 7281) + (1183 + 7351)] V2
= {(rlrg + 25182) + (r182 + T281>\/§:|
—+ |:(7“17"3 + 28183) + (7”183 + 7’381)\/§:|
=x-ytx-z
A3.9 (K,+,x) ist kein Korper, da (M.4) verletzt ist: Nicht jedes Element

x # Ok besitzt ein inverses Element. Betrachte dazu z = 1 + 1v/2 € K.
Das inverse Element z~! = 7+ 5y/2 miisste folgende Gleichungen erfiillen:

1x =gxg !
<:>1+0-\/§:(1+1\/§)*(f+§\/§)
(5+7)V2
5=0,

= 14+0-V2=(F+3)+
=r+s =1 A7+

was nicht moglich ist.

A.3.10 Im Folgenden seien x,y,a € K.
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(a) Wir zeigen, dass das neutrale Element beziiglich der Addition nicht
nur existiert, sondern sogar eindeutig ist! Angenommen es gibe ein
zweites neutrales Element k € K , so dass x + k = z fiir alle z € K.
Dann gelten

t4+k=2 y+k=y Vr,yek

R f i k=k, k+k=k

B k4 h—htk=F

also ist £ = k und die beiden Elemente sind gleich. Damit ist das
neutrale Element eindeutig.
(b) Die Behauptung (Translationsinvarianz) folgt aus
r+a=y+a = 0=(x4+a)—(y+a)=z—y
- T =Y.
(¢) Analog zu (a) argumentieren wir wie folgt: Angenommen es gibe ein
zweites inverses Element ¢y € K, so dass x + y = 0. Dann gilt
r+y=0,z24+y=0 = z+y=2+7y
(b)
=

y=y
(d) Nach (A.2) bis (A.4) ist
0204 (—0) 2 0+ 0V 0.
() Nach (A.1) bis (A.4) ist
e w10 o4 [(—2) + (= (=2))]
o+ (o) + (—(2) 0+ ()
R Y
(f) Nach (A.1) bis (A.4) ist analog
—(z +vy) U (x+y)+0
@y et (2) +yt ()
BED @) @ y) + (—a—y)]
Dl (O B ) Y Q)
04 (e -y
A2 ey +0
(A.3)

—x—y.
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A3.11
(a) Analog zu A.3.10, (a): k=k-k=k-k=kF
(b) Analog zu A.3.10, (b):

za=y-a = 0=z-a—y-a=alx—y)

2 r—y=20
— rT=yy

(¢) Analog zu A.3.10, (c):

B _ R
ry=1,z-9y=1 = zx-y=xz-y = y=49

(d) Klar, denn nach (M.3) und (M.4) ist 17! =1-1"1 =1.
(e) Nach (M.1) bis (M.4) ist

x (NL?’) x-1 (1\/;4) x - [afl . (:L'fl)_l] (Nél) [z : xil} . (:L'fl)_l
(M.4) 1. (x—1)*1 (M.2) (x_l)il 1 (M.3) (w—l)*l.

(f) Mit analoger Argumentation iiber (M.1) bis (M.4) ist

(@y) ' =(xy) " [zeat oy ey
= ()" (2y) - (a7 'y )
=z ly1

A.3.12 In A.3.8 haben wir bereits gezeigt, dass K ein Korper ist. Fehlen noch
Zu zeigen:

(0.1) Trichotomie: Fiir alle € K gilt genau eine der drei Beziehungen

>0, =0 —x>0

(0.2) Abgeschlossenheit bzgl. +: 2> 0Ay >0 = z+y > 0.
(0.3) Abgeschlossenheit bzgl. - 2> 0Ay >0 = z-y> 0.
(A) Archimedizitét: Vo,y € K mit 2,y >0 3In € N: nz > y.

Dazu bemerken wir vorab, dass die reellen Zahlen R mit der iiblichen
Anordnung > angeordnet und archimedisch sind. Auf diesen Umstand
fiihren wir im Folgenden auch die obigen Behauptungen zuriick. Also los:

(0.1) Dar—sv2 € R, folgt (0.1) aus der Trichotomie der reellen Zahlen.
(0.2) Esist
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T=r4+sV2>0 A y=7F+35/2>0
—r—sV2>0 A F—35V/2>0
= (r+f)—(s+§)\@:(T*S\@)+(f*§\/§> >0

— x4y >0.
(0.3) Esist

T=r4+5V2>0 A y=7r+5/2>0
—=r—s5V/2>0 AN 7F—5/2>0
= (rf‘+2s§)—(r§+fs)\/§=(T—S\/i)-(f—g\/i)>0

= z-y>0.

(A) Seien = = 7 + sv/2 und y = 7 + 5v/2. Die Behauptung ist fiir = > y
und = = y klar (wihle dann n = 2). Sei also y > z > 0, d. h.

0<r—sV2<i—35/2.
—_— N——
=:a€R =:B€R

Da R archimedisch ist , folgt

dneN: na>pf
:>(m')f(n3)\/§:n<r—5\f2)>ff§\/§

= nr >1y.

14.4 Losungen zu Kapitel 4

A.4.1 Man geht am besten sukzessive vor: Sei f: X — Y eine beliebige in-
jektive Funktion, dann gibt es fiir das ,erste* Element aus X genau |Y|
verschiedene mogliche Funktionswerte, da ja jedes Element aus Y infrage
kommt. Fiir das ,zweite“ Element aus X bleiben wegen der Injektivitat
noch genau |Y| — 1 verschiedene mogliche Funktionswerte, fiir das ,dritte*
Element aus X entsprechend noch |Y| — 2 verschiedene mégliche Funkti-
onswerte usw. ... Schlieflich bleiben fiir das ,letzte“ Element aus X noch
genau |Y| —|X| 4+ 1 verschiedene mogliche Funktionswerte und man erhalt
somit, dass es insgesamt

I (¥ = 1) (] = X1+ 1) = s = ()

verschiedene injektive Funktionen f: X — Y gibt.
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A4.2
(a) Wir unterscheiden zwischen Hin- und Riickrichtung.

—: Sei f eine injektive Funktion und A, B C X beliebig. Dann gilt

z€ f(A)N f(B) < Jx € A,y € B: f(x) =2z = f(y)
<= z =y (Injektivitit)
< z€ANB
<~ z€ f(ANB),

also ist f(A) N f(B) = f(ANB).

<: Es gelte f(ANB) = f(A)N f(B) fur alle A, B C X. Dann folgt fiir
x # y € X insbesondere

f@)nfly) =flzny) =f0)=0 = f(z) # f(v),

also ist f eine injektive Funktion. ad
(b) Wir unterscheiden zwischen Hin- und Riickrichtung.

= Sei f eine injektive Funktion und A C X beliebig. Dann gilt
z€ fHf(A) <= f(2) € f(A) <= z€ A,

also ist A = f~1(f(A)). Die erste Aquivalenz gilt offenbar fiir alle
Funktionen f: X — Y. Bei der zweiten Aquivalenz ist jedoch im
Allgemeinen nur die Implikation z € A = f(z) € f(A) richtig.
Fiir die Riickrichtung benétigt man die Injektivitdt der Funktion:
Angenommen f(z) € f(A), aber z ¢ A, dann folgt nach Teil (a)
aus der Injektivitéat

fANFA) =fznA)=f0)=0 = [f(2) ¢ f(A),

was offenbar ein Widerspruch zur Annahme ist. Daher gilt (nur!)
fiir injektive Funktionen auch die Implikation f(z) € f(A) =
z € A

<= Es gelte f}(f(A4)) = A fiir alle A C X. Wir zeigen die Injektivitiit
von f iiber einen Widerspruch: Angenommen f ist nicht injektiv,
dann existieren x1 # x5 € X und y € Y, sodass f(x1) =y = f(x2).
Setzt man A := {z;}, dann folgt

FHAA) = 7 {y)) = {o1,22} # A,

was offenbar ein Widerspruch zur Annahme ist. Also muss die Funk-
tion f injektiv sein. ad

A4.3
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(a) Sei z € Z, dann existiert aufgrund der Surjektivitdt von g ein y € Y
mit g(y) = z und wiederum aufgrund der Surjektivitit von f ein z € X
mit f(z) = y. Also gilt insgesamt

go f(z)=g(f(x)) =9g(y) ==

und da z € Z beliebig gew&hlt wurde, folgt W(go f) = Z.
(b) Offensichtlich muss g surjektiv sein, denn Z = W(g o f) C W(g).

(c¢) Sei X ={z}, Y = {y1,y2} und Z = {z}. Definiert man nun f: X - Y
durch f(z) = y1 und ¢g: Y — Z durch g(y1) = 2, dann ist die Kom-
position g o f zwar surjektiv, aber W(f) ={y1} #Y, d.h., f ist nicht
surjektiv.

A.44
(a) f71({9,49,81}) = {3,-3,7,-7,9, -9}
(b) f71({0}) = {0}

(c) fH({~16,-25}) =0

A45
(a) £7H([0,1]) = [-1/3,1/3]
(b) f71(] = 00,0]) = {0}
(¢) f71(0,00]) =R
=

(a) Fir z € R\{1} gilt

y=flz)= = -1

1
=y+l=—r
1—2z

1 Yy

—1l-—=—"—=x
y+1 y+1

und daher f~1: R\{-1} = R\{1}, y = /(1 +y).
(b) Fiir x € [0, oo gilt:
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y=f(z)=ax®+bx+c

y—c , b b\ [\
— =x"+—-x+|—) —|=—
a a 2a 2a

(:>y—c+ i2_ +£2
a 2a —\* 2a
b

4 _ 2
@,W‘H
2a 2a
4 — b2
e y Vialy—o b b
2a 2a
—b++\/4a(y — b2 !
= aly =)+ =xz>0

Die Wahl des Vorzeichens vor der Wurzel ergibt sich wie folgt: Nach

Voraussetzung ist a > 0, also muss —b &+ y/4a(y — ¢) + b% > 0 erfiillt
sein. Wegen der Monotonie der Wurzelfunktion gilt (man beachte y >

c)
Valy —¢) + b2 > V2 = |b),
also ist f~1: [¢, 00[— [0, 0o definiert durch

~ —b++/da(y —c) + b2

()

(c) f71:N\{0} - N, m —m — 1.
d) fYHZ—Z,u—u—k.
(e) Offenbar gilt f(x) = z fiir alle z € {0,1}, also f =id = f~1.
A 4.7 Seien f,g: R — R durch f(z) = ax + b und g(z) = cx + d definiert,
dann folgt
gof(x)=glaxr+b)=cax+cb+d=ur+v, z€R

mit v = ac und v = be + d, d. h., g o f ist affin-linear.

A.4.8 Seien r; # x5 € X C R, dann ist 1 < x9 oder ;1 > x5. Da f streng
monoton wachsend ist, folgt daraus

fle) < flz2) Vo flz1) > f(a2),
also f(x1) # f(x2), mithin ist f injektiv.

A49 Esgilt fog(z) = Vi+z+1)(VI+2x—-2) =2—+/1+x—1 mit
Definitionsbereich

D(fog)=g "(W(g)ND(f)) =g "([0,00]) = [~1,00]]

und Wertebereich
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W(fog)=fog([-100) = [-9/4,00].

Dabei ergibt sich W (f o g) durch Bestimmung des (globalen) Minimums
von f o g. Die andere Komposition lautet

go f(z)= \/1+(x+1)(x—2)
und fiir den Definitionsbereich folgt
D(go f)=f~'(W(f)ND(g)) = f~([~1,00])

Um den Definitionsbereich zu bestimmen muss man also folgende Glei-
chung l6sen:

f@) =@+ 1) (@-2) =22 —z—2>—1
<:>:z:2—1771é0

Mit quadratischer Ergdnzung ergeben sich die Lésungen der quadratischen
Gleichung 2> —2—1 = 0zuz; = (1—/5)/2 und 23 = (1++/5)/2 (Goldener
Schnitt!). Da 22 —x—1 eine nach oben offene Parabel beschreibt, gilt somit

1-+5 1+5

VvV x>
2 e Ty

fl@)> -1 fir <

also

Dlgof) =7 [-1,00) =R\ (1 R 2@) .

Fiir den Wertebereich gilt W (g o f) = [0,00), denn go f((1 4 +/5)/2) =0
und die Wurzelfunktion ist streng monoton steigend.

14.5 Losungen zu Kapitel 5
A5.1
(a) Nach Definition 5.1.3 gilt
Ve>0 dIngeN Vn>ng: |ay, —al <e.
Sei nun € = a > 0, dann gibt es also ein ng(a) € N, sodass
lan, —a|<a <= —a<a,—a<a <= 0<a, < 2a,

fiir alle n > ng(a).
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(b) Sei € > 0 beliebig, dann ist auch ey/a > 0, und nach Definition 5.1.3
gilt

E'N():No(é'\/a) €N Vn > Ny: |an7(l‘ <€\/E.

Sei ng(a) € N wie in (a). Fir alle n > max{ Ny, no(a)} =: ng gilt dann

‘\/(Z_\/(ﬂ:(\/ﬁ_\/&)(\/@—i—\/&) |an_a|

\/a7L+\/a _\/an+\/a
L& .
Van +va
also /a,, = +/a, n — oo. ]
A5.2

(a) Hier ist:

6n2+3n—1 6+3/n—1/n? 6 2
anp = = —
" 9n? — 81 9 —81/n2 3

(b) Nach A.5.1 gilt:

0 = Vi in oo Pt n)(/ntntn)

vVn2+n+n
Vn2(l+1/n)+n  J/1+1/n+1 2

(c) Hier ist:

n

I G ) o G e e VL A
RECERER SO

d.h., (ap)nen ist divergent nach Beispiel 5.1.7.
(d) Hier ist:

(n—3)%—n3+27  27Tn—9n?
4dn? —Tn - n2(4—17/n)

o7 9 e 9

T n(1—7/n) 4-17/n 4

Ay =

(e) Hier ist:

1 & 1 1 1 1
anp = —= k M_ —

n2
k=

o
S
[ V)
N
o
S

(f) Es gilt a,, = 0 fiir n > 101, also a,, — 0, n — 0.
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(g) Sein >4, dann gilt

n? n3(n!)?
Ogan: B) =
M @2n)@En-1)-...-(n+1)n!
n2n! < (n+2)!
S 22n—-1)-...-(n+1) " 22n—1)-...-(n+1)
1L nt+2 n+tl 4 3-2-1
2 2n—1 2n—-2 77 n+2 n+l
6 n o0
S ;>0’
n+1

also a,, — 0, n — 0o nach dem Einschieflungssatz.
(h) Hier ist:

= 1 1 oo
n= 1-=]==="30
w=11(17) =1

k=2

(i) Wegen (a* — b*)/(a+b) = a — b gilt:

an:\/n2+5n+7—\/n2—2n
_ (n*+5n+7) — (n?—2n)
V2 +5n+74+vn2—2n

_ m+7
Vn2(L+5/n+7/n2) + /n2(1 — 2/n)
B T+7/n
1+ 5/n+ T2+ \/1-2/n
n—o00 7
2

(j) Es gilt —1 < sin(x) < 1, also

—2 _7an+2sin(n) _ wn+2

2n+1 — 2n+1 T 2n+1°
N—— ~——
—7/2 —7/2

Daraus folgt lim,,—, ¢, = 7/2 nach dem Einschliefungssatz.

A.5.3 Die ersten Folgenglieder sind
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2
ap = —
0 257

2 12
a1 = — + =
1795 " 53

_2 12 12

@27 55 TEs Tt

2 12 12 12
az = 7+7+7+7

2<2 +5+;5))

—(1/5)% 31
1—1/5 25

\
v
—_
IS

|
)
Ko
_l’_
N)‘»—l

)

/—\/—\/‘\

—
%\g
|

| =
o] =
~

w
|

—_
=
N———

|
|
=+

und es ldsst sich

vermuten. In der Tat liefert der geschlossene Ausdruck ag = 2/25 und per
Induktion folgt

b))
ERIECHION
307407

v 12
= Gp-1 W

3

Damit ergibt sich fiir den Grenzwert

lim a —z—i—i 1 — lim 1” —1
nsoo ' 25 ' 25 n=o0 \ 5 5

A.5.4 Die Folge (a,)nen ist (streng) monoton wachsend, denn ag = 1 < v/2 = a;
und per Induktion folgt

v
=v1+a,-1 < V1+a, =ans1-
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Zudem ist (a,)nen nach oben durch 2 beschrinkt, denn ¢y = 1 < 2 und
per Induktion folgt

v
an=+y1+a,_1 < VI+2<2.

Nach dem Monotoniekriterium (Satz 5.6.6) ist (a,)nen daher konvergent
mit lim,, o a, =: s = sup{ag, a1, as,...} € [1,2]. Der Grenzwert s erfiillt
insbesondere die Rekursionsvorschrift, d. h.

=145 < s2—s5—-1=0.

Losen der quadratischen Gleichung (p-g-Formel) ergibt

1. 1
oLy 7+1:1iV?
2 4 2

und da s > 1, folgt s = L+v5

2

A.5.5 Sei e > 0 beliebig, dann existiert nach Voraussetzung ein ng € N, sodass
lan, — s| < & und e, — s| < ¢ fiir alle n > ng. Anders ausgedriickt gilt fiir
alle n > ng:

—Ee<ap—8<e N —e<c,—8<c¢
< s—e<a,<s+e AN s—e<c,<s+¢

Daraus folgt

s—e<a,<b,<c,<s+e Vn>ny,

also |b, — s| < e fiir n > nyg. O
A5.6
=: Sei € > 0 beliebig. Nach Voraussetzung existiert ein Ny € N, sodass fiir
alle n > Ny gilt:
lan, —s| <e A |b,—s|<e
> |ean—1— 8| <e A Jean— 8| <e
Sei nun k£ € N mit k > 2Ny, dann ist £k = 2n oder k = 2n — 1 fiir ein
n > Ny. Mit ng := 2Ny folgt |cx — s| < € fir k > ny.
<=: Sei € > 0 beliebig. Nach Voraussetzung existiert ein ny > 1, sodass

|en, — s] < e fiir n > ng. Da ng > 1, folgt aus n > ng auch 2n > ny und
2n—1=n+ (n—1) > ng. Somit gilt

lcan — 8| =1|bn —s| <& A |eap—1—8|=lan —s|<e

fiir alle n > ng, d.h. lim,,_ o a,, = lim,, o, b, = s. O
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A.5.7 Ausgedriickt in Quantoren gilt nach Voraussetzung

Ve>0 dngeN Vn>ng: |a,| <e,
dM eK VYneN: |b,]| <M.

Fiir ¢ > 0 folgt daraus unmittelbar die Existenz eines ny € N, sodass
lan| < e/M fiir alle n > ng. Daraus ergibt sich

€
Vn>ng:  |anbn| = |an||bn] < MM =g,

und da e > 0 beliebig gew&hlt war, folgt die Behauptung.
A.5.8 Fiir die Folgenglieder a,, gelten die Abschétzungen

—_ K < - < = k2.
n3+2n; *I;n3+2k - n3k§_:1

Nach A.2.2 gilt nun

1 - 1 n® n? n
- k2 — o4 4=
n3+2n; n3+2n(3+2+6)
1 1 1 1 1 1
314+2/n? 2n+2/n 6n%2+2n
n—oo 1
RAA
3
und ebenso
1 < 11 1 nooo 1
) K=o — 4 —
n3 ’; 3 + 2n + 6n2 3
Der Einschlieffungssatz liefert demnach a,, — 1/3, n — oo.
A.5.9 Sei € > 0 beliebig, dann gilt
! ! <E < > !
—|=—=<ce n>—,
vn n 2
also
- 1 ' 1
Ve >0 dng = = eN n>ng: %<s.
A5.10

(a) Nach dem binomischen Lehrsatz gilt fiir > 0 und n > 2 die (grobe)
Abschétzung

(I+z)" = 2": (Z)xk > (Z>x2 _nn=D o

2
k=0
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(b) Fiir n > 2 gilt nach Teil (a)

2 \"_ n?4
1 > - = 1+ — > Un.
<+\/ﬁ)_4n n < 1+ > /n

(¢) Dal < ¥/n <1+2/y/n, folgt die Behauptung aus dem Einschliefungs-
satz, denn nach A.5.9 gilt 1/y/n — 0.

A.5.11 Setzt man p = max{x,y} > 0, dann gilt

p= P < VAT Y < /2 = V2 p.

Wegen /2 — 1 fiir n — oo, folgt die Behauptung aus dem Einschliefungs-
satz.

A.5.12 Fiir (ap)nen gilt

n" n"
0< =
~—(@2n)! 2n2n-1)2n—-2)-...-(n+ 1)n!
n" 1 oo
— = — ——0,
n?-n!  nl

also a,, — 0, n — oo nach dem Einschliefungssatz. Statt (b, )nen betrachte
man die Folge der Kehrwerte 1/b,, = n!/n™, dann gilt

nl nn-1)-...-2-1 n-1 2 1
0< — = = B
1 n o0
< = 2%,
n

also 1/b, — 0, n — oo nach dem Einschliefungssatz. Daraus folgt, dass
(bn)nen gegen oo divergiert.

A.5.13
(a) Vorbetrachtung:

(i) Aus der Konvergenz a, — a,n — oo folgt zum einen die Be-
schrianktheit der Folge (Satz 5.2.3), d.h. es gibt ein M € K, so-
dass |a,| < M fiir alle n > 1. Der Grenzwert erfiillt dann ebenfalls
la| < M (Satz 5.3.3).

(ii) Zum anderen gibt es nach dem Konvergenzkriterium (5.1) zum je-
dem ¢ > 0 ein ng € N, sodass

|an—a|<% Vn > ng.

Nun zum eigentlichen Beweis: Setzt man N := max{ng, 4Mng/c}
(diese Wahl von N erklért sich aus der nachstehenden Rechnung), dann
gilt fiir n > N
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Sp —al = Zak—a—
k=1
1 1t
< = _ _ _
S = LS el L S o
k=1 kno
ng —1 n—ng+1le 1 €
< 2M - < —2M -1 —
- n + n 2~ N (o )+2
e € €
< M(ng—1)+o< 42
—4MnO (o—D+35=5+3
:57

also s,, = a, a — oo.

(b) Es geniigt ein Gegenbeispiel: Die alternierende Folge a,, := (—1)"71,
n > 1, ist divergent (siehe Beispiel 5.1.7), doch fiir die Folge (sy,)n>1
gilt offenbar

. — { L' n ungerade
"7 10 ;n gerade.

Also s, = 0, n — o0, d.h., (sp)n>1 konvergiert.

A5.14
(a) Es gilt
1 A2 1 AN
Apypp — A= 1 (ai+2A+a/2> —4=7 <a"_an> >0,
also ist (an)neyn nach unten durch v/A beschrinkt. Daraus folgt wei-
terhin

1 +A A an A—a%<0
an —anp = 7 | an — | —O0pn =T — 5 = > U,
+1 2 an 2a, 2 2a,

d.h., (ap)nen ist monoton fallend (an4+1 < ay,). Nach dem Monotonie-
kriterium existiert somit der Grenzwert

a= lim a, = inf{ag,a1,as,...} > VA > 0.

n—oo
Da dieser insbesondere die Rekursionsgleichung erfiillen muss, folgt

a:;(a—&—A) — a*=A = a=VA.
a

(b) Nach Teil (a) ist a, > any1 > VA > 0 fiir alle n € N. Entsprechend
ist auch b, = A/a, > 0 fiir alle n € N und daher
an +by,  2a,b, (an — by)?

nt1 = bnp1 = - = >0, >0,
Gnt1 + 2 an +b,  2(an+by) "=
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also 0 < b, < a, fiir alle n € N. Daraus folgt wiederum

2A 24
= <

by = 2
2ay, Gy, + by,

= bn+1> n >0,

also insgesamt b, < b1 < any1 < ay fir allen € N. Wegen a,, — VA,
n — oo (siehe Teil (a)), gilt auch

by = Ala, = AINA=VA, n— .

A.5.15 Seien (p,q), (t, s), (k,1) € Zx N5 beliebig. Trivialerweise gilt pg = pq,
also (p,q) ~ (p,q). Genauso einfach sieht man

(p,q) ~ (t,8) <= ps=1q <= tg=ps <= (t,5) ~ (p,9).
Aus (p,q) ~ (t,s) und (¢, s) ~ (k,1) folgt
ps=tq N tl =ks = pstl = tqks.

Ist ¢ = 0, so folgt aus der linken Seite wegen s > 0 bereits p = k = 0,
mithin pl = 0 = kq, also (p,q) ~ (k,1). Ist t # 0, dann lésst sich die rechte
Seite zu pl = kq kiirzen, also (p, q) ~ (k,1).

A5.16
(a) Offenbar gilt 22 — 10z < 24 fir —2 < z < 12, also A = [-2,12].
Daraus folgt unmittelbar, dass A beschrankt ist mit inf A = —2 und
sup A = 12.

(b) Zunéchst gilt

1+¢
t

1
r€B << x= :1+¥21 vVt >0

und somit 14sst sich vermuten, dass (i) inf B = 1 und (ii) die Menge B
nach oben unbeschrénkt ist.

Zu (i): Sei € > 0 und man wihle ¢y > 1/ > 0, dann gilt

1 1
1+ =<1+ —=1+¢,
to 1/5
also ist 1 + € keine untere Schranke von B, mithin inf B = 1.
Zu (ii): Sei M > 1 und man wéhle 0 < typ < 1/(M — 1), dann gilt

1
1+t—>1+(M—1):M,
0

also ist M keine obere Schranke von B. Da M beliebig war, folgt
die Unbeschrénktheit von B.
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A5.17
(a) Es gilt

_((n+1)n n n o n
on = (s = 5 ) (0 41 = g (-1 4 1),

Mit den Abbildungen oy (n) :=2n —k, k = 0,1, folgt

LA LR N
colm) = T oo +2) T n+l ’
—(2n —1)
= n :7~0:O,
Goy(n) = G2n+1 2(2n + 1)

also sind —1 und 0 die Haufungspunkte von (an)n>1-
(b) Man beachte

Man kann (b, ),en vermoge der Abbildungen ok (n) :=nj+ k, k=0,...,j — 1,
also in j konstante Teilfolgen

k .
bak(n):bnj-&-k:}, k‘ZO,,j—l

zerlegen. Die Menge der Haufungspunkte von (b, ),en ist daher

(c) Es gilt
n? ! n—oo, 1 n gerade
. T
_ ) mrrangnan 4+4/\F+1/n g e
" — n? nooo, - ;n ungerade
4n? +4n/n+n 4 ’ & ’

also besitzt die Folge die Haufungspunkte +1/4.
A.5.18 Seien n € Nund k > 1 sowie € > 0, dann gilt:

|an = anyk| < lan — @ngr| + |ant1 — anso + -+ |ang (k—1) — Gntr
n+k—1
S 2—77. + 2—(n+1) L 9= (n+k— 1 Z 2—]

~ogem . L1y 1 1—(1/2)
=2 2" :znz@ =% -1z

J Jj=0

=0
1 1
2n on—1 (1 -2 ) 2n—1 <e

<1
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Auslésen nach n ergibt
1

171 - e gn—1 _ eln(Q"*l) — (n=1n(@) § =
2n -

< (n—1)In(2) > In (i)
In(1/¢)

= n> In(2) + 1.
Setzt man
ng = ng(e) = max{ FIL(IZ;) + 1—‘ ,O} €N,
dann folgt
Yn>ng YkeN: |ap— anii] <e,
also ist (a,)nen eine Cauchy-Folge. O

A.5.19 Die Folge (ap)nen ist (streng) monoton wachsend und durch 1/x be-
schrankt. Das sieht man per Induktion:
Induktionsanfang (n = 1): Wegen ag € (0,1/x) ist 2 — zag > 1 und somit
a1 = ap(2 — xag) > ag. Weiterhin gilt

a1 = ap(2 — zag) = 2a¢ — ra}

2a 1 1
- 2_ 270, - -
z(ao . +m2 x2>

I

| —
|

8

N
j=)

S

I

8=

N———
[\v]
A

S

Induktionsschritt (n — n+1): Nach Induktionsvoraussetzung gilt 0 < a,, < 1/z,
also 2 — za,, > 1 und somit a, 11 = a,(2 — za,) > a,. Analog zum Induk-
tionsanfang gilt auch wieder

, 1 1\ 1
an+1:2an—xan:;—m an—; <;.

Nach dem Monotoniekriterium ist (a,)neny daher konvergent mit Grenz-
wert a > 0 und aus der Rekursionsgleichung folgt

1
a=a2—axr) <= ar=1 <= a=—.
x
A.5.20 Die Fibonacci-Folge (an)nen, ist monoton wachsend und daher gilt

Gn = Gpt1/an > 1, n > 0. Aus der Rekursionsvorschrift a, 12 = an41 + an
folgt weiterhin

a a a 1
Gn+1 = nt? Tl T gy —
An41 An41 An1 qn
1 dn—1
:31<+ ::1‘+ 9
1 + 1 1 + dn—1

dn—1
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also insbesondere 1 < ¢, < 2 fiir n > 0. Zudem gilt q2,, < go(p1) filr
n>0: Da go = 3/2 > 1 = g, stimmt die Behauptung fiir n = 0. Wegen

Y z y—x

_ — > ()

l+y 1+z (I+2)(1+y) —
Yy X

7> ,

1+y —1+2

fiir 0 < z <y folgt per Induktion

Gon 1V q42(n—1)
= =14+ > 14— = .
q2(n+1) qon+2 1+ don = 1+ QQ(n_l) q2on

Die Teilfolge (gan)nen, ist somit monoton wachsend und beschrénkt, also
nach dem Monotoniekriterium konvergent gegen ein ¢ € [1,2]. Der Grenz-
wert erfiillt

q 2
=14 — <— —qg—1=0
q 1+q q q

und Losen der quadratischen Gleichung (quadratische Ergénzung) liefert

(beachte ¢ > 1)
1 /1 1++v5
9=73 —+1= \f
2 4 2

Fiir die Teilfolge (g2n+1)nen, ergibt sich daraus

n—oo

1 1 14¢q ¢?
Pony1 =1+ — l+-=——=—=¢
Gon q q q

Beide Folgen (g25.)nen, und (g2n+1)nen, konvergieren also gegen denselben
Grenzwert ¢ und daher gilt (siche A.5.6)

. . apy1 1+V5
lim ¢, = lim — = ——.
n—o00 n—oo (@, 2

A.5.21 Nach dem Hinweis gelten zunéchst die Abschétzungen

1n n 1 n 1 n n
(n+n)-6n<1+> Se<:><n+ ) Se(ﬁ)
e n n e e

(n: 1>n(n+1) —ne (g)n ei" ((n+1)”+1 — M;)

sowie

1 nn-‘rlnn
> 1 n+1 0 "
= e <(n+ ) (n+1)”>
B 1 (TL + 1)2n+1 _ n2n+1
Cen (n+1)!

vV
S o



444 14 Losungen

und damit

(”jl)n(nﬂ) > ne (%)"

Die beiden Ungleichungen folgen daraus nun per vollstdndiger Induktion:
Fiir n =1 ist die Behauptung klar. Induktionsschritt (n — n + 1): Es gilt

n+1 il n+1\"n+1 n+1\"
e =e =(n+1)
e e e e
n

<t e (2)" <+ 1yn
=(n+1)!

und dhnlich

(n+1)e (“ I)W = (n+1)? (”j 1)n > (n+ e (2)"

e

v
> (n+1n! = (n+ 1)

Umformen der Ungleichung liefert nun

n\" n\"
e(f) <n!<ne <7)
e e

und da

folgt die Behauptung aus dem Einschliefungssatz. Weiterhin gilt nach der

Ungleichung
ole (ﬁ)” _ ven < Unl
e e

und nach dem Vergleichskriterium folgt Divergenz.

14.6 Losungen zu Kapitel 6

A.6.1 Die n-te Partialsumme ist durch s, = ag + --- + a,, gegeben. Hier ist
also:
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m=1
) divergiert, die Reihe in (b) konvergiert gegen 1

Die Reihe in (a
A.6.2 Es ergeben sich folgende Grenzwerte:
en(-1\* 5 1 5
3 4

o0
5
@ S0 =5 :
prs 3 3 Pt 3 1+3
>, 4. 211 > 72\ 1 2\ 32
b = - = — 11—z ) ==
B =53 (5) =s(e1-5) =5
=2 1=2 3
o0 o0
32n—25—n+l1 9\" 1 9 81
@3 =22 () =2 1) =3
25 __ 2\J __
7=0 7=0
A.6.3 Die Grenzwerte lauten:
3
7 1
li =0 b) lim ——— =~
1\* 1
(c) kli)rgo <1 + k) =e (d) 71520 (\Vm - 1) =0

Reihe (b) und (c) divergieren. Fiir Reihe (a) und (d) macht das notwendige
Kriterium keine Aussage. Tatsdchlich divergieren auch Reihe (a) und (d)!

A6.4
(a) Wir fiithren die Reihe mithilfe der 3. binomischen Formel auf eine geo-
metrische Reihe zuriick
\/W +3n

Z( ) \/W nz: 3n+1,3n
L(VB+1) - (V3)"

_Z (3—1)-3n
—Q“zu%)”
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und sehen, dass diese gegen @ konvergiert.

(b) Wir bemerken, dass fiir die Folge der Summanden

It _ 1 1
lm ——— = lim —
=00 (l —+ ]_) l—o00 (1 + ) e

gilt und die Reihe damit divergiert.

(c) Wegen lim,,_, o, {/r ist die Folge der Summanden (K f)oo eine Null-

folge positiver Zahlen. Des Weiteren ist die Folge monoton fallend was
sich aus A.3.4 ((1+ )" < 3) ergibt:

1\" 1)
3><1+> :m(:»n“+l>(m+1)*’”
K Kk

— n(m+1)/KK+1 > Kk(r+1) /(I*i 4 1)/-; — \K/E > ~+1/7K ¥ 1.
Damit ist der Satz von Olivier anwendbar,
li = lim —==1
n1—>II;o N r K f 51—{20 VK ’
und wir folgern Divergenz der Reihe.
(d) Die Reihe konvergiert offensichtlich nach dem Majorantenkriterium, da

oo

E:Eiﬁﬂiz 532

Da alle Summanden positiv sind, konvergiert die Reihe sogar absolut.
Den Grenzwert liefert dieser Ansatz aber leider nicht. Der Grenzwert
kann aber iiber eine Partialbruchzerlegung bestimmt werden:

oo o0

3 1 1
- -3 -

1 1 1
:3(2+3+4)
13
=1

Die Vertauschung der Summationsreihenfolge ist dabei durch die ab-
solute Konvergenz legitimiert.

(e) Es gelten

=1 =2
227:2<oo, Z%:§<oo
k=0 k=0

und damit
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(f) Mithilfe der 3. binomischen Formel ist

. S . . J
lim (\/2+ —):hmiz
j—o0 Jra=y j=o0 (/52445 2

1

und damit divergiert die Reihe.
A6.5

(a) Alle Voraussetzungen fiir das Leibniz-Kriterium sind offensichtlich er-
fiillt. Es folgt Konvergenz der Reihe.

(b) Alle Voraussetzungen fiir das Leibniz-Kriterium sind erfiillt. Dafiir
macht man sich klar, dass fiir a; := %—,l die Gleichung a;11 = l%al

gilt. Mit Blick auf (L.3) gilt insbesondere a; < (2)172 as. Es folgt Kon-

3
vergenz der Reihe.

(c) Hier ist a,, := #j_l) = 47 und die Folge (am)men+ ist weder

monoton fallend noch eine Nullfolge, d. h., (L.2) und (L.3) sind verletzt.
Das Leibniz-Kriterium macht keine Aussage! Tatsdchlich ist die Reihe
divergent.

(d) Die Reihe liegt in einer fiir das Leibniz-Kriterium ungeeigneten Form
vor. Bringen wir die Reihe in eine geeignete Form,

2 LNy gy L
4:4(_1) \/j - 4:4( 1) \/5 )
J J :29_/

so ist die Folge der Summanden (a;)$2; nicht positiv, d.h., (L.1) ist
verletzt. Das Leibniz-Kriterium macht keine Aussage! Tatsdachlich ist

die Retihe divergent.
A.6.6 Wihle

1

o — % ; k gerade
k= ;
= 5 k ungerade

dann ist (ar)72, eine positive Nullfolge und

o] oo 1
g(—l)kak > ; o

k=1

| =

>

k=1

N =

wird durch ein Vielfaches der harmonischen Reihe minorisiert und diver-
giert damit. Das Beispiel widerspricht dem Leibniz-Kriterium nicht, da die
Folge (ax)72; nicht monoton fallend ist und damit (L.2) verletzt ist.

A6.7

(a) Wir minorisieren durch
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A6.8

> 1 =1
; k(k+1)ZZE:OO’

d. h. durch die harmonische Reihe, und folgern Divergenz.

Esist 0 < cos?l < 1 und wir majorisieren durch

Z%SZT:ZEQ&

=1 =1 =1

d. h. durch die allgemeine harmonische Reihe mit Exponent % > 1, und
folgern Konvergenz.

Wir minorisieren durch

o0 o0 o0

2n+1 2n 1
) ZZ2n(n+2) =) =

n=1 n=1 n=3

und folgern Divergenz.

Wir majorisieren durch

und folgern Konvergenz.

Es ist
o0 oo
(=1)™m 1
Z m3 11 < Z 2 <
m=1 m=1

und die Reihe konvergiert absolut und damit auch einfach.

Es ist

N O VT N s S |
= — —_— = - — =X
; (21)? 4; p 4; i

und die Reihe konvergiert nicht absolut. Allerdings gilt einfache Kon-
vergenz fiir die Reihe nach dem Leibniz-Kriterium.
Es ist

5
k
(=1) 3k+1

o0 o0 5
2 =2 g

k=0

und absolute und damit auch einfache Konvergenz folgen aus der Kon-
vergenz der geometrischen Reihe.
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(d) Fiir r > 3 gilt (T;?’)T < 1 sowie r < 2" und damit
o] r—3 T 1 2 1 2 o} 1 T
<2|(= - -
2 () 1=26) () +2 ()
r=2 r=4
2 2 o'} r
1 1 2
<2(= — -z
() (3) *5 ()
und die Reihe konvergiert absolut und damit auch einfach.

A6.9
(a) Es gilt

an+1
Qn

an+1
Qn

1
— lim =0.

Damit folgt aus dem Quotientenkriterium absolute Konvergenz.

(b) Es gilt
I+2
= — =

W41 im
l + 1 l— o0

a

aj4+1
aj

=1

Damit macht das Quotientenkriterium keine Aussage. Weiter gilt
1
V| = = lim /|ay| = L.
| VT Jim -/l a|

Damit macht auch das Wurzelkriterium keine Aussage. Keines der Kri-
terien greift.

Bemerkung: Als alternierende harmonische Reihe konvergiert die Reihe
zwar, absolute Konvergenz gilt hier aber offensichtlich nicht.

(c) Es gilt
1 (H+1>2 .
= - = lim =

2 K K—00 2°
Damit folgt aus dem Quotientenkriterium absolute Konvergenz.
(d) Es gilt

1

Ar4+1
G

Ar+1
475

(2m — 1)2 .
= = lim
(2m + 1)2 m—00

Am41
am

Gm+1
am

=1.

Damit macht das Quotientenkriterium keine Aussage. Weiter gilt

1 . m
m |am|:m - nf}gnoo \/\am\ =1.

Damit macht auch das Wurzelkriterium keine Aussage. Keines der Kri-
terien greift.

Bemerkung: Die Reihe entspricht im Wesentlichen einer alternierende
allgemeinen harmonische Reihe mit Exponent 2. Damit konvergiert die
Reihe absolut.
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(e) Es gilt
= ! == i
T (k+1)2 hvoo

Ak+1
ag

Ak+1
Qg

=0.

Damit folgt aus dem Quotientenkriterium absolute Konvergenz.
(f) Es gilt
1
'[a;| = {/ -1 = hm '[a;| = 3
Damit folgt aus dem Wurzelkriterium absolute Konvergenz.
A.6.10

(a) Sei v := liminf,, o 2. Der Fall o = 0 ist klar. Sei nun also a > 0.
Wiéhle f € R mit 0 < 5 < a, dann gibt es ein N € N, so dass

a
ntl >3 Vn>N.
anp

Fir n > N folgt
i1 > Ba, = an > " Nay = {/an > BB Nay
und die Bildung des Limes inferior auf beiden Seiten liefert
liminf ¢/a, > liminf 33/5~Nay = 8 lim {/6-Nay = 8
Da dies fiir jedes 5 < « gilt, ergibt sich auch

liminf /a,, > o.

n—oo

(b) Analog zu (a).
A6.11

(a) Das Quotientenkriterium liefere absolute Konvergenz, d.h.

An+41

lim sup
n—oo

Qn
Dann gilt nach A.6.10

an—l—l

limsup V/|a,| < limsup

n— oo n—oo

<1,

n

d. h., auch das Wurzelkriterium liefert absolute Konvergenz.
(b) Analog.
A6.12
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(a)

Die Summanden bilden eine monoton fallende Folge positiver Zahlen.
Damit ist das Cauchy’sche Verdichtungskriterium anwendbar. Die ver-
dichtete Reihe lautet

> 1 =1
D Vo =) Ty
~ 2"In(2") ‘= nln(2)

und divergiert. Also divergiert auch die urspriingliche Reihe. Damit gilt
auch keine absolute Konvergenz.

Hier ist das notwendige Kriterium verletzt, da

(—2)*
2k

=140.

mu\

Damit ist die Reihe weder konvergent noch absolut konvergent.

Die Summanden bilden eine monoton fallende Folge positiver Zahlen.
Wir priifen das notwendige Kriterium von Olivier:

1
im k-ar = lim ——— — =
P e e o) AL T

Die Reihe ist also weder konvergent noch absolut konvergent.

Hier ist

a < i >2k 1 — lim a 1 L
k= = k — = -
o (e L e

Damit ist das notwendige Kriterium verletzt und die Reihe ist weder

konvergent noch absolut konvergent.

Auch hier ist das notwendige Kriterium verletzt und die Reihe ist weder
konvergent noch absolut konvergent.

Mit a, = ﬁ ist (ag)ken eine monoton fallende Nullfolge positiver
Zahlen. Konvergenz der Reihe folgt daher aus dem Leibniz-Kriterium.
Fiir absolute Konvergenz betrachte man die Reihe

oo o0 k

Z\ak\ :Zm

k=0 k=0

Diese divergiert allerdings nach dem Satz von Olivier, denn es gilt

k
lim k

— =1.
k—o0 (k + 1)2

Damit konvergiert die Reihe nicht absolut.
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(g) Wir majorisieren die Reihe durch

%) ( )k e’} 1 k—1
) —1)"—k < - =92
> _k_l(Q)

k=1
und stellen sowohl Konvergenz als auch absolute Konvergenz fest.

(h) Auch hier l4sst sich durch
oo o 1 k
Sasy(5) -1
k=1 k=1

majorisieren, woraus sowohl Konvergenz als auch absolute Konvergenz
folgen.

A.6.13 Wir halten zunéchst fest, dass (./ak - %)2 > 0 gilt und damit

1
(Zk-'—ﬁ .

<

oE
N | =

Also wird Y 72, ‘/;CT’“ durch

1 11
22ty

majorisiert. Die erste Reihe konvergiert nach Voraussetzung und die zweite
Reihe konvergiert als allgemeine harmonische Reihe mit Exponent 2. Die
Behauptung folgt aus dem Majorantenkriterium.
A.6.14 Wir unterscheiden zwei Félle:
1. Sei (ay)ken nicht beschréinkt. Dann folgt - /4 0 und 27 1%
divergiert.
2. Sei (ag)gen beschrankt, d.h. Jag| < M Vk € N. Dann folgt

o0 o0
af ag ag 1
> — >
l4ar ~ 14+M I§1+ak—1+MkZ=0ak

und Divergenz von Zi’;o 11—’;“ folgt aus dem Minorantenkriterium.

A.6.15 Wir zeigen, dass die Folge der Partialsummen §,, := ’;—[‘)’ + 4 ’;—: kei-
ne Cauchy-Folge bildet. Betrachte dazu

z x An+1 An+k
5n+k_3n:7+"'+72 (an+1+an+k)
Sn+1 Sn+k Sn+k
1 Sn

= Sp+k — Sp) =1— .
Sn+k(n+ n) Sn+k
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Sei nun etwa € = % und N € N beliebig. Dann wéhlen wir ein beliebi-

gesn > N, und da ) ;- ,a; divergiert, gibt es zudem ein k > 1 sodass

gfﬁ < % Insgesamt gilt also

|§n+k"gn‘2

DN |

und die Reihe divergiert.
A.6.16 Das Cauchy-Produkt der beiden Reihen lautet

o o oo n o
Sat) (Sat) =3 (e ) = S
k=0 k=0 n=0 \j=0 n=0

Mit a,, := nx” ist weiter

Ap+1
G,

lim

n— oo

<1l ;z|<1
= ||

>1 5|z >1

und nach dem Quotientenkriterium konvergiert das Cauchy-Produkt fiir
|z| < 1 und divergiert fiir |z| > 1. Fiir |x| = 1 divergiert die Reihe ebenso,
da das notwendige Kriterium verletzt ist.

A.6.17 Betrachte die Reihen
o0 k

2 ck>1
dap=2+2+22+2°+... mit a= T =
P 2 k=0

1 s k>1

bp=—14+1+1+1+... mit b= .

Offensichtlich sind beide Reihen divergent. Das Cauchy-Produkt ist durch

(24+2+2%+...) (-1+14+1+...)

= apbg + (agby + a1bo) + (apba + a1by + azbg) + . ..

=-24+(2-2)+(2+2-2")+(2+2+22-2%) +...
——

=0 =0 =0

=2

gegeben und konvergiert als endliche Summe.

A.6.18 Wir betrachten die Menge {So,n, $1,n; S2,n, - - - } Wit S p, := ; L Alle
i

Elemente haben das gleiche Vorzeichen und es gilt

stptn] = > = syl
s = =|s
k+1,n on . n%ﬂ el on . n% k,n

sowie
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k
Z |Skt1,n| = Z <o lnk < ;21"

Nach Satz 6.6.2 konnen Grenzwert- und Reihenbildung vertauscht werden
und wir erhalten

o0 o0

1 =1
lim - = lim - = Z —
k—oo £ 2 .k S koo 20k n

14.7 Losungen zu Kapitel 7

A.7.1 Zunichst einmal beweisen wir, dass fiir a,b > 0 die Ungleichung
Vie—bl = |Va— b
gilt: Dazu sei ohne Einschrankung a > b und damit
ab>b? = 2vVab>2b = —b>-2Vab+b
— la—bl=a—-b>a—2Vab+b= (\f—\/E)Q
— Va0 > ‘\/a—\/zé\.

Sei nun € > 0 und |zg — x| < §. Setzen wir a = x¢ und b = z, so folgt

Va0 — Va| < V/lzo — 2] < V6.

Die letzte Ungleichung folgt aus der Monotonie der Wurzelfunktion. Diese
beweist man wie folgt: Sei a < b. Angenommen /a > v/b, dann folgt

a=+a-va>vVb-Vb=b.
Widerspruch! Wihlen wir schlieflich § < €2, so gilt

|VZo — V| < Vé <e.

A.7.2 Wir betrachten die Folge der Argumente (y,),5; mit , = (=)L,

Die Folge (xy),~, konvergiert gegen xy = 0, die Folge der zugehorigen

Funktionswerte (f(zn)),,»; lautet aber

flzn) = =

X

£ —1 ; n ungerade
1 ; n gerade

und divergiert. Nach dem Folgenkriterium ist f also unstetig in z¢y = 0.
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A.7.3
1) Uber die e-6-Formulierung: Sei 9 = —1 und |z + 1| = |z — 20| < 4.
Dann gilt
lo(z) — glao) = |z +1] = | o+ 1] <
z) — g(z9)| = | 5— = |||z
9 gi%o 2+ 1 72 4+ 1| ~—— ’
—— <6

<1

und wahlen wir § < e, so folgt |g(z) — g(x0)| < €.

2) Uber das Folgenkriterium: Sei (Tn)p>; mit ¥, — —1, dann

n—1 —1-1
4>
22 +1  1+1

f(xn) = = f(*].)

A.7.4 h ist beschrankt, d.h., es gibt ein M > 0, so dass |h(x)| < M fiir alle
z € R. Sei nun (2,,),,5, mit z, — 0. Dann gilt
lu(zn)] < |zpn|M -0 = u(x,) =0

und die Behauptung folgt aus dem Folgenkriterium.

A.7.5 Wir halten zunéchst einmal fest, dass f eine gerade Funktion ist, da

fl=w) = f ((=2)?) = f (2%) = f ().

Es geniigt also zu zeigen, dass f auf [0,00) konstant ist. Hierbei unter-
scheiden wir drei Falle:

1. Sei z € [0,1), dann ist f(z) = f(0), denn

f@)=f () = [ (@) == f (™)
= f(z) = nh_)néof(x) = hm f( ") = ( 11_)11;0332") = f(0).

Die vorletzte Gleichung folgt dabei aus dem Folgenkriterium fiir Ste-
tigkeit.

2. Fir x = 1 ist aufgrund der Stetigkeit auch f(1) = f(0). Betrachte dazu
etwa die Folge z,, = 1 — 1!

3. Seix > 1, dann ist f(z) = f(1) = f(0), denn

fay=1 () = (a3) = = f (a7)

= f(z) = lim f(x)= 11_>H(?>lof (xﬁ) =f ( li}rgox%n> = f(1).

n— oo n n

Wieder folgt die vorletzte Gleichung aus dem Folgenkriterium fiir Ste-
tigkeit.
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A.7.6 In zg =0 ist f stetig, denn fiir § < ¢ ist

|f(z) = fO)] =|f(z)] <|z| <d<e.

In allen anderen Punkten ist f unstetig (Unstetigkeitsstelle 2-ter Art).

A.7.7 Fir x # —2,0 ist f (abschnittsweise) ein Polynom und damit stetig.
Filir x = -2 ist

lim f(z)=0=f(-2)= lim f(x)

T——2" r——2+

und damit stetig. Fiir x = 0 ist

lim f(@) =—27#1=f(0) = lim f(z)

z—0—

Damit liegt hier eine Unstetigkeitsstelle 1-ter Art (Sprungunstetigkeit) vor.
A.7.8 Die Funktion

1 ;2€Q

f:R =R, f(x)z{_l  reR\Q

ist in jedem Punkt unstetig (vgl. Dirichlet-Funktion). IThr Betrag lautet
aber |f(x)| = 1 und ist damit {iberall stetig.

A.7.9 Gesucht ist eine Nullstelle der stetigen Funktion g(z) := f(z) — =.
Wegen 0 < f(z) < 1ist g(0) = f(0) —0 > 0 und g(1) = f(1) -1 < 0.
Nach dem Zwischenwertsatz gibt es dann ein £ € [0, 1], so dass g(£) = 0.

A.7.10 Sei zg € D und € > 0. Fiir |xg — x| < ¢ gilt dann
|f(x0) — f(z)| < L|zo — x| < L6.
Waihlen wir § < £, so folgt
|f(zo) = fz)| < Lé<e

und damit Stetigkeit im Punkt xq. Also ist jede Lipschitz-stetige Funktion
auch stetig.

Die Umkehrung gilt nicht, da etwa f(z) = \/z stetig, aber nicht Lipschitz-
stetig ist. Zweites sieht man iiber einen Widerspruchsbeweis ein: Ange-
nommen es gébe ein L > 0, so dass |/z — /y| < Llz —y| fiir alle z,y > 0.
Dann gilt fiir y = 0 und « > 0 insbesondere

p>vr_ 1

x NG

was fiir hinreichend kleines x (etwa x = (2+)2) aber verletzt ist.



14.7 Losungen zu Kapitel 7 457

A.7.11 Nach Voraussetzung wissen wir, dass Ve >0 30 >0 Vz € A:
0<l|z—zo| <d = |f(x) —wo| <eAlglz) — 20| <e
(a) folgt dann aus der Dreiecksungleichung;:
[(f(@) +9(x)) = (Yo + 20)| < [f(2) = ol +[9(z) — 20| < 2¢
(b) folgt aus geschicktem Ergénzen:

|f(2)g(x) — yozo| = |f(x)g(x) — yog(z) + yog(z) — yoz0]
<lg(@)| - |f(®) = ol + |yo| - |g(x) — 20|

< (lg(x) = 20l + |20]) - [/ (x) = wol + |yo| - 19(=) — 20
<(e+lz0l) - e+ [yol -
= (e + [yo| + [20]) €
(¢) Wir zeigen zuerst einmal, dass
lim —— = —.
o 9(x) 20
Wir bemerken dazu, dass insbesondere (¢ = ‘ZTO‘)
20 20
Eol > lota) 201 2 20l ~ lota)] = lo@)] = 22

gilt. Damit ist weiter

i _ |20 — g()| 2e

1
‘g(ff) 20 B lg(z)20] \Zo|2'

Der allgemeine Fall folgt dann aus der obige Aussage und (b), denn

1 1
lim M: lim f(x)'izyo.f:@.
z—To g\T T—To g(x) 20 20

A.7.12 Wibhle als Beispiel

f(x)={(1) T wd (@) =0,

dann ist lim,_,0 f(z) = 0 und lim, ,0g(x) = 0. Gleichzeitig ist aber
f(g(z)) = f(0) =1 (insbesondere also stetig) und damit

lim f(g(x)) =1 #0.
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AT.13
(a) Hier ist
2x+3 2+32 L 2wt3 2

5+ 1 5+% ac—>oo5x+1 5

(b) Mit der 3. binomischen Formel ist

2z +3 -2+ 3
422 — 224+ 3 — 22 = z+ = z
. 1
= lim V422 - 22 +3—-22=——.
T—00 2
(c) Hier ist
1 T
27% = () = lim 27% =0.
2 T—00
(d) Da der Sinus beschrénkt ist, gilt lim,_,o *2% = 0 und damit
T +sinz sinx . x+sinzx
L lim —— =1.
x Tr—ro0 x

(e) Auch hier erweist sich die 3. binomische Formel als zielfiihrend und

liefert
—\xr—Vx= 2V
\/:c—i—f \/ ve \/x+\f+\/x—
\/1+ \/1——
und damit

lim \/z + vz —\/z —Vx =1

T—>00

(f) Auflosen der Ausdriicke in Linearfaktoren liefert

2 -z T T 2 -z 1
—_ im-—— = —.
2—-1 z4+1 zo1gx2 -1 2

(g) Analoges Vorgehen liefert hier

2?4+ x

22—-1 -1

Damit existiert der Grenzwert hier nicht, da —*5 unbeschrénkt ist fiir
r—1".
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A.7.14 Nein, aus der Bedingung folgt im Allgemeinen noch keine Stetigkeit.
Als Gegenbeispiel betrachte man die in 2y = 0 unstetige Funktion

1 ;5 2#0

fR—=R, f(x)z{o a0

Um einzusehen, dass fiir diese Funktion immer

lim [f(z +h) = f(z = h)] =0

gilt, unterscheidet man zwei Falle:

1. Sei x =0, dann gilt fiir 0 < |h| < § mit § beliebig:

rth#0 = f(e+h)=flx—h)=1
= |f(x+h)— flx—h)|=0<e
— lim [f(z +h) ~ f(z—h)] = 0.

2. Sei x # 0, dann gilt fiir 0 < |h| < 6 mit 6 < |z|, und analoges Vorgehen
liefert auch hier

lim [f(x +h) — f(x — h)] =0.

h—0

A.7.15 Angenommen die Wurzelfunktion wére nicht streng monoton. Dann
ist diese nach Lemma 7.2.13 auch nicht injektiv, d.h., es gibt x # y mit
VZ = /y. Quadrieren liefert nun aber x =y und damit einen Wider-
spruch.

A.7.16 Da f monoton wachsend ist, ist die Menge {f(t) | @ < ¢ < z} nach
oben durch f(x) beschriankt und besitzt damit ein Supremum

A= swp f(1) < f(a).

a<t<z

Als Néchstes zeigen wir, dass dieses Supremum dem linksseitigen Grenz-
wert f (x7) entspricht. Sei ¢ > 0. Und weil A die kleinste obere Schranke
ist, existiert ein § > 0 mit

a<zr—6<z und A—ec< flx—9)<A.
Da f monoton wachsend ist, folgt fiir x — § < t < = weiter
fle—8) < () <A = |f(t) - Al <.
€ — 0 liefert damit

sup f(t) = f(27).

a<t<z
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Analog zeigt man, dass inf,<;<p f(t) existiert und

fla®) = inf f(t) = f(z)

r<t<b

gilt. Kommen wir zum letzten Teil der Behauptung und sei dafiir z < ¢t < y.
Aufgrund der Monotonie gelten

f(z) = inf f(t)= inf f(¢),

z<t<b T<t<y
f(y™)= sup f(t)= sup f(t)
a<lt<y r<t<y

und damit

flEN)<f).

A.7.17 Wesentliche Unstetigkeiten kénnen nach A.7.16 nicht auftreten, da
hier gezeigt wurde, dass bei einer monotonen Funktion sowohl der linkssei-
tige als auch der rechtsseitige Grenzwert f (z7), f (1) immer existieren.

Auch hebbare Unstetigkeiten wiirden der Monotonie widersprechen. Ohne
Einschrankung sei f monoton wachsend, x eine solche Unstetigkeit und es
gelte ohne Einschriankung f(z) > f(z7) = f (z7). Dann gibt es ein § > 0
mit

f(@) > f(z+9),
was der Monotonie widerspricht!
Damit konnen héchstens Sprungunstetigkeiten auftreten.

A.7.18 Ohne Einschrankung sei f : [a,b] — R monoton wachsend. Da f
weder wesentliche Unstetigkeiten noch hebbare Unstetigkeiten besitzt, hat
f genau dann eine (Sprung-)Unstetigkeit in = € (a, ), wenn es ein n € NT
gibt mit

1
76 =1 6> 2
Wir fithren den Beweis nun in zwei Schritten und zeigen:

(i) Fiir alle n € N existieren hochstens endlich viele € (a, b) mit

1F (%) = F ()] > 2. (14.1)

n

(ii) Es gibt eine Bijektion zwischen der Menge der Sprungunstetigkeiten
und N*.

Zu (i): Angenommen fiir ein n € NT gébe es unendlich (also mindestens ab-
zéhlbar unendlich) viele Unstetigkeitsstellen a < 1 < 29 < -+ < b mit

|f(l“f)—f(x;)|>% Vie N,

Da es mindestens abzahlbar viele gibt, gilt:
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Zu (ii):

fla) < F (o) < F (of) ~ ©
<F(a3) -2 <f(ef) -2
<flap) -t < f ) -t
<fw -~

Das heifit, es gilt
k
fla) < f(b) — = = —o0, k — 0.
n

Widerspruch!

Wir suchen nun eine eindeutige Zuordnung zwischen der Menge der
Sprungstellen und den positiven natiirlichen Zahlen. Fiir n = 1 gibt es
nach (i) nur endlich viele Sprungstellen, die (14.1) erfiillen:

L1yeen s Lgy

Fiir n = 2 kommen nun noch iy — 41 Stiick hinzu:
Tlyeee s LjyyLig41y---yLig

Und so weiter! Sei nun = € [a,b] eine Sprungstelle. Dann existiert ein
n € NT, so dass (14.1) gilt, und damit gibt es eine eindeutige positive
natiirliche Zahl j € {1,...,i,} mit

I:l‘j.

Das ist die gesuchte Bijektion! Die Zuordnung ist surjektiv, da es zu je-
der beliebigen Sprungunstetigkeit x ein n € NT gibt, so dass (14.1) gilt,
und die Zuordnung ist injektiv, da per Konstruktion keine Sprungstelle
ein zweites Mal aufgelistet wird.

A.7.19 Ohne Einschrankung sei f(0) > 0, sonst betrachte f(z) — f(0). Da
f(x) = —oo fiir x| — oo, gibt es ein M > 0, so dass

f(z) <0 V|z|> M.

Auf [-M, M] nimmt f als stetige Funktion nun ihr Maximum an, d. h., es
gibt ein U € [—M, M], so dass

Insbesondere ist f(U) > f(0)

fU) = fz) V]z[ <M.
> 0 und damit insgesamt

fU) = f(x) VeeR.
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A.7.20 Die Aussage ist wahr. Angenommen es wére f(a) = 0 und f(b) > 4,
so gébe es (nach dem Zwischenwertsatz) ein = € [a,b] mit f(z) = 4. Dies
wére aber ein Widerspruch zu den Voraussetzungen!

A.7.21 Betrachte die Funktion

Die Voraussetzungen lauten dann
h(0) >0 und h(z)#0 VaeR.

Zu zeigen ist nun, dass
h(z) >0 VzeR.

Angenommen es gibe ein z € R, so dass h(z) < 0. Dann gibe es nach dem
Zwischenwertsatz auch ein £ zwischen 0 und x mit

h(E) = 0.

Das widerspricht aber den Voraussetzungen!

A.7.22 Nach dem Satz vom Minimum und Maximum nimmt die Funktion f
auf [a, b] ihr Minimum an, d. h., es gibt ein u € [a, b], so dass

fuw) < f(z) Vz € la,b].

Des Weiteren gilt nach Voraussetzung f(u) > 0. Damit liefert die Wahl
0 = f(u) die Behauptung, denn es gilt

0<6< flx) Ve labl

A.7.23 Nein, die gibt es nicht, denn das wiirde dem Satz vom Minimum und
Maximum widersprechen!

Bemerkung: Es gibt aber auf (0,1) Funktionen, fir die f((0,1)) =R gilt,
etwa 1 1 9 1
T —
L

x x-1 xzlz—-1)

14.8 Losungen zu Kapitel 8

A.8.1 Unsere Vermutung ist, dass f = 0 die Grenzfunktion ist. Um das zu
priifen, sei € > 0. Dann ist

x? x2 1

f(@) = falz)]? = < =

1+ 2n22 +n2z% ~ 2nz2 ~ 2n

= |f(@) = fu(z)] <

5
3.
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Waéhlen wir nun N so, dass

1 1
——<e << N>—

V2N 2e2?

gilt, dann folgt

1 1
z)— frhlz))| < ——=< —<e¢
7@) = hl@)] < = < ——
fiir alle n > N. Damit konvergiert die Folge (fy), oy gleichméfig gegen
f=0.
AR.2

1. Zur punktweisen Konvergenz: Sei € > 0. Fiir z = 0 und « = 1 ist die

Behauptung klar. Fiir 0 < & < 1 gibt es ein p > 0, so dass z = —.

T+
Des Weiteren ist !
n
(1+p)" > (2>p2 =n(n — 1)p?
und damit
1
|f(z) = fu(2)] = na™(1 —z) <na” < G
Wihlen wir nun 1 1
— <~ N> — 14.2
N2 <e > el (14.2)
so gilt
1 1
— <
£@) ~ Fa@)] < G m < gE < °
flirn>N+1.

2. Zur gleichméfkigen Konvergenz: Die Negation der gleichméfigen Kon-
vergenz lautet

Je>0 VNeN Tz el0,1],n>N: |[f(x)— fulx)] >e.

Abschitzung (14.2) ldsst bereits vermuten, dass die gleichmiéssige Kon-
vergenz fiir x — 0 zusammenbricht. Um das zu beweisen, wihlen wir
€= 2i Fiir beliebiges N € N wéahlen wir dann weiter

c"

1 n
xr = ]_ —_ =
n+l n+1
und bemerken, dass
" nn+1
£@) ~ fa@)] = ne(1 ) = s
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fiir n — oco. Damit gibt es ein ng € N, so dass

[f (@) = ful2)] =

1
% Vn > ng.
Wiéhlen wir nun also noch n > max{N,ng}, so gilt
@) = fa@)] 2 5. =
" =% °

Die Funktionenfolge konvergiert also nicht gleichméfig (und das obwohl
die Grenzfunktion stetig ist).

A.8.3 Als gleichméfig konvergente Funktionenfolge ist (f,), .y auch eine
gleichméfiige Cauchy-Folge. Insbesondere gibt es damit ein N € N, so
dass

Fal@) = (@) <1 ¥mn =N, z€ A

Damit gilt
|fa(@)] < [fa(@) — fn(@)] + [fn(z)] <1+ My
fir alle n > N und x € A. Wahlen wir nun
M = 1-i-IIIaX{]W'(L...7]\4']\{}7

so gilt
Ifu(z)] <M VYneN, zeA.

A.8.4 Seien (fn),cy und (gn),cy gleichmékig konvergent, d. h., es gibt f und
g, so dass
Ver >0 ANy Vn> Ny Ve € A:|f(z) — fu(x)] < &1,
Vea >0 INy Vn> Ny Vo e A:lg(x) — gn(x)] < e2.

(a) Seie > 0. Fir N = max{Ny, Na} gilt

[(f +9)(@) = (fu + 9n) (@) < [f(2) = fu(@)] + |g(x) — gn(2)]

< €1+ €9
fiir alle n > N und x € A. Wéhlen wir nun €; = 2 = 3, so folgt die
Behauptung.

(b) Sei wieder € > 0. Des Weiteren seien (fy,),,cny und (gn),,cy beschrénkt.
Nach A.8.5 sind die beiden Folgen damit auch gleichméfig beschréankt,
d.h., es gibt ein M > 0, so dass

|fr(@)] <M und |gn(z)| <M VneN Vze A

Insbesondere gilt dann auch |f(z)| < M und |g(x)| < M fiir alle z € A.
Fiir N = max{N;, N2} gilt damit
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< [f(2)g(x) = fu(x)g(2)| + [fn(2)g(x) = fr(2)gn ()]
< M |[f(z) = fu(x)] + Mg(z) — gn(2)]

<M (61 =+ 62)
fir alle n > N und z € A. Wahlen wir &1 = g2 = 55;, so folgt die
Behauptung.
A.8.5 Man wihle (fy), cn+ und (gn),, e+ mit
1
fn7gnR—>Ra fn(x):xv gn(aj):ﬁ

Dann konvergiert (fy,),cn+ gleichmifig gegen f(z) = x und (gn),cn+
gleichméfkig gegen g(x) = 0. Die Produktfolge (fy - gn),cn+ mit

fn'gn:R_)Rv (fngn)(x):x

n
konvergiert auf R, aber nur punktweise gegen (f - g) (z) = 0.
A8.6

(a) Sei € R und € > 0. Da (fy), oy gleichméfig konvergiert, gibt es ein
N; € N| so dass

@) = faw] <5 Vnz N VyeA

Des Weiteren sind alle f,, stetig und damit auch die Grenzfunktion f.
Da z,, — z fiir n — oo, gibt es somit auch ein Ny € N, so dass

f(z) = flza)] < g Vo > No.

Wiéhlen wir N = max{N7, N2}, so erhalten wir insgesamt

[f (@) = fu(za)| < [f (@) = f@n)| +[f (2n) = fulzn)] <€

fir alle n > N.

(b) Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht! Betrachte dazu die Folge
(fn)nGN mit

sinfrr s n<|r|<n+1

fn:R—=R, fn(x):{

0 ; sonst

Die Folge (fn), ¢y konvergiert dann zwar punktweise gegen f = 0, aber
nicht gleichmaéfig, da

fn<n+;>:1 Vn € N.
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Gleichzeitig gilt aber fiir alle x € R und jede Folge von Argumenten
Ty =T
nl;ngo fulzn) =0= f(x).
Bemerkung: Die Umkehrung gilt aber auf abgeschlossenen beschrinkten
Intervallen [a, b].
A8.7

(a)

A8S8
(a)

Fir z = 0 ist f(z) = 0 und damit absolut konvergent. Fiir = # 0 ist

‘ﬁ <111Hd

2 oo 1 n
fle) = Hx—xQ z_:()(l+x2>

konvergiert als geometrische Reihe absolut.

Wie eben gesehen, entspricht f(z) fiir  # 0 einer geometrischen Reihe

mit Grenzwert
z? 1
= =1.
@ =1p\ioa

1422
Insgesamt lautet die Grenzfunktion also
0 ;=0
flx) =
1 ;2#£0

und ist damit unstetig in = 0 und stetig in jedem anderen Punkt
x # 0.

Die Folge der Partialsummen (sy),cy ist durch

.Z’Q k 1 n
k= 1+x2n¥0(1+z2>

gegeben und besteht aus stetigen Funktionen. Wiirde diese auf [—1, 1]
gleichméfig gegen f konvergieren, so wire die Grenzfunktion nach dem
Satz von Weierstrafs stetig, was aber Teil b) widerspricht!

Fir x =0 ist
FO)=>"1
n=1

und damit divergent. Fiir x > 0 ist hingegen

> 1 Ry |
= _ < — —_
@) nz::ll—l—n%_ac;nz

und damit konvergent.
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(b)

Die obige Funktionenreihe ist nach dem Weierstraff-Kriterium auf allen
Intervallen

[a,00) mit a>0
gleichméfig konvergent. Auf (0, 00) ist sie dies aber nicht. Dazu bemer-
ke man, dass die Abschéatzung

103 = S e
xr) — —_— =
—l4nPe el +n2x ~ 14+ (k+1)2%x

gilt. Wir wollen nun die Negation der gleichméfigen Konvergenz,
k

1
@2 | 2

Z &,
n=1

Je>0 VNeN Fze(0,00,k>N:

zeigen. Sei dazu € = % und N € N sowie k > N beliebig. Wihlen wir

nun ¢ = ﬁ € (0,00), so ist

1 1 1 1
— > > —
/(@) 7;14—71% "1tz -1+ (N+ 122 2

und damit liegt keine gleichméfige Konvergenz auf (0, c0) vor.

Ja, die Reihe ist iiberall dort stetig, wo sie konvergiert, d. h. auf (0, c0).
Sei dazu z > 0. Dann betrachten wir das Intervall [a,00) mit a = 7,
auf dem die Reihe nach Teil (b) gleichméfig konvergiert. Da zudem alle
Partialsummen der Reihe auf [a, c0) stetig sind, ist nach dem Satz von
Weierstraf auch f stetig auf [a,c0) und damit insbesondere im Punkt
x.

Die Reihe f ist auf [a,c0) mit a > 0 beschrinkt, ndmlich durch

oo o0

1 1 1 1
<N - <IN -
@13 e <t Y
<

Auf (0,00) ist f aber nicht beschrinkt, was wir iiber einen Wider-
spruchsbeweis nachweisen: Angenommen es géibe ein M > 0, so dass
|f(z)] < M fir alle z € (0,00). Wahlen wir z = ﬁ, so folgt

1 1
> VYn=1,2,...,2M
14+n2z " 2 "
und damit
o 1 2M 1 2M1
= > —_— > - =M.
|£(=)] ;1+nx2_;1+na:2 ;2

Das liefert aber einen Widerspruch zu der Annahme, dass f auf (0, c0)
beschrankt ist.
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A8.9

(a) Zur gleichmiRigen Konvergenz: Sei |z| < M und damit 2% < M?. Wir
bemerken zunéchst einmal

PN 22 S
n=1 n=1

—:f(2) —ig(a) —ih(x)

Sowohl g(x) als auch h(z) konvergieren nach dem Leibniz-Kriterium.
Damit gibt es ein N € N, so dass

k € b 1
I R (EE S
fiir alle k > N. Dann folgt
k 2 4n k k 1
g@) = > (- )= S g b))
n=1 n=1 n=1
5
M? -
< 2M2 2

fir alle k > N.
(b) Zur absoluten Konvergenz: Fiir die Reihe der Betréige gilt

> [

und damit Divergenz.

A.8.10 Sei € > 0, dann schitzen wir wie folgt ab:

|f(zo) — f(x)| < ‘\/xosinxo — \/a?sinx0| + |\/:Esinx0 — ﬁsinaz|
< |vxo — Vx| + |sinzg — sinz|

Dabei sind weiter

|\/13>*\/5| < Vl]zo — x|,

To— T
2

To— T
2

To+x
+|COS ———

|sinxzg —sinx| = 2 - |sin

< 2 sin

< |xg — x|.
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Sei nun |zg — z| < 4§, so folgt
|f (o) = f(2)] < V6 + 6.
Wahlen wir 6 > 0 nun so, dass
Vito<e

gilt, so folgt gleichméfige Stetigkeit. Ein entsprechendes ¢ ist etwa durch
1
§= 1 min {e, &%}
gegeben.
Fiir e = 0.1 wiére also § = 0.0025 eine geeignete Wahl.

A.8.11 Die Aussage ist falsch! Ein Gegenbeispiel ist durch die gleichméfig
stetigen Funktionen

fLg:R=R, f(x)=g(z) =2z
gegeben, deren Produkt (f - g)(x) = 22 nicht gleichméfig stetig ist (siehe
Beispiel 8.2.4).
A.8.12

(a) Die Aussage ist offensichtlich wahr. GleichméBige Stetigkeit folgt aus
der Wahl § = 7.

(b) Die Aussage ist falsch. Wir haben in A.7.10 bereits eingesehen, dass
die Funktion f(z) = \/z zwar stetig, aber nicht Lipschitz-stetig ist.
Gleichzeitig ist die Funktion aber auch gleichméfig stetig, wenn wir sie
etwa auf [0, 1] einschrénken.

14.9 Losungen zu Kapitel 9

A.9.1 Seie > 0. Nach Voraussetzung gibt es ein ag > 0, sodass | f(z)—n| < €/2
fiir > ag. Da f integrierbar ist, ist auch |f — 7| integrierbar und es gibt
daher ferner ein a; > 0 mit

1 [ €
= —nldr < = >a.
@ nar < 0z

Fiir a > max{ag, a1} gilt dann

2 [ s@an—af = |2 [7 ) o [ o) e

1 [ 1/
<o e a1 gl

a

<€+a—006<
= = E.
2 a 2

Da € > 0 beliebig gewahlt war, folgt die Behauptung.
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A9.2 Sei x; = ia/n, i =0,...,n eine dquidistante Zerlegung von [0, a] und
man setze §; := x; flir ¢ = 1,...,n. Dann gilt nach Korollar 9.2.3 fiir die
Riemann’sche Summe (mit dem Hinweis)

- m a <~ (ia\™ m+1 m
2@ —aie) =09 <n> - (5"

Zum Hinweis: Die Behauptung folgt per Vollstéindiger Induktion. Fiir
= 0 stimmt die Behauptung offenbar, denn ., i® = n.
Induktlonsschntt m — 1 — m: Nach dem binomischen Lehrsatz gilt

RS (" iy

k=0
m—+1
1
_ Zm+1 _ (m 4 ].)'Lm + <m2' )ierlk( 1)k
k=2
m+1 m+1
_ Zm—i—l _ (m + 1)Zm _ m+1—k( 1)k—1
m+1—k
k=2
m—1
1
=™ (m1)i™ — (m;— )ik(—l)k,
k=0

Fiir k£ € {0,...,m — 1} gilt nach Induktionsvoraussetzung

n k+1
1
ko nk+l (k) nk (k) _ (k),,u
EZ_IH—I +q +.oo+q n= Equn,
_ N , u=1

_. (k)
=41

also



14.9 Losungen zu Kapitel 9 471

m—1

S (e S (e (S )
(S (e )
k

Einsetzen in die vorherige Gleichung liefert schlieftlich

n m—1

o 1 m+1 —
Z 7m—|—1 +1+Z< m+1 Z < k >(_1) qu(Lk)>n

k=u—1

=:q™

A.9.3 Es gilt 0 < 2'%cos3(z) < 219 fiir z € [0,1]. Mit A.9.2 folgt aufgrund
der Monotonie des Integrals

1 1
1
OS/ mlgcosg(x)dxg/ 2P dr = —.

A.9.4 Fiir € > 0 existiert nach Satz 9.2.2 ein § > 0, sodass

Rp(f,€) /f dz| <e VD € Dy

bei beliebiger Wahl der Zwischenpunkte £. Wegen §(D(™)) — 0 gibt es ein
no € N mit §(D™) < § fiir alle n > ng und somit

<e Vn>ng.

b
RD<n>(f,§(n))—/ f(z)dz

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.

A.9.5 Sei e > 0. Da f auf [a,b] integrierbar ist, existiert nach Satz 9.1.7 ein
Zerlegung D von [a,b], sodass Sp(f) — sp(f) < e. Fiir die Verfeinerung
D’ = DU{¢,d} gilt nach Lemma 9.1.4 dann ebenfalls Sp/(f) —sp/(f) < e
und fiir die Zerlegung D" = D’ N [e, d] von [¢, d] folgt daher

Spr(f) = spr(f) = Y (Fi = fi)di <ZF fi)oi <e.
&

Da e > 0 beliebig war, ist f nach Satz 9.1.7 auf [, d] integrierbar.
A9.6
= Ist f auf [a, ¢] integrierbar, dann auch auf [a, b] und [b, ¢] nach A.9.12.
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<: Sei ¢ > 0. Ist f auf [a,b] und [b,¢] integrierbar, dann existieren
nach Satz 9.1.7 Zerlegungen D, Dy von [a,b] bzw. [b,c], sodass
Sp,. (f) = sp,(f) <e/2, k =1,2. Fir die Zerlegung D = Dy U Dy von
[a, c] gilt daher

Sp(f) = sp(f) =D _(Fi— fi)di + > _(Fi— fi)di <,

D, Do

also ist f nach Satz 9.1.7 auf [a, ¢] integrierbar.

Sind &, i beliebige Zwischenpunkte von Dy bzw. Dy und { = £ Un, dann
gilt fiir die Riemann’sche Summen

Rp(£,0)=>_f(C)oi =Y f(&)di+ > f(m:)di
D Dy D»>

= RDl(f,f) +RD2(f?77)

und mit Korollar 9.2.3 folgt

/acf(x)dx - /abf(x)der/bcf(:r)dw.

A.9.7 Als integrierbare Funktion ist f insbesondere beschriankt auf [a, b], also
|f(z)| <M Vz € a,b

flir ein M > 0. Da a < b, gibt es ein ng € N, sodass a, < b, fiir alle
n > ng. Nach A.9.6 gilt dann

b an bn b
[ t@ae= [T @ [T i@des [ f@ds 0z
a a an bn

also

/abf(w)dx—/ainf(x)dm /aanf(x)dx

Die Dreiecksungleichung fiir Integrale liefert

/aan f(z)dx

und analog

< + , M 2=ng.

S/MWMMSMwﬁwlﬂ&o

/bj f(z)dx

n—oo

— 0,

mithin die Behauptung.
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A.9.8 Sei € > 0 beliebig. Als stetige Funktion ist g auf dem abgeschlossenen
Intervall [c, d] gleichméRig stetig, also
30 >0 Vzg,z € [c,d]: |z —x0] < = |g(x) — g(x0)| <&,
wobei man ohne Einschriankung 0 < ¢ annehmen kann. Nach Satz 9.1.7
gibt es eine Zerlegung D = {xy,...,x,} von [a,b], sodass

n

Sp(f) —sp(f) = Z(Fi — i) (i1 — x;) < 62

i=1
Der zentrale Schritt des Beweises ist die nun folgende Aufspaltung der
Indexmenge {1,...,n} in

I={i|F,—fi<6} uwd J={i|F—f >0}
Fiir ¢ € I gilt dann:
Fi—fi<d = [f(x) = f(y)| <0 Va,y € [zi_1, 2]
= l9(f(2) —g(fW)l <& Va,y € [ri1,xi]
s gU@)- it () <=

T€[Ti—1,2] TE|Ti—1,T4

=:H; =:h;
Fiir die Indices aus J gilt:
Z(s(l‘i—l - xz Z F fz Ti—1 — )

icJ i€J
n

<> (Fi = fi)(@i—1 — )

i=1
< &
= > (rig-w)<<e
=
Mit der Abschétzung

H;,—h; <2 sup |h(z)]|=:C, i=1,...,n
z€[a,b]

A

ergibt sich insgesamt
n

Sp(h) —sp(h) = Z(Hz —hi)(®i—1 — )
—Z :vzl—xl-i-z ] $171—$i)

el icJ
S €Z(CE1‘,1 - SUZ) -+ CZ((Eifl — X )
el ieJ
<(b—a+Ce.

Da e > 0 beliebig war, folgt die Integrierbarkeit von h = g o f.
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A9.9 Da f/g = f-1/g, reicht es nach Satz 9.2.4, die Integrierbarkeit von
1/g zu zeigen. Setze dazu c := inf [, g(x) und d := sup,cp, ) 9(2),
also g([a,b]) C [¢,d]. Nach Voraussetzung gilt 0 ¢ [c, d], und daher ist die
Abbildung ¢(y) = 1/y fir y € [¢,d] wohldefiniert und stetig. Nach A.9.8
ist dann ¢ o g = 1/g integrierbar.

A.9.10 Binomischer Lehrsatz, Satz 9.2.4 und A.9.2 liefern

/x”l—qux—/ () xp+kdm
0 0

zq:( >p+kj1

k=0
__ pl!
(p+g+ 1

Die letzte Gleichung folgt per vollstdndiger Induktion iiber ¢ € N bei
beliebigem p € N. Der Induktionsanfang g = 0 ist trivial, denn

OMO

)E 1 10!
( )p+k+1 p+1  (p+0+1)I

Induktionsschritt (¢ — ¢+ 1):

% (qzl>pikl)—t1

k=0

q+1 g1 )
_ q\ (=1F g \ (-1)F
_k=0<k)p+k+1+k=0<k1)p+k+1
RSN R (—1)*
_§<k)w_;<k)ww
v plg! _ (p+1D)g!

“pra+ ) (ptqa+2)

_ g+t

T (pt+q+2)!

A9.11
<=: Die Integrierbarkeit von f* und f~ impliziert wegen f = f* — f~ und
Satz 9.2.4 unmittelbar die Integrierbarkeit von f.
= Es wird nur die Integrierbarkeit von f* gezeigt, da der Beweis fiir f~

analog verlduft. Sei dazu ¢ > 0 beliebig und D = {xq,...,2,} eine
Zerlegung von [a, b] mit

Sp(f) —sp(f) <e.
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Setzt man

fr=__imf ff@), F'= sup fT(2)

i
r€[Ti—1,T4] z€[zi_1,xi]

fiir i = 1,...,n, dann gibt es die drei Moglichkeiten
(i) F; >0 und f; > 0: Dann ist F;' = F; und f;" = f;
(ii) F; > 0 und f; < 0: Dann ist F;" = F; und f;" =0
(ii) F; < 0 und f; < 0: Dann ist F;" =0 und f;" = 0.
In jedem der Fille gilt F;" — f;" < F; — f; und damit

NE

Sp(f*) —sp(f*) =) (F" = f) (wio1 —x)

1

-
Il

(Fi — fi)(wi—1 — x;)

s
Il
_

i

I
N

p(f) —sp(f) <e.
Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung aus Satz 9.1.7.
A9.12

(a) Sei e > 0 beliebig. Als stetige Funktion ist f auf dem abgeschlossenen
Intervall [a,b] gleichméRig stetig, also gibt es ein § > 0, sodass

Vg, x € [a,b]: |z —xo] <d = |f(x) — fxo)] <e.
Wihle nun eine Zerlegung D = {xo, ..., z,} von [a,b] mit max; d; < 4.
Fira <z <bgibtesdanneini € {1,...,n} mit € [x;,_1, ;). Wegen

& € [mimt, x4 gilt | — &] < z; —x;—1 < 6 und daher
If(z) = f(&)] = |f(z) — Ru(2)] <e.

Fiir z = b ist per Definition R, (b) = f(b) und damit |f(b)— R, (b)| = 0.
Insgesamt gilt also:

|f(z) — Rp(z)]| <e Vx€la,b] = sup |[f(z)—R.(v)]<e
z€[a,b]

(b) Sei x; = a+i(b—a)/n,i=0,...,n eine dquidistante Zerlegung von
[a,b] und &; = x;. Nach Teil (a) gilt zunichst

/abf(:r)dx /abRn(x) dz

fiir ein beliebiges € > 0. Daraus folgt

b
< / |f(x) — Rp(z)|dx < e(b—a)
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b b
/ f(z)dx = li_>m R, (z)dx

b n

= Jim | Zf M e (@) do

. i(b—a) b
:nh_{lgOEf at+— ) Tig, 20 (z)da.

b—a
A9.13 Ausa;/xi—1 = qn,i=1,...,n,ergibt sich durch rekursives Einsetzen
T = (nTi—1 = qil'n—2 == q;xo, 1=0,...,n.

(a) Es folgt 1 = z,, = ¢"a, also ¢, = 1/ ¥a. Mit & = f(x;) gilt fiir die
Riemann’sche Summe (laut Hinweis)

;ﬂi(xiwi—l);lqnln(l %):,n({l/&il)
und damit

n

1

T; T

1
n ].
(z; — 1) —5 —In(a) = / = dz.

I
-

7

Fiir die Wahl & = f(x;_1) ergibt sich analog

ixil_l(xi —Ti—1) = — éan(\"/&_ 1) 22 In(a).

(b) Es folgt b = x,, = ¢, also ¢, = ¥b. Mit & = f(x;_1) gilt wie in (a)
fiir die Riemann’sche Summe (laut Hinweis)

anmj (xi_zi—l):Tl(\n/g—l) ’H—°°>1n(b)_/1b1dx.

_ x
i—1 1

Fiir 0 < a < b folgt daraus

by f;%dx—i—fb;dx ra<1l<b

/Edm: f;%dx fblidx ;a<b<1p=1In()—In(a).
‘ fllde—[flde ;1<a<b

Zum Hinweis: Im Vorgriff auf die Differentialrechnung ergibt sich der
Grenzwert aus

i_ _ xT
lim n({/a—1)= lim A :da (0) = In(a).

n—oo n—o00 1/n h—0 h dx



14.10 Losungen zu Kapitel 10 477

A.9.14 Nach Beispiel 9.1.8 (a), (b) gilt

1 1 1 1
/ f(x)dx:/ ??—2r4+1dr=-—-2-—+1=
0 0 3 2

Wl =

und nach dem Mittelwertsatz (Satz 9.4.1) existiert ein £ € [0, 1], sodass
f(g)—1 = & 254—2—0 — g—lii
= 3= = 7

Da 1+ 1/v/3 ¢ [0,1], folgt £ =1—1//3.

A.9.15 Die Funktion f(x) = 1/(1+4+/x) ist stetig und g(z) = e* > 0 ist inte-
grierbar. Mit Beispiel 9.5.2 folgt daher aus dem erweiterten Mittelwertsatz
(Satz 9.4.2), dass ein £ € [0, 1] existiert mit

/1 ¢ dx = 1 /lemdx— el
o L+ve 1+ )y 1+
14.10 Losungen zu Kapitel 10

A.10.1 Die Assoziativitat und Kommutativitat von Addition und Multiplika-
tion (Axiome Al, A2, M1, M2) sowie die Distributivitit (Axiom D) lassen

sich durch direkte Rechnung verifizieren. Fiir 21, 25, 23 € C gilt beispiels-
weise:

z1 - (22 + 23)
=(x1 +iy1) - ((w2 + x3) +i(y2 + y3))
=(z1(z2 +23) — y1(y2 + y3)) +i(21(y2 + y3) + (22 + 23)41)

=(z1x2 — y1y2) + i(x1y2 + T2y1) + (T123 — Y1y3) + i(x1Y3 + T3Y1)
=21-22+ 2123

Das neutrale Element der Addition ist offenbar 0 := 0+ -0 € C, das der
Multiplikation 1 :=1+4-0 € C, denn 24+ 0 = z und z -1 = 2z fiir alle
z€C.Aus z+(—2) E 0, folgt unmittelbar —z := —z — iy fiir das additive
Inverse. Sei 0 # z; € C, dann ergibt sich das multiplikative Inverse aus

Z1 k2 = (l’lxg - ylyg) + i(mlyg + :cgyl) =1=14:-0
— T2 —Y1Y2=0 A  21ys + 2201 = 1.

Aus der ersten Gleichung folgt o = (1 + y2y2)/x1 und Einsetzen in die
zweite Gleichung liefert (beachte |2|? = 2% + y? # 0)

v+ Yiye Y1 T
T1Y2 + ax :O<:>y2:*2 5 = Tp =

T3 ri+ i i 4yt
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Also ist
-1 - .Y

= 1
x2+y2 $2+y2

fir z = z + iy # 0. Damit sind auch A3, A4, M3 und M4 erfiillt und
(C,+,) ist ein Korper.

A.10.2 Es gilt:

(a)  |w|=+/(-5)2 +102 = V125 = 5V5

(b) W= —5—10i

(c) l_i_ﬂ_l,zi
z Jz2 1+22 5 5

(d) z-w=(1+2i)(=5+10i) = (=5 —2-10)+ (10 —2-5)i = —25
w 1 ~ (1 2, . .

(f) z—w=(1+2i)— (~=5+10i) =6 — 8i

A.10.3

(a) Es gilt i = 1, (i)? = —1 und i3 = —i sowie i* = 1. Also ist (—4)" €

{1,i,—1,—14}, je nachdem, ob n = 4k, 2k + 1,4k + 2,4k + 3 fiir k € Z.

(b) Sei z = (1 +iv/3)/2, dann gilt |2| = 1 und
o

arctan (\yz) = arctan(v/3) =

T
Rz 3

Daraus folgt z = e™/3 = ¢27/6 d.h., z ist eine 6-te Einheitswurzel.
Wegen 2" = 262" = 26t n € Z, muss 2" nur fiir n = 0,...,5 be-
stimmt werden: 2° = 1 und 2! = z sowie

2m 2 2 1 3
22 =t = cos (;) + ¢sin (;) =5 + gi,

23 = ¢'™ = cos (1) +isin (1) = —1,

4 4 _ og 4 Lisi 4 1 V3.
= = —_— 1n —_— —_— e — —_— —_—
z e 3 7 3 5 5 1,
s en 5c\ .. (57\ 1 V3.
z°=e3 =cos| — | +rsm| — | == — —1.
3 3 2

(c) Sei z = (1 —1i)/+/2, dann gilt |2| = 1 und

x

; Sz tan(—1) ™
arctan (| — | = arctan(—1) = ——.
Rz 4
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Daraus folgt (beachte ®z > 0 und Sz < 0)

o

o . x _ _om
61(27‘{' w/4) _ ezQwe T—e¢ —e 8

INE)

)

also ist z eine 8-te Einheitswurzel. Fiir S = ZZ:O 2 folgt daher
7
1-2)8=(1-2)) F=1-2*=0= S=0.
k=0

(d) Wegen (1 +i)? =2i und (1 —i)? = —2i ist
(1+4)* N (1—9* Q4"+ (1 -4
(1—4)3 (1443  (1+4)(1—14))3
(2031 414) + (—20)*(1 — )

8
_ (=8 (A +4) + (8))(1 —4)
8
_8-8i+8+48i

8
=2

A.10.4 Die Aussage lésst sich per vollstdndiger Induktion beweisen: Der Fall
n = 1 entspricht der gewohnlichen Produktregel fiir Ableitungen. Per In-
duktion (n +— n+ 1) folgt

(f-9)"* V()

WS (™) 10 (o) (4 /
(2_:<k>f (@) <>>

n (Z) (f(k-l-l)(x)g(”—k)(x) +f(k)(33)g("+1_k)<x)>

<g>f(0 g(n+1) +Z( ) g(n+1 k)( )
n—1

3 (1) w0 + (1) 7 @)

%0 :
o

(n—(l)—l FO (2)gM D) (5 +zn:1[<z) ( nl)]f(k)(m)g(n-i-l—k)(x)

e
(1)@ )

Z(n+1) F®) () gtk (1),

k=
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Setzt man f(r) = e und g(v) = € fiir a,b € R, dann gilt

Z (n akea;z: bnfkebz — (eaazebm)(n) _ (6(a+b)x)(n) — (a + b)ne(aer):r.
k| N~ N——
k=0 ) (@) gn=F) ()

Fiir x = 0 folgt der binomische Lehrsatz.
A.10.5
(a) Setzt man g(z) = z®, dann ist
(%) = g(x)* = exp{In(g(x)*)} = exp{xIn(g(x))}
und nach der Kettenregel gilt

g'(x) = (") = exp{zIn(x)}’
= (zIn(z)) exp{zIn(z)} = (In(z) + 1)z”.

Daraus folgt (wieder mit der Kettenregel)
((2")")" = exp{zIn(g(2))}’ = exp{zIn(g(x))} - (zIn(g(x)))’

= (2®)" ( In(g(x wg’(x) = (2*)"(2zIn(z) + =
— @) (ntote) + 222 ) = () (2etna) + ).

(b) Wegen (1/x)" = —1/2? (Quotientenregel), gilt nach der Kettenregel

£ (e -2

_ 2(x2 +1) (2% - 1)
333
2

(c¢) Nach der Kettenregel gilt

immvzmmmmmmwzm@V@ﬂmm+mé0‘

(d) Nach der Quotientenregel gilt

xr 4+ 2% —1 /_23754—21:4—1—4363—}—7362—1
241 o (22 4 1)2 '

(e) Nach der Produktregel gilt
e () () ()7 ()

_z+1 1 1+l
2z 2y x)’
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(f) Nach der Quotientenregel gilt

d In(z) +(1+2%)—2In(z)z  1+22-2In(z)z?

dz 1+ 22 (1+22)2  z(14a22)?

(g) Mit den Ableitungsregeln gilt

d

e — (sin(z))es®) :% exp{cos(z) In(sin(x)) }

_ (COS@”) — sin(z) ln(sin(m))> (sin(x))=s(®),

tan(x)

(h) Man beachte tan’(z) = 1/cos?*(z), dann folgt mit (10.15) und den

Ableitungsregeln
d cos(2x)
= lnlt o ORed)
dz n(tan(z)) sin?(2z)
B 1 25sin®(2x) 4 4sin(2z) cos?(2x)
sin(z) cos(z) sin®(2z)
4 4 cos?(2x)

sin(2z)  sin®(2z)

A.10.6 Man fiigt im Zé&hler eine ,Null“ ein und erhélt direkt
o @0+ 1) = f@o) + f(zo) = fzo — 1)

2h
_ 1mf($0+h)—f(360)+}hmf(ﬂ«"o)—f(ﬂvo—h)
T 2hs h 2 h50 h
i==h 1. f(zo +h) — f(x0) n 1 lim f(zo +1) — f(z0)
T 2hs h 2150 l
"(z ) f'(20)
N 2 T3
= ['(wo).

A.10.7 Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Satz 10.3.4) exis-
tiert ein & €]z, y[, sodass

arctan(y) — arctan(z) = arctan’(€)(y — z) = 1 ;52 .

Wegen 1+ 22 < 1+ &2 < 1+ 92 folgt die Behauptung.

A.10.8 Man bezeichne die Seiten eines Rechtecks mit a,b > 0, dann ist nach
Voraussetzung L = 2(a + b) und fiir den Flacheninhalt gilt F' = ab. Aus
der ersten Bedingung folgt b = L/2 — a und Einsetzen in die zweite ergibt
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Fea(koa).

Als Funktion von a wird F nun maximal fir

dFF L ! L

]

A.10.9 Nach dem Additionstheorem (10.15) gilt
sin((n — 1)x) = sin(nz — x) = sin(nx) cos(x) — cos(nx) sin(x)

und somit

/2

An—-1)= cos" 1 (z) sin((n — 1)z) dz

S—

/2

/2
cos™(z) sin(nz) dz — / cos" " (z) cos(nx) sin(z) dz
0 0

I
=

/2
n) — / cos" ! (z) sin(z) cos(nz) d.
0
Partielle Integration liefert weiterhin

w/2
/ cos" ! (z) sin(z) cos(nx) dx
0 _f’_/H’_/
! Y

77/2 ﬂ'/2 1
- / — cos" (z) sin(nz)ndx
0 o N

1
=- cos™(x) cos(nx)

——Yo-1-am

Lo A(n).

n

3

Also gilt insgesamt

1 1
A(n—1) = A(n) — (n - A(n)) =2A(n) — on > 2.
Per vollstédndiger Induktion lasst sich nun
1 2k
A(”):W 7 "E€N>o
k=1
zeigen. Induktionsanfang (n = 1):
/2 1 /2 1 91
AQl) = /0 cos(z) sin(z) dz = 5 sin?(z) . =59 T
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Induktionsschritt (n — n 4 1):

1 1
A HN==1(A4
(1) =3 ( (”)+n+1)
w1 < 1 2k 1 )
Y n+1 1.
2\2 — kE n+1
1 < " 9k 2n+1>
= —+
n+2
2 — k' n+1
1 n+1 ok
= 2n+2 f
k=1
A.10.10
(a) Es gilt
F(z) = n? — 3nta? () = 12(n82% — ntx)
n (1 + n2z2)3’ n (1 + n222)4
und
fi(z) =0 <= n?=3n"2? — x:ii.
n \/gn
Wegen
1 8n?/v/3
fff()z— n/{<0,
V3n (4/3)
wird f,, an der Stelle x = 1/(v/3n) maximal mit
n/v3  3v3n

i (1/(3m)) = @372 - 16

(b) Man setze s(z) = 1+ n?z?, dann gilt s'(z) = 2nz und die Substituti-
onsregel liefert

! ! n’x 1S (a)
I e el

Andererseits gilt
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TL2£C x n— 00
0,

€Tr) = = xT 6 R,
fn(@) 1+ 2n222 + nigt # 4+ 222 + n2g4

also
1 1 1 1
/ lim fn(x)dx:/ 0dr=0# - = lim fn( )dz
o n—oo 0 2 n—00

Dies widerspricht nicht dem Satz 9.5.1, denn ( f,, ), konvergiert auf [0, 1]
nicht gleichméfig gegen die Nullfunktion. Fiir € > 0 und n > [4e] gilt

nach Teil (a) beispielsweise
1 2
fn <> —0‘: 3v3n >3—\/§4 = —7526,
\/gn

6 = 16 V16
also ist (8.1) nicht erfiillt (man beachte 1/(v/3n) € [0, 1] fiir alle n > 1).
A.10.11 Definiert man ¢: [a,b] — R durch

dann ist ¢ nach Voraussetzung stetig auf [a,b] sowie differenzierbar auf

Ja,b[ und es gilt:

p(a) = f(
f(

= (f(b) - f@M@—@@—M@N@

o(b).

Nach dem Satz von Rolle (Satz 10.3.3) existiert somit ein £ €]a,b[ mit

¢’ (&) = 0. Dies zeigt den ersten Teil der Behauptung. Ist ¢'(x) # 0 fiir alle

x € [a,b], dann folgt aus dem Mittelwertsatz (Satz 10.3.4) g(b) — g(a) # 0
und die Gleichung kann entsprechend umgeformt werden.

A.10.12 Mit partieller Integration erhélt man

/2
I, = / sin(z) sin" ! (z) dz

0

/2
= —cos(z) sin”_l(x)’;rfo + (n— 1)/ cos?(x) sin""?(z) da
0

w/2
=(n-— 1)/0 (1 — sin®(x)) sin" "~ 2(z) dz
=(n—1I—2— (n—1)I,,

also nl, = (n — 1)I,,_5. Weiterhin ist Iy = 7/2 und I; = 1 und die
Rekursionsgleichung liefert daher
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1 x 3 1 = 5 3 1 =
b=y h=i5y =513y
g 2n—1 2n-3 31«
T Ton 2(n—1) 122
sowie
2 4 2 6 4 2
=21 =-.2 [,=2.2.Z2 ]
3 3 ) 5 5 35 7 75 3;
2n 2(n—1) 4 2
I T R | 53
Daraus ergibt sich
I I2n+1_ 2n - 2n 44 B
2 L, (n+1)@2n+1) " 5.3 3.1

Nun gilt 0 < sin(z) < 1 fiir z € [0, 7/2] und daher ist
sin®"™2(z) < sin®"t!(2) < sin®"(z).

Aufgrund der Monotonie des Integrals folgt Iopio < Iopt1 < Io, und
damit

1> Iop41 S Iop40 _ 2n+1'
- Ly, T I, 2n + 2

Mit dem Einschliefungssatz erhélt man also

2:-2 4-4 2n - 2n

™
T lim 2.2 .
noo 3.1 5-3 @n+1)(2n+1)

A.10.13
(a) Mit der Substitution s(z) = 22 ist

2 1
" at = 565(“")5(:5)3’(1:)

und partielle Integration liefert

1 s 1 s s _18
2/68(318—2(68—/6 ds)-ze(s 1).

Also folgt durch Riicksubstitution

/6952303 dz = %es(w)(s(x) -1)= %ezz (2 —1).

(b) Man bemerke zunéchst, dass
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-1 e 41-2 2 _, 2
e+1  er+1 es+1 e(l+e )’

Mit der Substitution s(z) =1+ e~ 7, §'(x) = —e~7 folgt

-2 =27 25'(x)
e?(I+e ) 14e=  s(z)’

Da [2/sds = 2In]|s|, folgt durch Riicksubstitution

-1
/e de=z+2In|l+e % =2In|l+¢" —z.
e +1

(¢) Mit der Substitution s(z) = In(z), s'(z) = 1/ ist

2 2 25 (x)

zln’(z)+z  a(n?(@)+1) s(@)?+1

und es gilt

2 1
\/m ds = 2/14—752 ds = 2arctan(5).

Also folgt durch Riicksubstitution

2
/ m dz = 2arctan(In(z)).

(d) Mit der Substitution s(z) = sin(z), s'(z) = cos(z) ist

sin(z)cos(z)  s(x) o (x
1 —sin(x)  1-s(z) (@)

und es gilt

s 1
= — [ 1lds=—1In|l—s|—s.
/175ds /1isds / ds nll—s|l—s

Also folgt durch Riicksubstitution

/ sin(z) cos(z)

1 — sin(x)

dz = —In|1 — sin(z)| — sin(z).

(e) Mit der Substitution s(z) = cos(z), s'(x) = —sin(x) ist

sin(x) —s'(x)

Jeost (@) +/s(@)

und es gilt
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1 3 1
———ds = /—5_5 ds =2s7 2.
/ V83

Also folgt durch Riicksubstitution

i 2
sin(e) dz = 2cos™ 2 (x) =

\/cos3(z) cos(x)

(f) Mit der Substitution s(z) = a®, s'(z) = In(a)a” ist

1 - 1 1 (a®)?
a® +a- <% - a® (1+ a%w) - e . 1+(az)2
a:v
"1 (a0)?
s'(x)

In(a)(1 + s(x)2)’
Aus

1 1
/ In(a)(1 + s2) ds = In(a) arctan(s)

folgt durch Riicksubstitution

/ 1 d arctan(a®) .

a®+a=" = In(a)

(g) Mit partieller Integration gilt

/ﬁ(z) dz = ztan(x) — /tan(x) dz

und die Substitution s(z) = cos(z), s'(x) = — sin(z) liefert
_ sin(z)  —s'(x)
tan(z) = S50 T @)

Aus — [1/sds = —In]|s], folgt dann durch Riicksubstitution
/ COS;UW dz = x tan(x) + In | cos(z)|.

(h) Mit der Substitution s(z) = /2/3z, s'(z) = \/2/3 ist
1 1
222 BJ/I-23)a2
S35 ()
V3+/1 — ()2
s'(x)
V24/1—s(x)?
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Aus

1
— arcsin(s)

1
/\@\/1 —s(x)? ds = V2

folgt durch Riicksubstitution

/ﬁdf = % arcsin (\/gl‘) .

Mit der Substitution s(z) =z + 1, §'(z) = 1 ist

1 B 1 B 1 ~s(2)?+1
22422+2 22422+14+1 (z+124+1  s'(x)

und wegen [ 1/(s? +1)ds = arctan(z) folgt durch Riicksubstitution

1
/ m dx = arctan(l + .T)
T T

Mit der Substitution s(z) = 22° —52%+20z—1, s'(z) = 10x* 1522420
ist
20 =322 +4  §'(x)
225 — 523 + 20z — 1 5s(z)

und wegen [ 1/(5s)ds = In|s|/5, folgt durch Riicksubstitution

/ 22t —3x2+4

1
2% — 525 1 205 — 1 dz = gln|2x5 — 523 + 202 — 1.

A.10.14 Sei s(z) = tan(x/2).

(a)

Mithilfe der Additionstheoreme gilt:
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0 s(2) = 1 ~ cos?(2/2) + sin®(z/2)
2COS2(£C/2) 2cos?(x/2)
_ 1+tan®(z/2) 1+ s(x)?
B 2 2
ii) sin(x) = 2sin(z/2) cos(z/2) = 2sin(x/2) cos(z/2)
& () = 2sin(z/2) cos( /2) cos?(z/2) + sin®(z/2)
2085 2tan(e/2)
cos?(z/2) (1 + S;r;i((ﬁg))) 1+ tan®(z/2)
_ 2s(x)
1+ s(x)?

cos?(z/2) — sin®(z/2)

/2 (z/
cos?(z/2) + sin?(z/2)

(iii) cos(z) = cos®(x/2) — sin?(z/2) =

sin®(z/2)
COSQ(Z‘/Q) <1 B COS2($/2)> 1 — tan? (.’13/2)
cos?(x/2) <1 + Sin2(w/2)> 1+ tan®(z/2)

cos?(z/2)
1 s(r)?
1+ s(x)?
(b) (i) Nach Teil (a) ist
1 1+s@)?  §(x)

sin(z)  2s(z)  s(x)

und wegen [ 1/sds = In|s| folgt durch Riicksubstitution (und we-
gen der Additionstheoreme)

/_1 dz =In|tan(z/2)| =In

sin(x)

2sin(z/2) cos(z/2) ‘
2cos?(x/2)

sin(x) I sin(x)

cos(x) + sin?(x/2) + cos2(x/2) ‘ B ‘ 1+ cos(z)|”

=In

(ii) Nach Teil (a) ist
I 1+s(x)? 25’ (x)

cos(z) 1-s(@)? 1—s(@)?
Mit der 3. binomischen Formel erdhlt man als Ansatz fiir eine Par-
tialbruchzerlegung

2 2 A B

-2 (Q1s)(l-s) 1+s 1-2
=22 A(1—s)+B(l+s)=A+B+(B-A)s,
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also A = B = 1 und somit

2 1 1

Riicksubstitution liefert (mit den Additionstheoremen)

/ cosl(:c) dz =In[1 + tan(z/2)[ — In |1 — tan(z/2)|

i cos(z/2) + sin(z/2) ‘ I cos(x/2) — sin(x/2) ’
cos(z/2) cos(z/2)
n cos(x/2) + sin(x/2) ‘ _ (cos(z/2) + sin(z/2))?
cos(z/2) — sin(x/2) cos?(z/2) — sin®(z/2)
7n1+sin(a7) o lan(e 1
=1 cos(z) I tan(z) + cos(z) |

A.10.15 Aus (z/a)? + (y/b)? =1 folgt fiir y > 0, dass

2
v = b — ( b ) 22
a
b\? / 2
=4/b%— (> 2 =by/1— (f) = f(z), =€ ][—a,al].
a a
Die von f und der Abszisse eingeschlossene Fldche ist gerade die Fliache

einer halben Ellipse. Mit der Substitution s(z) = z/a gilt nun fiir den
Flacheninhalt

/_medw -/ aby/T = ()25 (x) da

1
:ab/ V1 —s2ds
1

b 1
U;(s 1—32—|—arcsin(s)’ 1)

— ¥y

ab . :
=5 (arcsin(1) — arcsin(—1))

= abarcsin(1)

abm

5

Also ist der Flidcheninhalt der Ellipse abm und als Spezialfall ist fiir a = b
die Flachenformel fiir den Kreis mit Radius a enthalten.

A.10.16
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(a) Q(x) = 23 — 5% + 82 — 4 hat eine Nullstelle bei 7o = 1 und mit
Polynomdivision folgt

(2 =52 +8z—4): (z—1) =2 —da+4= (2 — 2)*
Der Ansatz fiir Partialbruchzerlegung ist somit:

322 -9z +8 A . B . c
w3 —522 48 -4 -1 -2 (vr—2)2
— 32?2 - 92 +8=Ax -2+ Bz —1)(z—2)+C(xz —1)

= (A+B)2* 4+ (—4A 3B+ C)x + (4A+2B - O)

Koeffizientenvergleich fiihrt auf die Gleichungen
A+B=3, —4A-3B+C=-9, 4A+2B—-C =38,

also A=2, B=1und C = 2. Es folgt

/ 322 — 9z +8 dz_/ 2 ot 2 .
w3522 +8—4 S ar—-1 x-2 (x-2)2
2

=21 —1]+1 -2 - —-.

nlz—1/+Injz — 2| -

(b) Zunéchst liefert Polynomdivision

32° — 8zt + 622 —62% +4x —1:32° — 822 + 3z +2 =22 +1,
—3a2® + 8% — 323 — 222
3% —8a2 +4x—1
—32% + 822 — 31— 2
r—3

also ist

_3x5—8x4+6x3—6x2+4x—1

B 3x3 — 822 + 3z + 2
r—3

323 — 822 +3x +2°

R(z)

=2+ 1+

Nun hat Q(z) = 323 — 82% + 3z + 2 eine Nullstelle bei 7o = 1 und
(32° — 822 + 3z +2) : (v — 1) = 32 — bz — 2.

Das Polynom S(z) = 32% — 5z — 2 hat eine Nullstelle bei 7o = 2 und
somit
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(32° =5z —2) : (x—2) =3z +1=3(x+1/3),
also gilt die Faktorisierung

Q@) = 3(x — 1)(x — 2)(x + 1/3).

Die letzten beiden Nullstellen hétte man auch durch Loésen der qua-
dratischen Gleichung S(x) = 0 bestimmen konnen. Der Ansatz fiir die
Partialbruchzerlegung von (z — 3)/Q(z) lautet somit

r—3 A L B . C
303 - 822 +3x+2 x—-1 -2 2x+1/3
< 2-3=3(A+B+C)2*+(-54—-2B-90)x

+ (=24 - B+60C)

und Koeflizientenvergleich liefert A =1/2, B=—1/7 und C = —5/14.
Es folgt:

2
R(x)dx = +1dz+
/ (z) dz /33 v xr—1 -2 x+1/3 *

1 1 1
:§x3+x—|—§ln|x—1|—?ln\x—2|—%1n|x+1/3|

(c) Die Nullstellen von Q(z) = 1+ z? sind die 3-ten Einheitswurzeln von
—1=¢€"", also

in 1+iv3
z1 = €3 =cos(m/3) + isin(n/3) = —1—21\[’
29 = €™ = —1,

i 1—1iV3
zZ3 =€e3 = .

2
Nach Satz 10.5.4 gilt also

Qz) = <<x— ;)2 + i) (x+1)

und der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung lautet:

T A+ Bx C

T T oy e

— x:(A+Bx)(x+1)+C<<x_;>2+Z>

=(B+C)2*+(A+B-C)z+(A+C)
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Koeffizientenvergleich liefert A = B = 1/3 und C' = —1/3 und mit
(10.26) folgt

1 1 1
/ zgdx:/7/3+2m/3 d:c—f/ dz
1+z (e—1)"+32 3) 1+

2

= 127 g LS o (22112
=s Il —1/2)”+3/4| + NI t (\/3/2>

1
— —1In|1
3 n|l+ x|

—11n|x2—x+1—11n|1—|—x|—|—1arctan<2x_1>
6 3 V3 V3 )

A.10.17

(a) Zunéchst folgt mit partieller Integration

22

/ln(2—x2)dx:xln(?—x2)+/2_x2 dz

2
_ 9 5 —2+2

2
= 72dx.

:xln(?—xQ‘)—Q/l—i—

Das Polynom 22 — 2 besitzt Nullstellen ++/2 und der Ansatz fiir eine
Partialbruchzerlegung ist somit

2 A B
P2 1 V3 aiv2
— 2= Az +V2)+ Bz — V2)
=(A+B)z+ (A- B)V2.

Koeffizientenvergleich liefert sofort A = \/§/ 2 und B = —/2 /2, also

2 V2 1 1
/ 3 dxz—/ — dx
x? -2 2 ) z2—=vV2 z+V2

:§(1n|x—f2|—lnlx+ﬁl)

und daher insgesamt

/ln(Q—xz)d,r:wln(Q—acz)—2x—\/§ln\m—\/§|+\/§ln|x+\/§|.

(b) Fiir a =0 ist [ 2" dz = 2" /n. Fiir a # 0 liefert wiederholte partielle
Integration
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a a
:ﬁeaaa _ nxw;—l ed% | n(n 2_ 1) /xn 2002 g
a a a
z" azx nz" ax ’I’L(’I’L — l)xn_2 azx n(n — 1)( 2) n—3 _ax
¢ T e © + a’ a a3 / da
n n—1 -1 1
:xieal _ nr 3 ax :l: (71)71,”(” ) / ax dLE
a a a™
_(z"  na” ! . n(n — 1)z" 2 " n(n —1) 1\ .
- a a2 a3 an+1

nk:

n
— ax
Z lak+1¢

(¢) Mit der Substitution s(x) = v/, §'(z) = 1/(2y/x) ist
r—yr Jr—-1 -1 1
rtve e+l gl 2V
_ ve—1 1 :28<x)_1~3’(x)
)
s(z)? — s(x
(Szw)+§ (e,

=2

Polynomdivision oder geschicktes Erweitern liefert

s2—s  s(s+1)—2s 2s
= = 8§ —
s+1 s+1 s+1
1-1 2
:s—2s+7:s—2+
s+1 1+s

und somit

5275 2 9
ds=2 [ s—24+—ds=s"—4s+4In|l + s|.
s+ 1+s

Also folgt nach Riicksubstitution

vz
x—!—f

dz =2 — 4z +4In|l + Vx|

(d) Es gilt



14.10 Losungen zu Kapitel 10 495

12\ 1/2
m/xfz(x(m-xlm) > =27/8
_E 15/8_§ 3/ 7
/\/x\/mﬁdx— 57 = 15;10\/:10 )

(e) Partielle Integration liefert

/em(l—ar—l—f)dx:er—( ezdx>+<ex —2 eacda:)

=e" — (e"z — ") + 2 — 2(e"z — )

= (4 — 3z + 2%)e”.

und somit

(f) Zunéchst gilt mit partieller Integration

x
arcsin(z) de = xrarcsin(zr) — | ———dx
| wvsinto & =
Mit der Substitution s(x) = 1 — 22 | s(z) = —2x ist nun
r  s(x)

Vi-a2? 2/s(z)

und wegen [ 1/(2y/s)ds = /s folgt nach Riicksubstitution
/arcsin(m) dz = zarcsin(z) + V1 + z2.

A.10.18 Sei F(z) := [ f(t)dt, = € [a,b]. Dann gilt mit Satz 10.3.1 und der
Kettenregel

PR 4 [ @ ()
- [a L wa= g < / F(t)dt — / £ dt)
d

(F(¢(2)) = Flp(2)))

dx
= f((@)¥ () — fle(x))¢'(2).
A.10.19
(a) Sei G(z) := [ |f'(t)|dt, « € [a,b]. Dann gilt G(a) = 0 und G'(z) =

|f/(x )| sowie

)| =

’ﬂ%gL{ﬂm&—ﬂw
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Daraus folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

b
/ e |d:v</ 26(2)G'(z) do = [ £G4
¢ 2
— G(1)® — Gl(a)* = G(b)* = ( / (@) dx>
b
<(b-a) / f()*d

mithin die Behauptung.
(b) Wegen (f(2)?)" = 2f(z)f'(z) und f(a) = f(b) = 0 gilt

2/ "0 f (1) dt = f(a)?,
b
2 / F@)F () dt = — f(2)?

fir z € [a,b]. Daraus folgt

2f(x)* < |f(@)?| +1f ()|

o[ roro

b
<2 / PO ()] dt

IRECE)

< (b a)/ F(#)2dt

S\/b;a/abf’(t)zdt-

Da « beliebig war, folgt die Behauptung.
A.10.20
(a) Es gilt

und somit

(63z — 533)1/93 = exp (; In (63”3 — 5x)) ,

und da die Exponentialfunktion stetig ist, folgt
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iii% (EBI — 5x)1/m = exp (hn%) 1 In (6395 — 51:))

x—0 T

0/0 i 3e3? — 5
- P e3* — b

-2 1
= ex —_— = —.
P e2
(b) Analog zu (a) gilt

lim (639” — 51‘) Ve _ exp ( lim 1 In (e?”” — 533))

T—00 T—00 I

_ 3x
ooéoo exp < lim 73 5/6 )

z—o0 1 — b /e3®

= e
(c) Es gilt
T _ 9w
Jim > % fim In(5)5% — 1n(2)2 = In(5) — In(2) = In(5/2)
x—0 €T x—0
(d) Es gilt
lim 1 sin(z) _ x — sin(z) 0/0 . 1 — cos(x)
z—0 \ T 2 z—0 2 z—0 2x
0/0 1. sin(x) _o.
x—0 2

14.11 Losungen zu Kapitel 11

Al111

(a) Quotientenkriterium (fiir Potenzreihen):

. TL—|—1_ n+1 n—>oo1
N n  V n ’

also ist p = 1 der Konvergenzradius.

Cn

Cn+1

(b) Quotientenkriterium (fiir Potenzreihen):
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e | (Bn)! (n+DI(Bn+3)—(n+ 1))

~ nl(2n)! (3n+3)!

_ (n+1)(2n+1)(2n+2)

~ (B3n+1)(3n +2)(3n + 3)

- 0314+ 1/n)(2+1/n)(2+2/n)
n3(3+1/n)(3+2/n)(3+3/n)

n—oo 22 4

33 27

Cn+41

also ist p = 4/27 der Konvergenzradius.
(c) Nach A.5.21 gilt

n n! n\/ n! n—oo 1
R oz 2
n" n e
also ist p = e der Konvergenzradius nach dem Satz von Cauchy-

Hadamard. Quotientenkriterium (fiir Potenzreihen) geht auch:

nl (n+ 1)t <n+1>"_<1+1>”_m°° e
n

nt (n+1)  an

(d) Es gilt

C = _— = _ —
" ne®  /ne e’

also ist p = e/2 der Konvergenzradius nach dem Satz von Cauchy-
Hadamard.
A11.2 Sei 0 < z < 2z, dann gilt

In(x) = In(zo + (z — z0))

(7))

= In(zo) + In <1—|— x—x())

g
(=) S — e\
= In(xo) + Z : 171 < T O)
X 1\n+1
= In(xo) + Z (;338(:17 —x0)".

Da bei gleichem Entwicklungspunkt die Potenzreihendarstellung einer
Funktion mit ihrer Taylor-Reihe iibereinstimmt, ist das die Taylor-Reihe
von In(z) um x¢. Der Konvergenzbereich ist offenbar ]0, 2xz(].
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A.11.3 Sei 0 < z < 2z, dann gilt mit Newtons Binomialtheorem

2% = (2o + (z — 20))* = (xo <1+x;0330))a
°Z< )( Zo )k:i@)wﬁ K — 20)".

k=0

Da bei gleichem Entwicklungspunkt die Potenzreihendarstellung einer
Funktion mit ihrer Taylor-Reihe iibereinstimmt, ist das die Taylor-Reihe
von 2% um xg. Der Konvergenzbereich ist offenbar ]0, 2z¢].

A.11.4 Ohne Einschrinkung sei zg < z. Fir l € {1,...,k+ 1} gilt

k(z,T0) = /r le]-:!(t) (@ — )R (2 — )L de,

—_——
=th(t) =9()

Nach Voraussetzung ist h stetig und g > 0 auf [xg,z] (bzw. ¢ < 0 im
Fall z < x9) und daher existiert nach Satz 9.4.2 ein £ € [xg,z] (bzw.
& € [z, x0]), sodass

T

Ri(, ) = h(g)/ (x—t)Ldt

_ M - (z—1)"
_ o (.’E —f)k I+1 (_ l

k+1
_ fk' (lg) (l‘ _ §)k_l+1(x _ x[))l-

t=x
t=$0

Al11l5
(a) Mit Beispiel 11.3.5 (a) und Satz 11.3.3 gilt

1 d 1 d1l&
1—2)3 dr2(l—a2)2 ?ig (n+ 1)z

i (n+ Dz

l\JM—\

fir |z| < 1. Es folgt

x? 1 = n?-n

n=1 n=2

(b) Der Ansatz fiir eine Partialbruchzerlegung ist

102 -4  10z-4 1 A B

2—1  (z+1)(z—1) :x+1+x—1
— 10z—-4=Ax—1)+Bxz+1)=(A+ B)z+ (B — A)
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und Koeffizientenvergleich liefert A =7, B = 3. Fiir |z| < 1 gilt daher

Wr—4 7 3 . 1 .1
2-1 z+1 z-1 1-(-2)

1—2x

oo

=T7Y (—2)" =33 a"=> ((-1)"7-3)".
0 n=0 n=0

n=

(c) Scharfes Hinsehen zeigt, dass 22 + 2 — 12 die Nullstellen z = 3 und
x = —4 hat. Der Ansatz fiir eine Partialbruchzerlegung ist daher

1 1 A B

22 fx—12 (x —3)(z—4) _x—3+x—|—4
= 1=A(z+4)+B(z—3)=(A+ B)xz + (4A - 3B)

und Koeffizientenvergleich liefert A =1/7, B = —1/7. Fur |z| < 3 gilt
daher

11 )
—(@/3) 4 1-(-2/4)

(d) Fir |z] <1 gilt

x+1_:c—1+2_1 2
x—1 =1 1—2x
(o) o0
=1-2) a"=-1-) 2"
n=0 n=1

A11.6 Sei |z| < 1, dann gilt

arctan’(x) = 1_‘_1:132 =1 (1—x2) - Z(_ﬁ)n _ Z(_l)nm%‘

Nach Satz 11.3.3 folgt somit
o) o0 x2n+1

arctan(z) = /ﬁl332 do = Z(fl)n/ﬂn de = Z(il)nzn —~

n=0 n=0
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fir |x| < 1. Nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert die Reihe auch fiir
|x] = 1, ist also nach dem Satz von Abel in diesen Punkten stetig, und
daher gilt insbesondere

7 > 1 1 1 1
_—= t 1 = _1’IL :1—7 7—7i...
g = rctan(l) nZ::O( ) o1 57577

A.11.7 Es reicht die Behauptung fiir ein lokales Maximum zu zeigen, da der
Beweis fiir ein lokales Minimum vollstdndig analog verlduft. Man geht
genau wie beim Beweis von Satz 11.5.1 vor: Sei x €]a, b[ und ohne Ein-
schriankung z¢ < x, dann gilt mit Satz 11.4.9 nach Voraussetzung

FE(©)

(2n)! )

f(@) = f(wo) + (x —20)™, & €Jao, z[.

Da f(") stetig ist, gilt noch in einer Umgebung U(xq) =]zo — 6, 29 + I,
§ >0, dass ™) (x) <0 fiir x € U(xg). Fiir x € U(xo) ist auch & € U(xo)
und daher ™) (€) < 0. Somit ist f(z) — f(xo) < 0, also f(z) < f(xo) fiir
alle x € U(xg), xo < .

A.11.8 Die Aussagen lassen sich einfach nachrechnen, indem man mit der
rechten Seite anfangt:

sinh(z) cosh(y) 4 cosh(x) sinh(y)

:1 <e$+y 4TV YT _ e*(rer))

4
+ 1 (erer eV eV e*(ﬂHy))
4
1
=1 (2ez+y — 267(E+y)>
=sinh(z + y)

und analog fiir cosh(z + y).
A.11.9
(a) Zunéachst ist

tanh(z) = sinh(z) e" —e™”
~ cosh(z) e*+e @

er+e T —2e" 1 2e~ %

2

und fiir x < y folgt aus der Monotonie der Exponentialfunktion
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1 1
tanh(y) — tanh(z) = 2 (1 T T 1a er)

e?y _ 62:12

=2
(T+e2)(1 + e2v)
> 0.

Also ist tanh auf R streng monoton wachsend und somit bijektiv. Sei
nun z € R und y = tanh(z) € (—1,1), dann gilt

2

tanh(z) =1 - —— =
anh(z) 5o Y
— 2
y 1+ e2=
2
— - _~
-y
2
= 2:7—1—71+y, u:=e*>0
-y -y
1
<= = ﬂzo,
1-y

also

tanh ™ (y) = 2 = In(e®) = In(u) = %m <1+y> .

(b) Nach Beispiel 11.3.5 (b) gilt

oo
n(l+x) Z %

n=1
n(l—x) i_o: )n:—i%

fiir |z| < 1. Damit folgt aus (a):

artanh(z) =

I
DN | =
Nk
—
—

\
—

\
—_
—
3
N

2|
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A.11.10 Sei z €]a,b] und ohne Einschrankung = > x¢. Nach Satz 11.4.9
existieren &,n € |zg, z[ C ]a, b], sodass

n—1 (k‘) 2 n
Fla) = flzo) + 3 T @ gy T o gy
k=1

k n!
(n)
und
(n)
o) = T gy,

Da g™ () # 0 und g(" stetig ist, existiert eine Umgebung
U =]z — &, 20 + €[ Cla,b,e > 0, von xq, sodass g™ (z¢) # 0 fiir alle = € U.
Fir z € U, x > x¢, folgt somit

f) _ (FM©/n) (@ — x0)"
(

g(x) (g™ (n)/nh)(x — zo)"
_ SO wom, [T (o)
g™ (n) 9™ (x0)”

denn £ g(") sind stetig und wegen &, 7 €]z, [ gilt £,1 — 20, T — 2.
A.11.11 Fiir n = 1 ist die Behauptung klar,

O

Induktionsschritt (n — n + 1): Wegen

(x>(x_n>:x(m—1)-...~(ac—n+1)(9c—(n+1)+1)

(n+ 1) (n+1)

gilt

oo |- () (1)
)

_ 1 +n2/3,

59/n

[\)

INZ

also
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2/3
—-1/2 - 1 1 273 <(n+1)/: L
n+1 n+1\2¥n - n+1 vn+1

Die Giiltigkeit der zweiten Abschétzung folgt aus

2\F+n2/3_(n—|—1)2/3
1 s o 3 1 3 )
= = — 4+ — 4+ = < 1
<2%+n ) Sttty <(n+1)
3 1 1
— - < -
<:>2n+8n _2n+4

und die letzte Aussage ist sicherlich richtig fiir alle n € N5 .
A11.12
(a) Nach A.5.20 gilt

1 2
= lim = =91
n—oo |Ant1 1+ \/5

Qn

lim
n— oo

Ap41

also p = ¢! nach Satz 11.2.1.
(b) Es gilt

o0
(22 +x—1)f Za x"+2+2anz —Zanz"
n=0
o0
= Z Ap—ox" + Z ap_12" — Z a,z"
n=2 n=1 n=0

= —ag + (ap — a1)x + Ap—9 + Qp_1 — ap)x"
0+ (ao O 1) ZQ( 2 1 )
= n= =0

=-1

= fla)= g 1

2tr—1 1-z—22

(c) Man beachte, dass 2% + 2 — 1 die Nullstellen

1+V5 _ 1-V5

5 und z9 = — 5

r1 — —
hat und somit
P rr—1=(x—z)(r—22).

Da 21 — x93 = —V/5, gilt
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-1 -1 1 1 1
f(x):xz—l—x—l - (x —z1)(x — z2) :\/S<x—$1 _:v—x2>.

Beachtet man noch ¢~! = min{|x1], |z2|} = |22, dann folgt fiir |z| <

¢! mit der geometrischen Reihe

n=0 Lo 1
1 & (:v’f“ x"“) n
= @
n+1
5= (z172)

001 1_|_\/5n+1
()

und ein Koeffizientenvergleich liefert nun die geschlossene Darstellung
der Fibonacci-Zahlen.

A.11.13 Differentiation der Ausdriicke aus Lemma 11.6.7 bzw. A.11.9 liefert
die Behauptung. Beispielsweise gilt

d Lt 7t
arsinh’(z) = — In (x+ 1+m2>:7+x
ST s+ VIt a®

1
VI+a?
A.11.14 Da e%sin®(z) €]0,1], folgt aus dem Binomialtheorem (Satz 11.4.7)

zunachst
= [1/2
\/1—525111 Z( / ) k g2k sin? k(x)

k=0
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Nach A.10.12 ist weiterhin

/2 2k —1)(2k—3)-...-3-1 7
/O sin®® () dr = ((zk)-;gk_n)....-zl.g 2
C1-3-...-(2k-3)2k—1) «
- 2k ! 2
@R T
(2kkN2 2
und fiir die verallgemeinerten Binomialkoeffizienten gilt
<1/2> _ 12 (=1/2) - (=3/2) ... - (=(2k = 3)/2)
k 1-2-3-...-k
_( 1)k—11 3 (2k —3)(2k — 1)
2kEN(2k — 1)
_(DE o)
T 1-2k (2FK!)2

Mit Satz 11.3.3 folgt nun

4a/ \/1 — 2 sin? i <1l/32> (—1)ke2k /()7T/2 sin?(z) d

B [ (2k)! g2k
- QMZ <22k(k;') > 1- 2k

14.12 Losungen zu Kapitel 12

Al12.1

(a) Der Integrand ist offenbar an der Stelle xp = —1 unbeschrénkt, man
betrachte also

o 1 B o1
———dx = ——dz + ——dx
—2 /|1 + x| —2 |1+ z| —1 /|1 + x|
Fiir die uneigentlichen Integrale auf der rechten Seite gilt nun

€
lim r= lim —2(—1—z)Y/?

€
1
—d
e——1— \/,Q \/—(1 +1‘) e——1— r=—2

=2— lim 2(—1-—2z)Y?

e——1—

=2

und
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lim / de = lim 2(1+z)/2
€

e——1+ VvV1+x e——1t r=¢
=2— lim 2(1+4x)Y?
e——1+
= 2.

Somit ist

r=2+2=4

° 1
| ==
B e
(b) Partielle Integration liefert zunéchst

/111(33)2 dr = zIn(z)? — 2/111(33) dz
= zIn(x)? — 2(zIn(z) — )
=z (In(z)® — 2In(z) + 2) .

Der Integrand ist bei xyp = 0 unbeschriankt, also

1

e—0+ z=0

/1 In(z)?dz = lim =z (In(z)® — 2In(z) + 2)|
0

=2— lim eln(e)?® — 2en(e) + 2¢

e—0t

:2’

da mit der Regel von Bernoulli-de L’Hospital

1 2
lim @
e—0t €7

= -2 lim eln(e) =0.

e—0t

(c¢) Mit der Substitution s(x) = /z, s'(z) = 1/(2v/z) gilt zunéchst

1 2s'(x)

(1 +a)oe  1+s(z)?

und wegen [2/(1+ s?)ds = 2arctan(s) liefert Riicksubstitution

1
/ (SN dz = 2arctan(v/z).

Der Integrand ist bei zp = 0 unbeschrénkt, also ist das Integral aufzu-
spalten. Wegen arctan(1) = 7/4, bietet sich 1 als Teilungspunkt an:
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/OO ! d li 1 ! da + li b ! d
——— —ar = lm = ax 11m ———— —axr
o (A+az)z =0t J. (14 z)v/x booo f1 (14 2)y/T

lim 2arctan(ﬁ)|1_ + lim Qarctan(ﬁ)}b_l
e—0+ T=¢  booo =

=T lim 2arctan(v/e) + lim 2arctan(v/b) — il
2 b—o0 2

e—0t

7T+ ™
= — m — —
2

2
=T.

(d) Der Integrand ist bei g = 1 unbeschrankt, also ist das Integral auf-
zuspalten:

/1 ! d li /0 ! dz + 1i /E ! d
———dz = lim ———dz+ lim —dz
1 V1 —22 e——1t Jo /1 =22 e=1- Jo V1 — z2
= lim arcsin(:c)|2_5 + lim aresin(z)|;_,
e——1t - e—1-— -
= lim arcsin(e) — lim arcsin(e)
e—1- e—~»—1+
=arcsin(1) — arcsin(—1)

=T

(e) Man bemerke zunéchst

2 — \/x 22—z 1

vi—x (22 + Vo) (22— ) 22+

also ist der Integrand bei xg = 0 unbeschrankt. Mit der Substitution

s(x) = vz, §'() = 1/(2/a) ist

1  2s(x) o(z) 25’ (x)
22 +x  s(z)t 4+ s(x) Cos(z)3 41
Das Integral
1
2 -
/ P ds,

bestimmt man mit Partialbruchzerlegung: Die Nullstellen von Q(s) = s3 + 1
sind die 3-ten Einheitswurzeln von —1 = ¢™™ und ein analoges Vorge-
hen wie bei A.10.16 (c) fithrt auf den Ansatz

1 A+Bz C

= +
T+a?  (p-1?43 o+l
= 1=(B+0)2*+(A+B-C)x+ (A+0).
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Koeffizientenvergleich liefert A = 2/3, B = —1/3 und C' = 1/3 und mit
(10.26) folgt

1 2/3 — s/3 2 [ 1
o[ 1 qs—o [ 2S5
/?3+1d8 /(&fU@ +3Md'+3/1+5d8

251)+21|1+
— 1n S|.
V3 3

1 2
:—§1n|52—s+1|+ arctan<

V3
Riicksubstitutieren ergibt nun

lim ————dx + lim

e 1
/0 x2+\/x RS . T2+ b—oo J; xz—l—f v
2 1 2 71
= lim ~In|1++z|— zIn|x — vz + 1| + —= arctan el
e—0+ 3 3

1

V3 -
2 1 2
—|—bli>n;o 31n|1—|—\/5—31n|x—\/5+1|+\/§arctan< \/:[ )
= lim 1(2111(1+\/5)fln(b—\/ng 1))+larctan 2vb -1
_b—>003 \/§ \[
2 VE—1
+Elirgl+§(ln(s—f+l)—21n( \@))—\/garctan< NG >
1 (1+ V) 2vb — 1 1
_blgrologln(b_\[_’_l)—i—\/garctan(\/g — arctan 7
2 (W+acta <1 ))
=— | = +arctan | —
V3 \2 V3
_i(zﬂ), 4
V32 6/ 3v3
wobei man arctan(—x) = — arctan(z) sowie
2
lim (+vh)? —1
b—oo b — b+ 1
beachte.

(f) Mit der Substitution s(z) = arctan(z), s'(z) = 1/(1 + 2?) gilt

1 B s'(x)
(14+22)2 1+ tan(s(x))?

= cos(s(z))?s'(x).

Mit partieller Integration folgt
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/cos(s)2 ds = sin(s) cos(s) + /sin(s)2 ds
= sin(s) cos(s) + s — /cos(s)2 ds
1
— /cos(s)2 ds = B (s + sin(s) cos(s))
und Riicksubstitution liefert
< 1 ’
/0 (EEIE dr = blingo 3 (arctan(z) + sin(arctan(z)) cos(arctan(z))) .
1/m . (T m .
=5 (5 + sin (5) cos (5) — sin(0) cos(O))
_r
=7
Da der Integrand gerade ist, folgt daraus
o 1 ™
———dr = —.
/_ I+ T2
A12.2

(a) Fiir x > 1 gelten e™® < x sowie 22 + 3z + 5 < 922 und daher

20 —e ¥ >2x—x 1 >0 > 1
= — T .
22 4+3x+5 " 922 9z — 7’ =

Nach Beispiel 12.1.2 (b) ist [, 1/(9z) dz divergent und somit ist nach
Lemma 12.1.8 (b) auch

/OO 2r—e * d /1 2r—e * d +/°° 2r—e ® d
—_—— dx = —_— dX — AX
o x2+3x+5 0o ¥2+3x+5 1 224+3x+5
divergent.
(b) Der Integrand ist bei zy = 0 unbeschriankt. Mit der Substitution

s(z) =1/, §'(x) = —1/2? gilt
T sin(1/x) s = lim g _sin(s(x))s, ) de
/0 SIT) 4 = 1 SAT)) o1 () d

x e—0t J, s(x)

:/ sin(s) ds,
1/7 8

also existiert das Integral nach Beispiel 12.1.4.
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(c) Es gilt

> —1/2 Yo —1/2 ©r—1/2
/ z / dz = / x / dzr + / z / dz
0 1 =+ J}S 0 1 + .’L'3 1 1 + .’173
und das erste Integral auf der rechten Seite existiert, da der Integrand

stetig auf [0, 1] ist. Weiterhin gilt z — 1/2 < x sowie 1 + 2® > z fiir
z > 0 und daher

x—1/2
1+ a3

x—1/2 1
p— <7 >1.
1423 = 22’ r=

Nach Beispiel 12.1.2 (b) ist [, 1/2z? dz = 1, also konvergiert das Inte-
gral nach Lemma 12.1.8.

(d) Fir o < 1 gilt |cos(z)/z% < 1/z%, und da fol 1/z%dzx in diesem Fall
konvergiert (Beispiel 12.2.3), folgt die Konvergenz von fol cos(x)/xz* da
nach Lemma 12.1.8. Fiir & > 1 gilt andererseits cos(z)/x® > cos(1)/z?,
x €]0,1]. Aus der Divergenz von fol 1/z“ dzx folgt dann auch die Di-
vergenz von fol cos(z)/z* dz fir a > 1.

A.12.3 Die Funktion sin(z?) ist als stetige Funktion auf [0, 5[, b > 0 integrier-
bar. Fiir 0 < r < 7/ folgt mit der Substitution s(x) = x? und partieller

Integration

/ sin(z?) dx:/ sm(s(w))s,(x) dz
r r o 2y/s(x)

T‘/2 .

:/ sin(s) ds
r2 2\/5
12 2
cos(s)

" " cos(s)

r2 - /;2 483/2 ds
_cos(r?)  cos(r?) 1 r cos(s) d
= - 37z s

r2

Seinun e > 0 und ¢ = 14+1/¢, dann gilt fiir alle v’ > r > ¢ die Abschétzung

<1+1+1/“2 1
Sor T T ), 22

T/Q

1 1

1
27“+ 2 2./s
1
-
E?

s=r2

<

also ist das Integral nach Satz 12.1.3 konvergent.
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A124 Aus ve* — 1 flir n — oo folgt direkt

1
lim f,(xz) = lim =0, x>0,

n—o00 n—o00 n /et

also konvergiert die Funktionenfolge punktweise gegen die Grenzfunktion
f(z) =0, 2> 0. Wegen e* > 1 auf [0, oo[, gilt weiterhin
1 1

Sf
e n

|fn (@) =

, >0

S

und somit
1
Ve >0 3n0’7€+1—‘€N VnZno VSCZO |fn(55)|<€.

Also ist die Konvergenz gegen die Nullfunktion f auch gleichméfig. Es gilt

aber
0o b n
lim fo(z)dz = lim lim —e ™ ®/Mdg = lim lim —e /™
n—oo [q n—o00 b—o0o o n n—00 b—o0o =0
= lim (1 — lim e_b/"> =1
n—oo b—oo
#0 2/ 0dx
0
:/ lim f,(z)dx.
O n— o0
A.12.5 Fir a <0 ist
1 In(k)lel 1
= >—- Vk>3
kln(k)~ k ~ k =7

also folgt die Divergenz der Reihe nach dem Minorantenkriterium. Fiir
a > 0 ist die Funktion f(z) = 1/(zln(x)®) offenbar monoton fallend auf
[2, 00[ und mit der Substitution s(z) = In(z) folgt

/bldx/b Sl(x) dxi /ln(b)lds
o wln(x)e Ty s(@)e T fae) 5@

Ist a # 1, gilt daher

In(b)

0o 1 l—« 1 11—« —1 11—«
/ dz = lim i = lim n(b) n(b)
5 xln(x)™ booo L=y, booo 11—«
1 l—o
& ;oa > 1
= a—1 ,

00 ; 0<a<l
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und im Fall o =1 ergibt sich

<1 . In(b) .
/2 2n(@) dz = blggo ln(s)|ln(2) = blggo In(In(b)) — In(In(2)) = oo,

also insgesamt

= 1
];2 W konvergent <— a>1.

A12.6
(a) Sei b > 0, dann gilt mit partieller Integration

b
/ e~ sin(z) da
0

1 —sT :
=-3¢ sin(x)

Es folgt

oo b
1
/0 e *Fsin(x)de = bliglo ; e sin(zr)dx = s

(b) Eine analoge Rechnung liefert

1 b 1
(1 + 52> /0 e " cos(z) dx = 3 (1 —e b cos(b)) + 767313 sin(b)
b—oo 1
—> J—
s
und somit
S b s
—sx de = li —sT dx = .
/0 e cos(z) dx Jim ; e~ cos(z) da e
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A.12.7 Mit der Substitution s(x) = 22, §'(z) = 2z gilt

0o ) b b efs(m)
/ e dr = lim —2* dg = lim
0

b—oo J b—oo J 21/

1Y 1 [
= lim — s 12e 5 ds = f/ /2715 45
0 2 /o

b—oo

1

=I'(1/2).

S101/2)

Da e=*" eine gerade Funktion ist, folgt somit

/ e dx:2/ e do=I(1/2) = V7.
0

— 0o

A.12.8 Quadratische Ergédnzung liefert
2

22 t+ar+b= (m+%)2—|—b—%= ($+%)2+i(4b—a2),

und da nach Voraussetzung A = 4b — a? > 0, folgt
1 1 4

2 +ar+b a <1+ (;2%)2) - A(1+(2\m/—%a>2>.

Mit der Substitution s(z) = (2z + a)/VA, s'(x) = 2/V/A gilt somit

1 B 2¢'(x)
22 4+ar+b VAL + s(z)?)’

und wegen
2 2
——— ds = —— arctan(s
/ VAQ Ty T g ()
liefert Riicksubstitution
/ 1 q 2 ¢ (233 + a>
—————dax = — arctan .
224+ar+b VA VA

Daraus folgt nun

/Oo ; dr = lim —— arctan (m)
0o T>+4ar+b e—oo /A VA
2 T a
VA (2 - (75))

z=0
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und analog

/° ol s 2 (T etan (-2
P Fartb x—\/Z 5 arctan /A ,

also
2

> 1
[l aen
o T2 +ax+b VA

14.13 Losungen zu Kapitel 13

A.13.1 Zu zeigen sind die drei Axiome einer Metrik
(Positive Definitheit)

M2) d(z,y) = d(y, ) (Symmetrie)
(M3) d(z,y) <d(z,2z) +d(z,y) (Dreiecksungleichung)
Zu (M1): d(z,y) > 0 und d(z,z) = 0 sind klar. Sei nun d(z,y) = 0, dann

(M1) d(z,y)>0und d(z,y) =0 < xz=y

|21 —y1| =0,[z0 — 12| =0 = 1=y, 22 =y = Tz =1.

Zu (M2): Folgt aus der Symmetrie des Betrags |a — b| = |b — a.
Zu (M3): Folgt aus der Dreiecksungleichung fiir den Betrag:

1 2
d(z,y) = 5 (|z1 — y1| + [x2 — y2|) + gmaxﬂﬂﬂl =1l |z2 — yel}

3
1
< §(|$1 —z1| + |21 — 1| + w2 — 22| + |22 — y2|)

2
+ gmaXﬂT/l — 21+ 21 =yl |r2 — 22| + |22 — 2|}

<max{|z1—z1|,|z2—22|}+max{|z1—y1|,|z22—y2|}

<d(z,2)+d(z,y).

A13.2
(a) dy ist keine Metrik, da die Dreiecksungleichung verletzt ist: Fiir = 1,

y = —1 und z = 0 gilt ndmlich
d(z,y) = (1 (-1))* =4
£2=(1-0)"+ (0~ (-1))* = d(,2) +d(z,y).
(b) dg ist eine Metrik. (M1) und (M2) sind klar. (M3) folgt aus der folgen-

den Beobachtung;:

2
(Vie=2l+ Ve =ul) =le—2l+2ve =2 ]z =yl +]z—
> |z =2+ [z =yl

> |z —yl
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(c) ds ist keine Metrik, denn (M1) ist verletzt. Fiir £ = 1 und y = —1 gilt
offensichtlich z # y, aber dennoch d(z,y) = 0.

(d) Auch dy ist keine Metrik, denn (M2) ist verletzt. Wahlen wir etwa
x=0und y =1, so ist

di(z,y) =[0-2-1]=2#1=[1—2-0] = du(y, z).

(e) ds ist eine Metrik. (M1) und (M2) sind wieder klar. (M3) folgt daraus,

dass die Funktion f(z) = 177 auf R>o monoton steigend ist (dazu

betrachte man die Ableitung):
[z —yl <le—z[+]z -yl
z-yl _ le—zt]z—yl
L+lz—y| ~ 1+ |z —z2[+]z—y
g 12—yl
1+ |z—2  14|z—y|

A.13.3 Wir zeigen die drei Axiome einer Norm:

(N1) ||z]|>0und ||z|| =0 <= 2 =0 (Positive Definitheit)
(N2)  [[Az]| = [A] - [|l=]| (Homogenitéit)
(N3) e +yll < [zl + llyll (Dreiecksungleichung)

Zu (N1): Die Positivitit dp(z) = d(x,0) > 0 ist klar. Zudem gilt

0o(z) =0 <= d(z,0) =0 <= z=0.

Zu (N2): Folgt aus (E2), denn

(B2)

Jo Ox) = d(Az, 0) "2 A - d(z,0) = |\ - 6 (2) .

Zu (N3): Mit (E1),(E2) und der Dreiecksungleichung fiir Metriken folgt

So(x +y) = d(y — (—=),0) ) d(—a,y)
(E2

<d(—2,0)+d(0,y) "= d(x,0) +d(0,y)
ED 4(2,0) + (y — 0,0) = 6o(x) + do(y).

A.13.4 Ohne Einschrénkung sei ||z|| > |ly|| (sonst vertausche die Rollen von
2 und y). Dann folgt die Behauptung aus der Dreiecksungleichung:

]l = lle =y +yll < llz =yl + llyll
= llzll = llylll = ll=ll = llyll < = = yl-
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A.13.5 Die erste Ungleichung folgt aus der einfachen Abschitzung
n 2 n n

bt = (St ) = 3 o > 3 = Bl
i=1 i,j=1 i=1

Die zweite Ungleichung folgt aus der Holder-Ungleichung (A.13.7) mit der
Wahl p=q=2:

1
n n n 2
ol =31 o] < (zm) - (zxif) _ il
=1 =1 =1

A.13.6 (M1) und (M2) sind offensichtlich erfiillt. Von Interesse ist also (M3).
Um eine Vermutung zu gewinnen, betrachte man den Fall n = 2! Hier
lautet die Dreiecksungleichung

N

2+ ylliy2 < llzlly2 + yll/2
= (Vo1 +y1 + V72 —|—y2)2 < (Va1 + @) + (Vi + Vi)
= 1+ Y1+ 2VTime + 21ye + v2yn +y1y2 + o2+ e
<+ 2y/Tiwe + xo+ y1 + 24/11Y2 + Yo
= Vriwa + 21y + oy + yiye < VT1z2 + Y1y

Es erscheint unglaubwiirdig, dass diese Ungleichung fiir alle z,y € R? gilt!
Und tatséchlich: Wahlen wir

() ()

V1T + T1Yy2 + Toy1 + y1y2 = 1 > 0 = \/T102 + /Y1¥2

so gilt

und damit
2 +yllij2 > lzlli/2 + [yl
A13.7
—  Wir zeigen zunéchst fiir a,b > 0 die Ungleichung
P
ab < @ + —.
p q

Ohne Einschrankung seien dazu a,b > 0. Wegen

d2
@ewzeaj >0
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ist die Exponentialfunktion (strikt) konvex. Da fiir p,q > 1 des Weite-
ren -, 1 € (0,1) und © + ¢ = 1 gilt, folgt damit
ab — eln(a) 6 n(b) _ 61 ln(ap)"r In(b?)
< Loy L Lomeny _ a2 W
p q p q

— Kommen wir nun zu der eigentlichen Behauptung: Ohne Einschrén-
kung seien ||a||p,[|b]lq > 0. Dann folgt mit der obigen Ungleichung

jail bl _ g~ Jail? bl _ 11
Z4-=1
; ol ~ ; lallpp Z o3~ »

=1

n
— > Jaibi] < lal, - [bllq

i=1
und damit die Behauptung.
A.13.8

(a) Wir schliisseln die einzelnen Teile der Behauptung auf:

- ;1 C A ist klar.

— A offen: Sei © € A. Dann gibt es ein r > 0, so dass B,(z) C A. Fiir
7 = 5 > 0 gilt dann sogar Bj(x) C A, denn fiir y € Bs(x) ist

Br(y) C By(x) C A.

—  Grokte Teilmenge: Angenommen es géibe ein x € A\ A und ein
r >0, so dass B,(z) C A. Dann wére aber doch x € A!

(b) Wir unterscheiden zwischen Hin- und Riickrichtung;:

«<=: Folgt daraus, dass ;1 offen ist.
=: Sei A offen und z € A. Dann existiert ein » > 0 mit B,(z) C A.
Damit folgt A C ;1 Umgekehrt gilt nach a) auch ;1 C A und damit
insgesamt A = :Zl
(c) Seien G; die offenen Teilmengen von A. Wir zeigen die zwei Inklusionen
Ac; G und A5, G

C: Sei x € A. Dann gibt es ein 7 > 0, so dass B,.(xz) C A. Insbesondere
ist dann G; = B,(x) eine offene Teilmenge von A und damit ist

B, (z) C U, Gi.
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D: Sei z € |J; G;. Das heifit, es gibt einen Index 4, so dass z € G.
Da G; offen ist, gibt es ein r > 0 mit B,.(z) C G; C A und damit

x € A
A.13.9

(a) Wir betrachten eine abgeschlossene Kugel

B, (x9) ={z € X | d(z,x0) < r}.

Um zu beweisen, dass B, (:@) abgeschlossen ist, miissen wir zeigen, dass
jeder Haufungspunkt von Br(xg) auch ein Element von B, (z¢) ist. Sei
also x ein Haufungspunkt von B,(xg), d.h.

Ve>0 Jy € B(z) mit y#x: y € By(x0).
Damit gilt
d(.’lf,xo) < (J?,y) +d(y7x0> <e+r

d
und aus ¢ — 0 folgt d(x,79) < r, d.h. 2 € B,(x9). Also ist B,(z¢)
abgeschlossen.

(b) Seien Fj,i € I, abgeschlossene Mengen und sei z ein Haufungspunkt
des beliebigen Durchschnitts (,.; F3, d. h.

Vr >0 Jy € B.(z) mit y # x: yeﬂFi

beziehungsweise
Vr>0 JyeB.(x) mity#xz: yeF, Viel.
Damit ist x ein Haufungspunkt von F; fiir alle 7. Da die F; abgeschlos-

sen sind, ist dann x € F; und damit z € ﬂiel F;.

(¢) Es geniigt zu zeigen, dass die Vereinigung zweier abgeschlossener Men-
gen auch abgeschlossen ist. Seien dazu Fi, F» abgeschlossene Mengen
und z ein Haufungspunkt der Vereinigung F} U Fs, d. h.

Vr>0 Jye B () mity#£ax: yeF UF,.

Dann ist x ein Haufungspunkt von F} oder ein Haufungspunkt von Fb
und damit x € F beziechungsweise x € F5, da F; und F5 abgeschlossen
sind. Schlieflich folgt x € F} U F5.

A.13.10 Wir betrachten die Mengen

1
My = {(—1)"71_7_1‘1161\7} und M, ::{n‘n6N+}.

Die Vereinigung M = M; U M5 besitzt genau die drei Haufungspunkte
r1 =1,29 = —1 und z3 = 0.
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A.13.11 Der Grenzwert lautet

denn es gilt

2n+1 1 1 1
— 2=1(2- — [ —= =—4+—=0
||3j anQ ( n ) + (O ( 2) ) n2 + 4n

fir n — oo.
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didatinnen und -kandidaten interessant sind. Die Bénde sind nicht mehr im
Druck, aber Oliver Deiser stellt sie auf seiner Homepage

http://www.alephl.info/?call=Home
kostenlos zur Verfiigung.

Ross, K.A.: Elementary Analysis: The Theory of Calculus. Springer Verlag,
2013.

Ein schénes Buch. Ross bleibt ganz elementar, aber immer rigoros und der
Strenge verpflichtet. Enthélt sehr schone Aufgaben, an denen man seinen
analytischen Geist schirfen kann.

Bressoud, D.: A Radical Approach to Real Analysis. The Mathematical
Association of America, 2007.

Amerikanische Autoren (und nicht nur die) neigen ein wenig zur Gigantoma-
nie. So ,radikal”, wie es der Titel verspricht, ist dieser Zugang zur Analysis
nicht. Es handelt sich vielmehr auch um einen gelungenen Versuch der geneti-
schen Methode, bei der man auf den Spuren der geschichtlichen Entwicklung
wandelt und so die Analysis (kennen-)lernt.

Heuser, H.: Lehrbuch der Analysis 1/2. Teubner Verlag, 2009/2008.

Sehr ausfiithrliches und schénes Buch. Gute Erklarungen und historische Be-
ziige.

Wendland, W.; Steinbach, O.: Analysis. Teubner Verlag, 2005.

Hervorragende Darstellung der Analysis mit Differentialgleichungen und
Funktionentheorie in einem Band.

Kohler, G.: Analysis. Heldermann Verlag, 2006.

Ein grundsolider Analysis-Kurs, der seit vielen Jahren im Horsaal erprobt
ist.

Konigsberger, K.: Analysis 1/2. Springer Verlag, 2004.
Ein ebenfalls sehr schénes Buch.
Blatter, C.: Analysis 1,2. Springer Verlag, 1991/1992.
Kurz und knapp, aber alles da!
Forster, O.: Analysis 1/2/3. Vieweg Verlag, 2015/2017/2017.

Ebenfalls kurz und in Form eines Skripts geschrieben. Sehr empfehlenswert.
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e Courant, R.: Vorlesungen tber Differential- und Integralrechnung 1/2.
Springer Verlag, 1971/2013.

Ein Klassiker aus den Zwanziger Jahren des 20. Jahrhunderts. Wunderbar
lesbar und von einem der Grofimeister der Mathematik geschrieben.

e Courant, R.; John, F.: Introduction to Calculus and Analysis 1/2. Springer
Verlag, 1999/2000.

Der Versuch, die klassischen Biicher von Courant zu modernisieren. Obwohl
der Versuch als gelungen betrachtet werden kann, ist ein wenig vom Charme
verloren gegangen.

o  Walter, W.: Analysis 1/2. Springer Verlag, 2009/2013.
Hervorragendes Buch mit vielen historischen Beziigen.

e Endl, K.; Luh, W.: Analysis 1/2/3. Akademische Verlagsanstalt, 1973/1974/1974.
Ohne Schnorkel, ein sehr klar und knapp geschriebener Analysis-Kurs.

e Apostol, T.: Calculus 1/2. Wiley & Sons, 1991/2007.

Klassischer amerikanischer Analysis-Kurs. Obwohl etwas anders aufgebaut
als bei uns, ist ein Leseausflug in die Biicher von Tom Apostol stets eine
Freude.

e von Mangoldt, H.; Knopp, K.: Einfihrung in die Héhere Mathematik
1/2/3/4. S. Hirzel Verlag, 1990.

Ein wundervoller Klassiker. Nicht mehr ganz up to date (wie auch der Cou-
rant), aber hervorragend lesbar und verstandlich.

e Fichtenholz, G.M.: Differential- und Integralrechnung 1/2/3. Verlag Harri
Deutsch, 1997,/1990/2011.

Ebenfalls ein wundervoller Klassiker, diesmal aus der russischen Schule. Sehr
gut lesbar und verstdndlich und eine Fundgrube fiir Aufgaben, Aufgaben,
Aufgaben...

e Erwe, F.: Differential- und Integralrechnung 1/2. BI Hochschultaschen-
buch, 1962.

Gut lesbarer Klassiker.

e Grauert, H.; Lieb I.: Differential- und Integralrechnung 1/2/3. Springer
Verlag, 1989/1978,/1977.

Ein sehr empfehlenswertes Buch in einer Reihe von drei Bénden, die stufen-
weise immer abstrakter werden.

e Rudin, W.: Principles of Mathematical Analysis. MacGraw Hill, 2013.

Eine moderne Darstellung der abstrakten Inhalte der Analysis. Schén ge-
schrieben und ein Genuss. Leider strotzt die ,Student Edition“ vor Druck-
fehlern.

e Dieudonné, J.: Foundations of Modern Analysis 1. Academic Press, 2008.
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Eine hervorragende Lektiire fiir alle, die nach einer gut verstandenen Analysis-
Vorlesung iiber den Tellerrand schauen wollen.

Spivak, M.: Calculus. Addison Wesley, 2008.
Ein amerikanischer Analysis-Kurs, der von der Stoffauswahl und -abfolge
sehr europdisch ist.

Chapman Pugh, C.: Real Mathematical Analysis. Springer Verlag, 2017.

Ein sehr schoner Analysiskurs, der geometrische und topologische Aspekte
betont.

Kaballo, W.: Einfihrung in die Analysis 1/2/3. Spektrum Akademischer
Verlag, 2000/1997,/1999.

Ein durch und durch verlassliches Buch, das im Horsaal getestet ist.

Whittaker, E.T.; Watson, G.N.: A Course of Modern Analysis. Cambridge
University Press, 2012.

Die vierte Auflage stammt von 1927 und wird immer noch nachgedruckt!
Eine heute etwas ungewohnte Darstellung, aber gerade fiir Physiker nach
wie vor eine Fundgrube.

Aubin, J.-P.: Applied Abstract Analysis. John Wiley & Sons, 1977.
Exzellentes Buch zu den Verallgemeinerungen der Analysis in metrischen
Réumen. Etwas fiir ,spater.

D. ESTEP: Practical Analysis in One Variable. Springer Verlag, 2002.
Eine schone Einfiihrung, die mit der Modellierung realer Probleme arbeitet
und damit viele Fragen nach dem Warum der Analysis beantwortet.

Amann, H.; Escher, J.: Analysis 1/2/3. Birkhauser Verlag, 2006 /2008 /2008.
Durchweg gelungene ,moderne Einfiihrung in die Analysis.

Fritzsche, K.: Grundkurs Analysis 1/2. Spektrum Akademischer Verlag,

2008,/2013.

Wunderbarer Kurs eines Altmeisters, geschrieben speziell im Hinblick auf
Verstandnis.

Behrends, E.: Analysis Band 1. Ein Lehrbuch fiir den sanften Wechsel von
der Schule zur Uni. Vieweg+Teubner Verlag, 2014.

Empfehlenswertes Buch, an dem Studierende aktiv mitgearbeitet haben.
Arens, T.; Busam, R.; Hettlich, F.; Karpfinger, C.; Stachel, H.: Grund-

wissen Mathematikstudium. Analysis und Lineare Algebra mit Querver-
bindungen. Springer Spektrum, 2013.

Empfehlenswertes Buch, in dem man neben der Analysis auch die Lineare

Algebra finden kann. Sehr gute didaktische Aufbereitung des Stoffes.

Neunzert, H.; Eschmann, W.G.; Blickensdorfer-Ehlers, A.; Schelkes, K.:
Analysis 1 — Fin Lehr- und Arbeitsbuch fiir Studienanfinger. Springer Ver-
lag, 2008.
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Grofs und unhandlich wie ein Telefonbuch, aber man soll ja auch darin ar-
beiten, und dafiir eignet es sich hervorragend.

e Hildebrand, S.: Analysis 1/2. Springer Verlag, 2005/2007.
Sehr empfehlenswert und von einem Altmeister verfasst.

e Zorich, V.A.: Mathematical Analysis 1/2. Springer Verlag, 2015/2016.
Sehr schénes Buch der modernen russischen Schule.

e Gelbaum, B.R.; Olmsted, J.M.H.: Counterexamples in Analysis. Dover Pu-
blication, 2003.

Eine unverzichtbare Quelle iiber das, was in der Analysis schiefgehen kann.

e Hardy, G.H.: A Course of Pure Mathematics. Cambridge University Press,
2018.

Die erste Auflage stammt aus dem Jahr 1908, aber Hardys Werk wird nach
wie vor gedruckt und gehort immer noch zur ersten Klasse der Einfiihrungen
in die Analysis.

Weitere Literatur aus dem Umfeld

e Sonar, T.: Finfiihrung in die Analysis: Unter besonderer Beriicksichtigung
ihrer historischen Entwicklung fir Studierende des Lehramtes. Vieweg Ver-
lag, 1999.

e Abbott, S.: Understanding Analysis. Springer Verlag, 2001.

e Fdwards, C.H.: The Historical Development of the Calculus. Springer Ver-
lag, 1979.

e Hijab, O.: Introduction to Calculus and Classical Analysis. Springer Verlag,
1997.

e Hischer, H.; Scheid, H.: Grundbegriffe der Analysis. Spektrum Akademi-
scher Verlag, 1994.

o Knoche, N.; Wippermann, H.: Vorlesungen zur Methodik und Didaktik der
Analysis. BI Wissenschaftsverlag, 1986.

e Landau, E.: Grundlagen der Analysis. Chelsea Publication Company, 1951.
(Erstveroffentlichung 1930)

e Landau, E.: Differential and Integral Calculus. AMS Chelsea Publishing,
2001. (Erstverdffentlichung der deutschen Ausgabe 1934)

e Schréder, H.: Wege zur Analysis. Springer Verlag, 2001.
e Abbott, S.: Understanding Analysis. Springer Verlag, 2001.

e Sonar, T.: 3000 Jahre Analysis. Springer Verlag, 2011. (Zweite Auflage
2016)
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e Sonar, T.: Zur Geschichte des Prioritdtsstreits zwischen Leibniz und New-
ton. Springer Verlag, 2016.

e Spalt, D.: Die Analysis im Wandel und im Widerstreit. Verlag Karl Alber,
2015.

Ubungs- und Aufgabenbiicher; Repetitorien

Das Angebot an Ubungs- und Aufgabenbiichern zur Analysis ist inzwischen
uniiberschaubar und es findet sich dort auch viel Unbrauchbares. Uneinge-
schréankt empfehlen kénnen wir:

o DPolya, G.; Szego, G.: Aufgaben und Lehrsdtze aus der Analysis 1/2. Sprin-
ger Verlag, 7.

Auch die drei Bande

e Ostrowski, A.: Aufgabensammlung zur Infinitesimalrechnung 1/2/3. Sprin-
ger Verlag, 7.

sind sehr empfehlenswert. In der Schaum-Reihe gibt es den Band

e Ayres, F.: Differential- und Integralrechnung. McGraw-Hill Book Compa-
ny, 7.

der eine Unmenge von Ubungsaufgaben enthélt, sich aber wesentlich auf das
Rechnen beschrénkt. Hervorragend ist auch das Buch

e de Souza, P.N.; Silva, J.-N.: Berkeley Problems in Mathematics. Springer
Verlag, 7.

das ein Begleiter durch weite Teile des Studiums sein kann.

Warnen moéchten wir vor den zahlreichen Repetitorien, die den Markt gera-
dezu iiberschwemmt haben, und zwar nicht so sehr wegen mangelnden oder
fehlerhaften Inhalts, sondern wegen der falschen Wirkung auf den ,,User*. Ana-
lysis kann man nur dann lernen, wenn man Verstindnis entwickelt, nicht da-
durch, dass man Kochrezepte auswendig lernt! Wenn man das beherzigt, dann
ist z.B.

e Timmann, S.: Repetitorium der Analysis 1/2. Binomi Verlag, ?.

durchaus empfehlenswert. Hoffnungen, man kiime mit Repetitorien oder Lehr-
biichern zur Ingenieurmathematik oder gar mit ,,Analysis fiir Dummys* durch
ein Mathematikstudium, sind schon allzuoft enttduscht worden!
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