2 Fortsetzung von Pramaflen zu Maflen, Eindeutigkeit

a) Fortsetzungssatz, Eindeutigkeit

Es wird gezeigt, dass jedes Pramafl p auf einem Ring R zu einem Mafl i auf
A(R) fortgesetzt werden kann, d.h. g kann als Mafl auf der von R erzeugten
o-Algebra A(R) so definiert werden, dass seine Einschrénkung fi|x dem Pramafi u
entspricht.

Die Fortsetzung ist nicht notwendigerweise eindeutig, vgl. jedoch den Eindeutigkeitssatz .

Nach einer Idee von Caratheodory erfolgt die Fortsetzung tiber ein dueres Mafl p* und

die (so genannten) p*-messbaren Mengen.

Definition 2.1.
a) Eine Mengenfunktion p*: P(Q)— R heift duferes Maff (auf P(Q)), falls

(i) p*(@) =0;

i) Q1 CQ2CQ = p*(Q1) < p(Q2) » Monotonie “;

(iii) @1,Q2,...CQ = pu* ( U QZ) < (@) » o-Subadditivitdt .
i=1 i=1

b) FEine Menge A C Q heifst p*-messbar, wenn sie die folgende Spaltungs-
eigenschaft (bzgl. u*) besitzt:

() 1*(Q) = W (QNA) + i (QNAY) ¥ QePQ).

[Wegen (ii) wund der Zerlegung Q = (Q N A) + (Q N A°) geniigt es, in (i*) nur

, > ¢ zu fordern.]

Satz 2.1. (Fortsetzungssatz) Sei u Prdmaf auf einem Ring R (in ). Dann

existiert eine Fortsetzung [i von u zu einem Maf$ auf A(R).

Der Beweis von Satz 2.1 basiert auf dem folgenden
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Satz 2.2. Sei p* duferes Maf$ auf P(Q) und A*={ACQ|A ist p*-messbar}
—

a) A* ist eine o-Algebra (in Q).

*

b) p:= | . (Restriktion) ist ein Maf auf A*.

Bemerkung 2.1. Die Fortsetzung eines Pramafles p auf einem Ring R zu einem Maf}
i auf der von R erzeugten o-Algebra A(R) ist i.A. nicht eindeutig.

Beispiel 2.1. Q#0, R={0}, w®) =0.
Durch [11(2) :=1 bzw. [i2(f2) := 400 werden zwei verschiedene Fortsetzungen von pu
zu Malen fi; bzw. [y auf A(R)={0,Q} definiert.

Unter bestimmten Voraussetzungen ist die Fortsetzung [ aus Satz 2.1 allerdings

eindeutig (und dann wie im Beweis von Satz 2.1 gegeben ):

Satz 2.3. (Eindeutigkeitssatz) Sei € ein N-stabiler Erzeuger einer o-Algebra A,

in dem eine Folge {E,} wvon Mengen existiert mit E, T Q (n — o). Sind dann
p1 und pp Mafe auf A= A(E) mit

(i) m(E) = p(E) VEEE,
(i) pa(En) = pa(En) < oo vV neN,

so gilt py = po auf ganz A.

Bemerkung 2.2. Ein Mal p auf einer o-Algebra A(E) ist also bereits durch seine
Werte auf & festgelegt, wenn & folgende Eigenschaften besitzt :

(i) & ist N-stabil;
i) I{E.}CE: plE,)<oco VneN und E,TQ (n— o).

& heiBt dann ,, bestimmende Klasse “ fiir das Mafl .
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Definition 2.2. FEin Inhalt (Pramafl, Mafl) pu auf R heifit o-endlich, wenn
eine Folge {A,} CR emistiert mit A, TQ (n — o0) und u(A,) <oo V neN.

Bemerkung 2.3.

a) u o-endlich auf R
< dB;,B;,...€¢R,pd.: Q= > B; und u(B;))< 0 Vi,
=1

)

b) u(Q2)<oo = pu o-endlich auf jeder Algebra R, (in €2).

Beispiel 2.2.
a) p W-Mal auf A = pu o-endlich;

b) ZéhlmaBl v auf P(Q) o-endlich <= Q abzdhlbar;

c¢) Das Lebesgue’sche Pramafl \* auf F* ist o-endlich.

Satz 2.4. Zu jedem o-endlichen Pramafi p auf einem Ring R existiert genau

eine Fortsetzung zu einem Maf3 i auf A(R).

Bemerkung 2.4.
a) Sei p Inhalt bzw. Pramafl auf einem Ring R . Wird der Ring von einem Semiring

S erzeugt, also R = R(S), soist u bereits durch seine Werte auf S festgelegt ,

denn es gilt:

AER(S) = A=) B (3IB€S pd, neN)
=1
= p(A) =D uB).
=1

b) Ferner geniigt es, Additivitdt bzw. o-Additivitit von p auf S nachzuweisen,

denn es gilt :
1) p additiv auf S — p additiv auf R(S);
2) p o-additiv auf § = pu o-additiv auf R(S)

(vgl. Dudley (2002)) .
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Fir endliche Mafle ergibt sich noch die folgende Approximationseigenschaft :

Satz 2.5. Sei u ein endliches Maf auf A und Ry eine Algebra mit
A = A(Ry). Dann existiert zu jedem ¢ >0 und A € A ein B € Ry mit
uw(AAB) <e.

Bemerkung 2.5. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.5 gibt es zu jedem A € A(Ry)
eine Folge {B,} C Ry mit

lim p( AAB,)=0 [= lim u(B,)=punA)].

n—o0 n—oo

Man beachte: | u(A) —u(B)| < u( AAB).

b) Lebesgue-Borel-Maf, Lebesgue-Stieltjes-Mafle

Wir betrachten wieder :

RF  —  k-dimensionaler euklidischer Raum ,

7% — Semiring der Intervalle (a,b], a,b € R*,

F* — Ring der k-dimensionalen Figuren [= R(Z*)],

Bt —  o-Algebra der Borel-Mengen in R* [= A(F*) = A(Z%)],
M~ Lebesgue’sches Pramafl auf F*.

Satz 2.6. Es gibt genau ein Maff N\ auf B* mit

X((a,0]) = H(bi—ai) V (a,b] € I*.

Definition 2.3.
a) Das Maf \* aus Satz 2.6 heifit (k-dim.) Lebesque-Borel-Maf (auf BF).

b) Fiir B € B* betrachte man die Spur-o-Algebra BNB* (= {C € B*|C C B})
und N = \F A& heifit  Lebesque-Borel-Mafs auf B.

|Bmz’5"c ’
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Bemerkung 2.6. (Lebesgue-Ma$, Vervollstandigung) Sei A} das geméf Satz 2.2 aus

dem Lebesgue’schen Primafl A\* konstruierte d&uBere Mafl und B; die o-Algebra der
das Lebesgue-Mal auf B;. Es

Ai-messbaren Mengen in R¥. Dann heifit A\, := A} -
k

gilt
B = {BUN|BeB NcMeB" mit \¥(M)=0}
und  Bf 2 B*; Bezeichnung: BF = Bi.

k=

Die Mengen B € BF heiflen Lebesgue-messbare Mengen im RF .

Das Lebesgue-Maf3 Mo ist die Vervollstindigung des Lebesgue-Borel-Mafies \* .

Dabei heiBt ein MaB 7z auf einer o-Algebra A vollstindig, wenn jede Teilmenge einer
7i- Nullmenge auch zu A gehort (und damit selbst 7i- Nullmenge ist). 7 (auf A)
heiBt Vervollstindigung von pu (auf A C A), wenn 7 vollstindig ist, ﬁ| 4 =# und

jedes vollstandige MaBl po (auf Ay D A), welches p fortsetzt, bereits eine Fortsetzung

von [ ist.

Bemerkung 2.7. (Lebesgue-Stieltjes-Mafle) Analog zur Konstruktion des Lebesgue-

Borel-Mafles A\! lassen sich mit Hilfe ,, maerzeugender Funktionen“ F : R — R die

(so genannten) Lebesgue-Stieltjes-Mafie auf B! konstruieren. Dabei heifit F': R — R

maferzeugende Funktion, wenn gilt:

(i) F ist monoton wachsend ;

(ii) F ist rechtsstetig.

F' heilt Verteilungsfunktion, wenn zusétzlich noch gilt:

(ii) lim F(z)=0, lim F(z)=1.

Satz 2.7.  (Lebesgue-Stieltjes-Mafe) Zu  jeder maferzeugenden Funktion

F: R— R ezistiert genau ein Maf p auf B' mit

1((a,b]) = F(b)—F(a) V(a,b]eI".

Korollar 2.1. (Verteilungsfunktionen und W-MafSe). Zu jeder Verteilungsfunktion
F: R — R existiert genau ein W-Mafi P auf B mit

P((—o0,z]) = F(z) VazeR.
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Beispiel 2.3.

a)

b)

Die Funktion F : R! — R!, 2z +— 2 ist maBerzeugende Funktion zum Lebesgue-
Borel-Maf§ A!.

Sei f >0, stiickweise stetig, mit [~ f(z)dz =1. Durch

b
P((a,b]) := / f(x)dz V¥ (a,b] €T’
ist in eindeutiger Weise ein W-Mal P auf B! festgelegt. P heifit absolut-stetig
mit ,, Dichte “ f.

Seien X = {x1,7s,...} C R eine abzdhlbare Teilmenge der reellen Zahlen und

pi >0 mit > p;=1. Dann definiert
i=1

F(z) = Zpi, reR,

iix; <x

die Verteilungsfunktion eines (eindeutig bestimmten) W-Mafiles P auf B'. Die
,, Wahrscheinlichkeiten “ p; sind die Sprunghchen der stiickweise konstanten Funk-
tion F', d.h.

P heifit diskret mit ,, W-Dichte“ {p;} und , Trager“ X, d.h. P(X)=1.
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