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Vorwort

In diesem Skript finden sich die wesentlichen Inhalte aus den Ubungen zur MASS- UND INTE-
GRATIONSTHEORIE aus dem WS 2017/18 sowie Ausarbeitungen zum Vorlesungsstoff wieder. Es
stellt daher keinen Anspruch auf eine vollsténdige Niederschrift der Veranstaltungsinhalte, son-
dern soll lediglich unterstiitzend (im Sinne einer Nachbereitung) dienen. Daher sind einige Auf-
gaben, die ausfiihrlicher besprochen worden sind, eventuell nur mit verkiirzten Losungswegen
oder ohne die zusitzlich in der Ubung erbrachten Kommentare aufgefiihrt. Das Skript ersetzt

somit nicht den Besuch der Veranstaltung.

Viele Beweise zum Vorlesungsstoff sind weggelassen worden. Die Theorie wird nur in soweit
nocheinmal aufgefiihrt, insofern sie zum Verstédndnis der allgemeinen Zusammenhénge, Begriffe
und Beispiele niitzen. Daher ersetzt das Skript auch nicht die Vorlesung oder das Studieren

vorlesungsbegleitender Literatur.

Ich wiinsche allen Teilnehmern ein gutes Gelingen fiir diese Veranstaltung! Ich hoffe, dass ich
mit diesem Skript und den Ubungen eine niitzliche Hilfe und Ergéinzung der Vorlesung bieten
kann. Fragen und Hinweise auf Fehler konnen gerne jederzeit an mich per Mail oder vor/nach

den Veranstaltungen gerichtet werden.

MARCEL MAROHN

Literatur

1 Schilling, R. L.: Mass und Integral. De Gruyter Studium, 2015.

Elstrodt, J.: Maf- und Integrationstheorie. Springer Verlag, 2005.

Kiichler, U.: Mafitheorie fiir Statistiker. Springer Spektrum Verlag, 2016.

Kirchheim, B.: Maf}- und Integrationstheorie. Vorlesungsskript Universitat Leipzig, 2014.
Giinther, M.: Ma$- und Integrationstheorie. Vorlesungsskript Universitit Leipzig, 2011.
Meintrup, D.; Schéffler, S.: Stochastik. Springer Verlag, 2005.

N O Ot e W N

Forster, O.: Analysis 3. Vieweg und Teubner Verlag, 2011.



KAPITEL 1

Wiederholung

1.1 Wichtige Werkzeuge aus der Analysis

Wir wiederholten zunéchst zum Warmwerden wichtige Begriffe und Zusammenhénge die aus
den bisherigen Vorlesungen zur Analysis bekannt sein durften. Dazu gehorten:

(a) Topologie, Metriken und Normen (insbesondere p-Norm)

(b) Wichtige Ungleichungen, wie Hoélder’sche und Minkowski-Ungleichung

(¢) Funktionenfolgen, Cauchy-Folgen, absolut konvergente Reihen und Banachraum (am Bei-

spiel des (Funktionen-) Raums der absolut summierbaren Folgen

n=0

= {f: N — R| Z f(n) absolut konvergent}

- dabei wiederholten wir auch den Begriff des linearen (Unter-)Raums und Konvergenzar-
ten)

(d) Teilfolgen, Haufungspunkte, Limes Superior und Inferior fiir Folgen und fiihrten diesen

auch fiir Mengen ein (siehe auch Vorlesung)

1.2 Kurvenintegrale

In den Ubungen haben wir die wichtigsten Themen iiber Kurvenintegrale im Uberblick wieder-
holt:

(a) Definition einer (reguliren) C'-Kurve und Veranschaulichung als Bewegung eines Punktes
im Raum)

(b) Parametrisierung von Kurven und Beispiele (Streckenstiick, Kreislinie, Kleeblatt, Spirale,
")

c¢) Unterschied zwischen Kurve und Spur
d) Tangential(-einheits-)Vektor und Geschwindigkeit
Schnittwinkel zweier regulirer Kurven

)
) Kurvenlinge und Rektifizierbarkeit (Beispiel: Standardzykloidenbogen sowie Schrauben-

kurve und Kettenlinie)

(g) Parametertransformation und Orientierungstreue (insbes. Natiirliche Parametrisierung nach

der Bogenlinge)
(h) Vektorfelder (Gradientenfeld und Potential sowie Beispiele aus der Physik, Satz von Schwarz)
(i) Kurvenintegral 1. und 2. Art

Dazu haben wir uns einigen Beispielen gewidmet. Hier werden einige dieser Rechenbeispiele

aufgefiihrt.

1.2.1 Kurvenlinge

Wir veranschaulichten uns grafisch den Standardzykloidenbogen in der Ubung und berechneten

seine Linge. Aufierdem betrachteten wir Graphenlingen von Funktionen f: [a,b] — R € C!



(stetig diff’bar) und haben gesehen, dass fiir die Linge L des Graphen von f gilt:

b
L) = [ VIT TP do

Als Beispiel betrachteten wir f(z) := v/1 — 2? mit « € [—1,1], dessen Graph einem Halbkreis

vom Radius 1 um 0 entspricht. Das lieferte (erwartungsgemés)

1 1

x? 1
L(f) = 1+7dx:/7dm:arcsinx£ =.
(f) / ( ﬁ—mf) Vi |=1

-1

An dieser Stelle bietet sich Interessenten auch an, sich die Definition des Bogenmafles iiber die

Kurvenlénge anzusehen.

1.2.2 Natiirliche Parametrisierung

Wir betrachten den Astroidenteil im 1. Quadranten, der parametrisiert wird durch

o x(t) B cos®(t)
Pl = (y(t)) - <sin3(t)>  0=i=

Damit ergibt sich der Tangentenvektor

) = —3cos?t - sint
4 ~\ 3sin®t-cost |’

Die Norm dieses Vektors (die Geschwindigkeit) in t ist

NN

" (t)]| = 3v/cos?t - sin? ¢ + cos? t + sin* ¢ = 3sint cost.

Daraus ergibt sich fiir die Parametrisierung s: [O, g] — [0,1]:
¢ 3
s(t) = / 3sinucosu du = 3 sin?t.
0

Nun benétigen wir die Umkehrfunktion s~!, die wir durch Umstellen nach ¢ aus dem letzten

Ausdruck erhalten:
. . /3
= arcsin 4/ =s.
2

Setzen wir das in die Ausgangsparametrisierung ein, so erhalten wir die gesuchte Parametrisie-

rung nach der Bogenlédnge:

~ feosPt(s))  [(1-2
o= (3) = (o

wobei cosy = /1 — sin® y mit y = arcsin z sowie der Bezug von sin zur Umkehrfunktion arcsin

wles @

3
)? 3
) 0§5§§7

benutzt worden ist.



1.2.3 Kurvenintegrale 1. Art (Skalar)

Betrachte f(x,y) = h = const. und bestimme das Kurvenintegral iiber die Kreislinie C' mit
Radius r» um den Ursprung. (Das Integral liefert die Mantelfliiche eines Kreiszylinders mit
Radius 7 und Hohe h.) Als Parameterdarstellung fiir die Kurve C' wihlen wir ¢(t) = (r-cost, r-
sint) fur Punkte (x,y) € C. Dann ist

@' (t) = (—r -sint,r - cost) und I’ )| = Vr2sin® ¢ + r2 cos2 ¢ = r.

Folglich ist

27 27
/f(x) ds:/f-HtH dtz/h-rdtz%hr.
C 0 0

Anschliefend hatten wir die Aufgabe abgeéindert und die Funktion f (z,y) = x + 1 betrachtet,
was im Kurvenintegral die Fliache vom Mantel des abgeschnittenen Zylinders zwischen der
durch f beschriebenen Ebene und der zy-Ebene liefert. (Wir erhalten sogar, dass die Ebene
einen Zylinder mit Hohe zwei halbiert und daher die halbe Mantelfléiche dieses Zylinders.)

/fx ) /(r cost+1) - r dt = 2mr.

=T

1.2.4 Kurvenintegrale 2. Art (Vektorwertig)

Wir berechneten die Zirkulation (das Kurvenintegral 2. Art tiber eine geschlossene Kurve) des
Vektorfeldes f(z,y) = < Y ) lings der Randkurve C' des durch y = 2% und y = x begrenzten
—T

Gebietes im Einheitsquadrat 0 < z,y < 1. Dabei parametrisierten und berechneten wir die bei-

den Teil-Randkurvenintegrale separat - in der Summe ergeben diese das Gesamt-Kurvenintegral.

Das Integral iiber die Kurve C; bzgl. y = z? parametrisieren wir iiber o(t) = (¢,t?) =
(z(t),y(t)),0 <t <1 und erhalten ¢'(¢) = (1, 2t) sowie

fres [ (2)o(2) - feued
Cq 0 0

Analog erhalten wir fiir die Kurve C3 bzgl. y = x mit der Parametrisierung ¢(t) = (1—t,1—t) =
(x(t),y(t),0 <t < 1aus ¢/(t) = (—1,-1):

C[fod(xy O/1< 11__tt> <j> dt = 0.

In Summe ist also

1

[fedwyp=-z+0-—.
C



KAPITEL 2

Mengensysteme und Mafle

Ziel der Mafitheorie ist es, Begriffen wie Ldnge, Fliche, Volumen eine exakte mathematische
Bedeutung zu geben. Mit Hilfe von Maflen soll uns jedoch nicht nur das gelingen: mit Maflen
wollen wir

e Léngen, Flidchen, Volumen berechnen,

e  Zahlen,

e Integrieren (auch mehrdimensional),

e  Wahrscheinlichkeiten berechnen,

[ ]

An einem Beispiel wollen wir uns ansehen, was fiir grundlegende Eigenschaften wir von Mafen
fordern wollen: Betrachten wir ein Intervall I := [a,b] C R. Bezeichne A[a,b) die Linge des

Intervalls und v[a, b) die Anzahl der ganzen Zahlen in I. Dann kénnen wir offentsichtlich diese

beiden Gréflen wie folgt definieren:
Ma,b) :==b—a, via,b) :== #([a,b) N Z).

Damit schlussfolgern wir schnell:

(i) v(2) =0 und wir setzen A\(&) = 0.

(ii) Wir kénnen [a,b) = [a,¢) U [¢,b) mit a < ¢ < b setzen. Dann ist [a,c) N [¢,b) = &, also

disjunkt und es gilt (wie fiir die Vereinigung zweier beliebiger disjunkter Intervalle)

AMa,b)=b—a=(b—c)+ (c—a) = Aa,c)+ Ac,b)

(iii) Verlassen wir Intervalle in R und widmen uns komplexeren Formen im R™. Dann ist die
Berechnung von Flidchen wesentlich schwieriger, denn nur wenige Flichen (Dreiecke, Recht-
ecke, usw.) sind elementar berechenbar. Komplizierter wird es beispielsweise bei krummli-
nig berandeten Gebiete F: diese konnen durch abzihlbar viele Dreiecke A,, ausgeschopft

werden, d.h.

F= UAn.

neN

Man spricht auch von Triangulierung oder Parkettierungen. Dann erfordert eine Fldchenbestimmung

Fliche(F) = > Fliche(A,).
neN

Die Frage ist jedoch, ob es immer abzdhlbare Triangulierungen gibt und warum die Fldache

unabhiingig von der speziellen Triangulierung ist (HA).
Als Fazit halten wir fest:

e i.A. konnen Mafe nicht auf der Potenzmenge Z?(R), sondern nur auf einer Teilfamilie
§ € Z(R) definiert werden.



e Ein Mafl u sollte folgende Eigenschaften haben:

(1) u: T —[0,00] = Rso mit § Teilfamilie von 2(E) := {A|A C E}
(i) 1(2) =0

(iii) p ist additiv, d.h. fir INJ =@ gilt u(IUJ) = p(I) + u(J)

(

iv) pist o-additiv, also gilt fiir abzéhlbar viele I,, paarweise disjunkt, dass y ( U In) =
neN

2 #l(In)-

neN

Beispiel (Konstruktion des Cantor’schen Diskontinuums): GEORG CANTOR verstand das Kon-
tinuum, womit er die reellen Zahlen bezeichnete, als eine perfekte Menge. Er ermittelte eine
ebenfalls perfekte Menge, die aber nicht ebenfalls iiberall dicht ist, mit Hilfe eines Verfahrens,
das wir nun studieren wollen. Wir wollen diese CANTOR-Menge C' auf I; := [0, 1] konstruieren.

Dazu fithren wir folgende Schritte durch:

1. Entferne aus I; = [0, 1] das mittlere offene Drittel Iy = (%, %) Wir erhalten C; = [O, %] U
2
[3.1]-
2.  Entferne aus den beiden verbliebenen abgeschlossenen Intervallen jeweils das mittlere offene

Drittel, also aus dem linken Iyo bzw. aus dem rechten I>5. Wir erhalten Cs.

3. Entferne aus den vier verbliebenen abgeschlossenen Intervallen jeweils das mittlere offene

Drittel, also 1002, .[022, 1202 und I222

4. ... Esentsteht nach unendlichem Fortfithren dieser Schritte das Cantor’sche Diskontinuum

C .= ﬂ Ch.

neN

Dabei kodierten wir die relative Position der entnommenen Intervalle in der Nummerierung
beim (n + 1)-ten Schritt

Itltzts---tn—lth t; € {072}7 1= 17-~-an
iiber

. 0, Intervall ist links von I;,¢,..¢, 42,
n =
1, Intervall ist rechts von Iy, . _,2

Die folgende Grafik verdeutlicht noch einmal die induktive Konstruktion, bei der C, 41 aus
C, durch die Darstellung von C, als disjunkte Vereinigung von 2™ abgeschlossenen Intervallen
und dem Entfernen des mittleren offenen Drittels jedes dieser Intervalle entsteht. (Natiirlich ist
eigentlich ein sauberer mathematischer (Induktions-)Beweis nétig, auf den wir hier verzichten

- siehe Vorlesungsunterlagen.)
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Abbildung 1: Konstruktionsverfahren

Die Endpunkte des entnommenen Intervalls sind als triadische Zahlen? mit ¢; € {0,2} geschrie-

ben.

0,t1ts. .. tnl 0,t1ts. .. tn2

Y
0,0...01 =3~ (n+1)

Abbildung 2: Endpunkte in triadischer Darstellung

So kann man beispielsweise den rechten Endpunkt durch Interpretation als triadische Zahl im

Terndrsystem schreiben als

(ti,tay ... tn,2) — 0, L1ty .. 23—1 3n+1, t; € {0,2}.

Zum Beispiel ist der Endpunkt von Ips bzw. I

0,02 = bzw. 0,22 =

©| o

OJ\[\D
@\N)

2
9

OJ\O
@\N)

Das Diskontinuum kann daher auch geschrieben werden als

C= ﬂ {z|x; € {0,2} fiir i < n in triad. Darstellung}
neN

= {z]z; € {0,2} in triad. Entwicklung}

= {Z %un € {072}}.

n=1

OO
2Triadische Darstellung: Jede Zahl in [0, 1] ist darstellbar als > % mit z; € {0,1,2}.

i=1



Die saubere Herleitung dieser Darstellung ist allerdings aufwendig.
Frage: Besteht C' demnach nur aus Intervallendpunkten?

In [0, %] sind nur triadische Zahlen der Form (0,00...)s, aufler (0,1)3 = % Das kann aber ge-
schrieben werden als (0,02)3 = +. Wegen der Mehrdeutigkeit der Ternérdarstellung (analog zur
Dezimaldarstellung) ist somit beispielsweise i = (0,020)3 € C, was keinen Intervallendpunkt

darstellt.

Frage: Was ist die Liange (das Maf$) A(C) der Menge C? Wir sehen intuitiv:

1. AMCo)=X\[0,1])=1-0=1.

2. MC1) =A([0,1]) = A(I2) =1—-1-%

3. A(C2) = A[0,1]) = AMI2) = MJo2) = A(J22) =1-1-3 -2 5

4. /\(03) = )\(CQ) - )\(.[002) - )\(.[022) - )\(.[202) - )\(.[222) =1-1 % -2 % —4 3" %(siehe 3)
n. A(Cnp1) =A0,1] =20 L —2t. L on. L

>, on 1< /2\" 1 1
AMC)=1- =1—-- ) =1-= =0
@1 Rge 155 (6) i

Fazit: Fiir das Cantor’sche Diskontinuum C' gilt:

(a) C ist nicht leer.

(b) C hat keine Linge im traditionellen Sinn (hat Maf Null).

Das erscheint zunéchst merkwiirdig. Etwas, was nicht leer ist, soll verschwindendes Maf, hier:

eine Lange Null haben. Wir werden das in dieser Veranstaltung spezifizieren und untersuchen.
Einige weitere Bemerkungen zur Darstellung als p-adischer Bruch:

Jede (nichtnegative) reelle Zahl a lésst sich als p-adischer Bruch darstellen:
a:ao,a1a2a3~~::2%, ap € No,a; € {0,...,p—1}.
i=0

Es gilt ag = |a]. Es ldsst sich zeigen, dass jede Zahl héchstens zwei solche Darstellungen besitzt:
a = ag,a1as ...a,000...

und a=ag,aras...(a, —Dp—-Dp-{E-1)... mita, €{1,...,p—1}. @

Aufgabe 2.1.

Zeigen Sie, dass das Cantor’sche Diskontinuum C dberabzihlbar ist. (Die Unendlichkeit

ist bereits gezeigt.)

3Die Linge der entnommenen Intervalle ergibt sich als Anzahl der zu entnehmenden Intervalle mal einem
Drittel der Linge jedes der (verbliebenen) Intervalle aus dem vorigen Schritt.



2.1 o-Algebren

2.1.1 Exkurs: Ringe und Algebren

Sei F # @ eine beliebige Grundmenge. Wie wir oben gesehen haben, soll ein Maf3 eine Ab-
bildung auf einem Mengensystem mit gewissen Stabilitéitseigenschaften sein. Betrachten wir
daher zunichst Quader, speziell das System % aller Rechtecke (a,b] := (a1,b1] X (az,ba].
Sind A, B zwei solche Rechtecke, ist A N B wieder ein Rechteck aus So. Weiter lésst sich stets
B\A = A; U Ay U A3 mit gewissen Rechtecken A, As, As schreiben (Skizze). Das motiviert zu

folgender Definition:
Definition 2.1.

Das Mengensystem . heifit Semialgebra auf F, falls gilt:

(i) PeS, 0

(ii) VA,Be ¥ : ANBe .Y

(iii) VA, B € . In > 1 und paarweise disjunkte A; € ., i=1,...,n:

B\A = Lnj A;.

i=1
(i) gilt demnach auch fiir endlich viele Durchschnittsbildung.
Beispiel:

i ={(a,b] CR| —o0 <a <b< o0} (links halboffene Intervalle)
S ={la,b) CR| —oc0 < a<b< oo} (rechts halboffene Intervalle)

S = {H(ak,bk] CRY—o0o<a, <b,<oo,k=1,... ,n} (links halboffene Quader #
k=1

Warum ist aber beispielsweise .° := {(a,b) C R| — 00 < a < b < oo} keine Semialgebra?
Weil zwar (i), (i¢) erfillt sind, aber (4¢7) nicht, denn es ist beispielsweise (—1,1)\(0, 1) nicht als

Vereinigung endlich vieler offener Intervalle darstellbar.

Bemerkung: Lisst man F € . in der Definition oben fallen, spricht man von einem Semiring
aus F. ¢

Beispiel:

jn = {H(ak7bk] QR"|—oo<ak < b, <OO,/€=1,...,7”L}

k=1
Wegen der Endlichkeit der Randpunkte der links halboffenen Quader ist R™ ¢ T L 4
Problem: In der Stochastik interessiert man sich fiir Ereignisse C' := ,Es tritt das zufillige

Ergebnis A oder B ein.* Dann ist C offensichtlich wieder zufillig. Das fiihrt auf groflere Men-
gensysteme mit der Abgeschlossenheit bzgl. U:



Definition 2.2.
Fiir £ # @ und /° Mengensystem aus E heiBt A° Algebra aus E, falls

(i) E € &/°
(1) Ac o’ = A° € &°
(iii) A,B € &/° = AUB € &°.

Die Definition impliziert auch die Abgeschlossenheit bzgl. endlicher Vereinigungs- und Durch-
schnittsbildung. Ferner ist jede Algebra auch eine Semialgebra und umgekehrt ist jede Semial-
gebra, fiir die zusétzlich (ii) aus der eben aufgefiihrten Definition erfiillt ist eine Algebra. Weiter
ist der Durchschnitt abzéhlbar vieler Algebren <7 aus E

(% ={ACE|Ac o Viel}
iel

wieder eine Algebra.
Beispiel: Das Mengensystem
%= {A C E|A oder A° endlich }
ist die kleinste Algebra aus E, die alle einelementrigen Mengen {z} C E umfasst, also
o Algebra aus E: {z} € Vo € E = &/° C .
Ist E selbst endlich, dann gilt: &% = Z2(FE). Ferner gilt fiir das Mengensystem
R :={A C E|A endlich }

und E # @ beliebige Menge, dass R ein Ring ist, d.h. @ € R sowie fir A,B € R gilt:
AUB € R,A\B € R. Also gilt: Ein beliebiger Ring R mit E € R ist eine Algebra. L 4

Obiges Beispiel motiviert die folgende Begriffsbildung: die kleinste . umfassende Algebra .27°
aus E heifit die von S erzeugte Algebra sowie S der Erzeuger von 27, wenn fiir alle Algebren
o aus E mit . C o gilt: &/° C o/. Wir kénnen fiir die erzeugte Algebra setzen:

A" = () = {o/|o Algebra aus E : .¥ C o/}

Die erzeugte Algebra ist von einfacher Struktur, wenn . eine Semialgebra ist, denn dann gilt
n
() = { U Ag|Ay € ., paarweise diskunkt, n > 1} ,
k=1

d.h. es miissen nur alle endlichen disjunkten Vereinigungen von Elementen aus der Semialgebra
gebildet werden. So ist beispielsweise fiir .7, die erzeugte Algebra die Menge aller Vereinigungen

endlich vieler, paarweise disjunkter n-dimensionaler, links halboffener Quader, also

Mo(yn) = {U(ak7bk}|(ak7bk] S Yn,(ak,bk] M (al,bl] =0,k 75 l,n> 1} .
k=1



2.1.2 o-Algebren

Problem: Die Vereinigung bei Algebren ist nur abgeschlossen fiir endlich viele Elemente, so dass
bereits im R?, beispielsweise ausgehend von Rechtecken, nur Gebilde wie die obigen dargestellt
werden konnen und keine Kreise, Ellipsen, etc. Auch in der Stochastik stofien wir schnell an die
Grenzen, da das Ereignis ,,Bei unendlich vielem Wiirfeln tritt irgendwann die 6 auf.“ nicht als

endliche Vereinigung der Einzelereignisse ,,Im k-ten Wurf erscheint die 6. dargestellbar ist.

Definition 2.3.

Das Mengensystem &7 aus einer nichtleeren Menge E heifit o-Algebra aus F, falls <7 eine
Algebra aus F ist und zusétzlich gilt:

|J An € @, falls A, € 7/, neN.
neN

Also: & heifit o-Algebra, wenn gelten:

(i) oeod
(i) Ac o = A°e o

(iid) (An)n € = | ) An € &
neN

Aufgabe 2.2.

Welche der folgenden Mengensysteme sind o-Algebren diber {a,b,c,d}?

(a) {a,b,c,d}

(b) {@.{a,b,c,d}}

(¢) {@.{a},{c,d},{a,b,c,d}}
(d) Z({a,b,c,d})

Beispiel: Sei E # @.

(a) PZ(E) ist die grofte o-Algebra, die E umfasst, wiihrend die triviale o-Algebra {@&, E} die
kleinste ist.

(b) Eine Algebra mit endlich vielen Elementen ist auch eine o-Algebra.

(¢) & :={A C E|A oder A° hochstens abzéhlbar} ist die kleinste o-Algebra aus E, die alle
einelementrigen Elemente {z} aus F umfasst. Falls E selbst hochsten abzihlbar ist, ist

o = P(E). .

Aufgabe 2.3.

(a) Was ist die kleinste o-Algebra iber E, die {A} mit A C E enthdlt?

(b) Ist of :={A € P(E)|A oder A° endlich} eine o-Algebra?

(c) Zeigen Sie, dass o/ == {A C E|A oder A° hichstens abzihlbar} eine o-Algebra ist.
Lésung: (a) {@,E, A, A°}.
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(b) Wir unterscheiden nach Michtigkeit von F und zeigen, dass & eine o-Algebra ist, wenn
|E| < oo gilt. In diesem Fall ist F € o/ und fiir A € &/ gilt A C E und somit |4| < |E| < o0,

also F\A = A° € &/. Sei nun (4,,), C A, dann ist 4,, C F und daher |J A, C F und
neN

somit

U 4| <oo,also U A, € &.
neN neN
Damit ist &/ eine o-Algebra. Genauer ist &7 = Z(E).

Im Fall |E| = oo ist & jedoch keine o-Algebra, denn wir finden eine Menge, so dass sowohl

die abzéhlbare Vereinigung als auch deren Komplement unendlich sind: Es gibt dann eine

Folge (zr)reny € E mit zj paarweise verschieden und wir setzen Ay := xg. Dann gilt

Ay € o, aber sowohl {z3,x4,...} = |J Ap als auch {z1,z3,...} = E\ |J Ak sind nicht
keN keN

endlich. Also ist |J A, ¢ .
neN

(¢) E° = @ ist endlich, also hochsten abzdhlbar und in 7. Ferner ist fir A € &/ entweder
A = E\(E\A) = E\A° oder A° = E\A hochsten abzihlbar, also A¢ € &/. Seien A, €

o/ ,n € N. Falls alle A,, hochstens abzidhlbar sind, so ist auch |J A, hochstens abzihlbar
neN
(Satz aus Analysis 2). Falls ein k € N existiert mit Ay, iiberabzihlbar und 0.B.d.A. restliche

A,,n # k hochstens abzéhlbar, so muss Aj, wegen Eigenschaft von & hochstens abzidhlbar

sein und damit
neN neN\{k}

und die Teilmenge einer hichstens abzéhlbaren Menge ist selbst hochstens abzihlbar (Satz

aus Analysis 2). ¢

Der abzihlbare Schnitt von o-Algebren

g{::ﬂm::{BgmBe%VieI}, oy o — Algebra
i€l

ist eine o-Algebra. Wir bezeichnen daher mit

o(S) = ﬂ{szﬂ,cf o-Algebra aus F : ¥ C o/}

die kleinste o-Algebra aus E, die das Mengensystem . umfasst und nennen sie die von .

erzeugte o-Algebra. Ist &7 eine o—Algebra, so ist & = ().

Lemma (Charakterisierung der erzeugten o-Algebra): Sei . ein Mengensystem aus E # &
und &/ eine o-Algebra mit .¥ C & und fiir alle o-Algebren &’ aus E mit .¥ C &’ gelte:
o/ C o/'. Dann ist & = o(.%). .

Bemerkung (Hilfreiches Beweisprinzip): Es gilt also insbesondere: sind .4 C % zwei Men-
gensysteme, dann gilt 0(#) C o(#%). Insbesondere kann das fiir Beweise von Erzeugern ausge-
nutzt werden: ist < eine o-Algebra und kann man .& C &7 zeigen, so folgt o() C o(&) = .
Dann braucht man nur noch & C o(.) oder, falls . ein anderer Erzeuger von .« ist fiir
belicbiges S € .# die Beziehung S € .# zeigen. Dann gilt némlich . C . und somit

o =o(S) Co(S). ¢

Beispiel: Ein weiteres sehr wichtiges Beispiel ist die von einer disjunkten Zerlegung erzeugte
o-Algebra. Sei Z := {Zy|k € K} mit K C N eine Zerlegung der Menge F in héchstens abzéhlbar
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viele Teilmengen Z;. Dann ist

% =0(Z) = {U Z|I C K}
kel

kleinste o-Algebra aus F, die alle Z;,k € K als Elemente enthilt. Dabei ist mit I, = @:

U Z = . ¢
kel

Aufgabe 2.4.

(a) Finden Sie ein Beispiel das zeigt, dass die Vereinigung zweier c— Algebren i.A. keine

o-Algebra mehr ist.
(b) Folgt fiir o-Algebren of und Mengen A, C E aus |J A, € o stets A, € o fiir alle

neN
neN?

Lésung: Uber M = {1,2, 3} betrachten wir @4 := {@, M, {1},{2,3}} und o4 := {@, M, {2}, {1,3}}.
Das sind offensichtlich o—Algebren. Die Vereinigung hingegen ist keine o-Algebra mehr, da
{1, 2} zwar dann enthalten ist, aber nicht dessen Komplement {3}. Das zeigt (a). Fiir (b) kénnen
wir das gleiche Beispiel betrachten und sehen, dass zwar {2,3} € @4 gilt, aber {2}, {3} ¢ «7;.

Wihrend die Konstruktion von Algebren aus Semialgebren iiber endliche Vereinigungsbildungen
einfach war, ist hier nur die Existenz einer o-Algebra <7 klar, jedoch wird keine Aussage iiber
die Art und Weise getroffen, wie & = o(.) aus .¥ gewonnen werden kann (Welche konkreten
Eigenschaften miissen B C E fiir B € o(.¥) haben?). Das gelingt nur in Spezialfillen, siehe
frithere Beispiele. Im Fazit konnen wir also i.d.R. nur die Erzeuger, jedoch selten die o-Algebra

selbst konkret angeben.

Definition 2.4.

Sei o eine o-Algebra aus der nichtleeren Menge E. Dann heifit (E, «/) messbarer Raum
und jedes A € & eine (%7 )—messbare Menge.

2.1.3 Borelmengen

Jetzt: £ = R™.

Definition 2.5.

Die von der Semialgebra ., der links-halboffenen Quader erzeugte o-Algebra A" =
BR") = o(.%,) heiBt Borel’sche o-Algebra und setzen 8' = #(R) = % manchmal.
Die Mengen B € #(R™) heiflen Borelmengen.

Diese o-Algebra wird auch von anderen Systemen erzeugt, beispielsweise den (rechts-halb-)
offenen und abgeschlossenen Quadern. Es ist die kleinste o-Algebra, die alle Quader enthélt.
Daher sind alle Aussagen iiber Quader auch auf alle Borelmengen B € %" iibertragbar.

Durch die Eigenschaften der o-Algebra ist sichergestellt, dass Komplemente sowie hochstens
abzéhlbare Vereinigungen und Durchschnitte von Quadern aus .%, zu Z(R™) gehéren. Da-

mit sind praktisch alle in Anwendungen vorkommende Mengen aus dem R™ (Kugeln, viele
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krummlinig berandete Mengen, ...) als Borelmengen darstellbar. Man erfasst aber nicht alle
Borelmengen durch hochsten abzihlbar (co) malige Durchfithrung der Operationen.* Jedoch
gehoren nicht alle Teilmengen des R™ zu der Borel’schen o-Algebra. Es ldsst sich zeigen, dass
A(R™) gleichmiichtig zu R™ ist, aber 2(R") wesentlich groBer ist.®

Die messbaren Réume (R™, #(R"™)) spielen eine sehr grofie Rolle in der Maf- und Integra-
tionstheorie, Wahrscheinlichkeitstheorie sowie Statistik. Daher widmen wir dem System der

Borelmengen in diesem eigenen Abschnitt besondere Aufmerksamkeit.

Satz 2.6.

Die Borel’sche o-Algebra wird auch von dem System .72 der offenen Quader und dem

System der rechts-halboffenen Quader S, erzeugt, also

o(52) = o(S) = BR").

Beweis: Da die andere Behauptung analog gezeigt wird, beweisen wir nur ¢(S2) = o(Sy).

(©): Sei (a,b) = [T (ax,br) € Sy, beliebiger offener Quader im R™. Betrachte dann

. by — 1, falls by < 00
(a,b]; := H(ak,bkz], by = ! >

k=1 [, falls b, = oo

Dann gilt
(a,b); € S und (a,b) = U(a,b]l € o(Syp).
=1

Daraus folgt .72 C ¢(S,,) und damit nach Rechenregeln fiir erzeugte o-Algebren (siehe frithere

Bemerkung iiber hilfreiches Beweisprinzip)
o(S) € o(a(Sn)) = a(Fn).

(2): Analog erhilt man

DL

1
(ak,bx) = |(ak, br) € &7, bkzzbk-ﬁ-?lZl

Il
_

unter Beachtung von (ay, 00| = (ag, c0) und damit S,, C o(.#2), woraus folgt o(.#;,) C o(.#2).0

Beispiel: Jede einelementrige Menge {2} C R™ ist Borelsch, denn es ist

@ = (o= 7]

neN

wobei z — % = (;vl — %, ey Ty — %) ist. (Wie wir spéter sehen werden, folgt die Behauptung
bereits daraus, dass {x} abgeschlossen ist.)
Wir erhalten, dass jede Menge B C R™ mit hochstens abzéhlbar vielen Elementen ist Borelsch,

also B € #(R™). Damit ist inbesondere Q™ € #(R") (rationale Koordinaten). *

Nichstes Ziel: Wir zeigen, dass die Borel’sche o-Algebra von allen offenen Mengen erzeugt

wird. Genauer sogar auch von allen abgeschlossenen sowie allen kompakten Mengen.

4Vgl. BILLINGSLEY: Meassure and Probability. 1995, S.30.
5Vgl. ELSTRODT: MaB- und Integrationstheorie. Abschnitt III, § 3.
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Definition 2.7.

U C R™ heifit genau dann offen, wenn gilt: Vo € U Je > 0 mit B.(x) C U. Das ist
aquivalent dazu, dass zu jedem z € U ein nichtleerer offener Quader @ € .72 existiert mit
reQCU.

Wir nennen daher V' C R™ genau dann abgeschlossen, wenn R™\V = V¢ offen ist.

Aufgabe 2.5.

Beweisen Sie:
(a) Offene Quader des R™ der Form (a,b) = [[(ak,bx), k = 1,...,n sind offen und abge-
schlossene Quader der Form [a,b] = [[[ax,bk], k = 1,...,n sind abgeschlossen.

(b) Offene sowie abgeschlossene Teilmengen des R™ sind Borelsch.

Lésung: (a) offene Quader: klar, da fiir z € Q = (a, b) bereits ein offener Quader (ndmlich Q
selbst) existiert, der die Bedingung der Offenheit erfiillt.

abgeschlossene Quader: Wir gehen sukzessive vor und betrachten nach Definition der Ab-

geschlossenheit Komplemente (Skizze fiir n = 2 hilfreich!):
(n=1): [a,b]® = (—o0,a) U (b,0), also offen.
(n=2):

[a,b]° = ((—00,a1) x R) U ((b1,00) x R)U (R x (—00,az)) U (R x (b2, 00)),

beschranke zq beschrianke xzo

also offen.® Das lésst sich auch iiber die j-te Koordinatenabbildung 7; schreiben als
[a,0]° = 71 (=00, a1) U (b, 00)) Uy (=00, az) U (b, 00)).

(n > 2): Das fithrt induktiv auf

[a’b]c = U ﬂ-k_l((_oo’ak) U (bkvoo))v
k=1 s

wobei die Zugehdrigkeit zu .72 aus 7, ' ((—o0, ax) U (b, 00)) = R x ... x R x ((—00, ay) U
(b, 0)) X R x ... x R folgt. Da offene Quader offen sind, folgt die Offenheit von [a, b] und

somit die Abgeschlossenheit von [a, b].

(b) Wenn wir die Aussage fiir offene Mengen gezeigt haben, folgt die Behauptung fiir abge-
schlossene Mengen aus der Komplementeigenschaft der Borel’schen o-Algebra (Komple-
ment ist offen). Wir betrachten also eine offene Menge U C R™. Dann ex. fiir beliebiges
x € U ein nichtleerer offener Quader (a,b) =: Q € 2 mit € Q C U. Nach Dicht-
heit von Q™ in R™ existiert ein rationaler Quader Q' = (a/,b') = kH (aj,,b)) € L2 mit

1

ap, b, €Q,a), <b,k=1,..,nund z € Q' CQ C U. Dann ist U als hochstens abzéhlbare

6Es gilt allgemein: (A x B)° = (A° x B°) U (A° x B) U (A x B€), was eine schnittfreie Darstellung ist. Man
verdeutliche sich das an einer Skizze und zeige dies zur Ubung! Hier bringt diese Darstellung jedoch wenig, da
wir eine Darstellung ausschliellich aus offenen Mengen bendtigen.
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(1) Vereinigung

v= \J @

Q'es?
Q'CU rat.

eine Borelmenge (genaueres: siehe nichste Aufgabe). *

Manchmal wird die Borel’sche o-Algebra #(R™) als von dem System der offenen Mengen er-
zeugte o-Algebra eingefiihrt. Dass das auch fiir unsere Definition noch richtig ist, zeigt folgender

Satz, den wir zur Ubung zeigen wollen:

Satz 2.8.

Folgende Mengensysteme sind ebenfalls Erzeuger der Borel’schen o-Algebra ZB(R™):

U, : System der offenen Teilmengen von R"
¥, . System der abgeschlossenen Teilmengen von R™

Jy o System der kompakten Teilmengen von R™
B, :={B,(¢q)|r € Qy,q € Q"} mit B.(x) :={y € R" : |z —y| <7},

also ist B(R™) die kleinste o-Algebra die all diese Mengentypen enthilt, es gilt also
o(Un) = 0(Vp) = o(Hy) = 0(By) = BR™).
Beweis: Zunichst ist, wie oben gezeigt, jede offene Menge Borelsch und jeder offene Quader
offen, also gilt .#,° C %, C B(R™) und daher
BR") =o(S7) C o(%) C o(BR")) = BR"),
also gilt o(%,) = B(R™). (Aussage fiir offene Mengen gezeigt).

Offensichtlich gilt B,, C %, C ¥, da kompakte Mengen beschréinkt und abgeschlossen sind,

und damit
o(B,) Co(,) Co(7r). (*)

Fiir abgeschlossene Mengen V gilt V¢ € %, also offen. Daher muss nach Eigenschaft (ii) fiir
o-Algebren mit V¢ auch V' € o(%,) gelten. Folglich ist ¥ C o(%,) und daher

o(1) C o(U) = BR™).

Bleibt wegen (*) zu zeigen:

Das folgt aber aus der Identitét

die wie folgt gezeigt wird:
(2): klar wegen B C U fiir alle B
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(©): Fiir z € U beliebig existiert ein € > 0 mit B.(z) C U, da U offen. Wihle ¢ € B (x) N Q"

und r € (£,5) NQ mit (Skizze!)

B :=B,.(q) C B(z) CU.

Da also x € B € B,, fiir beliebiges z gilt folgt die Behauptung. |

Aufgabe 2.6.

Zeigen Sie, dass als Erzeuger auch die Betrachtung rationaler Quader geniigt, d.h. zeigen
Sie, dass fiir die Systeme der (rechts-halb-) offenen Quader mit rationalen Eckpunkten
gilt:

o (5” o

n,rat

) =0 (7

n,rat

) = BR™).

Lisung: Beweisidee: Fiir offene Quader lauft der Beweis wie in der Aufgabe, dass offene Mengen

Borelsch sind. Dass die Vereinigung hochstens abzahlbar ist, folgt aus der Analysis 1 - Kenntnis
(#’yrf,rat :) #Qn X #Qn = #N,

da jeder Quader Q' € .#°

n,ra

, eindeutig durch zwei Eckpunkte auf der Hauptdiagonalen bestimmt
1st.
Fiir rechts-halboffene Quader folgt die Behauptung aus der Darstellung mittels Schnitten offener

rationaler Quader und umgekehrt (als Vereinigung). L 4

2.1.4 Urbild-o-Algebra

Vor allem in der Wahrscheinlichkeitstheorie ist der Zusammenhang zwischen o-Algebren und
Abbildungen wichtig, den wir hier beleuchten méchten. Die Frage ist, wie (und ob) man von

einer im Bildraum bekannten o-Algebra auf eine im Urbildraum schlieffen kann.
Definition 2.9.

Sei f: E — F eine Abbildung von einer nichtleeren Menge E in einen messbaren Raum
(F,F). Dann heifit

T =fT1F) = {fT(M)IM € F)

von der Abbildung f in E erzeugte o-Algebra oder auch kurz Urbild-o-Algebra unter f.

In einer Ubungsserie wurde gezeigt, dass f~1(§) tatsichlich eine o-Algebra ist. Dabei benutzt

man die Operationstreue von f~1.
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Aufgabe 2.7.

Zeigen Sie die folgenden Eigenschaften der Operationstreue von f=1: P(F) — P(E):
(a) [7H(B) = ("
w (U &) U 1B
i€l el
© (N ) “1(B)
i€l 1€I
(d) f7H(Bi\B2) = f~1(B1)\f!(B2).

Zeigen Sie ferner anhand eines einfachen Beispiels, dass (aufler (ii)) die Figenschaften

nur fir
f7UB):={f € B} :={z € E|f(x) € B}

gelten, also nicht einfach ibertragen werden konnen auf die Bildmenge

f(A) = {f(z)|x € A}.

Beispielsweise ist also 1. A.

J(A) # f(AY° fO]&)gﬂfMJ

i€l i€l

(Erinnern Sie sich insbesondere an: A C f~1(f(A)) und f(f~1(B)) C B! - Es findet also
ggf. eine Vergrifierung der Menge statt beim Anwenden einer Funktion und der anschlie-
Benden Urbildbildung bzw. eine Verkleinerung im umgekehrten Fall. Wann kann man aber

jeweils Gleichheit sicherstellen?)

Losung: Vgl. Literatur oder Unterlagen zur linearen Algebra 1. Als Gegenbeispiel betrachte
man beispielsweise f(z) = 22,2 € [-1,1]. L

1, z€A
Beispiel: Fiir die Indikatorfunktion f(x):= 14(x) = mit festem A C F # @ gilt
0, z¢ A

f71(1) = Aund f7(0) = A¢ = E\ A. Da eine o-Algebra alle Vereinigungen und Komplemente
enthélt, erhalten wir fiir jede beliebige o-Algebra § aus F:

fﬁl(g) = {®7A7AC’E}'

Wir verallgemeinern das: Sei F' = {y1,y2,...} eine hochstens abzéhlbare Menge paarweise

verschiedener y,, k =1,2,... und f: E — F. Dann definiert

Z = (Zi)wen = {f 7 ({m})} = {{z € Elf(2) = y}}

eine Zerlegung von E. Dann bildet die Menge aller moglichen Vereinigungen vom Elementen

dieser Zerlegung die Urbild-o-Algebra zur Potenzmengen-o-Algebra:

Y P2(F)) = {U Zi|I €N beliebig} . .

kel

Oft benutzt man den folgenden Satz, den wir zur Ubung zeigen wollen:
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Satz 2.10 (Operationstreue).

Seien B, F # @& Mengen, f: E — F eine Abbildung und & ein Mengensystem aus F.
Dann gilt:

o) =1 o)
—— ——

in B in F
Beweis: (C): Wegen . C o(.) gilt f~1() C f~1(o(#)). Da die rechte Seite eine o-Algebra
ist, folgt
a(f~HS) S [Ho().
(D): Setze
¢ :={C CF|fC) ea(f (L)}

Dann ist € eine o-Algebra (zeigt man iiber Operationstreue von f~!) mit .7 C €, woraus wie
oben o(.%’) C ¥ folgt und somit:

FHe) S F7UE) € a(f 1) O

Beispiel: (a) Betrachte Spiegelung bzgl. Null: S(z) := —z,2 € R. Fiir alle B C R sei
~B:=8"YB)={z€R| -z < B}.
Die Mengen B mit —B = B nennen wir symmetrisch bzgl. dem Nullpunkt. Wir zeigen:
~B =S (B)=AB.
Es ist S7!((a,b]) = [-b, —a) fiir alle —0o < a < b < co. Also ist S71(S) = & (mit
unseren Bezeichnungen von friiher fiir die Mengensysteme der links- bzw. rechts-halboffenen
Intervalle). Daher gilt

~B =S B) = 5 (0(.F)) "L o(STHF)) = o(S) = B.

Also: Spiegelung einer Borelmenge aus R am Nullpunkt ist wieder eine Borelmenge. Wir

bezeichnen die Menge der zum Nullpunkt symmetrischen Borelmengen mit %g.

(b) Sei f(z):=|z|,x € R. Gesucht ist f~1(2A).
Sei B € £ beliebig. Dann ist

fFUB)={zcR||z|c BY={xcRz€B VvV —x€B}=_B U(-B)c .
N~ —

Also ist das Urbild eine symmetrische Menge (S7(f~1(B)) = —(BU (=B)) = f~Y(B)).
Es gilt daher

f'Byess VBe# =  [fHB)C Bs.
(Beachte: bisher wissen wir nicht, ob g eine o-Algebra ist. Das folgt aber im folgenden
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automatisch.) Andererseits gilt fiir jede symmetrische Menge B € %Bs: f~}(B) = BU
(—=B) = B, sind also Elemente aus f~1(%). Somit gilt auch g5 C f~(%). Wir haben

also gezeigt:
fH(RB) = %s.

Somit ist insbesondere %g eine o-Algebra. ¢

Aufgabe 2.8.

Sei f(z) := exp(z),x € R. Bestimme f~1(%8)!

Losung: Es folgt leicht aus obigem Satz, dass f~1(%) = 4 ist durch Betrachtung von beliebigen

links-halboffenen Intervallen aus .. Dann ist ndmlich

2.2 Lebesgue-Mafl und Lebesgue-messbare Mengen

In diesem Abschnitt wollen wir auf die zu Beginn gestellten Fragen und Probleme weiter ein-
gehen: wie lésst sich ein Volumen sinnvoll definieren? Das fiihrt auf die Definition von Maflen,
deren allgemeine Eigenschaften zunéchst untersucht werden. Anschlieend widmen wir uns u.a.
der Konstruktion des fiir unsere Zwecke wichtigsten Mafles, dem Lebesgue-Maf} als Fortset-
zung des (elementaren) Lebesgue-Borel-Primafles. Dabei steht auch die Charakterisierung von
(Lebesgue- bzw. Borel-) messbaren Mengen im Vordergrund sowie die Behandlung sogenannter

AuBlerer Mafle.

2.2.1 Mafle

Wie in der Einleitung gesehen, sollten Mafle ganz bestimmte Eigenschaften haben und auf

gewissen Mengensystemen definiert sein. Das wollen wir hier konkretisieren.

Definition 2.11.

Sei E # @ beliebige Grundmenge. Dann heifit eine Abbildung p: & — [0, 00| ein MaBl auf
(B, ), falls gilt:

(i) & ist eine o-Algebra,

(i) (@) =0,

(iii) Sind (Ay), C & paarweise disjunkt, so ist u < U An> = > u(Ay).
neN neN

Ist die Abbildung p nicht auf einer o-Algebra definiert, erfiillt aber (¢¢) und (#i¢), so nennen

wir g ein Préamas.
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Wir benutzen wie iiblich fiir auf- und absteigende Folgen von Mengen

A, T A — A CA CAsC... md A= ] A4,
neN

B, T B — BlgBQQng...undB:ﬂBn.
neN
Definition 2.12.

Sei &7 o-Algebra auf E und g ein Maf auf (E, /). Dann heifit (E, &) messbarer Raum
und (F, &, u) Mafiraum.

Gilt p(F) < oo, so heifit p endliches Mafl und (E, &7, ) endlicher Mafiraum. Gilt spezi-
ell u(E) = 1, so sprechen wir von einem Wahrscheinlichkeitsmafl (W-Mafl) und einem
Wahrscheinlichkeitsraum (W-Raum).

Gibt es eine Folge (4,)n, C & mit A, T E, u(A,) < oo ¥n € N, dann heiflen das Maf§

und der Mafiraum o-endlich.

Satz 2.13 (Wichtige Eigenschaften von Maflen).

Sei v ein Maf$ auf (E, o) sowie A, B, A, B, € & mit n € N. Dann gilt:
(a) (additiv) Sind A, B disjunkt, dann gilt: (AU B) = u(A) + u(B).
(b) (monoton) Aus A C B folgt: n(A) < u(B).

(¢) Gilt AC B und p(A) < oo, so ist u(B\A) = u(B) — u(A4).

(d) (stark additiv) Es gilt: u(AU B) + u(AN B) = u(A) + u(B).

(e) (subadditiv) Es gilt: u(AU B) < p(A) 4+ u(B).

(f) (stetig von unten) Aus A, 1T A folgt: n(A) = sup p(A,) = lim p(A4,).
neN neN

(g) (stetig von oben) Aus By, | B und u(By) < oo folgt: u(B) = ingu(Bn) = liﬂéM(Bn)'
ne ne

(h) (o-subadditiv) Es gilt: p ( LEJN An> < > u(A4y).

neN

Beweis: Die Beweise sind kurz (und einpréigsam):

(a) Ersetze fehlende Mengen mit @ zur Nutzung der o-Additivitét (iii) in der Definition oben;
dann gilt, da A, B, @ paarweise disjunkt sind:

WAUB) = y(AUBU2UBU...) "D u(A) + u(B) + (@) + ... @ 1(A) + u(B).

(b) Wegen A C B ist B = AU (B\A) eine Darstellung als disjunkte Vereinigung und somit

0

(4" u(A) + p(B\A) @ p(AU (B\A)) = u(B). (1)

(¢) Erhélt man aus der letzten Gleichung (1) im Beweis zu (b), wenn man u(A) < oo auf beiden
Seiten subtrahiert.

(d) Schreibt man AU B = AU (B\(AN B)), so erhalten wir wieder mit der Gleichung (1) und
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aus (a):

H(AU B) + u(AN B) = p(AU (B\(AN B))) + (AN B)

“ 4i(4) + w(B\(AN B)) + u(A B)

(€9)

D 4(4) + u(B).

(e) Wegen u(AnN B) > 0 folgt das aus (d).

(f) Setze Fy := Ay sowie F, 11 = A,41\A,. Dann sind die F,, paarweise disjunkt, so dass fiir

m — oo gilt:
Am = Fn — A=JF. =] 4
n=1 neN neN
und daher
(i) = @ .. " .
= (UR) S u) = o 3 @t (U =t )
neN neN n=1 n=1

(g) Wir benutzen, dass aus B, | B folgt: B1\B,, T B1\B. Da u(Bj) < oo ist, gilt nach (f) und
(c) wegen B C By:
#(B1) = p(B) = u(Bi\B) = lim p(Bi\B,) = lim (u(B1) — u(Bn)) = p(Br) — lim pu(By).

n—oQ n—oo

(h) Die Behauptung folgt aus (e) und (f) mittels

) n (e) n )
n=1 n=1

m=1 m=1

Beispiel: Wir halten einige wichtige représentative Beispiele von Maflen fest:
(a) Sei (F, <) ein messbarer Raum und = € E fest. Dann ist

0, z¢ A
1, z€A

0 o/ — {0,1}, 05(A) ==

ein W-Ma#f, das sogenannte Dirac-Ma8B.

(b) Sei F =R und & die o-Algebra, fiir die gilt: A € & < A oder A hichstens abzihlbar.
Dann ist

0, A hochstens abzahlbar,
1, A¢ hochstens abzéhlbar

1(A4) =
ein W-Ma8.
(c) Fiir einen beliebigen messbaren Raum (F, o) wird das Zahlma8 fiir A € & definiert durch

Al #A, A endlich,
. 400, A unendlich .

(d) Sei E = {w1,ws,...} = Q eine hochstens abzihlbare Menge, o7 = Z(Q) und (pn)nen C
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[0,1] mit > = 1. Dann heifit

n=1

P(A):= > po= pn-bu,(4), ACQ

n:w, €A neN

ein diskretes W-Maf und (2, 2(2),P) ein diskreter W-Raum. Durch P wird bereits das
allgemeinste diskrete W-Maf} definiert.

Triviale Mafle auf beliebigen Messrdumen sind derart, dass u(A) = 0 fiir alle A € o gilt
oder p(A) = oo falls A # @ gilt, u(2) = 0. L 4

Unser Problem ist, dass wir bisher nur wenige, einfache Beispiele von Maflen angeben kénnen,

was teilweise daran liegt, dass die o-Algebren nur relativ schwer explizit beschrieben werden

kénnen und g fiir alle A € o7 definiert sein muss. Eine sehr wichtige o — Algebra, namlich %<,

haben wir uns aber bereits detailliert angesehen haben, weshalb wir folgende wichtige Definition

fes

thalten mochten:
Definition 2.14.

Die Mengenfunktion A\%: . — [0, 0] auf dem messbaren Raum (R%, #(R%)), die jedem
d
halboffenen Rechteck [a,b) = [] [an,by) € - mit a,, < b, den elementargeometrischen
=l
Inhalt

d

)‘d([av b)) = H(bn —ay) = El([an, by))

n=1

zuordnet, heifit (d-dimensionales) Lebesgue-(Borel-)Ma8.

Man beachte, dass A? bisher nur auf .#, nicht auf Z(R?) definiert ist! Es handelt sich dabei
genauer gesagt um ein Lebesgue’sches Primaf, was im folgenden Abschnitt (nicht nur auf
B(RY)) fortgesetzt wird.

Satz 2.15 (Existenz und Invarianz des Lebesgue-Mafes).

Das Lebesgue-Mafs A\ existiert als Maf auf (R?, B(R%)) und ist durch die Werte auf .
eindeutig bestimmt. Weiterhin gilt fir alle B € B(R?):

a) X ist translationsinvariant, also A\ (x + B) = AX(B) fiir alle v € RY.

b) A st bewegungsinvariant, also A(R™Y(B)) = A\%(B) fiir alle Bewegungen R auf R.

c) Es gilt fir alle invertierbaren linearen Abbildungen M € GL(d,R) die spezielle Trans-
formationsformel: X2 (M ~1(B)) = |det M|~ \4(B).

Beispiel: (a) Verhalten bei Homothetien : Sei B C R™ borelsch und r > 0. Sei B das Bild

von B unter der Homothetie x — r - x. Dann gilt
A" (rB) =Vol,(rB) =r"Vol,(B) =" - \"(B),
da die Determinante der Homothetie (die eine lineare Abbildung ist) gleich " ist.
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(b) Das von den linear unabhéngigen Vektoren aq, ..., a, € R™ aufgespannte Parallelotop
P= {Zmio <t; <1fiiri= 1n}
i=1
hat das Volumen

A"(P) = Voln(P) = |det(ay, . .., an)] ,

da P das Bild von [0, 1]™ unter der linearen Abbildung A: R™ — R” mit A = (aq,...,a,)
ist und der Einheitswiirfel Volumen 1 hat. *

Wir wollen uns nun einigen Ubungsaufgaben widmen.

Aufgabe 2.9.

Welche der folgenden Mengenfunktionen definiert kein Maf$ auf P (E), wobei E eine nicht-

leere Menge und' Y C E eine mindestens zweielementige Menge bezeichnet?

4 1, ANY # o, 4 0o, ANY # o, 4 o0, YCA
M1t — JI — JIE —
0, ANY =2 0, ANY =g 0, YZA

Lésung: p1, ps sind keine Mafie. Dazu betrachte man p({a} U {b}) mit a,b € Y. Fiir uy muss
der Beweis gefiihrt werden, dass es ein Maf ist. Da & (FE) bekannterweise o-Algebra ist und
() = 0 offensichtlich gilt, bleibt nur noch zu untersuchen: Sei (4,,), C Z(FE) Folge paarweise

disjunkter Mengen. Gilt fiir alle j € N, dass A; NY = @ gilt, so ist auch |J 4, NY = @ und
jEN
damit offensichtlich (iii) erfiillt. Existiert nun andererseits ein jo € N, so dass A; NY # @.

Dann ist wieder |J A; NY # @, also o < U Aj> = 00. Andererseits ist
JEN JEN

Also gilt wieder (iii).

Aufgabe 2.10.

Warum kann in (g) (Stetigkeit des Mafles von oben) die Bedingung p(By) < oo nicht

weggelassen werden?

Lésung: Betrachte entweder (R?, 2(R%),\) und B,, = [n, o) oder (N, #Z(N)) mit dem Zihlmaf

pA)=> 1=> 6,(4), ACN

neA neN

sowie B, = {n,n+1,...}. Dann folgt der Widerspruch wegen p (ﬂ Bn> =0und u(B,) =0c0.¢

Aufgabe 2.11.

Sei (E, <, 1) ein Mafsraum, A € of eine p-Nullmenge, d.h. u(A) = 0. Zeigen Sie:
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(a) of == {AUN|A € o/, N Teilmenge einer u-Nullmenge aus <7} ist eine o-Algebra mit
A C .

(b) T(A*) = p(A) fir A* = AUN € o ist wohldefiniert (d.h. unabhdingig von der
Darstellung von A* als AUM ).

(c) T ist ein Maf auf o und fi(A) = u(A) fir alle A € <.
(d) Es gilt: o = {A* C E| es ezistieren A,B € o : AC A* C B und u(B\A) = 0}.

Lésung: (a) Bezeichne die Familie aller Teilmengen von p-Nullmengen mit

N={NCE3Ae & :u(A)=0, N C A}

Offensichtlich ist @ € N, da @ € & : u(2) = 0. Daher ist fiir A € & auch A = AU@ € /.

Nun zeigen wir: A ist o-Algebra.

(1) Wegen @ € o und @ € N ist @ € /.

(2) Sei A*=AUN mit A€ o/, N € N. Nach Voraussetzung ex. ein M € & : u(M) =
0, N C M. Dann gilt

(A*)° = (AUN)® = A°NN° = (A° N N°) N (M° U M)

= (A° N M°)U(A° N N° N M)
CM
ceof =

wegen M¢ C N°¢ und damit wegen p(M) = 0, dass (A*)¢ € 7.
(3) Sei (47) C /. Ferner sei Af = AjUN; mit A € o/, N;j € N fiir alle j € N. Dann ist

UA;:UAjUUNjEE’

jEN JEN jEN
——  —\—
ceof EN

da die abzédhlbare Vereinigung von (Teilmengen von) Nullmengen wieder (Teilmenge

von) Nullmenge ist (Nachpriifen!).

Sei A* € . Zeige, dass pu(A;) = pu(As) fiir zwei verschiedene Darstellungen A* = A; U Ny
und A* = Ay U Ny mit Ay, Ay € o und Ny, Ny € N gilt. Es existieren dann My, M> € o/
mit p(M;) = p(Ms) = 0 und Ny C M; sowie Ny C Ms. Dann gilt

A1§A1UN1:A2UN2§A2UM2
AQQAQUNQZAlungAluMl.

Wegen Monotonie und Subadditivitdt des Mafles folgt
(A1) < p(A2 U M) < pi(Az) + p(M2) = p(A2)  und analog  p(Az) < p(Ay).

Das zeigt p(A41) = u(Az).

Wir haben bereits gesehen: fiir A € & ist AU zuléissig und i(A) = p(A). Wir wissen daher
wegen & € o1 i(F) = p(F) = 0. Betrachte daher noch (A7);en C o/ Folge disjunkter
Mengen. Schreibe: A7 = A; UN; mit A; € &/, N; € N.In (a) haben wir gesehen:

A=JAa=J4ulUn,.

jeN jEN jEN

—— ——
=:Acof =:NeN
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Geméf (b) gilt daher

A(A") = p(4) = Y u(4,) = SO E(A)).

jEN jEN

(d) Sei £ die in der Behauptung benannte Menge und zeige &/ = %. Sei daher A* € /. Dann
ist A*=AUN mit A € & und N € N. Dann existiert ein M € & : N C M, u(M) = 0.
Nun behaupten wir, dass B := AU M alle Voraussetzungen erfiillt. Dann gilt

e Bec.o wegen A, M € of
e ACA*CAUM=B
o w(B\A)=pu(M)=0.

Sei nun A* € Z beliebig und A, B wie in der Definition von 4. Dann gilt fiir N := A*\ A
und M := B\ A offenbar

e NeNwegen NC M und u(M) = u(B\A) =0.
o A*=AU(A"\A)=AUN.

Folglich ist A* € <. .

2.2.2 Eindeutigkeit von Maflen und Dynkin-Systeme

Zunéichst widmen wir uns aber folgender
Frage: Reicht die Vorgabe von Maflen auf Erzeugern einer o—Algebra?
Problem: Erzeuger kénnen nur selten konstruktiv zur erzeugten o-Algebra erweitert werden.

Ausweg bietet das Hilfsmittel der Dynkin-Systeme: das sind Familien 2 C #(E) mit

(a) F€2
(b) D°e P firalle De 2
(¢) Unen Dn € 2 fiir alle (D,,),, € 2 disjunkt.

In der Ubung haben wir den Zusammenhang zu o —Algebren und das Dynkin-System-Beweisargument

besprochen. Diese Vorbereitungen dienen insbesondere dem Beweis des folgenden Satzes:

Satz 2.16 (Eindeutigkeitssatz fiir Mafle).

Sei (E, /) ein messbarer Raum und p,v Mafle auf of = o(7)),. C P(E). Es gelte:

(a) 7 ist N-stabil,

(b) Es gibt eine Folge (Gp)n C % mit G, T E und u(G,),v(G,) < oo fir alle n € N.
Dann gilt: Ist p(G) = v(QG) fir alle G € .7, also pl.oy = v|.», so gilt p(A) = v(A) fir alle
Aed, also p=v.

Fiir W-Mafle kann Bedingung (b) weggelassen werden.
Als Anwendung dieses Satzes und der Dynkin-Systeme zeigt man fiir das Lebesgue-Maf} (falls
es denn existiert), dass es ein ganz besonderes Maf} ist:
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Satz 2.17 (Translationsinvarianz).

Das d-dimensionale Lebesque-Mayf$ ist translationsinvariant, d.h.
M(z+B)=X(B) VzeRYBeHBRY,

wobei x + B = {x + blb € B} die um x € R? verschobene Menge B C R? ist.
Ist ju ein beliebiges translationsinvariantes Maf§ auf (R?, B(R9)) mit o := u([0,1)?) < oo,
dann gilt

w(B)=a-\(B) VBec AR?.

Beweis: Wir zeigen nur den letzten Teil des Satzes. Dazu parkettieren wir I € %4+ (also

rechtshalboffener Quader mit rationalen Eckpunkten) mit Rechtecken ) 4 [O, ﬁ)d, die also

Seitenlénge ﬁ, beispielsweise mit M = kgV {Nenner der a1,by, ...} € N, und linke untere Ecke
z(*) € R? haben (Skizze!). Dann ist also

N(I) 1\¢
I = x(k) + |:0, >
U (=

mit N(I) € N. Wegen Translationsinvarianz von A% und u folgt

NU(T) = N(T) - X1 GO z\14>d> e =D <[O ) d>

sowie speziell
d d d . y\d 1\? . d d 1!
A0, 1)) = M4 A4 |0, — sowie w([0, 1)) = M| |0, — .
NERLIAE M _ M
=1 —=
Aus den beiden Gleichungen fiir A4 ergibt sich

N(I)
Md

A(I) =

und aus den beiden Gleichungen fiir p erhalten wir

ur) = T oy = X o

Beides zusammen liefert
wI)=a- A1) VI€E Sy

Aus dem Eindeutigkeitssatz folgt dann aber = o - A% O
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Aufgabe 2.12 (Nullmengen).

Betrachte das Lebesgue-Mafi A auf (R?, B(R?)). Zeigen Sie, dass
(a) fiir alle Mengenfolgen (N;);en € B(R?) Lebesgue’scher Nullmengen, also A%(N;) =

0VjeN, gilt: \¢ (U N; | =0.
JjEN

(b) fiir alle r € R gilt: {r} € BRY) mit \1({r}) = 0 (Hinweis: Stetigkeit von oben).

Man zeige weiterhin: Ebenen E C R3 sind Borel-messbar (also aus B(R3)) und Lebesgue-
Nullmengen. Muss fiir eine A*— Nullmenge N auch stets M C N eine A\%-Nullmenge sein?

Aufgabe 2.13 (Stochastische Unabhéngigkeit).

Sei (2, o7, P) ein W-Raum und B,¢ C o seien o—Algebren. Dann heiflen 9B,€ (sto-
chastisch) unabhdingig, falls fir alle B € B,C € € gilt:

P(BNC) = P(B) - P(C).

Seien nun 9 bzw. F durchschnittstabile Erzeugerfamilien von B bzw. C. Zeigen Sie, dass

B, genau dann stoch. unabhingig sind, wenn gilt
P(GNH)=P(G) -P(H) VG e¥,He .
Anleitung: Fir die Richtung (<) bietet sich das Dynkin-System-Argument an, wobei man
92 ={Ac NG9 :P(ANG) =P(A) -P(G)}
betrachtet, woraus
P(CNG)=PC) - P(G) VC e¥¢,GeY
folgt. Dann betrachtet man analog

9 ={Ae dNC e€ :P(ANC) =P(A)-P(C)}.

2.2.3 Fortsetzungssatz von Carathéodory

Unser eingefiihrtes Lebesgue-Borel-PramaB A% auf rechtshalboffenen Quadern aus .7, dass wir

bereits (tollkithnerweise) Lebesgue-Maf getauft hatten, fithrt zu folgender

Frage 1: Wie kann ein Priamaf (als Mafl mit zu kleinem Definitionsbereich) zu einem Maf fort-

gesetzt werden und wann ist diese Fortsetzung eindeutig?

Was die Eindeutigkeit betrifft, so konnen wir auf den entsprechenden Satz aus dem vorigen

Abschnitt zuriickgreifen. Eine weitere Problematik wird aber durch folgende Frage gegeben:

Frage 2: Welche Erzeuger sind fiir eine Fortsetzung geeignet?
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Die Antwort auf diese Frage sind Halbringe auf E: Mengensysteme . C Z(FE) mit

(a) e
(b) SNT e s VSTeY,

(¢) Fiir alle S,T € . existieren m € N, S,...,5,, € . disjunkt mit

S\T = O Sn-

n=1

So bilden beispielsweise die halboffenen Rechtecke einen Halbring. Damit kénnen wir den zen-

tralen Satz der Mafitheorie formulieren:

Satz 2.18 (Fortsetzungssatz von Carathéodory).

Sei p: & — [0,00] ein Pramafl auf einem Halbring ¥ aus E. Dann existiert eine Fortset-
zung von p zu einem Maf auf o(%). Diese ist eindeutig, falls eine Folge S,, in .7 existiert
mit Sy, T E und pu(S,) < oo fiir alle n € N.

Der Satz sagt also insbesondere aus, dass es geniigt, ein Mafl nur auf einem Halbring zu kennen
und dass dieses auch nur dort die Maf-Eigenschaften (also o-Additivitit) besitzen muss. Alle

Eigenschaften fiir Mafle vererben sich also damit von . auf o(%)!

Die Beweisidee des Satzes sollte man sich unbedingt vor Augen fiithren. Die dafiir notwendigen
Hilfsmittel, die in der Vorlesung bereits wesentlich eher erbracht worden sind, sind noch einmal

im folgenden Abschnitt dargelegt.

Beweis (Beweisidee des Fortsetzungssatzes:): Zu A C F betrachtet man die Uberdeckung durch
Mengen aus .7

C(A) = {(Sn)n cs: S 2 A},

neN

wobei fiir |J S, nicht notwendig die Disjunktheit oder die Zugehorigkeit zu .7 gefordert wird.
neN
Weiter definiert man die Mengenfunktion p*: Z(E) — [0, 00] als

/’L*(A) :=inf {Z /J'(Sn) : (Sn)n € %(A)} )
neN

wobei im Falle der Nicht-Existenz einer .#-Uberdeckung €' (A) = @ ist und somit p*(A) =

inf @ = oco.

Als ersten Schritt zeigt man, dass p* ein dufleres Mafl auf E (!) ist und p fortsetzt i.d.S., dass
ple = p gilt.

Als zweiten Schritt weist man nach, dass die p*-messbaren Mengen

o = {A C Blu*(M) = u*(Q N A) + u* (M\A) ¥M C E}

eine o-Algebra bilden, die . (und somit o(.#)) enthalten. Weiterhin ist zu zeigen, dass p*| g~

ein Maf ist und somit insbesondere dann auch *|,(5) ein MaB ist, dass u fortsetzt.
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Als dritten und letzten Schritt begriindet man die Eindeutigkeit der Fortsetzung mittels des
Eindeutigkeitssatzes fiir Mafle. ]

Bemerkung: Im allgemeinen gilt: o(.%) C &*. Es ist i.d.R. nicht moglich, ein nicht-triviales
Maf} auf der gesamten Potenzmenge von E zu definieren, wie in der Vorlesung gezeigt worden
ist”. 4

Korollar: \! ist ein Primafl auf der Menge der rechts-halboffenen Intervalle .# und daher ein
MaB auf o(.) = B(R), Es ist das einzige Mafl mit A\ ([a, b)) = b — a. L4

Mit Induktion o.4. kann man dies auf hchere Dimensionen iibertragen.

2.2.4 AuBere Mafle

In der Vorlesung wurde bereits sehr zeitig der Begriff des dufleren Mafles eingefiihrt, das fiir
alle Teilmengen aus E erkldrt ist. Das ist ein deutlicher Unterschied zu Maflen, denn es gibt
kein MaB, dass auf ganz & (F) definiert ist, beispielsweise £2(R™). Mit dieser Problematik sind
wir in die Vorlesung dieses Semester gestartet (siehe Konstruktion der Vitali-Menge in der
Vorlesung). Es gibt jedoch duflere Mafle, die jeder beliebigen Teilmenge von E eine Zahl als
duferes Mafl zuordmem. Mit dem folgenden Nachtrag kann man die notige Verkniipfung des
Vorlesungsstoffs mit (ggf.) hier in der Ubung weiter oben vorgegriffenen und fiir (Pré-)MafBe

formulierten Ergebnissen herstellen.

Zuniichst wurde das duBere Lebesgue-Ma8l von A C E iiber die abzihlbare Uberdeckung durch
beschrinkte Quader @,, definiert als

M(A) := inf {Z EI(Qn) : A C ] Qn, Qnbeschriinkter Quader} ,

neN neN

wobei EI den Elementarinhalt eines Quaders mit Eckpunkten a, b bezeichnet, also

n

EIQ) = [0 — a0,

=1

wobei in der Mafltheorie 0 - 0o := 0 und ¢ - 0o = oo fiir alle ¢ > 0 gesetzt wird. So kann man

beispielsweise das duflere Mafl von

R = |J[0,1)%+k
kezd

bestimmen. Das duflere Lebesgue-Mafl dndert sich nicht, wenn man beispielsweise nur abge-

schlossene oder halboffene Quader betrachtet.

Korollar: Es gilt A*(@) = 0 und

A*(4) < Z A" (4,) fiir beliebige Mengen A4,, C E: A C U A, ¢
neN neN

"Fiir das Lebesgue-Mafi kann man sich beispielsweise das Banach-Tarski-Paradoxr ansehen, bei dem zwei
Kugeln mit Radius 1 und 2 um Null im R? fiir d > 3 in endlich viele diskunkte Mengen zerlegt werden, die
kongruent sind. Der Widerspruch im Bezug auf die sich daraus ergebende Mafigleichheit der Kugeln zeigt, dass
nicht alle Teilmengen Borelmengen sein kénnen
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Ganz allgemein definiert man:

Definition 2.19 (dufleres Mafl und messbare Mengen).

Wir nennen eine auf der Potenzmenge (!) von E definierte Abbildung p: Z(E) — [0, co]
ein duBeres Maf, falls gilt:

(a) u(®)=0,
(b) u(A) < u(B) fir AC B,

© #(U4) < T uld,)

neN neN

Die Familie der bzgl. des dufleren Mafles 1 messbaren Mengen (nach Carathéodory) wer-

den mit 97, bezeichnet und sind jene Mengen A C E, so dass gilt:
VM CE: p(M)=uMnNA)+ pu(M\A).

Aus der o-Subadditivitéit des &uBeren Mafles p folgt:

AeM, <«  VYMCE: p(M)>pu(MnA)+pu(M\A).

Satz 2.20.

Sei u: P(E) — [0,00] duferes MafS auf E. Dann ist das System der p-messbaren Mengen
M, eine o—Algebra aus E und plop, ein Maf.

In diesem Sinne wurden in der Vorlesung abgeschlossene und offene Halbriume des R? und
schlieflich ganz allgemein Borelsche-Mengen als A*-messbar identifiziert. Aulerdem wurde ge-
zeigt: Ist p dufleres Mafl auf Fund N C E eine p-Nullmenge, d.h. u(N) = 0, so ist N A-messbar,
also N € 9M,,.

2.2.5 Borel-Mafle und topologische Eigenschaften

Es lisst sich zeigen (und oft auch niitzlich verwenden), dass der R? die Lindelof-Eigenschaft

hat: fiir jede Familie (G;);cs offener Mengen aus R? mit beliebiger Indexmenge I existiert eine

hochstens abzéhlbare Folge (i, )nen C I mit

Uai=JG..
i€l neN

Dabei reicht fiir die Lindelof-Eigenschaft die Forderung, dass fiir jedes offene G C R™ eine
hochstens abzéhlbare Familie von Mengen (G, )nen existiert, so dass gilt

G=|]Gn

neN

In einem metrischen Raum (X, p) ist das genau dann der Fall, wenn eine hichstens abzéhlbare,
dichte Teilmenge M von X existiert, d.h. M = X. Der metrische Raum heit in diesem
Fall separabel. Im R? ist dies beispielsweise durch M = Q erfiillt. Ferner ist ein metrischer
Raum genau dann kompakt, wenn zu jeder Uberdeckung aus offenen Mengen eine endliche

Teiliiberdeckung existiert. Man spricht auch von Uberdeckungskompaktheit.®

8Niheres dazu in der Vorlesung Funktionalanalysis 1.
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Definition 2.21.

@ Sei 41 ein duBeres MaB auf R?. Dann heifit p
(a) Borel-Maf, wenn alle Borelmengen bzgl. y messbar sind, also Z(R?) C 9,,. Das ist
genau dann der Fall, wenn alle offenen Mengen U C R? messbar sind.

(b) Borel-regulires Ma8, falls y Borel-Ma$ ist und fiir jede Menge A C R eine Borel-
menge B € B(RY) existiert mit A C B und u(A) = u(B).

(¢) Radon-Ma8, falls u Borel-reguléres Maf} ist und fiir jede kompakte Menge K C R™
gilt: p(K) < oo.

2Analoge Definition ist in allgemeinen metrischen Rdumen (X, p) méglich.

In der Vorlesung wurde gezeigt:
Satz 2.22.
Fiir alle A C R4 qgilt:
A (A) = inf{A\*(U)|A C U,U offen}.

Daher ist das (dufSere) Lebesgue-Maf3 \* ein Radon-May.

2.2.6 Lebesgue-Maf}

Das LEBESGUE-Ma8 ist das Mafl im euklidischen Raum, das geometrischen Objekten ihren ele-
mentargeometrischen Inhalt zuordnet, also Lénge einer Strecke, Fléche eines Kreises, Volumen

eines Wiirfels, etc. Es ist ein Spezialfall des Lebesgue-Stieltjes-MaBes °.

Das Lebesgue-Maf$ entsteht durch Vervollstdndigung des (bisher) betrachteten Lebesgue-Borel-
MaB. Es entsteht durch Hinzunahme aller Teilmengen A C R? die zwischen zwei Borel-
Mengen By, By € Z(R?) liegen, also %1 C A C Bs, und deren Differenzmenge eine Lebesgue-
Nullmenge!® ist, also A(B2\Bj) = 0. Dann setzt man fiir solche Mengen A\(A) = A\(B;) =
A(Bz2). Die Mengen, fiir die dieses Maf} definiert ist, heilen Lebesgue-messbar und bilden die
Lebesgue-o-Algebra £(R?) = £2. Aus der Definition des Lebesgue-Mafes folgt ¢ C £, aber

die Lebesgue-messbaren Mengen £¢ sind wesentlich gréfer als die Borel-messbaren Mengen ¢

denn es lasst sich zeigen:
2 = #(PRY) = L7 > $B = #(RY).

Es sind daher nicht alle Lebesgue-messbaren Mengen (auch nicht bzgl. des dufleren Mafles
A\*) borelsch, d.h. My ¢ B(R?). Abzihlbare Mengen (wie Q) sind Lebesgue-Nullmengen. Es
gibt aber auch iiberabzihlbare Lebesgue-Nullmengen, wie das Cantor’sche Diskontinuum. Ge-

naueres zu Nullmengen und Aussagen, die iiberall bis hochstens auf eine Lebesgue-Nullmenge

9Betrachte den messbaren Raum (R, %(R)) und eine rechtsseitig stetige, monoton wachsende Funktion

F: R — R. Dann heifit das iiber Ar((a, b)) := F(b) — F(a) eindeutig bestimmte MaB das Lebesgue-Stieltjes-MaSf.

Als Spezialfall erhalten wir das Lebesguemaf iiber F(z) := x. Fordert man zusitzlich lim F(z) = 0 und
Tr—r — 00

le F(z) =1, so ist Ap ein W-Ma$} und F heifit Verteilungsfunktion.
x oo

10Lebesgue-Nullmengen sind Lebesgue-messbare Mengen mit Lebesgue-Maf null.

31



gelten werden wir spiter beim Lebesgue-Integral untersuchen. Wir wissen auch, dass es nicht-

Lebesgue-messbare Mengen gibt (Vitali-Menge). Daher ist folgende Charakterisierung hilfreich:

Satz 2.23 (Charakterisierung der Lebesgue-Messbarkeit).

A C R? ist genau dann Lebesgue-messbar, wenn fiir jedes € > 0 eine abgeschlossene Menge
F C R? und eine offene Menge U C R? ezistieren, so dass gilt

FCACU mit M(U\F) < e

2.2.7 Approximationssitze

Lebesgue-messbare Mengen lassen sich hinsichtlich ihrer Mafle beliebig genau durch offene und
abgeschlossene Mengen approximieren. Daher lésst sich auch das entsprechende Maf} iiber Su-

prema bzw. Infima erfassen. Grundlage bildet der folgende Satz:

Satz 2.24.

@ Sei A € L. Dann existiert zu jedem € > 0 eine offene (Ober-)Menge U O A und eine
abgeschlossene (Teil-)Menge F C A mit

M(U\A) < e und MA\F) < .

%Ein analoger Satz mit gleicher Folgerung fiir die Bestimmung des Mafles von A gilt fiir das Lebesgue-
Stieltjes-Mafl A\p.

Der Satz sagt also grob aus, dass jede Lebesgue-messbare Menge des R? niherungsweise gleich

einer offenen Menge ist. Aus dem Satz schlussfolgert man, dass fiir jedes A € £ gilt:

M (A) = inf{\Y(U) : A CU,U offen}
= sup{\4(F) :

F C A, F abgeschlossen}
= sup{\%(K) : K C A, K kompakt}

(
(
Hierbei sei der Beweis der dritten Gleichung erwihnt: denn wihrend die ersten beiden aus
dem vorigen Satz schnell ersichtlich sind, muss man bei der letzten zeigen, dass eine kompakte,
also abgeschlossen und beschrinkte Menge K gefunden werden kann, die beliebig gut A\%(A)

approximiert. Sei dazu C' € R mit C' < A\%(A). Dann existiert eine abgeschlossene Menge F' C A
mit A(F) > C. Nun gilt aber

K,:=Fn[-nn*tF fiir n — oo, also MN(K,) 1 AY(F)
wegen Stetigkeit des Mafles. Dann existiert aber ein N € N mit A(Ky) > C.
Im Folgenden halten wir noch eine besondere, messbare Menge fest. A C R? heiit konvex, falls
A+ (1-NyeA Yo,y € A, X €10,1].

Konvexe Mengen beinhalten also auch immer alle Verbindungsstrecken zwischen Punkten aus

sich.

32



Satz 2.25.

Der Rand A einer konvezen Menge A C R? ist eine Lebesque-Nullmenge. Folglich ist

jede konvexe Menge aus R? Lebesque-messbar.

Beachte: Konvexe Teilmengen des Rd, d > 2 brauchen nicht Borelsch zu sein! Betrachte dazu
eine offene Kugel B C R¢ d > 2. Dann existiert eine nicht-Borelsche Teilmenge M C OB auf
dem Rand der Kugel (warum?) und M U B ist konvex, aber nicht Borelsch.

Aufgabe 2.14.

Sei f: R — R stetig differenzierbar und A := {x € R|f'(z) = 0}. Dann ist f(A) eine
Lebesgue-Nullmenge.

Hinweis: Jede offene Teilmenge von R ist disjunkte Vereinigung abzihlbar vieler offener
Intervalle. Unter Verwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung zeigt man die

Behauptung unter Betrachtung der Mengen (mit e > 0,n € N):

An(e)={z € (—n,n): |f(z)] <e-27"}.

2.2.8 Exkurs: Jordan-Messbarkeit

Ein alternativer Zugang zur Maf- und Integrationstheorie wurde um 1890 von JORDAN un-
abhingig von PEANO entwickelt, ndmlich eine Inhaltslehre fiir Teilmengen des R? und ein In-
tegralbegriff, der dem Riemann’schen Integralbegriff analog ist. Als Exkurs soll dieser Zugang

kurz skizziert werden:
Definition 2.26.
Eine Menge A C R? heiit Jordan-messbar, falls A beschrinkt ist und falls gilt

JHA) :=sup{A\Y(M): M €. MC A} =inf{A\}N): N € % N D A}

mit .9 = {kL—J1 I : I, = szl(ai,bi},ai,bi € R,a; < b;, I disjunkt}. Dann heifit J¢(A)

Jordan-Maf von A. Das System der Jordan-messbaren Teilmengen des R? bezeichnen wir

mit /d.

Man kann (als Ubung) zeigen, dass fiir eine Jordan-messbare Menge A C R? gilt: A € £%, also
auch Lebesgue-messbar, und A4(A) = J%(A). Ferner ist A C R? genau dann Jordan-messbar,
wenn A beschriankt und der Rand JA eine Jordan-Nullmenge ist. Das System der Jordan-

messbaren Mengen _¢ 4 bildet einen Ring und fiir jedes A € Z ¢ gilt, dass auch das Innere
;1 e 7 4 und der Abschluss A € I 4 Jordan-messbar sind mit

JA) = JUA) = TU(A).

Eine kompakte Menge K C R? ist genau dann Lebesgue-Nullmenge, wenn K Jordan-Nullmenge
ist. Dass nicht jede beschrinkte Lebesgue-Nullmenge eine Jordan-Nullmenge ist, sieht man
beispielsweise an Q¢ N [0, 1]%. Allerdings ist jede (offene oder abgeschlossene) Kugel und jede

beschriinkte, konvexe Teilmenge in R¢ Jordan-messbar.
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2.3 Messbare Abbildungen

Seien (F, o), (E’', o') zwei messbare Ridume und T: E — E’ eine Abbildung. Wir fragen uns,
wann T mit den o—Algebren &7, o7’ vertriiglich ist i.d.S., wie eine stetige Abbildung mit den

Topologien vertréglich ist.
Definition 2.27.

Eine Abbildung T': £ — E’ heifit &/ — &/’ —messbar, falls

T A)eod VA e

Alternativ schreibt man auch T-! (/") C o7, wobei T~ (") := {T~1(A’)|A’ € &/'}. Manchmal
schreibt man auch fiir die Messbarkeitsannahme einer Abbildung, dass T: (E, &) — (E', &)

ist.

Es reicht beim Nachweis der Messbarkeit einer Abbildung, die Bedingung fiir ein Erzeugenden-

system zu priifen:
Satz 2.28.
Sei o' = o (S). Dann ist T: E — E' genau dann of — o' —messbar, falls gilt:

T-49) C .

Messbare Abbildungen dhneln den stetigen Abbildungen (siehe Definition und Charakterisie-

rungen in Analysis 1 bzw. 2).

Beispiel: Jede stetige Abbildung f: RY — R" ist Borel-messbar, d.h. Z(R%) — Z(R")— mess-
bar, denn Z(R") = o(0(R™)), also wird diese von den offenen Mengen erzeugt, und somit folgt

nach letztem Satz die Messbarkeit aus

stetig

YU € 0" : YU e 0 C BRY). *

Die Umkehrung gilt nicht, also folgt nicht aus der Messbarkeit die Stetigkeit! Betrachte bei-
spielsweise f: R — R mit f(x) := 1j_3)(x). Dann ist f nicht stetig, aber messbar, weil

, 0,1¢ B
[-2,2], 1€B,0¢B
[—2,2]°, 1¢B,0€B
R, 1,0 € B.

Satz 2.29.

Seien (En, o), n = 1,2,3 messbare Riume und T messbare Abbildung zwischen Fy und
E5 sowie S messbare Abbildung zwischen Eoy und Es. Dann ist auch S oT: (Fy, ) —
(E3, o3) messbar.

Beweis: Fiir alle A € Az gilt (SoT) Y (A) =T 1o S Y(A) e T (ah) C . O
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Oftmals kennen wir zwar fiir die Abbildung T: F — E’ die o—Algebra <7’ in E’, suchen aber
eine o-Algebra 7 in E, sodass T messbar wird (siehe Vorlesungen zur Wahrscheinlichkeitstheo-

rie).

Beispiel: (R?, Z(R?)): Raum der Beobachtungen (real existierend) mit einer (wenigstens theo-
retisch) beobachtbaren W-Verteilung p. Dann ist der W-Raum (2, &7, &?) ein mathematisches
Modell und X : © — R? eine Abbildung zwischen Modell und Realitéit. Um mit X und dem
W-Raum arbeiten zu kénnen, ist zu kliren, mit welchem .7 X messbar wird und wie X die
Mafle & und p ineinander abbildet. 4

Satz 2.30.

Seien (T;)ier hdchstens abzihlbar viele Abbildungen T;: E — E; und (E;, o7;) messbare

Rdaume fir alle v € I. Dann ist
()= o ({535 € mit €7 ))) = o (Y770
el

die kleinste o-Algebra in E, die alle T; gleichzeitig messbar macht und wir nennen diese

die von den (T;);c; erzeugte o— Algebra.

Messbare Abbildungen transportieren Mafle von (F, <) nach (E', <7").
Satz 2.31.
Sei T: (E,o/) — (E', o) messbar und v ein Map auf (E, /). Dann definiert

V(A) = TW)(A) = voT (A) = v(T'(A)), VA o’
cof

ein Maf auf (E',</"), das sogenannte Bildmaf§ von v unter T.

Beispiel: (a) Fiir alle B € Z(RY) gilt A(z + B) = A(7, 1(B)) = 7.(\4)(B), wobei 7,,: R? —

R? mit y > y — 2z und 7,1 = 7_, ist.

(b) Sei (Q,o,P) ein W-Raum, dann heift

X:(Q, ) — (RY, B(R?)) messbare Abbildung

eine Zufallsvariable (ZV) und

X(P)(B)=PoX YB)=P(X €B), BecARY

Verteilung von X, wobei die in der WTheorie iiblichen Bezeichnungen {X € B} = X ~!(B)
und P(X € B) = P({X € B}) verwendet wurden.

konkretes Beispiel: Zweimaliges Wiirfeln beim Monopoly:
Q ={(n,m)|1 <n,m <6}, o = P(Q), P((n,m)) = —

sowie X: Q — {2,3,...,12} mit X((n,m)) := n + m. Als Ubung stellen wir in der Veran-
staltung die Verteilung von X (Bildma$ unter X) auf. ¢
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Beachte, dass beziiglich & = () jede Abbildung X: (Q, Z(Q?)) — (.,.) messbar ist, da
X~YB) € 2(Q) stets erfiillt ist.

AbschlieSend nennen wir:

Satz 2.32.

(a) SeiT € O(d) orthogonale Matriz, d.h. T € R™4 TTT = idga. Dann gilt T(\?) = \?.
(b) FirS e GL(d,R) gilt S(\?) = |det S71| - A? = |det S| ' A%

(c) (Folgerung) Das Lebesguemaf A% ist invariant unter Bewegungen.

2.4 Messbare Funktionen

2.4.1 Messbarkeitskriterien

Eine messbare Abbildung f: (F, &) — (R, Z(R)) heifit messbare (reelle) Funktion. Die Klasse

der messbaren Funktionen ist von grofler Bedeutung fiir die sich an diesen Abschnitt anschlie-

Bende Integrationstheorie. Wir bezeichnen daher mit .# = .# (/) die Menge aller messbaren
Funktionen f: (E, &) — (R, Z(R)). Zur Erinnerung:

f messbar <= f'(B) € & VB € B(R) < f'(G) € & VG € S mit ¢(S) = B(R).

Dabei kann insbesondere S = {[a,c0)|a € Q} wie frither gesehen gewihlt werden, aber auch

andere Intervallformen wie (b, 00), (—00, ¢), (—00,d], b,¢,d € R oder Q.

Ein grofler Vorteil von messbaren Funktionen im Vergleich zu allgemeinen messbaren Abbil-
dungen liegt in der Formulierung einfacher zu handhabender Messbarkeitskriterien, was der
folgende Satz spezifiziert:

Satz 2.33 (Messbarkeitskriterien).

Eine Funktion f: (E, o) — (R,Z(R)) ist genau dann o/ — B(R)—messbar, wenn eine
der folgenden Bedingungen gilt:

(a) {f>aleo VacRQ

Q)
() {f>aled Va € R(Q)
(c) {f<a}ed  VaeR(Q)
(d) {f<a}leo Va € R(Q)

Dabei verwenden wir die Schreibweise {f > a} = {f € [a,00} = f7!([a,00)) bzw. ganz

allgemein
{f € B} :={z € E|f(x) € By = f}(B).

Fiir Funktionen f, g schreiben wir
{fzg}:={zcE|f(z) 2 g(z)}.
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2.4.2 Erweiterte Reelle Achse

Oft werden wir statt R die erweiterte reelle Achse betrachten, also R := R U {—00,c}. Die

Rechenregeln fiir 0o kénnen der Standardliteratur entnommen werden (siehe auch Quellen

im Anhang). Hervorzuheben ist allerdings, das oo F co und % nicht definiert sind! In der
MafBtheorie verwendet man weiterhin die iibliche Konvention 1/ £+ co = 0 sowie die uniibliche

Konvention 0 - (+00) = 0. Insbesondere ist also R kein Kérper!

Definition 2.34.

Die Borel-o-Algebra %(R) auf R besteht aus allen Mengen

B*=BUS mit B € B(R), S € {@, {+o0}, {—00}, {+00, —00}}.

Die Vertriglichkeit dieser Definition mit den Borelmengen aus R ergibt sich aus dem Zusam-
menhang, dass B(R) die Spur-o-Algebra bzgl. Z(R) ist, d.h. Z(R) = RN B(R) (siche auch

fritheren Abschnitt). Zur Ubung weise man das selbst nach!

Aufgabe 2.15.

Es sind [—o00,a) und (b,o0] offene Umgebungen von oo bzgl. der Zweipunktkompaktifi-

zierung [—oo,00] von R. Daher gilt

Zeigen Sie, dass die Borelmengen #(R) von allen Intervallen [a, o], (a, 00], [—00, a], [—o0, a)

mit a € R(Q) erzeugt werden.

Lésung: Betrachte o := o{[a,o0] : a € Q} und seien a,b € Q, B € #(R). Dann liefert
[a,00] = [a,00) U {x} € B(R) = o C B(R),

[a,b) = [a,00]\[b, 0] € & = BR) C o

{+oo} = [l ool € #, {-o0} = [([-n e =  BR)C.

neN neN

die Behauptung: &7 = %#(R). Die anderen Fiille laufen analog. ¢

In Analogie zur Einfiihrung des Abschnitts bezeichnen wir mit .#g = .#5(</) die Menge aller
messbaren Funktionen f: (E, /) — (R, Z(R)).

2.4.3 Einfache Funktionen

Beispiel: Die Indikatorfunktion 14(x) ist genau dann messbar, wenn A messbar ist (also
A € o gilt). Betrachte dazu {14 > a} mit Fallunterscheidung a > 1 (liefert @), a € [0,1)
(liefert A), a < 0 (liefert E).

Weiterhin sind alle auf disjunkten, messbaren Mengen Aq,..., Ay € & definierten Treppen-

funktionen

M
t(z) = Z ynla, (z), yn ER.A, € .
n=1
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messbar. Wir nennen diese Funktionen auch einfache Funktionen auf (F, /) und bezeichnen

mit & = &(&/) die Familie der einfachen Funktionen. Bilden die A,, sogar eine disjunkte,

endliche Zerlegung von E mit

N
t(z) = Z znla, (), zn ER, A, € o
n=0

so spricht man von einer Standarddarstellung. In beiden Féllen ist die Darstellung i.A. nicht

eindeutig.
M
Die Messbarkeit einer einfachen Funktion folgt daraus, dass g(z) = 0 fiir x € Ag := E\(J A4n)

n=1
gilt und wir somit yg := 0 setzen kénnen, wodurch

M
g(@) =3 yala, (2)
n=0

gilt und somit {g >a} = |J A, € < ist (Skizze!).
n:Yyn>a

Man kann zeigen: Jede messbare Funktion g € (%) mit endlicher Wertemenge h(E) =

{y1,...,ym} ist eine einfache Funktion. Dann ist auBerdem

Z a - ]l{h:a}(x)
)

ach(E

eine Standarddarstellung. Insbesondere gilt: Jedes h € & () besitzt eine Standarddarstel-
lung. ¢

In der Vorlesung wurde gezeigt, warum die einfachen Funktion von so grofler Bedeutung sind:
Jede messbare Funktion f € .#(</) kann durch einfache &/-messbare Funktionen approximiert

werden.

Satz 2.35 (Sombrero-Lemma).

Ist f : E — [0,00] eine o — B(R)-messbare Funktion, so ist f aufsteigender Limes einer
Folge f,, € &() mit f, > 0:

f(m)zsggfn(x)a fn < fap1 VneN.

Folglich exzistiert fiir jede o/ — %(R)-messbare Funktion g : E — R eine Folge (gn)n C
E(A) mit |gn| < |g| und g =lim g,

Fiir den letzten Teil (der oft als Folgerung aus dem ersten Teil, dem eigentlichen Sombrero-
Lemma, benannt wird) benutzt man fiir Funktionen f: E — R die Aufsplittung der Funktion

in den Positivteil
f7(z) := max(f(),0)
und Negativteil
f~(z) == —min(f(x),0),

denn dann gilt f = f* — f~ und |f| = f* + f~. AuBerdem ist fiir messbare Funktion f auch
fT, f~ messbar wegen {fT > a} = {f > a} fiir a > 0 und E fiir a < 0 (analog f~). Dann folgt
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die Behauptung der Folgerung im Sombrero-Lemma aus Anwendung des ersten Teils auf f*.

Bemerkung: Die Konvergenz im Sombrero-Lemma ist sogar gleichméfig, wenn die Funktion f
beschrankt ist.

2.4.4 Grundlegende Eigenschaften

Es gibt wichtige Funktionen, tiber deren Messbarkeit sofort entschieden werden kann. Diese

sollen hier kurz vorgestellt werden.

Satz 2.36.

(a) Sei (fn)n C AMz() Folge messbarer Funktionen. Dann sind auch
sup fn, inf f,, limsup f,, liminf f,
n n n n

messbar, also in Mg(), sowie, falls existent, auch lim f,, € Mg ().

(b) Seien f,g € Mg(/) messbare Funktionen. Dann sind, insofern die Ausdricke defi-

niert sind (beachte Kommentare zu Rechenregeln in R), auch
u+ v, Uu- v, max(u, v), min(u, v)

messbar.
(¢) Esist f e Mg() genau dann, wenn |f|, fT, [~ € Mg(e).
(d) Sind f,g € Mz(o/) messbare Funktionen, dann sind folgende Mengen messbar:

{f<g}’ {fgg}a {f:g}7 {f%g}eﬂ

(e) Jede stetige Funktion f: R — R ist Borel-messbar.
(f) Jede links- oder rechtsseitig stetige Funkion f: R — R ist Borel-messbar.
(9) Jede unter- oder oberhalbstetige Funktion f: R — R ist Borel-messbar.

(h) Jede monotone Funktion f: R — R ist Borel-messbar.

Als Ubung und zur Festigung der Inhalte dieses Abschnitts beschiftige man sich mit den Bewei-
sen der im Satz genannten Aussagen (ggf. unter Zuhilfenahme von Literatur), da hierbei einige
typische Beweisstrategien genutzt werden! Dabei ist insbesondere die Aussage (c) interessant:
Fiir Funktionen f: R — R messbar ist auch f*, f~,|f| messbar. Gilt auch die Umkehrung?

Hinweis: Die Analyse fithrt darauf, dass sich aus der Messbarkeit von nur einer der drei Gréfien
T, £, 1f] nicht auf die Messbarkeit von f schlieffen lisst, jedoch im Falle der Messbarkeit zwei

der genannten Groéfen!
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2.4.5 Aufgaben

Aufgabe 2.16 (Nicht-messbare Funktion).

Sei A C R nicht Lebesgue-messbar. Dann definiere

22, zeA
fz) =
0, x¢A.
Zeigen Sie, dass f micht messbar ist.
Lésung: Angenommen, f wéire messbar. Dann ist B := {z|f(z) > 0} messbar. Ferner ist

flx)>0 <=z Az #0. Also: B= A\{0}.
Falls 0 ¢ A folgt aus A = B messbar der Widerspruch, Falls 0 € A, so ist A = BU{0} messbar,
was ebenfalls zum Widerspruch fithrt. Also Annahme falsch und f nicht messbar. ¢

Aufgabe 2.17 (Kein Messbarkeitskriterium).

Sei f: (R,BR)) = (R,Z([R)) und {f = a} messbar fiir alle a € R. Folgt daraus die
Messbarkeit von f? (Verwenden Sie dabei ohne Beweis, dass es auf R nicht Borel-messbare

Mengen gibt.)

Losung: Nein. Betrachte beispielsweise mit einer nicht-messbaren Menge £ C R

z, zeF
fx) =

—x, x € E°.

Ferner bezeichne B := f~1({a}). Dann ist B € {@, {c},{—c},{c,—c}}, also in jedem Fall
messbar.
f ist genau dann messbar, wenn f~!((—oo,b]) fiir alle b € R messbar ist. Wihle speziell b = 0.

Dann ist nach Definition von f
F7H(=00,0]) = ((=00,0] N E) U ([0,00) N E) =: A
und wir zeigen, dass A nicht messbar ist. Nehmen wir an, dass A messbar ist, dann ist
[0,00) N A =[0,00) N E° (%)
messbar und die Menge

(R\([0,00) N E°))\(0,00) = (E U (=00,0))\(=00,0) = EN [0, 00)
()

ebenfalls messbar. Das fithrt aber auf die Messbarkeit von

((m00,0]NE)U(EN(0,00)) = FE

und damit den Widerspruch, da E nicht messbar ist. ¢
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Aufgabe 2.18.
Sei E € B(R) und das Lebesguemaf Ag := A(E N .) gegeben. Betrachte
Q: E—R, Q(z) := 2°.

Zeigen Sie, dass Q B(E) — B(R)-messbar ist und bestimmen Sie das Bildmafi vo Q™! fiir
Ey =[0,1],11 = A, sowie By = [~1,1],15 = $Apg,.

Hinweis: Verwenden Sie fiir den Nachweis der Messbarkeit: B(E) = {ENA|A € Z(R)}
(Als weitere Ubung beweise man diesen Zusammenhang).

Aufgabe 2.19.

Zeigen Sie, dass jede lineare Abbildung f: R™ — R™ Borel-messbar ist. (Gilt das auch,
wenn wir die Vervollstindigungen von R(R™) und B(R™) betrachten?)
Hinweis: Betrachte beispielsweise f: R — R? mit f(z) = (x,0)T.

Aufgabe 2.20.

Beweisen Sie, dass jede monotone Funktion f: R — R Borel-messbar ist. Wann gilt

o(f) = #R)?

Aufgabe 2.21.

Sei f: R — R differenzierbar. Ist dann f bzw. f' messbar?

Diese Aufgaben wurden in den Ubungen nur umrissen und dienen der Festigung des Vorlesungs-

stoffs sowie der Klausurvorbereitung!
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KAPITEL 3

Lebesgue-Integral

3.1 Konstruktion und Eigenschaften

Wir wollen nun erkldren, wie wir die Flidche (das Maf) unter einer Kurve mit Integralen be-
schreiben kénnen. Daher sei im folgenden (F, .7, ;1) ein beliebiger Maffiraum. Wir nutzen aus
dem vorigen Abschnitt die Bezeichnungen & (), # (<), Mx(</) fur die Familie der einfachen
bzw. messbaren Funktionen. Fiir die nichtnegativen Funktionen schreiben wir & (<), 4" (<), ///]R%&- ().

3.1.1 Integral nichtnegativer Treppenfunktionen

Zunichst betrachten wir die besonders einfache Situation von nichtnegativen Treppenfunktionen
f € &T(&). Da jede nichtnegative Treppenfunktion eine Standarddarstellung besitzt, kénnen

wir f schreiben als

N
0 S Z yn]]-An .
n=0

Ein Integral sollte dieser Funktion dann naheliegenderweise den Wert

N
Integral = Z Ynit(Ar)
n=0

zuordnen, wobei wir die Konvention 0-co = 0 wihlen. Das so definierte Integral ist wohldefiniert,

denn sind
N M
f= ZynﬂAn = Z Zm]le
n=0 m=0
zwei Standarddarstellungen von f € &1 (&), so gilt
N M
Z ynN(An) = Z Zm.u(Bm)-
n=0 m=0

Das kann man leicht verifizieren, wenn man beachtet, das E disjunkte Vereinigung der A,, bzw.

B, ist und somit sich die A,,, B,, als folgende disjunkte Vereinigungen schreiben lassen:

A, =

P Cx

N
(AnNBn)  bzw. By =|JANBy).
0 n=0

Dann braucht man nur noch y, = z,, fir 4, N B,, # & benutzen und die {iber obige disjunkte

Vereinigung im Integral entstehenden Doppelsummen vertauschen.

Definition 3.1.

N
Sei f = > ynla, € &T(&) in Standarddarstellung. Dann ist das (u)-Integral von f

n=0
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definiert als

N
Iu(f) = Zyn/i(An) € [0700]~
n=0
Tatsédchlich liefert das bereits die von einem Integral gewiinschten Eigenschaften, denn sind
f,g€ &Y (A), so gilt
) L(la)=u(4) VAed
b) positiv homogen: I,,(Af) = A, (f) YA >0
c) additiv: I,(f +g) = I.(f) + 1.(9)
d) monoton: Ist f < g, so gilt I,(f) < I.(g).

3.1.2 Integral nichtnegativer messbarer Funktionen

Mit Hilfe des Sombrero-Lemmas lassen sich allgemeine Funktionen f € ///ﬁgF (/) durch aufstei-
gende Folgen von &'-Funktionen approximieren. Also gibt es insbesondere unter jeder nicht-
negativen messbaren Funktion f einfache Funktionen g. Daher ist es naheliegend, die Integral-

definition auf einfache Funktionen zuriickzufiihren.

Definition 3.2.

Sei f € //%’(M) Dann definiert

/f dp :=sup{I,(g)lg € (), 0 < g < f} €[0,00]

das (p)-Integral von f. Wir schreiben auch, falls die Integrationsvariable hervorgehoben

werden soll:

[ @ utdn)  oder [ 1(a) duta).

Das Integral ist wiederum wohldefiniert, da Werte in [0, co] zugelassen werden. Auflerdem setzt
das Integral aus dieser Definition das Integral I,,(.) fort, d.h. fiir alle f € &1 (<) gilt

[ #dn=1.00).

Das zeigt man leicht mittels Monotonie von I,(.) bzw. der Definition des sup in der Integral-
Definition.
Wir halten an dieser Stelle einen ersten der sogenannten Konvergenzsditze fest, die sich mit der

Vertauschung von Integration und Grenzwertbildung befassen:

Satz 3.3 (Satz von Beppo Levi (BL)).

(a) Sei (fn)nen C ///]R%"(sz) aufsteigende Folge von nichtnegativen messbaren Funktionen,
also 0 < f1 < fo < .... Dann ist auch

fri=supf, € //f%(ﬂf)
neN
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eine nichtnegative, messbare Funktion und es gilt

/ sup frn du = sup / f dp.

neN neN

(b) Sei (gn)nen C ///ﬁj' () fallende Folge von nichtnegativen messbaren Funktionen, also

/91 dp < oo.

g1 2> g2 > ..., mit

Dann ist auch
e +
g:= érellfwgn € Mz ()

eine nichtnegative, messbare Funktion und es gilt

[ o = 1t f 0o

Bemerkung: Die Konvergenz der Funktionenfolgen ist fast iberall zu verstehen, also bis auf
eine Nullmenge (siehe spéteren Abschnitt iiber Nullmengen und fast iiberall geltende Eigen-
schaften). L4

Fiir den aufsteigenden Limes schreiben wir auch oft f,, T f, also f, < fr4+1 Vn und lim f,, = f,
n
wobei f,, < fn41 bedeutet, dass f,(x) < fny1(x) Vo € E ist. Ferner gilt dann f = lim f,, =

sup f.
Ein wichtiger Spezialfall wird als Folgerung festgehalten:

Folgerung: Sei f € ///H%'(ﬂ') Dann gilt fiir jede Folge (f,)n C (&) mit f, T f:

/fdu:ILm/fndu. L 4

Beachte: Oft wird dieser letzte Zusammenhang aus der Folgerung als Definition von [ f du
verwendet, was aber das Problem der Wohldefiniertheit aufwirft, ndmlich die Unabhéngigkeit
von der approximierenden Folge (f,),. Das Problem haben wir in unserer Definition nicht. Die
Folgerung begriindet aber, warum das Supremum ein Limes ist und somit insbesondere die
Abbildung f — [ f du linear ist.

Es gelten fiir das Integral die selben Eigenschaften wie oben fiir einfache Funktionen erwahnt -

also insbesondere positive Homogenitéit, Additivitdt und Monotonie.

Beachtet man, dass

N e}
anTan fir N — oo
n=1 n=1

fiir nichtnegative messbare Funktionen f, gilt, so kann man folgenden (wichtigen) Satz als

Ubung zeigen:
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Satz 3.4 (Weitere Version des Satzes von Beppo Levi).

Sei (frn)nen C %ﬁj(d) Dann ist

f:fnejﬁ

und es gilt

ni;/fn d“:/ni;fn dp € [0, 00].

Als Ubung zeige man, dass dieser Version dquivalent zum Satz von Beppo Levi in der ersten

Formulierung ist!

Ein weiterer wichtiger Konvergenzsatz fiir nichtnegative messbare Funktionen ist besonders

niitzlich, um die Endlichkeit von bestimmten Integralausdriicken zu zeigen:

Satz 3.5 (Lemma von Fatou).

Sei (frn)n C //lﬁj' () Folge nichtnegativer messbarer Funktionen. Dann ist f := liminf f, €
n—oo
///H% (o) und es gilt

/hm inf f,, dp <lim inf/fn dp.
n—oo

n— oo

Ezistiert eine (integrierbare) Majorante g € ///ﬁj’(ﬂ%) fir alle frn, d.h. |fo| = fn < g und
J g du < oo, so gilt

/lim sup frn dp > lim sup/fn dp.

n— oo n—oo

Die Nichtnegativitdt in den Voraussetzunge vom Lemma von Fatou sichert, dass

/ inf f, dy > —o0
n>m

im Beweis gilt. Abschlieend halten wir ein paar Beispiele fest:

Beispiel: (a) Betrachte auf einem beliebigen messbaren Raum (F, #7) das Dirac-Maf} 4,, fur
festes y € E. Dann gilt fiir f € ,//!ﬁj'(xz{): (Ubung!)

/u ds, — /u(x) 5,(dz) = u(y).

(b) Betrachte (N, Z(N)) und p:= Y a;;, a; > 0. Dann ist p ein Maf} auf N, jede Funktion
=1
f: (N, Z(N)) — (R>g, Z(R>0)) messbar und

= Z fuln(m) fiir geeignete Folge (fr)n C R>o.
neN
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Daraus folgt

/f du=/zun1n du(iL)an/ﬂndu=an

neN neN neN

p(n) = Jnan.

Qn

Das Beispiel zeigt insbesondere auch die Berechnung einer Reihe mittels Integralen:

an:/f dv  mit ZihlmaB v = 4. .
n=1

=1

Aufgabe 3.1 (Markov’sche Ungleichung).

Sei (E, <, 1) o-endlicher MafSraum.

(a) Zeigen Sie, dass dann positive, messbare Funktion f >0, f € M * (o) existiert mit
J fdp < oo.
(b) Zeigen Sie die Markov’sche Ungleichung: Fiir f € 4% (&) gilt

n({f =¢c}) < %/f dp.

(¢c) Zeigen Sie mit der Markov’schen Ungleichung die Umkehrung von (a), d.h. das sich
aus der Ezistenz eines solchen f die o-Endlichkeit des Mafraumes schlussfolgern
lisst. Nutzen Sie dazu f:= Y ¢;la, mit A; = {f > 1}.

ieN
3.1.3 Integral messbarer Funktionen

Sei (E, &7, u) ein Mafiraum. Wir wollen nun das Integral von ///ﬁF (#/) nach Az (o) durch die

Linearitét (des Integrals) fortsetzen.

Definition 3.6.

f: E — R heifit (u)-integrierbar, wenn f € Mg (/) und

/f+du<oo, /f_du<oo

gelten. Dann definieren wir das (u)-Integral von f als

[tau=[rdu- [5 ducr.

Weiter bezeichnen wir mit .,S%(u) die Familie der p-integrierbaren Funktionen und mit

£ () die reellwertigen p-integrierbaren Funktionen.

Bemerkung: Beachte, dass die Forderung [ f * du < oo die Situation oo — oo ausschlieBt, wir
aber im Falle f > 0 auch [ f du = oo zugelassen haben. Es gilt daher aber f € Zﬁ}(u) nur,
wenn [ f dp < oo ist.

Wie frither zeigt man die Wohldefiniertheit der Definition, in dem fiir weitere Darstellungen

f = u — v als Differenz nichtnegativer messbarer Funktionen [ f du = [w dp— [v dp (falls
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Differenz definiert) durch Ausnutzen von f = f* — f~ nachgewiesen wird.

Beachte weiterhin, dass oftmals fiir das Integral von f: X — R(R) auch

)[fdu

geschrieben wird. Wir nutzen hier die Kurzschreibweise und verzichten auf die Angabe des X
unter dem Integral, falls die Grundmenge klar ist. Wir geben nur explizit die Menge unter dem
Integral an, falls eine Teilmenge von X als Integrationsbereich herangezogen werden soll (siehe

unten).

Das Integral kann auch fiir komplexwertige Funktionen eingefiihrt werden. In diesem Fall heifit
f: X — C p-integrierbar, falls f messbar ist und die vier Integrale

J@en®dn [ st au
b'e b'e
endlich sind und setzt

[an= [tre ptau= [re ) dpsi [ ) du—i [ ) d
X X X

X X

Man kann auch Integrale fiir f: X — R derart definieren, dass fiir einen der Fille f* die
Unendlichkeit des Integrals zugelassen wird, sprich mindestens eines der beiden endlich ist.

Man erhilt dann einen Integralwert in R und spricht von quasi-integrierbaren Funktionen. 4

In einer Abbildung (siehe Ubung) kann man schon iibersichtlich darstellen, wie die einzelnen
Integral-Konstruktionsschritte ausgehend vom Mafl i aussehen und wie man wieder anschlie-

Bend das Maf rekonstruieren kann, denn es gilt
u(A) = / 14 du.
Wie frither bereits erwéhnt schreiben wir auch
[ an= [ 1) utiz) = [ $) duta).

Fir u = A? nennen wir f Lebesgue-integrierbar oder integrierbar bzgl. des Lebesgue-MafBes
und schreiben oft dx statt A%(dz), also [ f da.

Satz 3.7 (Integrabilitdtskriterium).

Fir eine messbare Funktion f € Mg(/) sind dquivalent:

(a) f€ZLy(n)

(b) f+.f~ € An

(c) fle L)

(d) es gibt ein g € fﬁﬁ(u) mit g >0 und |f| < g.
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Beweis: Zu zeigen ist, dass die jeweiligen Integrale endlich sind. Verwende:

(a) & (b): Definition

(b) = (o) Ifl=f*+ /"

(¢) & (d): Wihle g := |f]

(@) = (b): f*<|fl<g. O

Weitere Aquivalenzen zu f integrierbar sind:

(e) Re f und Im f sind integrierbar.

(f) Es gibt integrierbare Funktionen p,q,7,s € 4T mit f = p — q+i(r — s).

Durch die Definition des Integrals iibertragen sich die Eigenschaften des Integrals von ///ﬁzF (o)

aus dem vorigen Abschnitt, die wir hier zusammenfassen wollen:

Satz 3.8 (Eigenschaften des Integrals).

Seien f,g € i%(,u) und o € R, dann gilt

(a) (Homogenitit) af € i%(,u) und

[afdui=a [ sdn

(b) (Additivitit) f + g € .,S%(u), falls dies definiert ist, und

/f+gdu=/fdu+/gdu-

(c) (Verband) max{f,g}, min{f, g} € fﬁ}(u).

(d) (Monotonie) Aus f < g folgt
/f dp < /g dp.

(e) (Dreiecksungleichung:)
‘/fdu’é/lfl dp.

Bemerkung: Der Satz besagt insbesondere, dass das Integral linear ist, falls af + B¢ in R
definiert ist. Fiir f,g € £ (u) = £ (1) gilt das natiirlich immer! *

Es ist £1(u) = %3 (1) ein Vektorraum (abgeschlossen bzgl. Addition und skalarer Multiplika-

tion) und
2w R fo [ rau
ein positives lineares Funktional, d.h. es gilt Linearitit und [ f dp > 0 fiir f > 0.

Satz 3.9 (fast-iiberall Beschrénktheit).

Fir jede integrierbare Funktion f € ZLg(p) ist {|f| = oo} eine p-Nullmenge.
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Satz 3.10 (Integrierbarkeit beschréinkter Funktionen).

Sei f € Mr () beschrinkte, messbare Funktion mit p({f # 0}) < co. Dann gilt: f € L.

Beweis: Fiir [f| < C € Ry ist g := C - 11,0y integrierbare Majorante. O

Satz 3.11 (Reihenvergleichskriterium).

Sei (E, 4, ) endlicher Mafiraum. Dann ist f € £Y(u) genau dann, wenn f € M (<)

und

S u{lf] = n} < .

n=0

Ferner gilt:

S u{lfl > n} < /|f| dn < 3l f1 > n).

Beweis: Beweis als Ubung zur Klausurvorbereitung. O

Beispiel: Wir setzen die fritheren Beispiele fort.

(a) Fiir einen beliebigen messbaren Raum (E, <) und y € F fest gilt, analog zum vorigen
Abschnitt:

/ (@) 8,(dz) = F(y).

Ferner ist f € .i%(dy) genau dann, wenn f € #gx(o7) und | f(y)| < co gelten.

(b) Betrachte den Mafiraum (N, Z(N), u) mit 4 = > a,d, sind alle f: N — R messbar. Es
n=1

gilt nach Beispiel aus dem vorigen Abschnitt daher f € #1(u) genau dann, wenn

St |f ()] = / 1f] dp < .
n=1

Spezialfall: Raum der absolut-summierbaren Folgen

Y(N) := £ (Z%) = {(fn)n P el < oo}.

neN neN

(¢) Wir betrachten ein Beispiel aus der W-Theorie: Sei (€2, o7,P) ein W-Raum, X: Q — R

eine Zufallsvariable, also messbare Funktion. Dann heifit

E(X) := /X P

Erwartungswert von X, falls das Integral existiert (endlich) ist, also X € Z!(P). Das ist

insbesondere fiir jede beschrinkte Zufallsvariable der Fall, d.h. sup | X (w)| < oo, da gilt:
weN

/ P(dw) = P(Q) = 1. .
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Aufgabe 3.2.

Gegeben sei ein W-Raum (2, o/ | P) Zeigen Sie, dass eine P-integrierbare Zufallsvariable

X mnicht beschrinkt sein muss!

Lésung: Betrachte beispielsweise (R, (R), dp) die Funktion f(z) = z. Dann ist f unbeschrinkt

und
/|f(x)| So(dz) = |F(0) =0 < oo also f € .2 (d).

Eine anspruchsvollere Losung ist iiber ([0, 1], £([0,1]), A) mit f(z) = > 2%1[24,27”1)(@") durch
€N
Anwendung des Satzes von Beppo Levi gegeben. L 4

AbschlieBend erklidren wir, wie wir (sinnvollerweise) auch Integrale auf anderen Mengen als E

aus der gegebenen o-Algebra berechnen kénnen:

Definition 3.12.

Sei f € ,Zﬁ%(u) bzw. f € ,///ﬁj((;z{) Dann definieren wir das (u)-Integral von f iiber A € &

als

/Af dui= [ 114 du= [ 1(z) 1a(0) (da).

Bemerkung: Das Integral ist definiert, da f-1 4 nach fritherem Satz messbar ist. Weiter haben

wir
/fdu:/fdu wegen 1gp = 1.
E

Nun kann das Integral auch als Abbildung A — [,(.) verstanden werden: beispielsweise ist fiir
fe ()

V(A)::/Afdu Aec o

ein Maf auf (E, &), das wir Maf§ mit Dichte(funktion) f bzgl. u nennen. Man schreibt iiblicherweise
du:f-dubzw.f:%. .

Beispiel: Nach Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt: Aus

Fa) - Flo) = [ " 1) dy

folgt ‘2—5 = f. Mit dem LebesguemaB \! und A(dr) = dx impliziert die nichtnegative Dichte
f > 0 das Maf

v(a,b) = F(b) — F(a) = I dX. .
(a;b]
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3.2 Nullmengen und fast iiberall geltende Eigenschaften

Jetzt: Welche Stellung nehmen messbare Mengen in einem beliebigen Mafiraum (F, &7, i) ein,

die man als Ausnahmemengen i.d.S. bezeichnen kann, dass sie vom Maf} i nicht gesehen werden?

Wir bezeichnen dazu mit
N, ={Neo: uN)=0}

die (messbaren) Nullmengen und sagen, eine Aussage oder Eigenschaft a gilt u- fast iiberall (f.ii.)

bzw. fir u- fast alle x , wenn
A(a) :={z € E : a gilt nicht fir z} C N € N,,.
Wenn klar ist, welches Maf} 1 gemeint ist, sagt man auch nur fast iberall bzw. fast alle.

Beachte: Die Ausnahmemenge A(«) muss nicht messbar sein! I.d.S. ist f = ¢ f.ii. genau dann,
wenn {f # g} € N € N, gilt. Sind f, g messbar, dann ist f = ¢ f.ii. sogar dquivalent zu
{f # g} € N,. Daher erlaubt die Aussage f = g f.ii., dass beispielsweise nur eine der beiden
Funktionen messbar ist und somit {f # g} ¢ & auftreten kann.

Satz 3.13.

Sei f € Mz(), dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(¢) [If] dp=0
(b) |fI=0 fi.
(¢) u=0 fi.

() plf+0}=0.

Ferner gilt: Ist N € N, so ist [ f du=0.
N

Beweis: In der Ubung - Wir zeigen u.a. die Markov-Ungleichung, d.h. fiir alle A € o/ und ¢ > 0

gilt, insbesondere fiir A = E:

wlifl z a2 [1] d 0
A

Mit diesem Satz lassen sich als Folgerung Zusammenhénge zwischen zwei fast iiberall identi-

schen, messbaren Funktionen festhalten:
Korollar: Seien f,g € .#z(</) und gelte f = g f.ii. Dann gilt:

(a) Sind f,g>0,s0ist [ fdp= [gdupe0,0].

(b) Ist f € £ (), so ist auch g € ZL(p) und [ f dp = [ g dp. ¢
Beweis: In der Ubung! |
Korollar: Seien f € .#%x(2/) und g € fﬁ}(u). Gilt |f] < g f.ii., so ist auch f € fﬁ}(u). *

Die frither bereits benannte Markov-Ungleichung gilt auch in beliebigen Mafiriumen (wird in
der Ubung gezeigt):
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Satz 3.14 (Markov-Ungleichung).

Sei f € Mg() . Dann gilt fir alle ¢ > 0 und alle A € o7 :

p(lifl =) <2 1] du
A

bzw. fiir alle ¢ > 0

wliflzeb< 2 [191 du

Korollar: Mit der Markov’schen Ungleichung zeigt man auch, dass jede Funktion f € gﬁi(u)
fast tiberall reellwertig ist! Insbesondere existiert also eine Funktion f € L (p) mit f = f fast
iiberall (Beweis in der Ubung). L4

Wichtiges Fazit: Wir kénnen .L%(;L) durch £ = %} ersetzen und diirfen so das Definitions-
Problem fiir die Rechenregeln mit oo bei abzdhlbaren Operationen vernachlissigen: .,i%(u) ist

bis auf Nullmengen ein Vektorraum.

3.3 Integration beziiglich des Bildmafles

Fiir eine messbare Abbildung T': (X, &) — (Y,%) von einem Mafiraum mit Maf} x in einen
messbaren Raum hatten wir frither im Abschnitt iiber messbare Abbildungen bereits das Bild-

maf unter T eingefiihrt als v: # — [0, 0o] mit

v(B) = poT Y(B) = u(T *(B)) VB € 2.

Beispiel: Sei ®(x) := Az + b eine affin-lineare Abbildung (R™, Z(R")) — (R™, Z(R")) mit
A € GL(n) und b € R™. Dann erhélt man wegen translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles und
wegen & 1(z) = A1z — A71b, dass fiir das BildmaB gilt:

v(B) :=\N® Y(B)) = |deiA‘ -\(B). .

Mit dem Bildmaf} erhalt man eine niitzliche Transformationsformel:

Satz 3.15 (Integration bzgl. des BildmafSes).

Seien T: X — Y eine messbare Abbildung zwischen dem Mafraum (X, </, u) und dem
messbaren Raum (Y, %). Ferner sei f: Y — R eine messbare Funktion. Dann ist f genau

dann integrierbar bzgl. des Bildmafes v = poT~t, wenn foT: X — R p-integrierbar ist

/(foT) duzy/f dv.

X

und dann gilt

Anwenden dieses Satzes auf das Bildmafl des Lebesguemafles unter affin-linearen Abbildungen
(siche Beispiel oben) liefert
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Satz 3.16 (Spezielle Transformationsformel fiir affin-lineare Abbildungen).
Sei A € GL(n) iiber R und b € R™. Dann ist f: R™ — R genau dann Lebesgue-integrierbar,

wenn x — f(Ax +b) Lebesgque-integrierbar ist und dann gilt:

/f(Aa?+b) A" (dx) = \deiA| /f(x) A" (dx).
RW' Rn

Beachte insbesondere, dass wegen det A = %1 fiir eine Permutationsmatrix A fiir jede Permu-

tation 7 von {1,...,n} gilt:

/f(xﬂ'(l)7 cee 7:1771'(1'7,)) )‘n(dx) = /f(zla s 7:Cn) )‘n(dI)
R R™

3.4 Konvergenzsitze und Parameterintegrale

Das Integral wurde selbst als Grenzprozess definiert.

Fragestellung: Kann man unter gewissen Voraussetzungen Integral und Grenzwert vertauschen?
Wir haben bereits im Abschnitt iiber die Definition des Integrals fiir nichtnegative messbare
Funktionen Konvergenzsitze kennengelernt: den Satz von Beppo Levi sowie das Lemma von
Fatou. Solche Konvergenzsiitze sind ein Grund fiir die Bevorzugung des Lebesgue- gegeniiber
des Riemann-Integrals.

Motivation: Dirichlet-Funktion f(x) = 1j91)nq(z) auf [0, 1] ist nicht Riemann-, aber Lebesgue-

integrierbar, denn Ober- und Unterintegral stimmen nicht iiberein, aber durch eine Abz#hlung
(gn) =QN[0,1] gilt

da
A{qh cee 7qu} = Z)\(qk) = 0
k=1

gilt sowie (wegen QN [0,1] € #(R)) f messbar und f € Z1()) ist.
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Zuniichst eine Verallgemeinerung des Satzes von Beppo Levi:

Satz 3.17 (Satz von der monotonen Konvergenz).

(a) Sei (fn)n C LY(1) eine monoton wachsende Folge integrierbarer Funktionen, also

i< fo< - < fpund f :=supfn. Dann ist f genau dann Lebesque-integrierbar
1 n
(f € LMw)), wenn

sup/fn dp < 00,

neN

d.h. insbesondere existiert eine Konstante M < oo mit
/fk dpu < M Vk € N.

In diesem Fall ist die Vertauschbarkeit von Grenzwert- und Integralbildung erlaubt:
[ #du= [ suw s du=sup fo du e
neN neN

wobei auch statt sup der Grenzwert lim geschrieben werden kann.

(b) Fiir eine monoton fallende Folge int’barer Funktionen (gn), C L (1) mitg:= [ gn
neN
gilt: g ist genau dann Lebesque-integrierbar (g € .ZE}(/J)), wenn gilt:

inf /gn dp > —o0,
neN

und in diesem Fall gilt bzgl. der Vertauschbarkeit von Integral und inf = lim:

/gd,u:/infgndu:infgndueR.
neN neN

Bemerkung: In Satz 3.3 wurde die Aussage fiir Folgen nichtnegativer Funktionen als Satz von
Beppo Levi erfasst. Beachte, dass dort die Funktionen auf R erklirt waren und die Integrale auch
oo als Wert annehmen durften! Fiir Lebesgue-Integrierbarkeit fordern wir jedoch Endlichkeit
des Integrals, daher brauchen wir Zusatzannahmen. Fiir fallende Folgen entféllt hier jedoch die
explizite Zusatzannahme aus dem Satz von Beppo Levi, dass [ g1 du < oo gilt, da dies hier

durch die Integrierbarkeit der g,, sowieso gesichert ist. ¢
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Der wohl wichtigste Konvergenzsatz ist der folgende :

Satz 3.18 (Satz von Lebesgue (dominierte Konvergenz)).
Sei (fu)n C A (&) Folge messbarer (!) Funktionen mit

(a) fu(x) — f(x) fir alle x.
(b) |fu(x)|] < g(x) fir eine integrierbare Majorante g € ‘Zﬁ}(ﬂ)'

Dann sind auch f, sowie f integrierbar, also f,,f € gﬁ(u) und insbesondere messbar,

und es gilt:

() Jim [ 152~ 1) du=0.

n— oo

(#) lim /fn d,u:/ lim d,u:/f du.
n—oo n—oo

Bemerkung: Die Forderung der Majorante ist wesentlich: betrachte beispielsweise (E, o7, u) =
([0,1], 4([0,1]), A) und darauf

Dann gilt
1
/fn(x) dr=mn /\{O,n}z\lfd;éOz/oo Ty d\(z) ¢
VneN
Aufgabe 3.3.

Bestimmen Sie fiir ein endliches Maf$ (v auf ([0, 00), [0, 0)):

lim e " u(dx).

T—00
[0,00)

Lésung: Da p ein endliches Maf§ (1) ist, folgt mit dem Satz von der dominierten Konvergenz,
dass wegen e~ < 1 € L (p) gilt:

i [ et = [ m e run) = [ 1pn(da) = (). .
[0,00) [0,00) [0.00)
Aufgabe 3.4.

Betrachte auf (R, £, \) die Funktionenfolge f,(x) = %]l[(),n]- Beweisen Sie, dass f, — 0
fiir n — oo gilt, aber

/fnd)\zl Vn e N.

Widerspricht das dem Satz von Lebesque?
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Anwendung auf Parameterintegrale

Fragestellung: Unter welchen Voraussetzungen iibertrigt sich die Stetigkeit und Differenzier-
barkeit eines Integranden bzgl. eines Parameters ¢ € (a,b) auf das Integral? (also wieder ein

Problem der Grenzwert-Vertauschung)

p—int’bar
=
flz 7 t) — 1(t) Z/f(%t) p(dz).
~ ~—~
stetig/diff’bar stetig/diff 'bar?

Satz 3.19 (Stetigkeitslemma).

Sei f: E X (a,b) — R eine Funktion mit Parameter aus dem offenen Intervall (a,b) C R,

die folgende Figenschaften besitzt:

(a) Integrierbarkeit bzgl. x:
fiir alle t € (a,b) fest ist x — f(x,t) in L (p)

(b) Stetigkeit bzgl. t:
fiir alle x € E fest ist t — f(x,t) stetig

(c) Ezistenz einer (parameterunabh.) integrierbaren Majorante
es gibt ein g € L (p), so dass fir alle (z,t) € E x (a,b) gilt: |f(z,t)] < g(z).

Dann ist
t—I(t):= /f(x,t) du(z)

stetig fir alle t € (a,b).

Beweis: Wegen (c) ist I wohldefiniert und genau dann in ¢ stetig, wenn fiir jede Folge (a,b) >
t, — t gilt: I(t,) — I(t) (Beachte: lokale Eigenschaft, also nur kleine Umgebung von t wichtig).
Sei fiir ¢ fest eine solche Folge (t,,) gegeben. Dann gilt fiir f,,(z) := f(x,t,):

e nach (a): f, € L (n)
e nach (b): f,(x) = f(x,t) fiir n — oo
e nach (¢): |fu(2)] < g(2).

Daraus folgt

I(tn):/ I dn dOmﬁf’“V'/f(.,t) dp = 1(t). O
=f(\tn)
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Satz 3.20 (Differenzierbarkeitslemma).

Sei f: E X (a,b) = R eine Funktion mit Parameter aus dem offenen Intervall (a,b) C R,
die folgende FEigenschaften besitzt:

(a) Integrierbarkeit bzgl. x:
fiir alle t € (a,b) fest ist x — f(x,t) in L ()

(b) Differenzierbarkeit bzgl. t:
fiir alle x € E fest ist t — f(x,t) differenzierbar

(c) Eczistenz einer (parameterunabh.) integrierbaren Majorante fiir part. Ableitungen:
es gibt ein g € L (u), so dass fiir alle (z,t) € E x (a,b) gilt: |0 f(z,t)| < g(z).

Dann ist

£ 1) 1= [ F(ait) dutz)

differenzierbar in t € (a,b) und es gilt:

mwz%wzﬁfﬂawwm:/@mwwmm

Unter Beriicksichtigung des néchsten Abschnitts iiber Riemann- und Lebesgueintegrierbarkeit

betrachten wir folgende Beispiele und Aufgaben:
Beispiel: Betrachte fi(z) := z' mit z > 0 und ¢t € R. Wir zeigen:
fi € Z1(\) auf (0,1) <=t > —1.

Da x +— z' fiir alle ¢ stetig ist, ist ' - 1o 1)(«) Borel-messbar. Also gilt mit Beppo-Levi:

/ zt d\(z) B gim ]l[% 1)(x) -zt d\(z)

n— 00 ’
(0,1)
1
= lim / zt dx
n—oo
1/n
=1 xt+1|1 - <
noset+ 110 T 141 S0
was dquivalent ist zu t > —1. 4

Aufgabe 3.5.

Zeigen Sie fiir das obige Beispiel analog:

fi € LY\ auf (1,00) <=t < —1.
Aufgabe 3.6.

Zeigen Sie, dass die Funktion f(x) = x* - e~ fiir x > 0 Lebesgue-integrierbar auf (0, 00)
ist, falls s > —1,t > 0 gilt.
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Mit der letzten Aufgabe sieht man auch, dass die Gammafunktion I': (0,00) — R definiert
durch

I(t) = / 2Le= dA(z)

(0,00)

fir t > 0 wohldefiniert ist. Man kann als Ubung zeigen, dass I' stetig und differenzierbar in

(0,00) ist (Man kann auch zeigen: beliebig oft differenzierbar in (0, c0)).
Aufgabe 3.7.

Zeigen Sie, dass firt € R

+2

F(t) = /e_:‘”2 cos(zt) Ndx) = /re™ T
R

gilt. Nutzen Sie dazu, dass F das Anfangswertproblem y' (t) = —ty(t) mit y(0) = /7 lost

und (wie wir zeigen werden) gilt:

/ e A(dz) = V7.

R

Lésung: Das Differenzierbarkeitslemma ist anwendbar wegen e~ |cos(xt)| < e~ und ‘%(w, t)‘ <

22 2 _a? . . . . L
eze ¥ =e 'z. Das ergibt zusammen mit partieller Integration (wie wir spéter sehen werden,

ist diese auch fiir das Lebesgue-Integral erlaubt!)
/ —a2? 1
F'(t)=— [ ze™™ sin(xt) A\(dz) = 7§t CF(t).

Die Differentialgleichung 3’ = f%y hat gemif Trennung der Variablen - Methode ! die allge-
meine Losung
+2

y(t) =Ce™ 7.

Mit dem Anfangswert y(0) =C = [ e~t" dt = /7 ergibt das die Behauptung. *

3.5 Zusammenhang zwischen Riemann- und Lebesgueinte-

grierbarkeit

Die Motivation zur Entwicklung der Lebesgue-Integrationstheorie haben wir am Beispiel der
Dirichletfunktion gesehen. Ferner wissen wir, dass die im Riemannschen Sinne intergrierbaren
Funktionen nicht abgeschlossen sind bzgl. Grenzwertbildung (keine Vollstdndigkeit). Nun fragen
wir uns aber nach dem Zusammenhang beider Integraltypen und ob wir in geeigneten Situatio-
nen auf die Theorie der Riemann’schen Integrale (und damit aller bekannten Rechenmethoden)

zuriickgreifen kénnen, ohne den Integralwert zu verdndern.

11Dje Methode der Separation der Variablen ist anwendbar wegen y(0) = /7 # 0. Sonst wire y = yo = /7
als Konstante die Lésung, denn es gilt allgemein: y' = f(y(x))-g(z) mit Anfangswert y(zo) = yo und f(y(zo)) =
f(yo) = 0 hat die Konstante y = yo als Losung.
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Satz 3.21 (eigentlich R-int’bar impliziert L-int’bar).

Ist f: [a,b] = R auf dem kompakten Intervall [a,b] C R Borel-messbar und Riemann-
integrierbar, so ist f auch Lebesque-integrierbar bzgl. des Lebesgue-Mafes X (f € £L1(N))

und das Riemann- und Lebesgue-Integral stimmen tberein:

b
/f(:c) dx = fdx
S [a,b]

Im Beweis sieht man sogar, dass im Falle f Riemann-int’bar, aber nicht notwendig Borel-

messbar eine messbare Funktion f € ZY(\) existiert mit f = f fast {iberall und

b
/ f(x) do = fdn.
J [a,b]

Man kann zeigen, dass die Menge der Stetigkeitsstellen einer beliebigen Funktion [a,b] — R
eine Borel-Menge ist (genauer muss der Definitionsbereich nicht mal messbar sein). Damit ist
aber auch die Menge der Unstetigkeitsstellen Borel-Menge. Ein sehr schones Kriterium fiir

Riemann-Integrierbarkeit, dass die Mafitheorie benutzt, ist das folgende:

Satz 3.22 (R-int’bar und Unstetigkeitsstellen).

Sei f: [a,b] — R beschrinkt. Dann ist f genau dann Riemann-integrierbar, wenn die

Menge der Unstetigkeitsstellen eine (Teilmenge einer) A-Nullmenge ist.

Die bisherigen Siitze gelten i.A. nicht fiir uneigentliche Riemann-Integrale: f: (a,b) — R
mit a,b € R(!),a < b heifit uneigentlich Riemann-integrierbar, falls f fiir alle [m,n] C (a,b

~

]
Riemann-integrierbar ist und es ein ¢ € (a,b) derart gibt, lim [ f(z) dz + lin%) J f(z) dx exis-
m—a;, n—b’,

tiert.

Satz 3.23 (Uneigentlich R-int’bar und L-intbar).

Sei f: 1 — R auf einem Intervall I C R Riemann-integrierbar tber jedem kompakten
Teilintervall [a,b] C I. Dann ist f genau dann Lebesque-integrierbar iber I, wenn |f]

uneigentlich Riemann-integrierbar iber I ist. In diesem Falle gilt
/f(:):) dx:/f dA.
I
1

Es reicht also insbesondere fiir stetige Funktionen die Existenz des uneigentlichen Riemann-

Integrals zu untersuchen!

Korollar: Sei g: R — [0, 00) uneigentlich Riemann-integrierbar, d.h. es existiere das Riemann-

(o)
Integral [ f(z) dz. Dann ist g auf R auch A-integrierbar. ¢

Beweis: Wurde in Ubungsserie 8, Aufgabe 1b mit Beppo-Levi gezeigt. (hier folgt das direkt aus
dem obigen Satz). O
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Beispiel: In der Vorlesung wurde gezeigt, dass

oo

sinx
dx
T

0

als uneigentliches Riemann-Integral existiert (durch partielle Integration und Cauchy-Kriterium),

aber nicht iiber (0, 00) Lebesgue-integrierbar ist wegen

(n+1)m (k+1)7

/

Aufgabe 3.8.

Untersuchen Sie

oo
sin z
/ dz
xa
0

in Abhingigkeit von a € R auf uneigentliche Riemann- und Lebesgue-Integrierbarkeit!
Hinweis: Fille o« < 0,a € (0,1],a € (1,2) und o > 2 untersuchen und (beispielsweise)
folgende Integrale betrachten:

™ .
|51nm|d$7 n € N.

xOé

3.6 Produktmafle

Motivation: Lebesgue-Maf fiir Quader im R2:
/\2([a1,b1) X [CLQ,bg)) = (bl — al) . (b2 — ag) = /\l[al,bl) . )\2[0,2,1)2).

Das legt nahe, dass fiir beliebige B € Z(R?) gilt:

talaV' () ) = [ ([ Lo ae)) ¥

R

AB) = [ 1p ) = [

xR

Frage: Lasst sich das verallgemeinern auf beliebige Mafie auf endlichen Produktrdumen?

Dazu miissen wir zunichst klaren, was geeignete o-Algebren auf Produktridumen sind. Es gilt

namlich nicht einfach:

BR) x B(R) = B(R x R) = B(R?),
denn fiir beliebige o—Algebren ist
o x B={AxB|A€ ,Bec B}

i.A. keine o-Algebra mehr. Sind ., 7 jedoch Halbringe, so ist . x .7 ein Halbring.
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Definition 3.24.

Seien (X, .27) und (Y, %) messbare Rdume. Dann heifit
A RRB =o0( X B)

Produkt-o-Algebra auf dem messbaren Produktraum

(X, )2 (Y,B) = (X xY,od R B).

Wir wollen unsere Aussagen wieder auf Erzeuger zuriickfithren und erhalten: Das Produkt der

Erzeuger ist der Erzeuger des Produkts. Das ganze etwas exakter in folgendem Satz:

Satz 3.25 (Erzeuger und Produktréume).

Seien 7 = o() und B = o(T) mit (Sp)n C 7 und Sy, 1 X sowie (Trn)m € F und
T 1TY. Dann gilt

o(F X T)=0(d x B)=od QB

Nun kliaren wir die Frage nach dem Maf auf &/ ® 4.

Satz 3.26 (Existenz von Produktmafen).
Seien (X, o, 1), (Y, B,v) o-endliche Mafiriume. Dann existiert zu
pr A x B — 0,0, p(A x B) := p(A) - v(B)

eine eindeutige Fortsetzung zu einem o-endlichen MafS auf of @ 9B. Dieses Mafi p :=
w ® v nennen wir Produktmafi und (X, o/, u) @ (Y,B,v) = (X xY, o @ B,uQv)

ProduktmajfSraum.

Ferner gilt fiir alle C € o/ @ B
p(C) = [ toey) ulda) o v(dy)
XxXY
= [ (] 1ct@n vian)) utan) = [ ([ e utan) ) vt
x \Jy y \JX
und insbesondere sind folgende Funktionen of - bzw. 9B-messbar:

yH]lC(xay)v .’EH]IC(I’,ZL/)

mH/Y]lc(ﬂc,y) v(dy), yH/Xllc(w,y) p(dz).

Der Eindeutigkeitssatz fiir Produktmafle wird analog zur fritheren Version formuliert und mit

diesem bewiesen.
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3.7 Doppelintegrale und Sitze von Fubini-Tonelli

Fazit: wir haben einen Vertauschungssatz fiir die Doppelintegrale iiber einstufige Treppenfunk-

o(C) = /Xxy]lc(x,y) du@v = // Lodp dv = // Lodv dp.

Frage: Lasst sich das auf komplizierte Funktionen ausweiten?

tionen:

Mit den iiblichen Sétzen ldsst sich die Aussage schnell auf nichtnegative .o/ ® Z-messbare
Funktionen f: X x Y — [0,00] bei o-endlichen Mafiriumen ausweiten (Satz von Tonelli),
d.h. ldsst man oo als Wert zu, so darf man die Integrale immer vertauschen und wenn ein

(Doppel-)Integral endlich ist, sind alle Integrale in der Gleichung endlich.
Aufgabe 3.9 (Satz von Tonelli).

Zeigen Sie mit dem Satz von Tonelli:

/e_% dzr = V2.

R

Das Beispiel zeigt insbesondere, wie die Methode der Vertauschbarkeit der Integrationsreihen-
folge Moglichkeiten erdffnet, Integrale zu berechnen, bei denen der Integrand keine elementare

Stammfunktion besitzt.

Satz 3.27 (Satz von Fubini).

Seien (X, o, ), (Y, B,v) o-endliche Mafrdume und f: X xY — R sei o ® %B-messbar.

Ist eines der Integrale

[ awan [[iswan [[1r dwen
endlich, dann sind alle diese Integrale endlich und es gilt:

(0) feLhuov)

(b) z— f(z,y) € .i%(,u) fiir v-fast alle y
(c) y— f(z,y) € fﬁ}(u) fiir p-fast alle x
(d) y H){f(ﬂ%y) p(dr) € L5 (v)

(¢) x Hyff(fr?y) v(dy) € L5 (1)

()

[ s e = [ Q fay ntdo) | vidy) = [ | [ #e,w) vidy) | utde)
Y X Y

XxXY
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Wir betrachten in der Ubung einige Beispiele:
Aufgabe 3.10.

Zeigen Sie, dass die folgenden iterierten Integrale existieren sowie ibereinstimmen.:

/ /e*zysinxsiny Adz) | Mdy) = / /eimySinﬂUSiny Ady) | Adz)

(0,00)  \(0,00) (0,00) \(0,00)

und dass das Doppelintegral bzgl. A\ x \ existiert.

Aufgabe 3.11.

Zeigen Sie, dass die folgenden iterierten Integrale existieren, aber micht dibereinstimmen.:

/ /MA(@ Ady) #/ / ;;yy) Mdy) | A(dz)

(0,1) \(0,1) (0,1) \(0,1)

und folgern Sie daraus, dass das Doppelintegral bzgl. A\ x X\ nicht existiert.

Zeigen Sie auferdem direkt, dass das Doppelintegral nicht existiert.

Aufgabe 3.12.

Zeigen Sie, dass die folgenden iterierten Integrale existieren sowie ibereinstimmen:

W _ _
/ / ) A(dz) | Mdy) = / / CERE A(dy) | A(dz)
(-1,1) \(-1,1) (—1,1) \(—-1,1)

aber dass das Doppelintegral bzgl. A x X nicht existiert.

3.8 Normalbereiche

In der Ubung hatten wir ein Beispiel bei der Besprechung von Serie 10 zur Abhingigkeit der
Integrationsgrenze von der dufleren Integrationsvariablen behandelt - hier folgen nun die Be-
schreibung, was man unter Normalbereichen versteht und weitere Beispiele. Normalbereiche in

R! sind abgeschlossene Intervalle.

Definition 3.28.

M C R™ heifit Normalbereich bzgl. z;-Achse, falls es einen Normalbereich M C R* ! und
zwei stetige Funktionen g, h: M — R gibt mit g(z) < h(z) und

M = {(xl,...,xi,...,xn) ER™g(Z) <a; Sh(Z), T = (21, ..., Tim1, Tig1,- -, Tn) EM}

Man {iiberlegt sich also, wie der Bereich fiir x,, parametrisiert werden kann, wenn n — 1 Variable

festgehalten werden. Somit ist ein Tetraeder im R? gegeben durch

T ={(z,y,2) € R®|z,y,2 >0,z +y+2z <1}
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ein Normalbereich, denn es liisst sich mit dem Dreieck A := {(z,y) € R%|z,y > 0,z +y =< 1}

der Tetraeder beschreiben als
T={(z,y,2) ER}0<2<1—2—y,(z,y) €A}
und A ist selbst wirderum ein Normalbereich wegen

A={(z,y) eER*0<y<1—z,z€(0,1]}.

Satz 3.29.

Sei M C R™ ein Normalbereich bzgl. der x,-Achse und f: M — R(C) stetig. Dann ist f

tiber M integrierbar und es gilt

h(z1,..;Tny1)

/f(x) d:v:/ / F@1,. . Tpe1,2n) dog | dzy ... dea .
M

M (T150esTn—1)

Sukzessiv wird das auf niedrigerdimensionale Bereiche (bis schlieflich eindimensional!) zuriickgefiihrt
- Integration durch mehrmaliges Abspalten eindimensionaler Integrale: Auf das Integral {iber

M kann der Satz schlieBlich erneut angewandt werden usw.

Beispiel: Das rechtwinklige Dreieck A C R? mit den Eckpunkten (a,a), (b, a), (b,b), wobei
b > a > 0 sind, und rechtem Winkel bei (b, a) kann wie folgt parametrisiert werden (Skizze!):
Wird z festgehalten, so kann y zwischen a und z variieren. Wird hingegen y festgehalten, dann

kann z zwischen y und a variieren. Damit ist A wegen
A={(z,y)la<y<z,a<z<b}
ein Normalbereich bzgl. der y-Achse, aber wegen
A={(z,y)ly<sz<ba<y<b}
auch ein Normalbereich bzgl. der xz-Achse. Also gilt:

[ ) da dy = /b / fy) dy | do = /b /b f(e.y) dx | dy. .
A a a

a Y

Aufgabe 3.13.

Bestimmen Sie den Flicheninhalt eines Kreises Br(0) um 0 mit Radius R > 0 durch
Parametrisierung von Br(0) als Normalbereich bzgl. der y-Achse und Integration von f =
1. (Polarkoordinaten konnten bei Berechnung des letzten verbleibenden Integrals hilfreich

sein. )
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3.9 Nachtrige zur Analysis 11

3.9.1 Implizite Funktionen und Auflésbarkeit

Wir widmen uns dem Problem der Behandlung impliziter Funktionen, also Funktionen, bei de-
nen y = f(x) nicht explizit, sondern durch einen impliziten Ausdruck F(z,y) = 0 gegeben ist
(das ist natiirlich keine Einschrinkung, da F(z,y) = 0 immer durch Umstellen gebildet werden
kann).

Frage: Lassen sich grundlegende Aussagen iiber f(z), wie Existenz und Eindeutigkeit, auch
dann treffen, wenn fiir f kein expliziter Ausdruck gefunden werden kann (rechentechnisches
Problem)?

Im Hoherdimensionalen entspricht das der Fragestellung der Auflosbarkeit von Gleichungssys-

temen
fk(xly'"axpaxp+la"'7xp+m):Oa k:]-vap
nach den ersten p-Variablen z1,...,zp, d.h. suche Funktionen mit
21 = F1(Tpt1,- - Tpim)
Tp = Fp(Tpt1s- - s Tprm),

die wiederum implizit durch das Gleichungssystem gegeben sind.

In der Realitét trifftt man beispielsweise bei Landkarten auf implizite Funktionen: dort sind
die Hohenlinien F(x,y) — h = 0 eingezeichnet, um Informationen iiber den Geldindeverlauf zu
vermitteln. Zur Behandlung der Hohenlinien mit Mitteln der Analysis benétigt man y = f(x)
bzw. x = g(y), jedoch beschreiben Hohenlinien hin und wieder Objekte, die nicht als Kurven

interpretiert werden koénnen (beispielsweise Plateus).

Beispiel: Der Einheitskreis kann beschrieben werden durch F(z,y) = 2% + y?> — 1 = 0. Beim

Auflésen nach y erhilt man

filFL1 =01, fi(z) =V1-a?
f2: [_1’1]%[_170]’ fz(l‘):— 1 — 22,

Wir haben also keine eindeutige Auflésung. Betrachten wir jedoch einen Punkt (xg, yo) auf dem
Einheitskreis und wollen in einer Umgebung davon nach y = f(x) auflosen, so ist das bis auf
die Punkte (—1,0) und (1,0) stets eindeutig moglich.

Problem: Wie zeichnen wir die Punkte aus, an denen die eindeutige Auflésung nach einer Va-

riablen scheitert?

Geometrisch im obigen Beispiel klar: jene Punkte, wo die Kurve eine ,, Kehrtwende“ macht, also

zwei Bogen entstehen, die als giiltige Funktionsgraphen aufgefasst werden kénnen. Versuchen
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wir hingegen aus den impliziten Ausdriicken Funktionen x = g(y) zu gewonnen, so erhalten wir

gi: [71’1] - [Oa 1]7 gl(y) =v1- y?
g2 [_171]_> [_170]7 92(y):_\/1_y2‘

Diese Funktionen haben in den ,,Problempunkten® ein Extremum, aber auch diese Funktionen
haben wir ja i.A. nicht zur Verfiigung. Es gilt aber auch fiir die partielle Ableitung des impliziten
Ausdrucks F(xz,y) nach y:

OF

—(£1,0)=2-0=0.

Ay
Das ergibt die Vermutung, dass im Falle einer verschwindenden partiellen Ableitung des im-
pliziten Ausdrucks F'(z,y) nach einer Variablen (hier y) die durch F(z,y) = 0 beschriebene
Kurve bzgl. der entsprechenden Variablen ein Extremum haben kann und dann die eindeutige
Auflésung nach der Variablen nicht moglich ist. Im Falle %—1; 2 0 sollte das hingegen prinzipiell
moglich sein. L 4

Im Hoherdimensionalen ist der einfachste Fall der eines linearen Gleichungssystems. Dort ist
die Auflésung nach Variablen 1, ..., x, moglich, falls fiir die Koeffizientenmatrix A € RP*P der
p-Variablen (von den p + m-Variablen) det A # 0 gilt. Dann héngt die Losung natiirlich noch

von den restlichen m Variablen ab, also erhalten wir Funktionen

xk:Fk(xp-Fla"'axp—Fm)a k:]-aap

Da jede differenzierbare Abbildung R" — R™ in einer geniigend kleinen Umgebung eines

Punktes durch eine lineare Abbildung approximieren ldsst (mit Elementen der Jacobi-Matrix

a;; = gf‘_ als Koeflizienten), iibertrégt sich (wie man zeigen kann) das, was fiir lineare Glei-
J

chungssysteme gilt, auch auf nichtlineare, differenzierbare Systeme. Eine Auflésung wird also

sicher gelingen, falls die Jacobi-Determinante nicht verschwindet.
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Satz 3.30 (Satz tiber implizite Funktionen, Aufldsbarkeitssatz).

Sei f: UXxV = R* mit U CR™",V CR™ offen. Dann ist f(x1,...,Zn,Y1,---,Ym) = 0,

also

fi(wlﬁ"'axn7y1a"'aym)207 'L'Zl,...7m,

(20,9%) = (29,...,2%,99,...,90) € U x V lokal eindeutig auflésbar nach yi, ..., Ym, falls
gelten:

(a) f(z°4%) =0,
(b) Esist f; € C* firi = 1,...,n und die Jacobi-Matriz bzgl. y1,...,ym in (2°,y°)
vertierbar, also
det J, (2°,4°) = det <afi(x0,y0)> # 0.

9y, ij=1,..,m
Dabei bedeutet lokal eindeutige Aufiosbarkeit: es existieren Umgebungen U, C U von z°
und Vs C V wvon 30 sowie eine eindeutige stetig differenzierbare Funktion g: U, C R™ —
Vs CR™, so dass g(z°) = y° und fiir alle (z,y) € U, x V;

f(x,y) =0+=y=g(z)

gelten, also f(x,g(x)) =0.

Man beachte, dass die beiden Bedingungen zusammen hinreichend sind, jedoch (b) allein nicht
notwendig, wie man an f(x,y) = 23 —y® = 0 erkennt: es ist g—m(o, 0) = %5(0, 0) = 0, jedoch mit

y = x eine eindeutige Auflésung mdoglich.

Beispiel: Im Fall n = m = 1 wird durch die Gleichung f(z,y) = 0 implizit die Schnittkurve
der durch z = f(z,y) gegebenen Fliche mit der z — y-Ebene, welche an geeigneten Stellen als
Funktion y(z) interpretiert werden kann. Ist f einmal stetig differenzierbar, so ist das in einer
geeigneten Umgebung jedes Punktes (2°,4%) € D mit f(z°,%°) = 0 und g—i(xo, yY) # 0 moglich.
Betrachten wir konkret f(z,y) =z —y + %siny in einer Umgebung von (0,0). Dann ist f €
C1(R?) und f(0,0) = 0 sowie

1 1
fy(x,y)iicosy — fy(()’()):,§7g0_

Also ist eine Auflosung y = y(x) in einer Umgebung von z = 0 méglich. ¢

Der Satz garantiert die Existenz der Funktionen g;, die lokal das nichtlineare Gleichungssystem
16sen. Um weitere Eigenschaften der Funktion zu ermitteln, bietet sich das implizite Differen-
zieren an. So ist im Falle der eindeutigen Auflésbarkeit der Gleichung f(x,y) = 0 nach y mit
F(z) := f(x,y(x)) = 0 nach Kettenregel

F’(as)*a—qua—f !

= =0
or ny
und somit
of
y/ ({E) = _%7
EM
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der wegen der Voraussetzung des Satzes definiert ist.

Beispiel: Am Punkt (0,1) lisst sich die Gleichung
Fay) = (@ +y)ert —1=0

nach y auflésen, da f(0,1) =0, f € C*(R?) als Verkettung von C'-Funktionen und

0 _
a—j;(o, 1) = (29 + %)e" o) = 3£ 0

ist. Es existiert also eine stetig differenzierbare Funktion g mit g(0) = 1, die
F(z) = (z + g*(x)ed® T —1=0

erfiillt. Die eben definierte Funktion F' ist also in dieser Umgebung gleich der Nullfunktion.
Damit verschwindet nicht nur F selbst, sondern auch alle ihre Ableitungen beliebiger Ordnung
in dieser Umgebung von x = 0, also insbesondere in x = 0 selbst. Ableiten der obigen Gleichung

nach x liefert fiir alle z in einer Umgebung von = = 0:

F'(2) = (1+2g(2)g'(2))e” " + (z + g*(2))e? ™" g/ ()
= (1+ (z +29(x) + g°(2))g' (x))e?™ " = 0.

Das liefert einen eindeutigen Zusammenhang der Werte von g und ¢’, was uns aber nicht viel
niitzt, da wir nicht die Gréfle der Umgebung fiir die Giiltigkeit des Zusammenhangs kennen und
auch dort, wo der Zusammenhang giiltig ist, kennen wir g(z) nicht. AuBnahme jedoch bildet

z = 0: dort ist der Zusammenhang auf jeden Fall giiltig und wir kennen ¢(0) = 1, also:
F'(0) = (1+ (29(0) + 9(0)*)g'(0))e” " = 1+ 3¢(0) = 0,
also ¢/(0) = — 5. Weiteres Ableiten liefert

F"(x) = (1 + 29/ (2) + 29(2)9 ()¢ () + (2 + 29(x) + g(2))g" (2))e? 7! + F'(2)g/ () = 0
——

=0
und an x = 0 erhalten wir mit g(0) = 1, ¢'(0) = —3 die Gleichung
/! 1 /!
F(0) = ¢ +3¢(0) = 0,
also ¢”(0) = — 5. .
Man benutzt allgemein, dass fir x = (z1,...,2,)
f(xl?- . amnagl(x)v cee 7gn(‘r)) =0
in einer Umgebung von z° = (z9,...,22) gilt. Dadurch handelt es sich um eine Identitit, die

abgeleitet werden darf und immer noch giiltig bleibt. Wiederholtes Ableiten liefert Gleichungs-

systeme, aus denen unter Benutzung von

gi(x9,...,2%) =y, i=1,....m
die Ableitungen 9% (29,... 29) bestimmt werden kénnen. Dabei definiert man zur angeneh-

Ay
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meren Rechnung
F(zy,...,zy) = f(T1,-- -, Tn, g1, -, Gm)

und leitet diese m Funktionen nach z1,...,x, ab.

Aufgabe 3.14.
Untersuchen Sie fiir x € R3,y € R? das Gleichungssystem

fi(z,y) = €Yt +yoxy —sinzy + 22 —2=0
f2($7y) = (yl - 561)2 + (yg - x2)2 —e"—-1=0

auf Auflosbarkeit nach yy,y2 in der Umgebung von (2°,4°) = (29,29, 29,4?,49) = (1,0,0,0,1)
und berechnen Sie die partiellen Ableitungen der Auflosung (g1, g2) nach x1,xq,x3 fir

(29,29, 29) = (1,0,0).

3.9.2 Satz von Umkehrfunktion

Als Anwendung zeigt man den Satz iber die Umkehrfunktion. Dabei geht es um die Frage, wann
eine stetig differenzierbare Abbildung f: U; — Uy mit Uy, Uy C R”™ offenen Mengen bijektiv ist
und eine stetig differenzierbare Umkehrabbildung g: Us — U; besitzt.

Eine notwendige Bedingung lisst sich leicht finden: Sei @ € U; und b := f(a) € Uy. Dann
folgt aus g o f = Idy, mit der Kettenregel

Jg(b) - Jf(a) = JId =1.

Also muss Df(a) invertierbar sein. Der folgende Satz zeigt, dass diese Bedingung auch hinrei-

chend ist, falls Verkleinerungen von Uy, Us erlaubt sind.

Satz 3.31 (Satz von der Umkehrabbildung).

Sei U C R™ offen und f: U — R™ stetig differenzierbar. Ferner sei a € U,b := f(a)
und Jf(a) invertierbar. Dann existiert eine offene Umgebung Uy C U von a, Vy von b,
so dass f Uy bijektiv auf Vy abbildet und die Umkehrfunktion g = f~1: Vo — Uy stetig
differenzierbar ist. Es gilt Jg(b) = (Jf(a))~!.

Wie oben gesehen gilt umgekehrt: existiert eine stetig differenzierbare Umkehrabbildung
g=f"1:V = U, dann ist J f(a) invertierbar.

Beweis (siche O. Forster: Analysis 2. Kapitel 1, § 8, Satz 3): Der Beweis war Ubungsaufgabe
in Serie 13: Idee ist die Riickfithrung auf den Satz iiber implizite Funktionen. Definiere da-

zu F': R" x U — R" iiber
F(z,y) =2 — f(y).

Es gilt F(b,a) = 0 und wegen %—g(x,y) = —Jf(y) sowie Invertierbarkeit von Jf(a) kann der

angesprochene Auflosbarkeitssatz angewandt werden: es existiert also offene Umgebungen V'
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von b und U’ C U von a sowie g: V' — U’ stetig differenzierbar mit
0= Fla,g(2) <= flg(a) =z Va eV’

und fiir (z,y) € V! x U’ mit F(z,y) =0, also z = f(y), gilt stets g(z) = y (x). Die Stetigkeit
von f liefert die Existenz einer offenen Umgebung Uy C U’ von a mit Vy = f(Uy) C V’, so
dass wegen (x) Vo = g~ (Up) gelten muss. Wegen der Stetigkeit von g ist Vj offene Umgebung
von b und nach Konstruktion ist f: Uy — Vy bijektiv mit f~! = g. g

Die Aussage des Satzes fiir f: U — R? lisst sich kurzfassen als: unter den Voraussetzungen
der Injektivitit von f, stetigen Differenzierbarkeit und der invertierbaren Jacobi-Matrix J ist
f: U= f(U) =V CR" ein C'-Diffeomorphismus bzw. allgemein ist eine stetig differenzierbare

Abbildung mit invertierbaren Differential lokal ein Diffeomorphismus.

Definition 3.32.

Eine Bijektion f: U — V mit U,V C R" offen heifit ein C*-Diffeomorphismus, falls f und
1 stetig differenzierbar sind.

Diffeomorphismen sind also insbesondere stets Homoomorphismen - also Bijektionen, fiir die f
und f~! stetig sind.

Beispiel: Die Abbildung f: (—1,1) — R mit f(¢) = tan(t - ) ist ein Diffeomorphismus zwi-

schen der offenen Menge (—1,1) und R. Damit ist (—1,1) diffeomorph zu R. Dagegen ist

g: R — R mit g(x) = 2 bijektiv und differenzierbar, aber kein Diffeomorphismus, da g~!

in 0 nicht differenzierbar ist. 2

3.9.3 Untermannigfaltigkeiten und Extrema unter Nebenbedingungen

Wir fiihren das in der mehrdimensionalen Analysis krummlinige Analogon zu k-dimensionalen
affinen Unterrdumen in der Linearen Algebra ein: k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des

R™. Man kann diese lokal entweder

(a) als Parameterdarstellung mit & reellen Parametern oder

(b) als Nullstellengebilde von n — k unabhéngigen diff’baren Funktionen beschreiben.

Definition 3.33.

Eine auf einer offenen Menge T' C R™ stetig differenzierbare Funktion
f:T—=R", t=(t1,...,tx) — f(¢)

heifit Immersion, falls in jedem Punkt t € T

_ Ofr, -5 fn) _ ofi _
rank Jf(t) = rank At te) rank (3153‘ (t)) =k

gilt.

Da Jf eine n x k-Matrix ist, ist notwendigerweise n > k. Die Bedingung rank Jf = k ist
dquivalent zur linearen Unabhéngigkeit der Spaltenvektoren, also der Vektoren %(t) e R™.

Aus der Vorlesung zur linearen Algebra ist bekannt, dass der Rang der Matrix genau dann
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k ist, wenn Indizes 1 < iy,...,ir < n existieren, so dass fiir die zugehorige Untermatrix der
Jacobi-Matrix gilt:

8(f11’7f2k)

det
a(tla s 7tk)

(t) # 0.

Wegen der Stetigkeit der Determinante gilt: Ist rank Jf = k in einem Punkt ¢ € T', so gilt dies

auch fiir alle Punkte in einer kleinen Umgebung von ¢.

Beispiel: Fiir K = 1 und T C R offenes Intervall ist eine Immersion nichts anderes als eine
regulidre Kurve, d.h. f/(t) # 0 fiir alle t € T. Fiir k = n und T C R" ist eine Immersion nach
dem Satz tiber die Umkehrabbildung eine lokal umkehrbare Abbildung. .

Man kann zeigen:

Lemma: Sei ' C RF offen und f: T — R™ eine Immersion. Dann gibt es zu jedem Punkt

t € T eine offene Umgebung U C T, so dass
flu:U— f(U) S R"

injektiv und ein Homéomorphismus von U auf f(U) ist. ¢

Nun kommen wir zur zentralen Definition des Abschnitts:

Definition 3.34.

Eine Menge M C R”™ heifit k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R", falls zu jedem

Punkt a € M eine offene Umgebung U C R"™ sowie eine offene Menge 7' C R* und eine

Immersion F': T' — R" existieren, so dass
FT)=MnU hom&omorph abbildet,

also F' € C'! injektiv und F'~! stetig. Man nennt f: T — M NU Parameterdarstellung oder

lokales Koordinatensystem der Untermannigfaltigkeit M in einer Umgebung von a. Wir

nennen ti,...,t, mit (¢1,...,t) € T die lokalen Koordinaten eines Punktes p € M bzgl.
f, falls p = f(t1,...,tx). Ferner heifit n — k die Kodimension der Untermannigfaltigkeit
M und wir nennen M im Falle n — k = 1 Hyperfliche.

Grob gesprochen kann man sich k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten als gekriimmte Fldchen
im R™ vorstellen, die durch die C''-Funktion aufeinander abgebildet werden. Es sind Teilmengen
des R"™, die lokal, also in einer hinreichend kleinen Umgebung jeder ihrer Punkte, so dhnlich
aussehen wie der R¥, wobei als Kriterium fiir Ahnlichkeit die Diffeomorphie zugrunde gelegt
wird. Die Mengen, die dabei aufeinander abgebildet werden, besitzen dann hinsichtlich Struk-
turen der Differential- und Integralrechnung die gleichen Eigenschaften, so dass Analysis auf
Mannigfaltigkeiten betrieben werden kann (siehe spéter). Mannigfaltigkeiten treten, wie oben
angedeutet, oft als Losungsmengen bestimmter Gleichungssysteme oder Niveaumengen stetig
diff’barer Funktionen f: R™ — R"~* auf.

Bemerkung (Alternative Definition): Wir wissen, dass ein C'-Diffeomorphismus ®: U — V/
zwischen zwei offenen Mengen U,V C R™ als bijektive C'-Abbildung mit f~! € C! erklirt ist
und der Diffeomorphiesatz gilt:

Ist f: U — R™ stetig dif’bar mit U C R”™ offen, die Jacobimatrix Jf(x) fiir alle x € U inver-

tierbar und f injektiv, so ist f ein Diffeomorphismus zwischen U und f(U). (Dabei zeigt man

iiber den Satz der Gebietstreue, dass f ein Homdomorphismus zwischen U und f(U) ist.)
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Daher fassen manche Lehrbiicher die Definition wie folgt: @ # M C R™ heifit k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R™, wenn es zu jedem a € M eine Umgebung U und einen Diffeo-

morphismus ®: U — V auf eine Teilmenge V C R" gibt, so dass gilt:
d(MNU)=RENYV,

wobei R" D RE := {2 € R"|xj41 = -+ = 2, = 0} = R” ist. Man bezeichnet dann ® als Karte
von M. L4

Bei uns folgt diese Formulierung im néchsten Satz als dquivalente Eigenschaft.

Beispiel: Einfache Beispiele sind die Sphére von Radius r > 0 in R3, die durch Rotation der
Kreislinie (rsin g, r cos ) mit 0 < ¢ < 7 um die z-Achse entsteht, und der Torus mit Radien
r, R > 0, der durch die Rotation der Kreislinie (R + r cost, rsint) um die z-Achse entsteht.

Das man Untermannigfaltigkeit auch anders beschreiben kann als nur durch Parameterdarstel-

lungen beinhaltet der folgende Satz, der dhnlich in der Vorlesung gezeigt worden ist:

Satz 3.35 (Aquivalenzsatz fiir Untermannigfaltigkeiten).

Fiir eine Teilmenge M C R™ sind folgende Aussagen dquivalent:

(P) M ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit bzw. hat eine lokale Parameterdar-
stellung, d.h. zu jedem a € M existiert eine offene Umgebung U C R™. eine offene
Menge T C R* und eine Immersion F: T — R", so dass F' die Menge T homdomorph

auf
F(T)=MnU,

abbildet, also F € Ct injektiv und F~1 stetig.

(I) M kann durch Gleichungen beschrieben werden, d.h. zu jedem a € M gibt es eine
offene Umgebung U C R™ und n — k stetig diff ‘bare Funktionen f;: U — R, j =

1,...,n—k, so dass
MNU={ze€U: filx) == fn_r =0}

und die Differenziale linear unabhdngig sind, also

O(frs-- s fat)

—n— MAU.
Do) (x)=n—kVreMnU

rank

(Gr) M kann als Graph beschrieben werden, d.h. zu jedem Punkt a € M gibt es (nach
evtl. Umnummerierung der Koordinaten) offene Umgebungen U C RF von o' =
(ai,...,ax) und V. C R"* von a" := (apy1,...,a,) und eine stetig diff bare Abbil-
dung g: U =V CR" %, s0 dass gilt:

MN(UxV)=A{(z,y) eU xV]y=g(x)}.
(D) M kann in die Ebene diffeomorph transformiert werden, d.h. zu jedem a € M gibt

es eine offene Umgebung U C R", eine offene Menge V. C R™ und einen C*-
Diffeomorphismus ®: U — V, die Karte von M , so dass

SMNU)=E, NV
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gilt, wobei R’g C R"™ die k-dimensionale Ebene
Ry = {2 € R"|wp1 = =2, =0} = R"

beschreibt.

Beweis: siehe Forster: Analysis 2. Kapitel 1, § 9, Satz 2. (]

Korollar (Zusammenhangseigenschaften und Homomorphismen): Aus Eigenschaft (D) folgt
insbesondere, dass U N M und V N R homdomorph sind (beide Mengen sind offen in M bzw.

RE). Nach evtl. Verkleinerung von U besitzt jeder Punkt einer k-dimensionalen Untermannig-

faltigkeit eine Umgebung, die zu einer offenen Kugel in R¥ homéomorph ist. Dadurch hat jede

solche Umgebung die gleichen Zusammenhangseigenschaften wie eine offene Kugel in R*. 4

Wi

r betrachten zur Verdeutlichung einige Beispiele:

Beispiel: (a) Die durch f,g: R® - R

f(z,y,2) = @ tay—y -z 9(z,y,2) = 22% + 3wy — 2y — 32

definierte Menge M := {(z,y,2) € R®|f(z,y,2) = g(z,y,z) = 0} ist eine eindimensionale
Untermannigfaltigkeit des R?, da

Vf(x,y,z) = (2£E + Y, T — 13 _1)T Vg(x,y,z) = (41. + 3y73x - 27 _3)T

linear unabhiingig fiir alle (x,y, z) € M sind. Man kann ferner zeigen, dass ¢(t) := (¢,t2,3)

eine globale Parameterdarstellung von M ist.

Die nulldimensionalen Untermannigfaltigkeiten des R™ sind die diskreten Teilmengen M C
R™ (also die Mengen, die keine Hiufungspunkte besitzen). Eine Karte von M bei a ist
gegeben durch ®: U — R™ mit &(z) =z — a.

Die n-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten sind die nichtleeren offenen Teilmengen M C
R™ und die identische Abbildung ist eine Karte fiir M bei a.

M = {(z,y) € R?|zy = 0} ist keine Untermannigfaltigkeit, weil M Vereinigung der beiden
Gerade x = 0, y = 0 ist und nach obigem Korollar durch Herausnahme des Nullpunktes in

vier disjunkte eindimensionale offene Mengen zerfillt. L4

Aufgabe 3.15.

Wieso ist die regulire Kurve c: (—3,3) — R? mit c(t) = (t>—1,t3>—t) keine 1-dimensionale
diff ‘bare Untermannigfaltigkeit des R??

Lésung: (Skizze!) Durch Herausnahme des Nullpunktes zerféllt deren Graph in drei disjunkte

eindimensionale offene Mengen, jedoch gibt es keine offene Kugel in R mit diesen Eigenschaf-
ten. L 4
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Aufgabe 3.16.

Eine etwas anspruchsvollere Aufgabe (zumindest (a)), bei denen Kenntnisse iiber Matrizen
aus der linearen Algebra wiederholt werden konnen: Matrizen A = (a;;) € R™*™ kénnen

mit dem R™ mit den Koordinaten ai; identifiziert werden. Zeigen Sie:

o Die spezielle lineare Gruppe tiber R
SL(n):={AeR""|det A =1}

ist eine 1-codimensionale Untermannigfaltigkeit von R™>™.

e Die dreidimensionale orthogonale Gruppe
O(n) := A € R""|AT A = Id}

ist fiir n = 3 eine kompakte dreidimensionale Untermannigfaltigkeit von R™*™.

Hinweise: Es handelt sich dabei tatsdchlich im algebraischen Sinn um Gruppen, d.h. u.a.

existiert die Inverse A=Y, Es kann bei (a) hilfreich sein zu zeigen: fiir A e R ™ gilt

J(det A)(A) = tr(A* A),

wobei tr(A) die Spur von A und A* die Adjunkte zu A bezeichnet, die durch A% A =
AA# = (det A) - Id eindeutig festgelegt ist. Bei (b) ergibt die Untersuchung von not-
wendigen und hinreichenden Bedingungen fir A € O(3) an die Spaltenvektoren von A 6

Gleichungen.

Um Extremwerte von mehrdimensionalen Funktionen unter Nebenbedingungen zu bestimmen,
erweist sich die Methode der Lagrange-Multiplikatoren als sehr effektiv. Um diese Methode (wie
in der Vorlesung) zu beweisen, benétigt man neben der Theorie der Untermannigfaltigkeiten M
auch Tangentialvektoren an M. Dann sind Tangentialvektoren von in M verlaufenden Kurven.

Ein Normalenvektor steht senkrecht auf der Untermannigfaltigkeit.
Definition 3.36.

Sei M C R™ Untermannigfaltigkeit und a € M. Dann heiffit v € R™ Tangentialvektor an

M in a, wenn eine stetig diff’bare Kurve c: (—e,e) = M C R™ fiir ein € > 0 existiert mit

c0)=a und (0)=v.

Wir bezeichnen mit T, (M) die Menge aller Tangentialvektoren an M in a und bezeichnen
einen Vektor w € R™ als Normalenvektor von M in a, falls dieser auf allen Tangenti-
alvektoren v € T,(M) senkrecht steht bzgl. der kanonischen euklidischen Metrik, also
(w,v) = 0 fiir alle w € T,(M). Mit N,(M) wird die Menge aller Normalenvektoren von

M in a bezeichnet.
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Man kann zeigen, dass es sich bei den Mengen um Vektorrdume handelt und wie die konkrete

Gestalt der Menge der Tangentialvektoren aussieht:
Lemma: Sei M C R" k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und a € M. Dann gelten:

(a) T,(M) ist ein k-dimensionaler Vektorraum und N, (M) ist ein (n — k)-dimensionaler Vek-

torraum.

(b) Sei U offene Umgebung von @ in R™ und f1, ..., fn—r — R stetig diff ’bare Funktionen mit

MNU={zeU|fi(z) == frn_p(x) =0}
sowie
rank M(a) =n—k.
Dann gilt
To(M) ={veR"|(v,Vfi(a))=0,j=1,...,n—k}.
(fiir Konstruktion von Basen in (a) siehe Forster, Ana2) ¢

Mit diesen Hilfsmitteln (bzw. der daraus entwickelten Idee) zeigt man folgenden Satz iiber die
Bestimmung von Extrema unter Nebenbedingungen:
Satz 3.37 (Lagrange’sche Multiplikatorenmethode).
Sei U C R™ offen und M C U r-kodimensionale Untermannigfaltigkeit (r =n — k)
M ={zeUlg(z) == g(z) =0}
mit stetig diff baren Funktionen g;: U — R und

a(glv"'agr) (IE) —r

M.
(a1, o) Vo &

rank

Ferner sei F': U — R eine stetig diff ‘bare Funktion, so dass f eingeschrinkt auf M in
einem Punkt a € M ein lokales Extremum besitzt. Dann ist V f(a) ein Normalenvektor

von M in a, d.h. es existieren Ay, ..., A, € R konstant mit
Vfa)=>_ \iVgi(a)
i=1

und nennt a lokales Extremum von f unter der Nebenbedingung {g1 = -+ = g, = 0} sowie

Xi Lagrange’sche Multiplikatoren.

f hat in a € M ein relatives Maximum (Minimum) unter den Nebenbedingungen g1 (z) = - -
gm(x) =0, falls f(z) < f(a) (f(z) > f(a)) fir alle x € UN M gilt.
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Beachte, dass es sich bei dem Satz ausschliefllich um eine notwendige und nicht hinreichende
Bedingung handelt - es werden also nur Kandidaten fiir Extremstellen gefunden. Die Unter-
suchung, ob es wirklich Extremstellen sind, muss anderweitig erfolgen und stellt den i.d.R.

schwierigeren Teil dar. Dabei bieten sich verschiedene Methoden an:

(a) Zulidssigen Bereich auf Kompaktheit oder andere mit dem Extemum der Aufgabe zusam-

menhéngende giinstige Informationen untersuchen

(b) Untersuchung der Hessematrix (pos. definit: Minimum, neg. definit: Maximum, indefinit:
Sattelpunkt, semidefinit: keine Aussage)

(¢) Berechnung von f(a + h) mit g(a 4+ h) =0 und h klein genug
(d) Abstrakte Argumentation iiber die kompakte M := {z € R"|g(z) = 0, ||z|| < C} fiir festes

C > 0 (dort ex. Max. und Min.) - beachte, dass die Niveaumengen von g abgeschlossen
sind und deswegen M kompakt ist! Dabei wird C so grofl gewihlt, dass a € M liegt und
zusitzliche Informationen gefunden werden kénnen (beispielsweise, dass a nicht Max. sein
kann wegen 320 € M : f(2°) > f(a)).

(e) Einsetzen der Nebenbedingung in die Aufgabe, falls sich diese nach einer Variablen auflésen
ldsst (das macht jedoch Lagrange-Multiplikatoren unnétig, weil dann die Aufgabe iiber die

gewohnliche Extremwertuntersuchung behandelt werden kann).

Beweis (Beweis des Satzes iiber Lagrange-Multiplikatoren): Im Satz ist die durch die Neben-
bedingungen gegebene Menge M C U C R™ mit

M :={z € Ulg(xz) =0}

eine (n — k)-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Ist ¢: (—e¢,€) — M eine stetig diff’bare Kurve
in M mit ¢(0) = a, so hat die Funktion ¢ — f(c(t)) bei t = 0 ein lokales Extremum, daher gilt

:*f t)]t=0 = Zc’)xz = (Vf(a),c(0)),

d.h. Vf(a) steht senkrecht auf allen Tangentialvektoren von M. O
Beispiel: (a) Wir suchen das Maximum von
flzyy,2z) =3z +2y+ 2
unter den Nebenbedingungen
r—y+z=1 und 22 +y? =1.

Die Nebenbedingungen beschreiben den Schnitt eines Zylinders mit einer Ebene, also eine
Ellipse, die schriag im Raum liegt. Diese Menge ist kompakt und f stetig, also konnen wir die
Existenz einer Maximalstelle a € M folgern, wobei M C R? durch g: R® — R2, g(x,y,2) =

(91(2,y,2), 92(,y,2))" mit g1(z,y,2) == —y+2—1,g2(2) := 2® +y? — 1 gegeben ist als

M = {(IIZ,y,Z) € R3|g1(:c,y,z) = 92(3:73/32) = 0}

Die Voraussetzungen des Satzes von Lagrange sind erfiillt, denn es gilt

1 -1 1
rank J x,y,2) = rank =2,
(9)(@,y,2) (21« % 0)
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da fiir beliebiges z € R: (0,0,z) ¢ M ist. Aus der notwendigen Bedingung erhalten wir
Kandidaten fiir Maximalstellen a € M, denn es existieren dann Konstanten A = (A1, Ag) €

R?, so dass
Vf(;my, Z) = )‘TVQ(‘T7 y,z),

mit (z,y,2) € M, d.h. folgendes Gleichungssystem ist zu lsen:

AL+ 2X 2 =3,
-1 42Xy =2,
AM=1
r—y+z=1
22 +y? =1

Die ersten drei ergeben x = %2 und y = %, so dass die Nebenbedingungen Ay = j:%\/f?:

liefern und die Kandidaten fiir Maximalstellen wie folgt lauten miissen:

2 3 1
a4 = ) 51+ )
* (ﬁ3 V13 \/13)

o (_ 2 3 1 )
o VI3© V13' o Vi13)
Da f(ay) =1++13>1—+/13 = f(a_), ist a; Maximalstelle.

Sei A = (a;;) € R™" symmetrische reelle Matrix. Wir bestimmen die Extrema der zu-

gehorigen quadratischen Form

FRUSR, f(2) = (2, 42) =aTAe = Y wiaga;

4,j=1

unter der Nebenbedingung ||z||, = 1. Setze daher g(z) := > 27 — 1 = 0. Wir wenden dann
den Satz iiber Lagrange-Multiplikatoren auf

M :={z e R"|g(z) = 0} = {z e R"|[|lz]l, = 1} = {z e R"[(z,2) = 1}
an (beachte: ||z|| = v/{z,x)!) , denn es gilt 5% = 2z, also ist wegen
Vg(z) =2x#0 Vo e M,

da 0 ¢ M, die Voraussetzung rank ﬁ =1 erfullt. M ist kompakt und f stetig, also

existiert ein Maximum von f auf M, d.h. eine Maximalstelle a € M. Wir ermitteln eine
notwendige Bedingung an a: Man berechnet mit Produktregel und wegen der Symmetrie

Ak = Q-
of _y
73% (m) = % apjx; + % AipTi = % Api T

Das heifit V f(z) = 2Az und daher lautet die notwendige Bedingung fiir die Existenz eines

Extremums a € M

A-a= M fir ein A € R.
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Interpretation: a ist Eigenvektor von A zum Eigenwert A. Wie oben erklért, existiert die

Maximalstelle a € M. Es gilt damit fiir den Maximalwert:

fla) =aTAa = a¥(\a) = )\, ¢

T

da a € M und somit {(a,a) = a’a =1 gilt. Also nimmt f auf M sein Maximum in einem

Eigenvektor an und hat als Maximalwert den zugehorigen (und grofiten) Eigenwert.

Das zweite Beispiel zeigt insbesondere, dass eine symmetrische reelle Matrix stets einen reellen
Eigenvektor mit reellen Eigenwert besitzt. Genauer folgt mit Induktion, dass alle Eigenwerte

reell sind.

Aufgabe 3.17.

Bestimmen Sie die Mazima und Minima von f: R? — R mit f(z,y) := 42 — 3zy auf
B1(0) = {(z,y) € R?|a® +y? < 1}. (Hinweis: Untersuchen Sie lokale Extrema im Inneren

und auf dem Rand der Kreisschreibe separat!)

3.10 Prinzip von Cavalieri

Wir fithren die Berechnung eines mehrdimensionalen Volumenintegrals auf die Berechnung eines

eindimensionalen Integrals zuriick. Dazu verwenden wir Schnittmengen.
Satz 3.38 (Prinzip von Cavalieri).

Sei K C R"™ kompakt und
K :={(z1,...,2n-1) € R”_1|(:1c1, cey Tpo1,t) € K}
die (n — 1)-dimensionale Schnittmenge. Dann ist die Abbildung
R — R, t— Vol,—1(Ky)

integrierbar und es gilt

Vol,(K) = / Vol,_1(K,) dt.
R

In Ubungsaufgabe 10.1 wurde dieses Theorem bereits fiir den Kegel
Kn(A)={((1—-1t)z,t-h) eR" xRz € ACR", t€[0,1]}

angewandt und gezeigt, dass Kj(A4) C R"™! genau dann messbar ist, wenn A C R™ messbar

ist. Ferner erhielten wir
h
Vol (Kp(A)) = EVoln_l(A).

Wir wenden diese Ergebnisse nun auf ein anderes Beispiel an:
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Beispiel (Volumen eines Simplex): Seien ag,aq,...,a, € R™. Dann ist der von diesen Vekto-

ren aufgespannte Simplex definiert als

S(aog,ai,...,a,) := {Z)‘iai|/\i > O,Z)\z’ = 1}-
i=0 i=1

Wir zeigen nun:
1
Voln(S(ao, - .., an)) = — |det(a1 — ao, - .., an — ao)|.
n!

Wir betrachten wegen Translationsinvarianz des Volumens ag = 0. Wir bestimmen Vol,,(S(0, e1, ..., €x))
fiir die kanonischen Basisvektoren e; € R™ per Induktion.

Zunéchst ist im Induktionsanfang fiir n = 1 der Simplex S(0,e1) = [0,1] C R, also Vol,,(S(0,e1)) =

1 richtig.

Sei nun im Induktionsschritt S(0, eq, . .., e, ) der Kegel mit Hohe 1 iiber das Basis S(0,e1,...,€,-1).
Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann

1 1

VOln_l(S(O,el, N .,en_l)) = m |d€t(81, .. .76"_1)| = (n — 1)'

Also gilt nach obiger Formel fiir Kegel K}, (A) mit Héhe h =1

Vol,(S(0,e1,...,e,)) =
Nun zum allgemeinen Fall: fiir a4, ..., a, € R" beliebig gilt
S(0,a1,...,an) =A-5(0,e1,...,¢n)

mit A € R™*"™ gemd A = (ai,...,a,). Also liefert der (spezielle) Transformationssatz fur

lineare Abbildungen

1
Voln(S(O,al,...,an)):ﬁ|det(a1,...,an)|. *

Bemerkung: In der Vorlesung wurde das obige Theorem allgemeiner gezeigt: Sei n = k + 1
mit k,1,n € N, A C R* x R! Borelsch. Dann gelten:

(a) Vy € R! ist die Schnittmenge A, := {z € R¥|(z,y) € A} Borelsch und wird auch kurz
y-Schnitt genannt.

(b) Fa: Rl — Ry mit Fa(y) := Volg(4,) ist eine Borel-messbare Funktion auf R2.

(c) Es gilt
Vol (A) = / Volr(A,) X(dy).
R!
Ferner gelten die Aussagen analog fiir den z-Schnitt. L 4

Korollar: Fiir eine Borelsche Menge A C R* x R! sind dquivalent:

(a) A ist eine Nullmenge.

(b) Die Schnittmenge A, := {y € R!|(z,y) € A} ist eine A'-Nullmenge in R fiir \*-fast alle
z € R ¢
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Beispiel (Graph ist eine Nullmenge): Sei B C R"~! Borelsch, f: B — R messbare Funktion.
Dann ist der Graph von f

Gr(f) ={(z1,...,2n-1,y) € BXxRly = f(z1,...,2n-1)}
Borelsch in R", da
(3317~--7£Un—17y) — f(xla" '7-,1777,71) -y

messbare Funktion (als Zusammensetzung messbarer Funktionen) auf B x R und Gr(f) das

Urbild von 0 ist. Ferner gilt fiir jedes « € B fest, dass die Schnittmenge

{v eR|(z,y) € Gr(f)} = {f ()}

einelementrig ist, also Nullmenge. Damit ist Gr(f) nach dem Korrolar eine Nullmenge. L 4

Korollar: Der Rand einer Kugel im R™ ist lokal als Graph einer stetigen Funktion darstellbar,

also eine Nullmenge. *

Rotationskorper

Mit Hilfe des Satzes von Fubini bzw. dem Prinzip von Cavalieri lassen sich Volumina von

Rotationskdrpern berechnen.

Aufgabe 3.18 (Volumen von Rotationskérpern).

Sei [a,b] CR und f: [a,b] — Ry eine stetige Funktion. Zeigen Sie: Dann hat der Rotati-

onskorper
K = {(z,y,2) € [a,8] x R*[y® + 2% < f(2)*}

das Volumen

b
M(K) = 7r/f(:1c)2 dx.

Der Rotationskorper entsteht also durch Rotation des Graphen (z, f(x)) um die z-Achse in
dem Sinne, dass zu jedem z alle Punkte (y,z) C R? gesucht werden, die um z einen Abstand

von hochstens f(x) haben.

Losung: Nach der speziellen Transformationsformel fiir das Lebesgue-Mafl unter linearen Ab-
bildungen haben wir (fiir die Homothetie x — rz) gesehen, dass fiir Borelsche Mengen B C R™
gilt:

A(r-B)=1r"-\"(B),
also insbesondere fiir die Kugel By(,(0) = {y € R?||ly|| < f(z)} C R*:

N (Bg)(2) = f(2)* - N(B1(0)) = 7 f(x)°.
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Damit erhalten wir nach Fubini

b b

)\S(K):/l d(a?,y,z):/ / ld(y,z)dx/b)\z(Bf(w)(O)) dx:ﬂ/f(x)Q de. &

K @ By(z)(0) a

Y

y=f(z)

Abbildung 3: Rotationskérper durch Drehung um die x-Achse

Aufgabe 3.19 (Torus).
Man berechne das Volumen des Volltorus T, p C R3, der durch Rotation der Kreisschreibe
K :={(z,y,2) € R®|(x — R)* 4+ 2* < r?,y = 0}

um die z-Achse entsteht, wobei 0 < r < R < oo ist.

Abbildung 4: Torus

Losung: Der Torus ist als Rotationskorper gegeben durch

T,r = {(z,y,2) € R®|(Va? +y2 — R)? + 22 < r?}.

Die Ebene z = C' mit C € (—r,r) schneidet Torus in einem Kreisring mit Radien rio =

R+ +/r?2 — 22, daher

W) =2 [0~ iy dz = sk [ Vi3 s = 20%02R .
0

0
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Aufgabe 3.20.

Berechnen Sie fir folgende Korper das Volumen:

(a) Ring der Hohe h: Ry, . == {(x,y,2) € R?|||(z,y,2)|| < r,2? +y? > r? — h?}, wobei
0< h<r gilt

(b) Ellipsoide , die durch Rotation der Ellipse i—z + ?Z’)’—j = 1 um die x- bzw. y-Achse

entstehen mit a,b > 0.

Lésung: (a): Ebene z = C mit C € (—h,h) schneidet Korper in einem Kreisring, daher mit
Fubini:

i 4
/((r2 2 = (P = m))mdz = §h37r
Zh

(Interessant: Unabhéngigkeit von r!)
(b): Verwende lineare Abbildung (z,y,z) — (2z,y, z) und Transformationsformel (Korper als
Bild einer Kugel By(0)): 3ab?m bzw. um y-Achse mit (z,y,z) — (z,y, §2): 3a%br. L4

Es gibt noch eine weitere Moglichkeit, allgemeiner Integrale nichtnegativer messbarer Funktio-

nen auf eindimensionale Integrale von Maflen zuriickzufiihren:

Satz 3.39 (Archimedes-Integral).

Sei f: X — Rsq messbar, also f € 4t (n) nichtnegative messbare Funktion. Dann gilt

[#an=[utir=1a

X R

Dies haben wir in der Losung einer Ubungsaufgabe benutzt.

3.11 Rotationssymmetrische Funktionen

Wir behandeln einen wichtigen Speziell fiir die Zuriickfithrung eines Integrals auf den eindimen-
sionalen Fall. Dabei handelt es sich eigentlich nur um den Spezialfall eines allgemeineren Satzes,
siehe Literatur iiber Integration auf Untermannigfaltigkeiten, beispielsweise Forster, Analysis
3, §14.

Definition 3.40.

Eine Funktion f: R™ — R heifit rotationssymmetrisch, falls eine Abbildung ¢g: R, — R

existiert mit f(z) = g(||z||) fiir alle z € R™.

Die Funktion f h#ngt also nur von der Norm eines Punktes ab. Bezeichne 7: R" — R, mit
T(z) = ||=||, dann ist das Bildmafl p auf Z(R;) definiert durch

u(B) = \"(T"\(B)) = \({x € R"| |a]| € B} VB e B(Ry).
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Man kann zeigen: ist B € #(R,.), also Borelsch, dann gilt

N(T Y B)=n-V,- /s"—l ds,
B

wobei V,, 1= % = ﬁ das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel ist.'? Dabei ist
2 B
I' die Gammafunktion. Mit diesem Resultat zeigt man

Satz 3.41.

Sei f: Ry — R eine Borel-messbare Funktion. Dann ist die rotationssymmetrische Funk-

tion R® — R, die gegeben ist durch x — f(||z]|), genau dann Lebesque-integrierbar iiber

R", wenn die Funktion R, — R mit s — f(s) - s"~ integrierbar iiber R ist und es gilt

/ F(ll2l) A™(dz) = n- Vi, / f(s) -5 ds,
R R,

wobei

das Volumen der n-dimensionalen Finheitskugel ist.

Beispiel: Sei a € R, 0 <7 < R < oo. Dann gilt

sl (s,
r<|lz|| <R

R

/ 2™ A" (dz) = “'Vn/
s

Daraus folgt

n-V,

- yn n—oa (Rn*a - rnia) )
[l =% A™(da) =
n-Vo(lnR—Inr),

fiir o # n,

r<|zl|<R

fir « = n.

Im Grenziibergang r — 0 und R — oo liefert das die bereits frither in einer Aufgabe festgestell-

ten Zusammenhinge: z — [|z||” " ist genau dann integrierbar iiber {x € R"||z| < 1}, wenn
a < n und genau dann integrierbar iiber {z € R"|||z|| > 1}, wenn o > n.

*
Aufgabe 3.21.
Sei R€ Ry und j € {1,...,n}. Berechnen Sie

I = x5 A"(dx).

lzll<R

12Bemerkenswert ist, dass das Volumen der Einheitskugel bis Dimension 5 zunimmt, um danach wieder ab-
zufallen und sogar fiir n — oo gegen null zu gehen.
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Lésung: Zwar ist © — 2 nicht rotationssymmetrisch, aber aus Symmetriegriinden ist I; =

I, fir alle j,k € {1,...

zuriickgefiithrt werden:

was schliefllich liefert:

,n}. Daher kann die Funktion auf den rotationssymmetrischen Fall

=1y
n

an:Z

k=1
lzll<r

3 \"(dx)

Lin.

lz|* A" (d)

lzll<R

R
-Vn/S"+1 ds ="
0

Rn+2
n 4+ 2

=N

)

V.

R™2,
+2

x?)\"(dx) =

lzll<R

n

3.12 Transformationssatz

Wir kommen nun zu einem der wichtigsten Sétze fiir die Berechnung von mehrdimensionalen In-

tegralen, der es uns erlaubt, auch viele (bisher unlésbare) Integrale beispielsweise krummliniger

Gebiete zu berechnen.

Satz 3.42 (Allgemeine Transformationsformel).

Seien U,V C R" offen, ®: U = V ein C'-Diffeomorphismus. Dann ist f: V — R genau

dann integrierbar, wenn (f o ®) - |det J®| dber U integrierbar ist und dann gilt

/ £(y) X"(dy) = / F(®(2)) - [det JB()| A"(dz).
174 U

Insbesondere gilt also fiir das Volumen des Bildes jeder messbaren Teilmenge A C U, also

f=1:

A(@(A)) = [ |det JB| A" (dz).
/

Das liefert mit einer linearen Abbildung T': [0,1]" — R™ eine anschauliche Darstellung der

Determinante als Volumen des Bildes des Einheitswiirfels T'([0,1]™), das auch als Spat oder

Parallelotop bezeichnet wird, denn es gilt 77(z) = T fiir die Darstellungsmatrix 7" und

A(T([0, 1)) = |det T

Die Transformationsformel findet insbesondere Anwendung bei der Definition und Benutzung

von ebenen und rdumlichen Polarkoordinaten:
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Beispiel: (a) Ebene Polarkoordinaten (r, ) von (z,y) € R?\{(0,0)} sind definiert durch

r = +/x2 + y2 Abstand vom Nullpunkt,
¢ € [0,27] der bis auf k - 27 eindeutig bestimmte orient. Winkel zw. (1,0) und (z,y).

Transformationsformel liefert: Sei ®: Ry x [0,27] — R? mit ®(r, ) = (r - cos g, - sin ).

Dann ist f: R? — R? genau dann integrierbar, wenn
R-l‘ X [07 27T] — RQ) (Tv ()0) = f((b(’l", 30))

integrierbar ist und es gilt

21 oo

/f(x,y) dx dyz//f(r~cos<p,r~sin<p)~r~d7‘ de.
R2 0 0

Beachte dabei:

cos —7r - si
det JO(r, p) = det ( .Mp " bm@)
sing r-cosp

(b) Réumliche Polarkoordinaten (r,6, ) von (z,y,2) € R3\{(0,0,2)|z € R} werden definiert
durch

r = 1/22 4+ 92 + 22 Abstand vom Ursprung,

0 € [0, 7] Poldistanz: Winkel zwischen z — Achse und Ortsvektor vor P,

¢ € [0, 2x] orient. Winkel zw.  — Achse und Ortsvektor der Projektion von P in die © — y — Ebene.

Bezeichnet p := r-sin¢ den Abstand der Projektion P’ vom Ursprung, so erhalten wir die
ebenen Polarkoordinaten von P’ als (p, ¢). Das liefert folgenden Zusammenhang zwischen

kartesischen Koordinaten und riaumlichen Polarkoordinaten:
(@) _ .
x = p-cosp=r-sinf-cosp
(@ . . .
y = p-sinp=r-sinf-sinp
z=r-cosb.
Definiere also

d: Ry x [0,7] x [0,27] — R?, ®(r,0,p) := (r-sinfcosg,r -sinfsing,r - cosh).

Dann ist f: R® — R genau dann integrierbar, wenn die Funktion f(®(r,0,¢)) - 72 - sin6

integrierbar ist und es gilt

2 ™ o0

/f(x,y,z) dr dy dz = ///f(@(r,@,gp)) -2 .siné dr df de. *
R3 00 0
Beweis: Beweis war Ubungsaufgabe in Serie 14. ]
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Beispiel (Volumen der dreidimensionalen Kugel mit Radius R > 0):

Vols(Bs(0)) = / dx dy dz

Bs3(0)
2 © R
:/// 2.sin@ dr df dy
0 0
R T 2T 4
= /2 /sinado /dgp :%RS. .
0 0

Aufgabe 3.22.

Berechnen Sie

/ (2% — 2y + o) d(z.y)
D

iber dem Stick eines Kreisrings (Anulus)

D={(z,y) eR*}1 <2? +y* < 9,2 <0,y > 0}.

Losung: Idee: Polarkoordinaten und Transformationsformel. Fiir
®: Ry x [0,27], O(r, ) = (rcosp,rsiny)

ist @ ein C'-Diffeomorphismus auf sein Bild R*\{(z,0)|z < 0} mit det J®(r, ) = r. Durch

Einschranken erhalten wir:
T o
®: (1,3) x (5,7) — D
ist ein C'!'-Diffeomorphismus. Das liefert mit Transformationsformel

/ f d(z,y) = / f d(z,y) = / F(@(r, ) - [det J0(r, 9)] d(r, )
D o

(1,3)x(m/2,m)

= / (12 cos® p — rcos @ - rsing + r2sin? @) - r d(r, @)
(1,3)x(7/2,7)
<0

3 .
= r°(1 —cosp - sinp) d(r,¢)
(1,3)x (7 /2,m) >0

3 T

Togelli /T3 dr - /(1 — cos - sin (p) dg@
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KAPITEL 4
Integration auf Untermannigfaltigkeiten und

Vektoranalysis

Manchmal findet man in der Literatur die mehrdimensionale Integrationstheorie mehr aus geo-
metrischen Gesichtspunkten erklért. Dann wird sich oft auf den dreidimensionalen Fall be-
schrinkt. Wir wollen hier diese geometrische Anschauung kurz skizzieren, in dem wir kurz auf
Vektorfelder eingehen (Erinnerung an den Abschnitt iiber Kurvenintegrale zu Beginn des Se-
mesters) und die Definition des Oberfldchenintegrals erldutern, die sich mit unseren allgemeinen
Ergebnissen deckt. Es soll damit gezeigt werden, dass sich im dreidimensionalen Fall, wo uns
das Kreuzprodukt zur Verfiigung steht, die allgemeine Integraldefinition bzw. der Transforma-
tionssatz vereinfacht. Fiir unsere Belange kann man jedoch auch die ersten beiden Abschnitte
iiberspringen und direkt zu den Integralsidtzen weiterbliattern, die den Inhalt dieses Semesters

beschlie3en sollen.

4.1 Dreidimensionale Vektorfelder

Zu Beginn des Semesters haben wir uns als Wiederholung mit Kurvenintegralen fiir Skalarfelder
f: D — R und Vektorfelder v: D — R™ fiir zusammenhédngende Mengen D C R"™ beschiiftigt.
An dieser Stelle kniipfen wir an diese Thematik an, werden aber wegen des geometrischen
Bezugs unser Hauptaugenmerk auf den zwei- und dreidimensionalen Fall legen. Schwerpunkt
bilden hinreichend oft (stetig) differenzierbare Vektorfelder.

Beispiel: Ein zweidimensionales gleichférmiges Stromungsfeld, in dem die Fliissigkeit iiberall
die Geschwindigkeit v = (v1,v2,v3)7 hat, wird beschrieben durch das Feld

Ein Stromungsfeld, das einen Wirbel im Ursprung beschreibt, ist

—vp - sin
v8zx) = < 0 SO) ,
Vg + COS P
wobei ¢ der Polarwinkel mit tan ¢ = ;—f ist und 0 nicht im Definitionsbereich liegt. Gleichwertig

kann uber kartesische Koordinaten das Feld auch beschrieben werden durch

(2) = 2 (! .
VL) = —F/——— .
Vi + 3 \zo

Die Ableitung eines differenzierbaren Vektorfeldes v: R3 — R3 ist durch neun unabhingige

Groflen g;’? bestimmt. Es geniigen aber oft bestimmte Koordinaten fiir hinreichend viel In-
J

formationen bzgl. einer Fragestellung. Daher nutzt man den Nabla-Operator bzw. Gradient



der zugleich Vektor und Differentialoperator ist. Also sind sowohl Regeln der Vektor- als auch
Differentialrechnung zu beachten. Es gelten also u.a. Produkt- und Kettenregel (beachte die

Reihenfolge bzw. ein Abgrenzen durch Klammern!).

Lemma (Wirkung des Gradienten): Sei f: R® — R ein Skalarfeld. Dann ist der Gradient
grad(f) = Vf ein Vektorfeld, das wir Gradientenfeld nennen. L 4

Der Gradient steht in jedem Punkt senkrecht auf den Niveaulinien des Skalarfeldes.

Beispiel: Zu f: R? — R mit f(x1,72) = 2172 + e~ 75 ist

gmd(f)=< 2 )
T — 2x9e” "2

ein Vektorfeld. 2

Aufgabe 4.1.

Skizzieren Sie fir f(x1,x2) = x1xe die Niveaudarstellung des Skalarfeldes und das zu-

gehirige Gradientenfeld v = grad(f).

Man kann also aus einem Skalarfeld ein Vektorfeld ableiten. Skalarfelder sind jedoch wesentlich
einfacher zu handhaben. Leider gilt aber nicht die Umkehrung: es lisst sich nicht jedes Vektor-
feld v als Gradient eines geeigneten Skalarfeldes v = V f darstellen. Solche Vektorfelder spielen

aber eine grofle Rolle und werden Potenzialfeld, Gradientenfeld oder konservativ. In diesem Fall

nennt man f das Potential des Vektorfeldes.

Um das Potential des entsprechenden Vektorfeldes zu bestimmen, muss die zugehorige Integra-

tionsaufgabe gelost werden:

ye®¥ 4 z
Beispiel: Sei v = xe™Y . Wir untersuchen, ob v ein Potenzial besitzt, 16sen also
T+ 2z
8 X
D 37
ox ye +2
or = xe™
dy
of
- = 2z.
92 x+ 2z

Integration liefert fiir die jeweilige Zeile

f(x,y,z) = ewy +zz+ Cl(y,z)
f(zyy,z) =™ + o, 2)
f(z,y,2) = 324 2 + c3(x,y).

Jetzt sind die Integrationskonstanten c¢; derart zu bestimmen, dass in allen drei Zeilen das
gleiche f steht. Wihlt man nun ¢ (z,y) = 2% + C, ca(w,2) = w2 + 22 + O, c3(z,y) = ™ +C

mit beliebiger Konstante C', so erhélt man

flz,y, 2) =™ +xz+ 22 + C. ¢
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Aufgabe 4.2.

yet +yz

Untersuchen Sie das Vektorfeld v = | e® + xz | auf die Existenz eines zugehdrigen Po-
e’ +xy

tentials.

Bemerkung: Der Ausdruck konservativ kommt aus der Physik: eine konservative Kraft entlang
eines geschlossenen Weges leistet keine Arbeit - die Energie eines ruhenden Koérpers hingt nur

von seiner Position ab, nicht von der Weise, wie er dorthin gelangt ist. L4

Man erinnere sich auch an die Analysis II: der Gradient V f zeigt in die Richtung des grofiten
Anstiegs, —V f in die des steilsten Abfalls, also jene Richtung, in die ein kleines kugelformiges

Objekt auf der Funktionsflache rollen wiirde.

Nun wollen wir den Nabla-Operator auf ein Vektorfeld v anwenden, wobei zwei Méglichkeiten

offen stehen: iiber das Vektor- oder Skalarprodukt.

Definition 4.1.

v1(x)
Die Rotation eines Vektorfeldes v(z) = | ve(z) | ist das Vektorprodukt des Nabla-Operators
v3(x)
mit v, also
Ovg _ Ova
8902 Bacg
rot(v) =V x v = %_%
Oua _ Oux
81’1 axz .

Ferner ist die Rotation eines Vektorfeldes wieder ein Vektorfeld.

Bemerkung: Beachte, dass das vektorielle Produkt nur im dreidimensionalen definiert ist, also
auch die Rotation! Man kann aber ein zweidimensionales Vektorfeld durch Erginzung einer
Nullkomponente in den R? einbetten und dann kann nur die dritte Komponente von rot(v)
verschieden von null sein, ndmlich g—;? — g—;’; # 0, das widerum als Skalarfeld in R? interpretiert
werden kann. Also ist die Rotation eines zweidimensionalen Vektorfeldes ein Skalarfeld. Es lésst

sich auch fiir hohere Dimensionen einer Verallgemeinerung der Rotation angeben. 4

Die Rotation macht (als Differentialoperator nur lokal) Aussagen iiber die Dreheigenschaften
eines Vektorfeldes.

—WTo
Beispiel: Das Vektorfeld v = | wzy beschreibt die Geschwindigkeitsverteilung in einem

0
mit Winkelgeschwindigkeit w rotierenden Zylinder und man erhilt (Skizze!)

Lokale Drehungen werden auch als Wirbel bezeichnet, die beispielsweise bei Wasserstromungen

auftreten. Die Rotation eines Vektorfeldes misst also dessen (lokale) Wirbeldichte.
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Fiir Fliissigkeitsstromungen kann man die Rotation einfach experimentell bestimmen, in dem
man einen Korken in die Fliissigkeit setzt - denn dann gibt die Rotation an, wie schnell dieser

sich an einer bestimmten Stelle dreht.
Nun kommen wir zur zweiten Moglichkeit, den Nabla-Operator mit einem Vektor zu verkniipfen,
némlich {iber das Skalarprodukt:

Definition 4.2.

Die Divergenz eines Vektorfeldes v: R? — R? ist definiert als

- (%1 a’Ug 81)3

dZ"U(U) = <V,U> = aixl sz 87;173

Ferner ist die Divergenz eines Vektorfeldes ein Skalarfeld.

Die Divergenz dient als Ma#f fiir die Quelldichte von v und beschreibt die entstehende Fliissigkeitsmasse
in einem Punkt. Wir werden beim Integralsatz von Gauf sehen, dass das Volumenintegral iiber
diese Quelldichten die in einem Zeitintervall entstehende Fliissigkeitsmasse beschreibt und die
Bilanz der Mengen an Fliissigkeit, die iiber den Rand der Menge ein- und ausflieflen gleich der

Masse ist, die in der Menge entsteht und vernichtet wird.

Wir haben also insgesamt erhalten:
grad(v) = Vv, rot(v) =V x v, div(v) = (V,v).

Ferner kann man zeigen, dass Gradientenfelder wirbelfrei und Wirbelfelder quellenfrei sind.
Damit gentigt es, die Rotation eines Vektorfeldes zu berechnen um herauszufinden, ob es ein
Potential besitzt und muss keine Integrationsaufgabe wie oben lsen. Allerdings setzt das vor-

aus, dass das Vektorfeld auf einem einfach zusammenhéngenden Gebiet definiert ist.

Auflerdem gibt es noch den Laplace-Operator A | der zweite Ableitungen beinhaltet und Be-

standteil wichtiger partieller Differentialgleichungen im 5. Semester sein wird. Er ist im R™
definiert als
A:=(V,V)=di d) = —.
(V.9) = divfgrad) =3 -

=

4.2 Oberflichenintegrale im R3

An dieser Stelle sei auf die Wiederholung zu Kurvenintegralen 1. und 2. Art zu Beginn des
Semester verwiesen. Wir betrachten nun nach der Integration iiber Kurven und Volumenin-
tegralen nun die Integration iiber Flichen. Im R? sind Flichen das Bild stetiger, stiickweise
stetig diff’barer Abbildungen ®: R? O G — R? mit G einfach zusammenhsingendes Gebiet,
wobei die Tangentialvektoren g—f, g—f fast iiberall linear unabhingig sind. Es sind also Punk-
te ¢ := ®(u,v). Dadurch werden Kurven ¢(t) := (u(t),v(t)) in der u — v—Ebene unmittel-
bar zu Kurven s(t) = ®(c(t)) auf der Fliche. Dabei sind die Koordinatenlinien die von den

Parameterraum-Geraden u = const. und v = const. definierten Kurven.
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Ein Normalenvektor an die Flidche kann durch die lineare Unabhéngigkeit der Tangentialvek-

toren sofort angegeben werden als

o 8<I>
8u v’

n =

Nach Voraussetzung spannen diese ein Parallelogramm der Fléche

0P y 0P
ou " o

auf. Durch Uberdeckung der Fliche mit vielen kleinen solchen Parallelogrammen und Grenziibergang

zu Differentialen erhilt fiir den Flicheninhalt, das Maf}, der durch & = ®(u, v) parametrisierten

Fliche F':
z/do' = — || d(u,v).
F G
Wir nennen
ox Ox
do = ‘ 0 % 90 d(u,v)

das skalare Oberflichenelement. Wir verallgemeinern dies auf skalare Funktionen f: R3 — R

und erkliren das Oberflichenintegral iiber der durch (u,v) € G als x(u,v) parametrisierten

Flache F als
[ @) i = [ statuon | 5
F G

In der Literatur wird manchmal auch ein [[ fiir das Integral {iber zweidimensionale Objekte

— || d(u,v).

geschrieben. Ist F iiber D C R? im Bildraum von ® explizit gegeben durch x = (z,v, 2(z,y))7,

dann erhilt man

und mit do = ||zy X 2| d(z, y) vereinfacht sich das Oberflachenintegral zu

[ @) do = [ a1 24 5 da d
F D

Fiir derartige Flichen z = (z,y) kann man sofort den Normalenvektor angeben als

&c

1+z2+z2

Zx

n—=-——m—— Zy

1/lJrngrzg _‘1
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Orientierbarkeit einer Flidche besagt grob gesprochen, dass wir beide Seiten einer Fldche unter-

scheiden kénnen. (Ein Beispiel einer nicht orientierbaren Fliche ist das Mébiusband.!?)

Beispiel: Wir bestimmen f(z,y, 2z) = 2?2 iiber die obere Halbkugelfliiche F' mit Radius R > 0,

die wir parametrisieren mittels
x(#, ) = (Rsinf cos @, Rsinfsin o, Rcos#)”
mit (6, p) € [0,7/2] x [0, 27]. Das ergibt
R?sin? 6 cos ¢
on 0w _
20 " Oy

R?sin? @sin ¢

R?sinf cos ¢
und fiir das skalare Oberflachenelement
do = R*sinf df de.

Das liefert fiir das Integral

21 71'/2
2 2p2 4 20 21 R*
z3 do (Rcos0)°R*sinf d(8,p) = R* [ dp- | cos”@sinf df = 7 ¢
F [0,7/2]x[0,27] 0 0

Nun definieren wir das Integral eines Vektorfeldes iiber einer Fliche. Das Ergebnis wird Fluss
des Vektorfeldes durch diese Fliche genannt. Er wird im ebenen Fall durch ein Skalarprodukt
gegeben, im Fall komplizierter geformter Fldchen durch ein Oberflachenintegral. Das kann man
sich geometrisch veranschaulichen, wenn n der Einheitsnormalenvektor einer infinitesimalen
(ebenen) Flidche mit Inhalt dA ist und man den Vektor do = n dA definiert. Ist das Feld v
nédmlich dann parallel zu do, so ist (je nach Orientierung des Feldes) der Fluss durch die Fliche
gleich d® = =+ ||v|| dA. Ist das Feld orthogonal zu n, also parallel zur Fliche, so ist der Fluss
null. Ganz allgemein erhélt man fiir den Fluss das Skalarprodukt d® = (v, do). Der Gesamtfluss

ergibt sich dann durch Zusammensetzen der kompletten Fliche aus infinitesimalen Flichen als

<I>:F/<v,da>zc/<v, <zixgj)c>>d(u,v)

und nennt es vektorielles Oberflichenintegral sowie do = g—i X g—f du dv vektorielles Oberflichenelement.

Aufgabe 4.3.

Zeigen Sie, dass der Fluss des Vektorfeldes v(x) = (y,x,2)T durch die obere Halbkugel um

0 mit Radius R > 0 gegeben ist durch ﬁ,

13Ein Mébiusband kann man nachbauen, wenn man einen Papierstreifen an beiden Enden zusammenklebt,
aber eines der Enden vorher um 180 Grad dreht.
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4.3 Integralbegriff fiir Untermannigfaltigkeiten

An dieser Stelle sei fiir die Wiederholung der Begriffe (Untermannigfaltigkeit, Karte, ...) an den

entsprechenden Abschnitt zur den Nachtrigen zur Analysis II im vorigen Kapitel erinnert.

Definition 4.3.

Sei U C RY offen, ®: U — R™ injektiv und stetig differenzierbar sowie regulir (rank J® =
d < n). Dann erkliren wir das Flidchenintegral von f iiber ®(U) C X offen mit f: X —

R™ Borel-messbar als

/f dA ::/f(@(m))\/|det(J<I>(x)T~J<I>(:v))| d\(z).
U

Beispiel: Ein Beispiel liefert das Kurvenintegral : fiir ®: (a,b) — R™ und f: ®((a,b)) — R?

Borel-messbar gilt:
~ [ 1@@)pe)] ixw.
®((a,)) La“ge (ab)

Als weiteres Beispiel erhélt man (nicht offensichtlich) fiir die Fliche eines Graphen einer Funk-
tion f: RY D U — R stetig diff’bar mit ®(z) = (z, f(z)) € R*™! und ®(U) = graph(f), dass

gilt:
/ fdA:/f(x,f(a:))\/1+)Vf(x)’z dA(x). N
U

()
Um das Integral fiir Untermannigfaltigkeiten zu erklédren, brauchen wir folgendes Lemma:

Lemma: Sei M C R™ d-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Dann existiert zu jedem x € M
eine offene Umgebung U(x) C R? derart, dass eine injektive und regulire (rank = d auf U(z))
Abbildung ®: U(xz) — R™ stetig differenzierbar existiert. Dann existiert auch eine Umgebung
U CR™ von z mit UNM = ®&(U(z)), wobei ® = (z, ®(x)) ist. *

Definition 4.4.

Sei M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R", &;: U(z;) - M mit 1 <i < k
geméif obigen Lemmas und U @, (U(x;)) = M. Sei ferner f: M — R™ mit f;(z) = 0, falls

x € M\®;(U(z;)). Dann deﬁnleren wir iiber das oben erkldrte Flidchenintegral

/(Zﬁ)d/l Z / f; dA.

L0:(U(4))
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Zur Ubung greifen wir noch einmal die Thematik der Rotationskérper aus dem Abschnitt iiber

das Prinzip von Cavalieri auf:

Aufgabe 4.4 (Rotationskorper).

Zeigen Sie, dass fir eine stetige, positive Funktion f: [a,b] — R die Mantelfliche des
durch den Graphen von f gebildetet Rotationskirpers den Flicheninhalt

b
A:27T/f(1'>\/1+f/(113)2 dx

besitzt. Zeigen Sie, dass der durch f(x) = 1/x fiir x > 1 gebildete Rotationskorper zwar
endliches Volumen, aber unendlichen Mantelflicheninhalt besitzt. (Der Rotationskérper
ist durch EVANGELISTA TORRICELLI (1608-1647), einem Schiiler von GALILEI, bekannt

geworden und trigt auch den Namen Torricellis Trompete oder Gabriels Horn.)

Satz 4.5 (Gauf’scher Divergenzsatz).

Sei @: R — R mit V@ # 0 auf M = {® = 0}. Dann gilt fir F: R — R stetig

differenzierbar:

/dz’v(F(x)) dN(z) = / (F(2), VO(z)) dA,

{®<0} M={®=0}

wobei div(F(x)) = tr(JF(x)) = ; gfi (z) ist.

Im n#chsten Abschnitt werden wir diesen Satz verallgemeinern.

4.4 Integralsatz von Gauf3

Im Folgenden geht es um die Untersuchung von Zusammenhéngen zwischen Kurven-, Ober-
flichen und Volumenintegralen. Integralsdtze beschreiben Beziehungen, die eine Verbindung
zwischen dem Integral {iber ein Objekt und dessen Rand herstellen. Man erinnere sich bei-
spielsweise an den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung in R, der das Integral einer
Funktion f durch das Auswerten einer verwandten Funktion F' an den Randpunkten auswertet
durch

b
/f(a?) dx = F(b) — F(a).

Im Mehrdimensionalen gilt das dhnlich fiir bestimmte Integrale {iber vektorwertige Funktionen
v und ein verwandtes Vektorfeld w, jedoch ist hier eine zusétzliche Integration notwendig, da
der Rand einer mehrdimensionalen Integrationsbereichs (Fléchen, Volumenbereiche, ...) ausge-
dehnte Objekte sind. Zunéchst bendtigen wir aber eine spezielle Definition geeigneter Mengen,

auf denen der Integralsatz gelten soll.
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Definition 4.6.

Sei K C R™ kompakt. Dann sagt man, K ist ein Kompaktum mit glattem Rand, falls

zu jedem Punkt a € 0K eine offene Umgebung U C R"™ und eine stetig differenzierbare
Funktion ®: U — R existiert mit

(a) KNU={zeU|®(z) <0}
(b) V®(x) # 0 fiir alle z € U.

Es lésst sich zeigen, dass dann 0K NU = {x € U|®(z) = 0} ist.

Korollar: Der Rand eines Kompaktums mit glattem Rand ist eine (n — 1)-dimensionale Un-

termannigfaltigkeit des R"™. *

Es lisst sich zeigen, dass fiir einen Punkt a € 0K auf dem Rand eines Kompaktums mit glattem

Rand ein eindeutiger duflerer Einheits-Normalenvektor v(a) € R™ von K in g existiert, d.h. es

gelten
(a) v(a) L T,(0K)

(b) lo(a)] =1
(¢) Je>0: a+tv(a) ¢ K fiir alle ¢t € (0,¢).

Daher existiert zu jedem Kompaktum A mit glattem Rand ein stetiges Vektorfeld
v: 0K — R"™ mit v(a) duerer Einheits-Normalenvektor zu a € 0K

und man nennt dieses das duflere Einheits-Normalenvektorfeld

Beispiel: Die Kugel B,(0) vom Radius r > 0 um 0 hat glatten Rand (wéhle ®(z) := ||z||*—r?2).
Man erhilt fir den duferen Normalen-Einheitsvektor zu a € 9B,.(0) = {z € R"|||z| = r}
gerade v(a) = 2. ¢

Sei U C R" offen und v = (v1,...,v,): U — R™ ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann
ist die Divergenz von v eine Funktion div(v): U — R definiert durch
- 01)1-

div(v) = = (V,v).

"
i=1 Oz

Die Divergenz wird auch als Quellenergiebigkeit oder Quelldichte von v bezeichnet. Daher heif3t

ein Vektorfeld v mit div(v) = 0 quellenfrei.

Satz 4.7 (Gauf’scher Integralsatz).

Sei K C R™ eine kompakte Teilmenge mit glattem Rand, n: 0K — R™ das duflere
Einheits-Normalenfeld und U mit K C U offene Teilmenge des R™. Dann gilt fiir jedes
stetig differenzierbare Vektorfeld v: U — R"™

/ div(v(z)) \"(dz) = / (v(z), n(z)) dA(z).

K 0K

Bemerkung: Der Gauf3’sche Integralsatz gilt auch in verallgemeinerten Versionen fiir Mengen
K ohne glatten Rand, wenn diese niederdimensionale Singularitdten wie Kanten oder Ecken

aufweisen oder das Vektorfeld v nicht in einer vollen Umgebung von K stetig diff’bar ist. 4
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Interpretation: Man stelle sich eine stromende Fliissigkeit vor. Dann ist die Menge an Fliissigkeit,
die durch die Oberfliche eines Korpers heraus- und hereinstréomt, gleich der Fliissigkeitsmenge,
die Quellen im Korper hervorbringen oder vernichten. Okonomisch kann man dies auch als
Export-Import-Bilanz eines Landes betrachten und diese mit seiner Warenherstellung und
dem Warenverbrauch in Beziehung setzen. Das man nur den Rand fiir den Nettofluss be-
trachten braucht ist fiir eine Fliissigkeit anschaulich klar, denn zerlege ich meine Menge in
viele kleine diskjunkte Quader, dann flieBt alles, was aus einem Quader herausflieft an den
Beriihrungsflichen in einen anderen hinein. Alles was jedoch in dem gesamten Bereich mehr
ab- als zuflieBt, muss in Quellen entstehen, andernfalls muss es Senken geben, wenn mehr zu-
als abfliefit.

Frage: Wie erhalten wir dieses Normalenfeld n? Wir gehen hier zum Skizzieren des Vorgehens
von einer durch g(x,y,2) = 0 implizit gegebenen Fliche im R3® aus mit g: R® — R stetig
diff’bar. Dann ist der Gradient grad(g(z,y, z)) ein Normalenvektor der Fliche in (z,y, z), falls
dieser dort nicht verschwindet. Man kann also das Gradientenfeld verwenden. Ist nun die Fliche
als Graph einer stetig diff’baren Funktion f: R? — R gegeben, so ist ein in (z,v, f(x)) nach
oben weisender Normalenvektor angebbar als

<_g£($7y)’ _%($>y)’ 1) ;

denn es ist g(x,y, z) := z — f(x,y) = 0 eine die Fliche darstellende Gleichung.

Beispiel: Wir bestimmen das duflere Normalenfeld n auf dem Rand der Einheitskugel K C
R3, K = {(z,y,2) € R3|z? + y* + 2% < 1}. Danach verifizieren wir den Satz von Gauf fiir

fz,y,2) = (z,y,2)T.
Wir spalten die Fliche der Kugel in die obere und untere Hélfte auf - so konnen wir sie als
jeweils als Graph darstellen. Wir erhalten fiir die Fliche der oberen Halbkugel 0O

go(z,y) =1 —22—9y2 ze(—1,1),ye (—vV1—-a2+1—22).

Das Gebiet fiir x, y bezeichnen wir als X. Daher ist das duflere Normalenfeld dort gegeben als

X
nol@.y,go(#y)) = | s
1

Analog fiir die untere Halbkugel mit Graphen gy (z,y) := —+/1 2: dort erhalten wir als
Normalenfeld auf oU

x

@y, g0 (@, y) = | — s |

1
also fiir das duflere Normalenfeld auf OU: ny := —n = no. Nun gilt
1 27
/div(f(:c,y,z)) d(z,y,z) = /3 d(z,y,z) KugelKO 3///7’2 sin®@ df dy dr = 4.
K K 00 0
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Ferner ist

/ (f, n)dA = / y ~_ v Nd.y)
Wiy :

o0

d(z,y)

/ 1
/1_ 2 _ a2
X * y

a 2w

|| =
0 0 1—r2
= or- (—\/1 —r2> = or.

PolarKO ,.
=" lim
a—1

dy dr

Das selbe Ergebnis erhalten wir wegen der sich aufhebenden neg. Vorzeichen fiir OU, also ist

das Integral iiber 0K ebenfalls 4. Das verifiziert den Satz von Gauf fiir dieses Beispiel. L 4

Wir kénnen die spezielle Struktur des R? nutzen, um einen spezielle Version des Integralsatzes

mit Hilfe des Kreuzproduktes zu formulieren.

Satz 4.8 (Variante: Gaufi’schen Integralsatz in R?).

Sei A C R? eine durch x = (z,y,2)T = x(u,v) mit u,v € G C R? parametrisierte

Fliche mit stiickweise stetig diff ‘barer Oberfliche OA und einem in ganz A stetig diff "baren

Vektorfeld v. Dann gilt:
/div(v) dxr = /(v,do).

A A
mit dem vektoriellen Oberflichenelement

—awxa—wdudv.

do—% ov

Beispiel: Wir berechnen im R? iiber dem Einheitswiirfel Q

[twten.2) do
9Q
mit
x2 4 ey’
U(w,y,z) = y2 +33222

22— eV

Statt jedoch sechs Fliachenintegrale zu berechnen (eins pro Wiirfelseite), benutzen wir den Satz

von Gaufl: es gilt

0 0 0
— v2+ﬁ:2x+2y+22.

div(v) = 5+ 5y T 8

Jetzt bleibt nur noch ein Volumenintegral zu berechnen:

111
/2x—|—2y—|—2zd(x,y,z):///2x+2y+2zda}dydz=3. *
Q 0 0 0
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Definition 4.9.

Eine offene Menge U C R"™ heif3t regulér, wenn fiir jedes = € U ein ¢ > 0 und eine stetig
diff’bare Funktion g = ¢,: Bc(z) — R mit Vg(z) # 0 sowie U N B.(z) = {g < 0} und
OU N B.(x) = {g = 0} existiert. (Dann ist ferner OU eine Untermannigfaltigkeit.)

Die Regularitéit einer offenen Menge U sichert die Existenz eines dufleren Normalenfeldes auf

dem Rand QU der Menge. Es gilt dann ferner auch folgende Fassung des Integralsatzes:

Satz 4.10 (Divergenzsatz von Gauf und Green).

Sei U C R™ offen, beschrinkt und requldr sowie U C X mit X offen und F: X — R"
stetig diff ’bar. Dann gilt

/ div(F(z)) d\(z) = / (F(y),n(y)) dA(y).
U

ou

Satz 4.11 (Green’sche Formel).

Sei U C R" offen, A C U ein Kompaktum mit glattem Rand und v: 0A — R" das
duflere Finheits-Normalenfeld. Ferner seien f,g: U — R zweimal stetig differenzierbare

Funktionen. Dann gilt

[ 19549 @) X (a0 =6£ (152 -450) as

wobei

of , \._ = Of(2)
%(m) = (Vf(2),v(z)) 7; Fo: v;(x)

als die Ableitung einer stetig diff ’baren Funktion in Normalenrichtung in einem Punkt
x € QA definiert ist.

98



KAPITEL 5

Konvergenzbegriffe

5.1 ZP-Raume und wichtige Ungleichungen

Sei (X, <, p) ein Mafiraum. Wir fithren nun die p-fach integrierbaren Funktionen ein (genaueres

folgt in der Vorlesung Funktionalanalysis).
Definition 5.1.

Sei p € [1,00]. Dann sind die Rdume der p-fach integrierbaren Funktionen gegeben durch

LP(X, o, p) = {f:X—)Rmessbarmit /|f|p du<oo}, (1<p<o0)

Lo(X, o, p) :={f: X = R messbar mit 3C > 0: p{|f| > C} = 0}, (p=o0)

und schreiben

1= ([ 197 dn) (1<p<o0)
[l oo :=nf{C > 0: p{|f| > C} =0} (p=o00).
Oft spricht man auch nur kurz von #P-Rdumen und schreibt nur £? statt £?(X, o7, u). Je

nachdem, ob wir einen Teil des Mafiraumes hervorheben wollen, schreiben wir auch beispiels-
weise L7 ().

Die Abbildung f ~ | f|l;, mit p € [1,00] verhilt sich wie eine Norm'* (Definitheit bzw.
Nullidentitéit fast iiberall, absolute Homogenitit, Dreiecksungleichung). Um letzteres zu zeigen,

verwendet man die Young’sche Ungleichung:

Lemma (Young’sche Ungleichung): Seien p, ¢ € (1, 00) konjugierte Exponenten, d.h. %—i—% =1

und damit ¢ = %. Dann gilt fiir alle nichtnegativen reellen Zahlen a,b > 0
P
ab S af + )
p q
wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn b = a?~! ist. ¢

Mit der Young’schen Ungleichung zeigt man folgende fundamentale Ungleichung fiir Integrale:
Satz 5.2 (Holder’sche Ungleichung).

Seien f € LP(u), g € L9(u) und p,q € (1,00) konjugierte Exponenten. Dann gelten
fr9€ 2L () und

]/f-g du] < [1£ -6l du < 151 gl

Fiir p = ¢ = 2 erhélt man daraus:

14Tt aber keine Norm, sieche weiter unten.
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Korollar (Cauchy-Schwarz-Ungleichung): Fiir f,g € £?(u) gilt f-g € £*(p) und

/ 1Fal di < 1l - N9l e .

Ferner kann man mit der Holder’schen Ungleichung zeigen:

Korollar (Minkowski-Ungleichung): Fiir f,g € Z7(p) und p € [1,00] gilt f+g € L7 (1) sowie

If+glle < 1A +llgllze - ¢

Bemerkung: (a) Mit diesem Korollar folgt also insbesondere, dass fiir beliebige Linearkombi-
nationen af+8g € LP(u) gilt, falls f, g € ZLP(u), o, 8 € R. Also ist £P (1) ein Vektorraum.

(b) Es handelt sich bei (Z7,].||;,) um keinen normierten Raum, denn es gilt
| fll» =0 <= f =0 fast iiberall,

also nicht notwendig f = 0. £P(u) ist nur ein quasi-normierter Raum. Es gibt aber ein
Standardverfahren, um diesen zu einem echten normierten Raum LP(u) zu machen (hier

schreibt man dann statt dem £ ein L, um das hervorzuheben):

e  Man bezeichnet f,g € ZP(u) dquivalent und schreibt f ~ g genau dann, wenn p(f #
g) = 0. Dann bezeichnet

[f]:=={9€LP(n): g~ f}

die Aquivalenzklasse mit Repriisentant f und

1Mo o= mf{llgll o = g € [F1} = /1l »

da f =g f.ii. auch || f]] = ||g|| impliziert (sieche Abschnitt iiber Nullmengen).

e Dann definiert

LP(p) == LP(u)) ~=A{[f]: f € L7 ()}

mit der Norm ||[f]||;, einen normierten Vektorraum.

e Es ist iiblich [f] mit einem Repriisentanten fo € [f] zu identifizieren, wobei [f] =
[fo] fir alle fo € [f] gilt. Wir rechnen daher nur mit den Reprisentanten von LP-

Funktionen, die nur bis auf eine Nullmenge bestimmt sind.

e Fiir Funktionen f,¢g € LP(u) sind Vergleichs-Ausdriicke wie f = g, f < g,... immer

nur fast iiberall zu verstehen!

(c) Esgilt f € £P(n) genau dann, wenn f messbar und |f|” € £ (u) ist. L4
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Definition 5.3.

Seien (fn)nen C ZP, f € £P und p € [1, 00]. Dann konvergiert (f,), in L? gegen f, wenn

nh_{lgo [ fn — fllp» = 0.
Dann schreiben wir f, L f oder LP? — lim f, = f oder auch f, "—3 f in LP.
n— oo n—oo
Bemerkung: Aus der punktweisen Konvergenz f(xz) = lim f,(z) fir alle x € X einer Folge
n—oo

(fn)n C ZP folgt i.A. nicht die LP-Konvergenz. Hinreichende Bedingungen liefert die LP-Version

des Satzes der dominierten Konvergenz, siche unten. L 4

Lemma: Seien (f,), C £? und p € [1, 00| sowie f,, > 0. Dann gilt

> fa
n=1

oo
<3 Wfullgo - .
Lr n=1

In der Funktionalanalysis wird gezeigt, dass der Raum ZP?(u) fiir p € [1,00] vollstindig ist
(Satz von Riesz-Fischer ), d.h. dass jede Cauchy-Folge in .£? auch konvergiert. Daraus folgt,
dass eine gegen f € £P mit p € [1,00] LP-konvergente Folge (f,), C ZP, die immer auch eine

Cauchy-Folge ist, stets eine punktweise konvergente Teilfolge besitzt.

Satz 5.4 (Satz von der LP-dominierten Konvergenz).

Sei (fn)n C ZLP(1) mitp € [1,00). Gelten

n—,oo

e punktweise Konvergenz: fn(x) — f(x) f.i.

e  FEumistenz einer nichineg. p-integrierbaren Majorante:
|frnl < g fii. Vn € N und einem g € LP(u),

dann ist f € LP und es gilt

(a) Konvergenz in LP: ||fn — f|| », = 0 fir n — oo,

(b) Konvergenz der LP-Normen: || full o — | fll 1o-

Den genauen Zusammenhang zwischen beiden Konvergenzaussagen liefert der folgende Satz:

Satz 5.5 (Satz von Riesz).

Set (fu)n € LP mitp € [1,00). Konvergiert f,, fast iiberall punktweise gegen f € L?, dann
qgilt:

nlgrolollf - anLp =0 @nlirrgo anHLp = ”f”Lp
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Beispiel: Der zu (N, #(N), 1) mit dem Zdhlma$ p := ) 0, zugehérige LP-Raum ist der
n=1
Folgenraum der p-summierbaren Folgen, fiir p € [1, 00) gegeben durch

n=1

CPN)=2LP(p) ={f: N=>R:|[[fll. <OO}{(fn)n§R:Z|fnp<OO}
und fiir p = oo durch
€°°(N):{f:N—>R:sup|fn<oo}.
neN

Dann werden die Holder- und Minkowski-Ungleichung zu den bereits aus der Analysis bekannten

und zu Beginn des Semesters wiederholten Ungleichungen fiir Reihen. ¢

5.2 Konvergenz im Maf

Definition 5.6.

Seien f,, f: X — R messbare Funktionen auf einem Mafiraum (X, o7, ). Dann konvergiert
(fn)n im/nach Maf} gegen f, falls fiir jedes € > 0 gilt:

lim u({|fs — J] > €}) =0.
N00 N e
={zeX||fn(z)—f(z)|>e}

Man schreibt: f, == f oder f, — f n.M.
Man sagt, (fy,)n konvergiert lokal nach Mafl gegen f, falls fiir jedes € > 0 und alle A € o
mit p(A) < oo gilt:

Jim p({[fn = fI > e N A) = 0.
Man schreibt: f, "% f oder f,, — f lokal n.M.

Beispiel: Auf (R, Z(R), \) konvergiert f,, := 1(;,,n41) o 0, aber nicht nach Ma8: f, —= 0.4

Wir beschéftigen uns hier im folgenden nur mit Konvergenz nach Maf}. In gewisser Weise ist der
Grenzwert bei Maflkonvergenz eindeutig: Sind (f)n, f, (gn)n, g messbare reelle Funktionen auf
X mit f, 2 fund f, -5 g, so gilt f = g p-fast iiberall. Ferner gelten iibliche Rechenregeln:
Ist & € R und f, —= f sowie g, —— g, so gilt

fn+gni>f+ga O‘fni>af

Satz 5.7.

Seien fn, f: X — R messbar mit f, — f p-fast diberall und w(X) < oco. Dann gilt:
fu = f.

Lésst man pu(X) = oo zu, dann folgt lediglich lokale Konvergenz im MaB. Dass auf diese

Voraussetzung nicht verzichtet werden darf, sieht man im folgenden Beispiel:

Beispiel: Auf (R, Z(R), \) konvergiert die Folge f,, := 1, o) A- fast iiberall punktweise gegen
f =0, aber nicht nach Maf3 \. L 4
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Dass eine im Maf} konvergente Folge nicht punktweise konvergent zu sein braucht, zeigen fol-

gende Beispiele:

Beispiel (Wandernde Tiirme): Betrachte ([0,1), %([0,1)), A) mit A Lebesgue-Maf auf %([0, 1)).

Definiere
In k(%) = Ljpo—n (hg1).2-n)(T) fiir 0 <k <2",neNy
sowie die Durchnummerierung der Tiirme:
fm(z) = gnr(x), falls m =2" + k mit 0 <k <2",meN.
Dann konvergiert f,, 2 f(z) := 0,z € [0,1) nach MaB; aber nicht A-fast iiberall, denn:
Ve >0: Mfm>e)=2"", fallsm=2"4k0<k<2",
also liegt fiir m — oo Konvergenz dem Maf nach vor. Allerdings gilt fiir alle « € [0,1):
lim inf f,,(r) =0 < 1= lin sup fm (@),

was bedeutet, dass (fy,) nicht A-fast iiberall konvergiert. ¢

Satz 5.8.

Sei 0 < p < oo und f, fr € LV sowie ||f, — fll, — 0. Dann konvergiert f, 5 f nach
Mayps.

Definition 5.9.

Die Folge f,,: X — R messbarer Funktionen heifit Cauchy-Folge fiir die Konvergenz im Ma#f,

falls zu jedem € > 0 ein N(e) € N existiert mit
t({|fm — fal > €}) <€ ¥m,n > N(e).

Jede nach Maf} konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge fiir die Konvergenz nach Maf}, da gilt

{fm = ol > €} S{lfm = fI > €/2} UL|f = ful > €/2}.

Satz 5.10.

(a) Seien f,: X — R messbare Funktionen, die eine Cauchy-Folge fiir die Konvergenz
nach Majf$ bilden. Dann ezistiert eine Teilfolge (fn, )i, die fast dberall gleichmiflig gegen

eine messbare Funktion f: X — R konvergiert.

(b) Seien f,: X — R messbare Funktionen, die im Mafl gegen eine messbare Funktion
f: X — R konvergieren. Dann existiert eine Teilfolge (fn, )k, die fast iberall gleichmdfig

gegen f konvergiert.

Im Satz kann man statt der gleichméfiigen Konvergenz auch die p-fast iiberall Konvergenz

folgern.
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