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Mengensysteme und Male

11.1 Das MaBproblem

ARCHIMEDES (3. Jh. v. Chr.): Oberfliche und Volumen einer Kugel berechnet (in R3).

G. CANTOR (1845-1918; Begriinder der Mengenlehre): Frage nach ,,Volumen* einer beliebigen Teil-
menge des R4, d e N.

E. BOREL (1871-1956) & H. LEBESGUE (1875-1941): Formulieren das

11.1 Definition (MaBproblem) Gesucht ist eine Maffunktion 1 : 2(R%) — [0, 0o] mit den Ei-
genschaften

(a) o-Additivitit. Fiir alle Folgen (Ap)nen C P(R2) aus paarweise disjunkten Teilmengen,
das heifst Ay N Ay = @ fiirallen # m € N, gilt

M( \J An) = w(dn).

neN neN

(b) Bewegunsinvarianz. Fiir alle Bewegungen 8 : R? — R?, das heifit |B(x)—B(y)| = |x—y|
fiir alle x, y € R? (wobei | - | Euklidische Norm auf R?), und fiir alle A € R4 gilt

n(B(A)) = n(A).

(¢c) Normierung. u([O, l]d) =1.
11.2 Satz (VITALIL, 1905) Fiir kein d € N besitzt das MafSproblem eine Losung.

11.3 Satz (BANACH und TARSKI, 1924) Seid € Nund A, B C R4 mit nicht-leerem Inneren.
Dann existieren Cy, € R? und Bewegungen By : R — R4, k e N, mit

A=\ Cy und B = \" Br(Cy).
keN keN

Siehe z.B. Elstrodt fiir Referenzen.
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11.4 Bemerkung (a) Wihle A := Kugel mit Radius 1, B := Zwei disjunkte Kugeln mit Ra-
dius 1

zerstiickeln,
Teile bewegen,
und zusammensetzen

Gewisse Teile sind sehr(!) kompliziert. Konstruktion verwendet Auswahlaxiom.

(b) Fiird = 3 und A, B zusitzlich beschrinkt, kommt man sogar mit endlich vielen Teilstiicken
Cy aus. Das heilit, das Inhaltsproblem (:= MaBproblem mit nur endlicher Additivitit statt
o-Additivitit) ist nicht 18sbar fiir d > 3.

(c) Ausweg aus Dilemma: Schrinke Definitionsbereich von u (die ,,messbaren Mengen*) auf
echte Teilmenge von Q(Rd ) ein, das heif}t, die Teilstiicke von Banach & Tarski diirfen nicht
messbar sein.

11.2 Mengensysteme

11.5 Definition Sei X eine Menge, sei of C 2P (X) eine Menge von Teilmengen von X .
o of ist C-stabil (komplementsstabil) < A€ of — At e .

o Sei * eine der Mengenoperationen U, N, \, A.

symmetrische Differenz

AAB:=(AUB)\(A~B)
o ist % -stabil <—= A, Be o — AxB e .

of ist \o-stabil <= A, Bec g mitADB — A\ Bed.

o ist w-stabil . <— A, Be oA mitAnB=0 — AwBeA.

o of ist Upo-stabil :<— (Ap)pen C o — \J A, € .
neN
(lies: stabil bzgl. abzdhlbarer Vereinigungen)

neN

o of ist Weo-stabil :<—> (Ay)nen C o mit Ay, N Ay = O fiirallem #n € N
— \J A4, €.

neN
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11.6 Lemma Seien X, X’ Mengen und sei x eine Mengenoperation aus Definition 11.5.
(a) Sei T : X' — X eine Abbildung, «f C P2(X),
A =T Nat) ={T"NA): Ae ot} CPX).

Dann gilt
of ist * -stabil => </ ist * -stabil.

(b) Sei J # @ eine Indexmenge und fiir alle j € J sei «;j € 2(X). Dann gilt

o ist * -stabil fiiralle j € J = (\ o} ist * -stabil.
JjeJ

Beweis. Durch Nachrechnen.

(a) Zum Beispiel sei o U-stabil und A’, B’ € o', dann existieren A, B € o mit A’ = T~1(A)
und B’ = T~ (B). Daraus folgt

AuUB =T (AuB)e .
Analog fiir die anderen Operationen.

(b) Zum Beispiel seien «#; n-stabil fiir alle j € J. Seien A, B € (\«; = A,B € «; fir
jeJ

:T> AnBed;

n.V.
alle j € J. Daraus folgt A n B € /M «/;. Analog fiir die anderen Operationen. |

jeJ
11.7 Korollar Sei X' C X, of € P(X) und
A =dnX ={AnX:Aecd}.

die Spur von of in X'. Dann gilt fiir alle Mengenoperationen * aus Definition 11.5

of ist * -stabil => </ ist * -stabil.

. . ’ -1 .. . . X - X
Beweis. Lemma 11.6 (a) mit o’ = T~ (/) fiir die Einbettung T : o |

11.8 Korollar Sei Y eine Menge der in Definition 11.5 erklirten Mengenoperationen x. Sei & C
@ (X). Dann existiert ein kleinstes Mengensystem &Y C (X)) mit

o &Y st x-stabil fiir alle x € Y,
o & C &Y.

Wir bezeichnen & als Erzeuger von &Y und &Y als das von & erzeugte System.
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Beweis. Gemill Lemma 11.6(b) werden alle Anforderungen erfiillt von

&Y = M . |
ACP(X):ECA
of ist x-stabil fiir alle x€Y

11.9 Definition und Lemma Mengensysteme of C P(X).

enthdlt stabil unter

Definition ZlX|u|v|n]Us| Yo |ne |\ [\a]Aa]c]

Ring

o Jc of

o \-stabil
o U-stabil
Algebra

o X c

o C_stabil

e U-stabil

v ViV |V ViV |V

Dynkin-System
o X € .of

o \>-stabil

® Woo-stabil

o-Algebra
e X e

o Costabil

® Uqo-Stabil

Beweis. Die Behauptungen folgen aus den Umrechnungen der Operationen wie z.B.
AnB=(A"UB", AnB=A\(A\B), A"=X\A, A\B=AnB .. |

11.10 Beispiel (a) 2(X) ist o-Algebra.
(b) «f := {endliche Teilmengen von X} ist Ring (und o-Algebra <= X endlich).
(c) Eine Topologie 9 auf X ist im Allgemeinen keines der Systeme aus Definition 11.9.
(d) Die kleinste o-Algebra, die A C X enthilt, ist {&, X, A, A®}.

(e) & :={a,b[:a <b,a,be R} C P(R) ist das Mengensystem rechtshalboffener Interval-
le. Das Mengensystem der Figuren

n
F=]\UA4j: Aj e F,neN
j=1

(endliche Vereinigungen aus .#) ist ein Ring, siehe Ubung.
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11.11 Satz (Alternative Charakterisierungen) Sei of C Z(X). Dann gilt
(a) o istRing < (D € ) N (L ist A- und U-stabil).
(b) o ist Ring <= (D € ) A (A ist A- und ~-stabil).
(c) of ist Algebra < (X € of) A (A istt- und ~-stabil ).

(d) o istAlgebra <= <f ist Ringund X € .

(e) o isto-Algebra <= < ist Dynkin-System und n-stabil.

Beweis. (a) — (d) siehe Ubung. Fiir ,,<=* von (e) verwende das folgende Lemma. [ |

11.12 Lemma Sei of C 22(X) w-stabil, \-stabil und sei (Ap)nen C <. Dann gibt es (By)nen C
o mit

(a) B, C Ay, fiirallen € N.
(b) By, N By, = D fiirallen # m € N.
() \J 4p = \U By.

neN neN
Beweis. Setze B1 := A1 € o/ und definiere induktiv B, durch
n
Bpa1 = Apsi1\ (ul B,-) Vn eN
J:

= (@undVneNVjel{l,...,n}:Byy1nBj =3 = (b).
Insbesondere

n
Bni1 = Ant1\ (qu) eod  Vnel.
j=1
Zu (c): per Induktion nach n € Ny beweisen wir
n n
\U 4, =\U B; Vn e N. (%)
j=1 j=1

n=1: A1 = Bj Klar.
n n
n—n+1: Esgelte \U A4 =\UB, =
=1

Jj=1 J

n+l1 n n+1

\U A; =An+1U<\'JBj) =(An1\Z)wZ =\U B,.

j=1 ji=1 =1
—_ B+

=:Z
Somit gilt () und damit

n
UA,,={xeX:EIneNmitxeAn}={x€X:EIn€Nmitx€UAj>
neN j=1
n
(;) {xeX:EIneNmiterBj}:{xeX:ElneNmitxeBn}=UBn.
j=1 neN [ |



11. Mengensysteme und Malle 215

11.13 Definition (a) Fiir & C P(X) sei 0 (&) die kleinste o-Algebra, die & (den ,, Erzeuger”)
enthiilt.

(b) Fiir & C 22(X) sei dyn(&) das kleinste Dynkin-System, das & enthiilt.

(¢) Sei (X,9) topologischer Raum, so heifst 0(J) die Borel-a-Algebrain X (zu ). A C X
heifit Borel-Menge, wenn A € 6(9).

Speziell fiir X = RY d €N, ist B9 = 0 (Jeuklidisch) die a-Algebra der Borel-Mengen in
RY. Wir setzen zudem B = B'.

11.14 Satz  Fiird € N gilt
B¢ = 5(5% = o(F?),

wobei
d
g4 = { X [ag.bal : —00 < ag < bg < 00 Vo € {1,...,d}},
a=1
n
g4 = {UQJ: Qies?vVjel,....n}ne N§,
j=1
Ring der endlichen Vereinigungen von Quadern aus % 4,
Beweis. Mittels Lemma 11.16 (Ubung). [ |

11.15 Bemerkung (a) An welcher Stelle (links- bzw. rechts) und ob die Intervalle in der Defi-
nition von .#4 iberhaupt offen sind, ist fiir die Aussage von Satz 11.14 irrelevant.

(b) Sei (X,9") topologischer Raum. Dann gilt (siche Ubung):

0(9) = o(abgeschlossene Mengen) T o (Kompakta).

falls X sogar o-kompakter Hausdorff-Raum

11.16 Lemma Sei U C R¥ offen. Dann ist U eine abzdhlbare Vereinigung abgeschlossener

d
Quader X [aq,by], wobei —00 < ay < by < oo fiira € {1,...,d}, mit disjunktem Innerem.
a=1

Beweis. 1dee: approximiere die offene Menge U C R4 immer feiner von innen mit abgeschlossenen
Quadern. Zunichst fiir alle n € N Uberdeckung von

R = U ;" (*)
kezd
d
mit Q" = X |4, 545 | k € 29 (siehe Skizze). Fiirn e Nsei Up:= U 0f =
o=

kezd: 0" cu
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per def. von Up,,

‘ U'=UU,CcU ().
o ,,L,,,j,,,,l,,,Q(n) ol neN
| ! ! k 2n Andererseits, sei nun x € U beliebig fest. Da U
1 1 1 1 # offetn = 3r > 0: B,(x) C U. Aus (x) fiir ein
LR apeNmiva e <7 —
o Jor o ko€ Z¢ :x € Q0 C B,(x) C U

0 C Upy = x € Upy CU’

| | : : x€U bel. (%)
| | | | - UcCcU = U=U"

Wegen U, C Up4 fiir alle n € N ist bislang jeder Punkt von U mit unendlich vielen Quadern
iiberdeckt worden. Zum Schluss noch durch Weglassen nicht benétigter Quader sicherstellen, dass
deren Inneres paarweise disjunkt: U = \_J U, mit U; := U; und

neN
U, = W Q](cn) firn € N\ {1}.
keZd:Q,((”)gU
Q]((n)gUn—l [ |

Die Niitzlichkeit von Dynkin-Systemen beruht auf dem folgenden Satz.

11.17 Satz  Sei & C P(X) n-stabil. Dann gilt
0 (&) = dyn(&).

Beweis. Die Inklusion (&) 2 dyn(&) ist klar, da 6(&) 2 & selbst ein Dynkin-System ist.

Fiir die Inklusion (&) C dyn(&) zeigen wir, dass dyn(&) m-stabil ist. Denn dann folgt aus Satz
11.11(e), dass dyn(&) 2 & eine o-Algebra ist, und somit die Behauptung.

Zum Beweis der Schnittstabilitit setze fiir X’ € dyn(&)

Px ' ={ACX: An X edyn(8)}.

Beh.: 9y’ ist Dynkin-System.
Bew.: (1) X € Dx.
(ii) Dx ist \>-stabil: seien A, B € Iy mit B C A —>
, , , AnX’edyn(&),BnX’edyn(€),BNX'CANX’

(A\B)n X' =AnX)\(BnX) € dyn(&)
(iii) Dy ist Weo-stabil: sei (A,)nen C Dy paarweise disjunkt. Also istn.V. (4, N X )yen C dyn(&)
paarweise disjunkt und damit

(u A,,) A X' =\J(An A X') € dyn(&),
neN neN

also wpen A, € Px/. Die Behauptung ist bewiesen.
Nun sei B € & beliebig fix. Weil & n-stabil — & € 95 — dyn(§) C dyn(2p) = Zp,
das heif3t fiir alle A € dyn(&) gilt An B € dyn(6§) — B € 24.Da B € & bel. —

EC Py = dyn(&) C dyn(Z4) = D4.
Insbesondere fiir A, C € dyn(&) gilt A n C € dyn(&), also ist dyn(&) n-stabil. |
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11.18 Definition Seien A € 2(X), (Ap)nen C P(X).

o (Ay)nen ist eine monoton wachsende Folge :<— VYn e N: A, C A, 11
Notation: A, 7 A, wobei A .= \U Aj.
neN
o (Ap)nen ist eine monoton fallende Folge :<— Vn € N: A, D A, 41
Notation: Ay, A, wobei A := M\ Ay.

neN

o U C P(X) heifit monotone Klasse

hsend \J A, € M

] . wachsenden . neN

i< Fiir alle monoton { fallenden } Folgen (An)nen C A gilt A A, € M
neN

o Sei & C P(X). Wir nennen mon(&) die kleinste monotone Klasse, die & enthiilt.

11.19 Satz  Sei of eine Algebra. Dann gilt

mon(«f) = o().

Beweis. Ubung. |

11.3 Inhalte und Mafle

11.20 Definition Sei & ein Ring von Mengen.

o iR — [0,00] heifst Inhalt, wenn

(i) u(@) =0.
(ii) Additivitit. Vn e NVA; € &, j € {1,....n},mit AinA =@ Vj #ke{l,....n}
gilt

n
n
M( U Aj) = > u(4)).
j=1 .
j=1
o . ist stetiger Inhalt (oder Primaf}), wenn [ Inhalt ist und die iiber (i) hinausgehende
o -Additivitdt gilt
(i) YAjeZ,jeNmit \JAj €R und AjnAr =2Vj#keN:
JjeN
M( U Aj) =Y u(4)).
JEN ;
JEeN

o Fulls R sogar eine o-Algebra ist und [u ein stetiger Inhalt, so heifst u Maf3 auf R.
In diesem Fall ist die Bedingung \_J A; € Z in (iii) stets erfiillt.
JjeN
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11.21 Konvention Abweichend von den bisherigen Rechenregeln in R := R U {Zo00} (siehe
Zusatz zu Definition 3.6) sei nun

0-(£o00) := Fo00-0:=0.
Die Ausdriicke

0 oo +o0

A N

sind aber weiterhin nicht definiert!

11.22 Definition Sei o € P(X) und m : of — R eine Abbildung. Dann heifst m
e endlich :<—= |m(A)| < oo fiiralle A € .

e og-endlich :<—= 3T Folge (Xp)ren C A mit X = \U Xy und Vk € N: |m(Xy)| < oo.
keN

e normiert :<—> X € of und m(X) = 1.

o Wahrscheinlichkeitsmaf} :<—> of ist 0-Algebra und m normiertes Maj3.

11.23 Beispiel (a) Sei X abzidhlbar und & = (X)) (also o-Algebra!). Sei u(A4) = |A| :=
#{x € X:x € A} fiir alle A € of. Dieses MaB heift ZdihlmaB (Details Ubung).

(b) Sei of C P(X) eine o-Algebra, x € X und {x} € «. Sei

1 ,fallsxe A

A) = .
HA =00 fallsx ¢ A
Dieses MaB heifit das in x konzentrierte Dirac-MaB &, (oder Einheitsmasse in x).

(¢) Sei & der Ring der endlichen Vereinigungen halb-offener Intervalle [a, b[ in R, siehe Bei-
spiel 11.10 (e) oder Satz 11.14. Sei G : R — R isoton und linksseitig stetig. Die Zuordnung

[a,b] — G(b)—G(a),

fiira, b € R,a < b, induziert einen stetigen Inhalt ug auf & (Ubung).
Speziell A := puiq, das heibt A([a,b]) = b — a, heiit das (1-dimensionale) Lebesgue-
Primab.

11.24 Satz  Sei y ein Inhalt auf dem Ring #, A, B € R und (An)nen C &. Dann gilt
(a) 1(A U B) + u(A ~ B) = u(A) + u(B).
(b) Monotonie. A C B — u(A) < u(B).

(c) Subtraktivitit. A C B und u(A) < oo = u(B\ A) = u(B) — u(A).
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n n
(d) Sub-Additivitit. M(UIAJ-) <Y u4;)) V¥neN.
J= -
Jj=1

(e) Super-o-Additivitit. Falls A, " Ay = @ Vn #m eNund \J A, € R

neN

= (Y An) = Y ).

neN

Beweis. (b), (¢) folgen direktaus B = (B\ A)w A = u(B) = u(B\ A) + n(A).
(a) Es gelten die Implikationen

AUB=AuB\A) = u(AuUB)=pu(A) + B\ A),
B=(AnB)w(B\A) = wu(B) = u(An B)+ u(B\ A).

Damit folgt die Behauptung durch Auflosen der 2. Gleichung nach w(B \ A), falls
w(A N B) < oo. Falls (A n B) = oo, somit u(A) = oo, ist die Behauptung trivial.

(d) Lemma 11.12 = 3By,..., B, € &, paarweise disjunkt, mit

n n
\U A4; =\ Bj und B, C Aj firalle j € {l,...,n}

j=1 Jj=1
= u(j\ijl Aj) = u(]\:Jl Bj) = Xn: L (Bj) -
T i

(e) Sei A= \U A, (€ Zn.V.). Firalle N € N gilt
neN

N N
> ndn) = p(\JAj) 5 ) = Y uldn) < w4,
n=1 B

—— Nooo I
CA existiert in [0,00] u

Zur Charakterisierung der Stetigkeit von Inhalten hilft der néchste Satz.

11.25 Satz  Sei X ein Ring und p ein Inhalt auf X. Betrachte folgende Aussagen
(1) w ist stetiger Inhalt.

(ii) Stetigkeit von unten. Fiir alle monoton wachsenden Folgen (Ap)nen C # mit \J Ap, € R
neN

gilt
lim p(An) = u( U An).
n—0oo neN

(iii) Stetigkeit von oben. Fiir alle monoton fallenden Folgen (Ap)nen C R mit (M A, € R und
neN

dng € N mit (An,) < oo gilt

Jim p1(An) = (O An).

neN
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(iv) Stetigkeit in @. Fiir alle monoton fallenden Folgen (Ay)nen C R mit (M Ay, = O und
neN

dno € N mit p(Ap,) < oo gilt
lim pu(A,) =0.
n—oo

(v) Fiir alle monoton fallenden Folgen (Ap)nen C R mit (M Ay € X und Inyg € N mit
neN

W(Ap,) < ooundIe >0, sodass u(An) = ¢ fiirallen € N, gilt

M Ap # 3.

neN
Dann bestehen die Implikationen
(1) < (i) = (ii) <= (iv) < (V).

Ist p endlich, so gilt auch (iii)) = (ii).

11.26 Bemerkung Die Bedingung ,3n¢ € N mit u(A4,,) < 0o in (iii) — (v) von Satz 11.25 ist
wesentlich! Betrachte hierzu das Zdhlmal u auf 22(N), vgl. Beispiel 11.23 (a), und die Folge von
Mengen A, = {n,n + 1,...} fir n € N. Es gilt somit A, 2 Ap4+; und u(A4,) = oo Vn € N,

jedoch auch M\ 4, = @.
neN

Beweis von Satz 11.25. (i) = (i))*: Sei (An)nen C 2 monoton wachsende Folge. Lemma 11.12
= 3 paarweise disjunkte Folge (By)nen C &, By, N By, = @ furallen # m € N, mit

V.
monwachs. 4 wVpeN und \JB,=\UA, € Z.

neN neN

n n
B =S4

j=1 j=

n

Nach Voraussetzung gilt (u 4,) = B,) = lim B)) = lim w(A,).

gailtu( \J n) ENM( n) HOOJ_;M( j) ITherooM( n)
M Inhalt

»(i1)) == (1) Sei (Bj)jen C 2 Folge paarweise disjunkter Mengen mit B := \J B; € %. Setze
JjeN

n
Ay = \U Bj € Z fiir alle n € N. Damit folgt
j=1

n
n.V. . ( Inhalt .
A 7 BeR = p(B)= lim u(An) "= lim > u(Bj) =) u(B)),
=1 JeN

also ist yu o-additiv.

L) = (i) Sei Ay N A = MpeNn Ap € Zmito.E. u(A41) < oo.Da A, C A firallen € N,
folgt aus der Subtraktivitit, Satz 11.24 (¢), dass u(A; \ An) = (A1) — u(Ay) fiir alle n € N.
Gleiches gilt mit A anstelle von A,. Da (A1 \ 4n) 7 (A1 \ A) € Z, folgt n.V.

Jim (A \ Ap) = p(Ar\ A4) .

w(A)—u(An)  w(A1)—p(4)

Wegen (A1) < oo ergibt sich daraus die Behauptung.
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H(1ll) <= (@v)*“: ,,—“istklar, ,,<="folgt mit A := M\,en An € X aus
Ap N A€ = (A \ A) \ @.

———
ER

L) = (v)*: Sei Ay N A = MpenAp € Zund u(Ap,) < oo fiirein ng € Nund pu(4,) = ¢
fiir alle n € N. Dann folgt
w(A) = lim u(d,) =&e>0 = A#a.
T n—o0

—_—
n.V. >e

=

(V) = (iv)*“: Sei A, N @ und p(Ap,) < oo fiir ein ng € N. Annahme: ILm w(Ay) = 0 sei
n o0

falsch. Da (/,L(An)) monoton fallend ist, 3¢ > 0, sodass u(A,) = efirallen eN —

neN T
n.V.
A= M A, # . Widerspruch zu 4,, \ @.

neN

(V) = (i1)*: Seinun zusitzlich u endlich. Sei 4, /* A := \Unpen An € Z — (A\A4p) \ O.
Da pu endlich ist, gilt n.V.

0= lim pu(A\ Ap) im (1(A4) = p(An)).

T
Satz 11.24(c)

Erneut weil p endlich ist, folgt hieraus die Behauptung. |
Satz 11.25 liefert ein handliches Stetigkeitskriterium fiir Anwendungen.
11.27 Satz (Approximation mit Kompakta) Sei X ein Hausdorff-Raum und |1 ein endlicher Inhalt
auf einem Ring Z C P(X). Falls es fiir alle A € R und fiir alle ¢ > 0 ein Kompaktum K C X

und ein B € % mit
BCKCA und pu(A\B)<e

gibt, dann ist yu stetiger Inhalt.

Beweis. Wir verifizieren das Kriterium (v) in Satz 11.25. Seie > OQundsei 4, N\ A= M A, € X

neN
mit u(A,) = ¢ fiir alle n € N. Nach Voraussetzung existiert zu jedem A,, n € N, ein K;; C X

kompaktund B, € #Z mit B, C K, € A, und (A, \ By) < 2~ @+ Ve Esgilt B, = A, \ (4, \ By)
fiir alle n» € N und deshalb

éB,,:(éA,,)\( n(:/l(A,,\Bn) ) fiir alle N € N.

N —
=:5 =T

Esfolgtmit S\ T =S\ (S~T)

N N N £ g
w(NB) 2 w(NA) = w(U\B)) ze-S=250
n=1 0 n=1 n=1 4 2 2
Subtraktivitit, —— n.V.
Monotonie AN N
Satz 11.24(c), (b)
atz c Z A, \ B )< £

t &
Sub-Additivitit 11.24@) "=1 ___ i) <g2—(+1)
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und daraus N N
D# (B, C MK, firalle N eN.
n=1 n=1

Mit der endlichen Durchschnittseigenschaft kompakter Mengen (Ubung) folgt

@# M Ky C A4,

neN —~
cA,

das heif3t, Kriterium (v) ist erfiillt. |

11.28 Satz (Eindeutigkeitssatz fiir MaBe) Sei & n-stabiler Erzeuger einer 0-Algebra of C P (X)
und es gibt eine Folge (Xp)nen C & mit X, /' X. Seien |11, uo Mafe auf of mit

(1) w1(E) = ua(E) fiiralle E € 8,
(2) u1(Xn) < oo fiirallen € N.

Dann gilt w1 = wo, das heifst 11(A) = uz(A) fiiralle A € o.

Beweis. Wihle E € & mit u1(E) = pu(E) < oo (gibt es nach Voraussetzung). Dann gilt fiir alle
A€o, dass 1 (AN E) <oound uz(A n E) < o0o. Setze

g ={Acsdd: pi(AnE)=pu(AnE)} % 8.
& N-stabil
Beh.: ZF ist Dynkin-System.
e X € 9f.
o \>-stabil: fiir Ay, A2 € P mit Ap € A; folgt E N (A1 \ 4A2) = (E n A1) \ (E N Az), also

pi(E N (A1 \ Ay)) n ui1(E N Ay) — p1(E n A) T pu2(E N Ar) — pa(E n A3)

Subtraktivitit Satz 11.24 (c), A1,A>€9E
da ENA>CENA;

\:
= p2(E n (A1 \ A)).

o weo-stabil: fiir (A, )nen C D paarweise disjunkt folgt £ n ( \'JN A,,) = uN(E N Ay), also
ne ne

m(Em(UAn)) = Y m(End = Mz(Eﬂ(UAn))-
neN T HGNM T neN
w1 MaB 1 (Endy) 12 Maf

A, EDE
Somit ist die Behauptung gezeigt. Diese liefert

9 2 dyn(é) ? 0(8) =

enthilt & Satz 11.17, da & n-stabil
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und deshalb
U1(ANE)=u(AnE) YVAeo VE €& mit ui1(E) = pu2(E) < oo. (%)

Gemil Lemma 11.12 existiert eine paarweise disjunkte Folge (Yy)nen C & mit \UJ X, = U 1y
neN neN

und Y, C X, fiir alle n € N. Somit folgt

wi(AnYy) ? u1(AnY, nXy) T U2 (A Yy N Xyp) ? Ur(AnY,) VYAeof VneN. (xx)
Y, C X, (%) mit E=X, Y CX,

Da A = \U (A n'Yy), liefert die o-Additivitit

neN

i) =Y w(AnY,) = Y pa(AnY,) =pux(4) VAed.
neN (*T*) neN H

11.4 Fortsetzungssatz von Carathéodory

Ziel: Setze stetigen Inhalt auf einem Ring zu einem Maf auf einer o-Algebra fort.

Dazu benétigen wir allerdings noch weitere Hilfsgrof3en.

11.29 Definition FEine Abbildung m : 2(X) — [0, 0o heifit duferes Maf3 (auf X ), falls es die
Eigenschaften

(1) m(@) =0.
(2) Monotonie. A C B C X — m(A) < m(B).

(3) Sub-o-Additivitit. (Ay)gen C P(X) = m( k\EJN Ak) <> m(Ap).
keN

11.30 Lemma Sei u ein Inhalt auf Ring Z C ZP(X) und fiir beliebiges A C X setze

U(A) = {(Annen € R A S\ Ay},

neN
das ,,Mengensystem der abzihlbaren Uberdeckungen von A aus R, dann heift das dufsere Maf3
2(X) — [0,09]
w inf 3 wu(Ay) ., falls%(A) # @,

A — (An)n€u(A) peN
o0 , falls % (A) = @.

das von w induzierte dufiere Map. Es gilt u* (A) < u(A) fiir alle A € XR.
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Beweis. (1) Fir A € R ist (A,2,9,...) € %4(A) = pu*(A) < u(A). Insbesondere folgt
0<Spu* @) <@ =0 = u* (@) =0.

(2) ACB = u(B) CU(A) = p*(4) < pu*(B).

(3) Sei (Ag)r C 22(X) mit (ohne Einschrinkung) u* (Ax) < oo fiir alle k € N (andernfalls ist die
Behauptung klar, da co < 00), also % (Ay) # @ fiir alle k € N. Daraus folgt, dass es fiir alle

k € N und fiir alle & > 0 eine Folge (B,(,k))neN € U(Ay) gibt, so dass

* &
> n(B) < W () +

neN

Sei A : N x N — N eine Bijektion (Abzihlung von N x N), sei Cy ey = B V(k.n) €
NxN = (Cren € %( U 4k) =
keN

L
M*( U Ak) < lim Z_ZIM(CI) <Y Y wBIY <Y prA) +e Y 2ik .

keN keNneN keN keN
N——
=Y ¥ 1a..:(Akn) w(B) =1
keNneN
<1
Da ¢ > 0 beliebig, folgt die Sub-o-Additivitét. |

11.31 Definition Sei u* ein dufSeres Maf3 auf X . Setze

o =4S X: p(Q) 2 p*(Q A A) + p*(Q\ A) fiiralle O € X
stets gilt < naﬁl Def. 11.29 (3)

=4S X: 0" (Q) = (0 A A) + 1*(Q \ 4) fiiralle Q € X},

das System der u*-messbaren Mengen in X.

11.32 Satz (Carathéodory, 1914) Sei u* ein dufseres Mafs auf X .
(@) Dann ist 4> eine o-Algebra in X und die Restriktion p* } g+ ein Map.
(b) Ist u* zudem von einem Inhalt |1 auf einem Ring % in X induziert, so gilt 6 (R) C A™*.
(c) Ist der Inhalt u aus (b) sogar stetig, so gilt u* ‘ @ = M

(d) Ist der stetige Inhalt | aus (c) sogar o-endlich auf R, dann ist v ‘= u*‘a(%) das einzige
Maf3 auf o (R) mit v‘% = U
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11.33 Bemerkung (a) Teil (c) des Satzes besagt, dass ein stetiger Inhalt p fortsetzbar ist von
2 zu einem Mab auf 0 (2£), ja sogar zu einem auf der o-Algebra «/*. Die MafBfortsetzung
/,L*| 4~ heiBit Carathéodory-Erweiterung von p. Ohne Voraussetzung der Stetigkeit von
n wie in (b) sind diese MaBie im allgemeinen keine Fortsetzungen von u, da dann nach
Lemma 11.30 nur u*(A) < pn(A) fir A € £ gilt.

(b) Unter den Voraussetzungen von (d) ist auch v 1= p* } o+ das einzige MaR auf «/* mit v | 2=
W, siehe die spiteren Sétze 11.35 und 11.36.

(c) Veranschaulichung der Aussagen des Satzes von Carathéodory.

induziert
(d) eindeutig, falls j
(c), falls  stetig, o-endlich (a)
Al L stetig
MaB duBeres Maf
— — * — *
() W g W
falls
/L*
induziert
s < o (%) - o* c P(X)

Beweis von Satz 11.32.

(a) (i) Zeige: o™ ist n-stabiles Dynkin System [<=> «/* ¢-Algebra nach Satz 11.11(e)]
Dazu
Hilfsbehauptung: o/ * ist Algebra.

e X € /™ gilt bereits aus der Definition.
o bstabi: 0 "nA=Q0\A"und Q\A=0n A" —

Aed* < A'eo*.

e U-stabil: seien A, B € «¢*, dann folgt fiir alle Q € Z(X)

p0) = u (0N B)+u*(0\B) (1)
und somit fiir alle Q € 2(X)
p(Q) = B (Q N A) + pr(Q\ A4)
pTL*(QmAnB)Jru*((QnA)\B) LTL*((Q\A)mB)Jru*((Q\A)\B)
Hmitd =0 n4A Hmitd =0\ 4
=u(QnAnB)+p (QnAnBY) +p*(Qn A ~B)
+u*(Q n A"~ BY). (2)

Nun folgt aus (2) mit der Ersetzung von Q durch O n (A v B)

QN (AUB)=p (QNANB)+p* (QNANB")+p*(Q A N B). (3)
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(3) in (2) eingesetzt liefert dann

1 (Q) = (@ A (AU B) + 1" (Q (AU BY).

N ———— —

O\(AuB)

Somit folgt A u B € o/* und die Hilfsbehauptung gezeigt.
Behauptung: o/ * ist n-stabiles Dynkin-System.

e -, \>-Stabilitit ist klar, da o/ * wie eben gezeigt eine Algebra ist (siehe 11.9).

e Fiir woo-Stabilitit sei (A,)pen C </ * paarweise disjunkt und A = \UJ A,. Die
neN
disjunkten Mengen A = A, B = A, eingesetzt in Gleichung (3) liefern

p(Q N (A1 v Az)) = u*(Q N Ay) + pn*(Q N Az)

fur alle Q € 2(X).
Durch Induktion folgt fiir alle n € Nund Q € 22(X)

w(on \ 45) =];M*(Q A 4)).

=:B,
Schon gezeigt: o/ * ist Algebra = B, € o/*

— w*(Q) =u*(Q N By)+ 1 (0 \ By)

20\4
> Y QA+t QA
11.29(2) /=1
Monotonie
= N0) 2 Y 1 (Q A An) + 1t (Q )\ A) “)
neN

> (@A an) +pt 0\ 4).
0 neN
Def. 11.29(3)
Also u*(Q) = u*(Q nA) + u*(Q \ A) firalle Q € 2(X),d.h. A € o4*.
(i) u* ist MaB auf o/ *.
. “*sz* = 0 und u* (@) = Oist klar, da u* ein duBeres MaB ist.
e Fiir die o-Additivitit sei (4,), C «/* paarweise disjunkt und 4 := \\J A,. Dann
neN
folgtaus (4) mit Q = A
*(A) = *(An A
pHA) 2D it (An An)

eN
n A,

und mit u* sub-o-additiv die Behauptung.
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(b) Zeige Z C of*. Denn daraus folgt 0 () C «/*, weil «/* eine o-Algebra ist.

Dazu seien A € Z, Q € P(X) beliebig. Ohne Einschriankung sei u*(Q) < oo (sonst ist
die Bedingung in Definition 11.31 trivial erfiillt), also Z(Q) # @. Sei (An)n € %(Q) eine
beliebige Folge, dann ist A, " A € Zund A, \ A € Z disjunkt fiir alle n € N. Da pu ein
additiver Inhalt, folgt fiir alle n € N

w(An) = w(Ap N A) + pn(A4n \ A)

und durch Aufsummierung

Y uAn) =D (A n A+ pu(An \ A).

neN neN neN

Da (A, N A), € %(Q ~ A)und (4, \ A), € %(Q \ A), folgt
wiQ) = inf ® Z 11(An)

inf W(An N p(An \ A)
(An)ne%(Q)Z T it (Q)Z 8

= p(Q nA)+u*(0\ A),
also 4 € of™*.

(c) Zeige fiiralle A € Z: u*(A) = u(A). Denn daraus folgt mit Lemma 11.30 u*(A4) = w(A).

Dazu sei (An)n € %(A), das heift A € \U 4,, —> (O(A,- A A)) A A. Aus der
j=1

neN
Stetigkeit von unten folgt nun

pd) = Jim p(\JArnA) s lim >ty A ) < Y A

n—>o0 \——\~ N
Subadditivitiit j= <u(4; n
Satz 11.24(d) " (()toni)e
Daraus folgt
A) < i Ap) = A 5
pA < | in %(A)Zu( n) = 1 (4). 5)
(d) Folgt aus dem Eindeutigkeitssatz 11.28, denn
e Z ist ein N-stabiler Erzeuger von o (£).
e /i ist o-endlich auf Z. |

11.34 Definition Sei o C 22(X) eine o-Algebra und p ein Maf; auf <f. In diesem Fall nennen
wir

(X, of) Messraum (oder auch messbarer Raum).

(X, o, n) Mafraum. Falls 1(X) = 1, dann Wahrscheinlichkeitsraum.

o A C X messbar, falls A € .

A C X (u-)Nullmenge, falls A € o/ und u(A) = 0.
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o (X, o, 1) (oder nur ) vollstindig, falls fiir alle Nullmengen N C X und fiir alle A € N
gilt
A e o (und somit wegen Monotonie (A) = 0).

., Teilmengen von Nullmengen sind Nullmengen “.

11.35 Satz  Sei (X, <, 1) Mafiraum. Dann existiert genau ein kleinster, vollstindiger Maf$raum,
die Vervollstindigung (X, </, &) von (X, <, 1), mit o 2 <, ﬁ| 4 = M und [ vollstindig. Das
heift, fiir alle weiteren vollstindigen Mafrdume (X, o, ) mit o D of und ﬁ}d = u gilt

of Do und ﬁ‘g:ﬁ.

Beweis. Ubung. L

11.36 Satz  Sei u* ein duferes Maf3 auf X und <™ die o-Algebra der 1* -messbaren Mengen.
(a) Dann ist (X, A, 1 ‘d*) ist vollstindig.

(b) Sei zudem p* von einem stetigen, o-endlichen Inhalt . auf dem Ring & C P(X) induziert.
Dann gilt

(X.0(%), /'L*|a(92) ) = (X, ™ "] 1)

Beweis. Ubung. |

11.5 Lebesgue-(Borel-) MaB

11.37 Satz  Sei d € N. Dann 31 Maf; auf B2, das Lebesgue-Borel-Mafi A%, so dass ¥ Quader

d
0= X lag, byl € 29 mit —oo <ag <by <o, ax=1,...,d,gilt
a=
d
29(0) = [[ ba — aa).
a=1

Spezielle Notation: A := AL

Beweis. Hier nur fir d = 1. Fiir den Fall d > 2, siehe das Ende von Kapitel 14.2.
Ubung = 3; endlicher Inhalt y auf % mit

M([a,b[) =b—a

.. Satz 11.32(d)
fira,b € R,a < b. Zudem ist pu stetig (Ubung) aZ:> 3; MaB A auf 0(&) = 28 mit /\}9 =
[

.
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11.38 Definition Die Vervollstindigung des Lebesgue-Borel-Mafiraums (R9, 8%, )% ist der
Lebesgue-Mafraum (RY, 24, 14). Dabei heifft % die o-Algebra der Lebesgue-messbaren Men-
gen im R? und A9 das d-dimensionales Lebesgue-Map. Gemif3 Ubung gilt

@:{Buﬁng:Be@d, aNe@dmimd(N)zoundf\?gN}.

11.39 Lemma Sei B € 8% und x € R, dann folgt
x+B:={x+beR%: beB}ecn

Beweis. Aus Q € .4 folgt x + O € .#%. Da B¢ = o(#9) aus Mengen in .99 konstruiert wird,
folgt hieraus die Behauptung. |

11.40 Bemerkung Satz 11.37 und Lemma 11.39 gelten analog fiir 4 und A4,

Das Lebesgue-Borel-Mal} (bzw. Lebesgue-MalB) ist das einzige translationsinvariante und normierte
MaB auf B¢ (bzw. 29), denn es gilt der folgende Satz. In dessen Formulierung sichert Lemma 11.39
die Wohldefiniertheit des Begriffs der Translationsinvarianz.

11.41 Satz  Sei ju ein Maf auf 2. Dann sind dquivalent
(i) =29
(ii) p ist translationsinvariant, das heit, n(B) = u(x+ B) VB € %9 Vx € R?, und normiert,
das heift, 11([0,1[¢) = 1, wobei [0, 1[¢ = f<1 [0, 1[.
a=

Zusatz: Die Aussage des Satzes gilt analog fiir B4 und A4,

B4 - [0, 00]

Beweis. (i) = (ii)*“: A9 ist normiert. Fixiere x € R¥. Fiir das MaB v, : B o 2d x + B)

gilt

d d d
Vx( X [aa’b(x[) :)‘d(X‘F X [aa’b(x[) = H(b(x+x_aa_x)-
a=1

=1 a=1

=by—aqy

Mit Satz 11.37 folgt hieraus v, = A4, also ist A4 translationsinvariant.
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»(11) = (1)*: 1. Schritt. Es gilt

d 41 J
,u( X1[O’ED=HE V(ny,...,ng) € N4,

o=

denn sei & = {k € Ng tkq < ng Yo = 1,...d} und x = (ki/n1,...,kq/ng) fur
k € A&, so folgt (siehe Skizze)

0,1 =\ (xk+ >d< [0%[)

kex a=1
x2
1
~ | = (1 12)
na N /n
X1
1 1
ni
und
d d 1
bs u(0.17%) = u(xk—i— X [o,n—[)
Normierung additiv K€L =1 o
= (H”a) ( X [0,—[).
) a=1 =1 Mo

translationsinvariant

2. Schritt. Es gilt
d d
:U«(X [qua[): l_[CIa V(ql,...,qd)e@i.
a=1 a=1

Dies ist wahr, denn fiir g, = 5—3 mit po € No,n, € N, folgt die Behauptung mittels
Zerlegung und der Translationsinvarianz von p wie im 1. Schritt.

3. Schritt. Es gilt

d d
M(x [0, by [) [[p«  Y(br1.....b0) € (R
a=1 a=1

=:Q

Dies ist wahr, denn Vo = 1,...,d gibt es eine Folge (qé”))neN C Q3, so dass qén) Ve
by =

0 = ><[0q(")[ 2 Q.
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Somit implizieren die Stetigkeit von unten und der 2. Schritt
d
w(©@) = lim p(Q") = [ ba.
n—>00
a=1
1 42
a=1

4. Schritt. Es gilt
d d
u( X [aa,ba[) =[] (b — aa)
a=1 a=1

=:0

o1
d
V—00 <ayq < by <oo,a=1,...,d.Diesfolgtaus Q = | : |+ X [0,by — aql.der
=1
oy *
Translationsinvarianz und dem 3. Schritt.

Die Implikation ,,(ii) = (i)* folgt nun aus dem 4. Schritt und Satz 11.37.
Der Beweis des Zusatzes zum Satz verlduft analog unter Beachtung von Bemerkung 11.40. W

Eine Charakterisierung Lebesgue-messbarer Mengen durch eine Approximationseigenschaft des
Lebesgue-Borel-Maf3es gibt

1142 Satz Sei A C R4. Dann sind dquivalent
(i) A e .
(i) YVe> 03U C R4 offen AC C R4 abgeschlossen, so dass

e CCACU.
e M(U\C)<e

Die Implikation (i) == (ii) heif3t Regularitiit von \?.

Warnung! Aus (i) folgt im Allgemeinen nicht, dass A € %8¢.

Beweis. (i) = (ii)*: Seie > 0undsei A € 289,
(a) Wir nehmen zunéchst vereinfachend an, dass )t_d(A) < 00. Wegen

A4 = ()" (4) _ . )
Sat 1I36(b) L T113o (Fp)ncF: nZEN

atz . emma .

von A4 | _induz. ASUFy

duBeres Mall
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gibtes (In)neny C £9 mit A € \U I, und

neN

3" A% (1) < A9 (4) + %

neN

Zu I, existiert J,, € .9 mit I,, Jon und /\d(Jon) < )&d(ln) +

£
on+1°
Setze U := \U J,,dannist U D A offen und

neN

A4(U \ A) = 2U)-2d(4) < Y 24 —2d(A) <e. ()

Subtraktivitat neN

(b) Nun Verallgemeilern wir (1) auf beliebige A € 4.
Sein € N,also A ( A N [—n, n]d ) < 0. GemiB (a) existiert U, D A [—n,n]?
N ——— —
ez
offen mit o .
Ad (Uy \ (A A [-n,n]%)) < o
Damit ist U := \U U,, 2 A und

neN

MU\ A) <Y 29(Up\4) <. 2

neN

CUNAn[-n,n[?)

(c) Da A® € B9, existiert nach (b) V 2 A® offen mit )L_d(V \ A%) < &. Setze C =
Vt — C abgeschlossen, C € A und

2ANC) =2 (AAV) =24V \ 4% <. 3)

Insgesamt gilt: geméB (b) und (c) existieren U 2D A offen und C C A, die (2) und (3)
erfiillen, also -
AU\ C)=24(U\C) < 2e.

(U\A4) w(4\C)

(i) = (1) Ubung. |

Wir zeigen nun, dass auch tatsdchlich Mengen existieren, die nicht Lebesgue- (und somit auch nicht
Borel-) messbar sind.

1143 Satz  Fiiralle d € N ist 84 € ?(R?).

Beweis. Fiir x € R? definieren wir [x] := x + Q¢ C R<, also die Aquivalenzklasse von x bzgl. der
Aquivalenzrelation x ~ y :<= x —y € Q%. Demnach ist {[x]: x € R4} = R¢/Q¢. Fiir jede der

Klassen gilt

[x] ~ [0, 1[¢ # @.
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Fiir alle [x] € R?/Q wihlen wir genau ein Element vy € [x] N [0, l[d aus (mit Auswahlaxiom
moglich). Sei
Vo= {v[x] e[0,1[% : [x] € Rd/@d},

dann ist

RY=\U@w+Q)=\U Uflv+gi= \J @+V)

veV veV geqd geQd

Die Disjunktheit der letzten Vereinigung kann wie folgt erkannt werden (die der ersten gilt analog):
nehmen wir an, es giibe ¢ # ¢’ € Q% mit (¢ + V) n (¢’ + V) # @. Daraus wiirde folgen, dass es
auchv,v’ € V gibemitqg +v=¢'+v = vV —-v=¢g—¢' € Q,alsov # v/ und v € [V'], im
Widerspruch zur Definition von V. Kommen wir nun zum eigentlichen Widerspruch.
Angenommen: V € 284. Dann konnen wir folgern, dass

e zum einen

co=2RY) = Y a@g+V) .
o-Add. ¢€Q4 —
=14 (V)

Translationsinvarianz
und damit auch A9 (V) > 0 gelten muss,

e zum anderen jedoch

oo>)t_d([0,2[d)>)t_d< ) d(q+V)) T Z )L_d(q_|_[/) |
g€Qn[o0,1] .
clopd | AW geQinlolt g

und somit )t_d(V) = 0 gelten muss.

Widerspruch! |
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Integration beziiglich eines MabBes

12.1 Messbare Abbildungen

12.1 Definition Seien (X, of), (X', /') Messriume und f : X — X' eine Abbildung.
f heift (A-4'-) messbar < VA €' fT1A)e oA
= o(f)=fNL)={f1A): A e} .

o -Algebra nach Lemma 11.6 (a)

o (f) heifstvon f erzeugte o-Algebra und ist die kleinste o-Algebra auf X, bzgl. der f messbar.
o Speziell fiir (X', o) = (R, B) heifst f (of-) messbare Funktion.

o Speziell fiir (X', ') = (R, 0(%B U {{+00}} U {{—00}}) ) heifit f (of-) messbare,

=:38(R)
o Speziell fiir (X, o, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum heifst f (X'-wertige) Zufallsvariable.

numerische Funktion.!

12.2 Bemerkung Sei X eine Menge, J # & eine Indexmenge, seien (X;, of;) Messrdume und
Jfj : X — X; Abbildungen fiir alle j € J. Dann ist die von { fj }j s erzeugte o -Algebra auf X

otfjj €)=\ Jol)

die kleinste o-Algebra auf X, beziiglich der alle f;, j € J, messbar sind.

12.3 Beispiel Sei (X, of) Messraum, A € X und

X — R
14 : . 1 ,xed
. 0 ,x¢A

die Indikatorfunktion (oder auch charakteristische Funktion) von 4. Dann gilt

'Def.: Eine Basis der Standardtopologie I von R erhiilt man aus der Vereinigung einer Basis der euklidischen Topologie
von R mit den Mengen |n, co], [—oo, —n[, n € N. Damit gilt: (i) AB(R) = 0 (Jg) ist die Borel-o-Algebra auf R,
(i) (xg)ren C R konvergentin R <= (x)xen konvergent in R oder bestimmt divergent nach +oo.
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14 messbar <= A messbar, denno(ly) = {@, A, A*, X}.

e ACB = 14 < 1p.
° 1Ac =1- lA.
o 1 c=suply., 1 .= inf 1y4.,.
jéﬂAj jeg Aj jQ}A/ jes Aj
12.4 Satz (a) Seien (X, ), (X', ") Messriume und sei &' Erzeuger von &f'. Dann gilt
f:X > X' messbar <= f~1(&)C «.
(b) Seien (X,T), (X', T') topologische Riume und f : X — X'. Dann gilt
f stetig, = f Borel-messbar, das heipt,  o(T)-0(T"')-messbar.
(c) Fiir j = 1,2,3 seien (X;, o) Messrdume und f1: X1 — X2, f2: Xo — X3 messbare

Abbildungen. Dann gilt
fao fi: X1 — X3 ist messbar.

Beweis.  (a),,=* klar.
<= Betrachte o := {4 e 2(X'): f71(A') € o}, das groBte Mengensystem in X”, so dass
f of-of-messbar ist. Es gilt
() /28 V)
(2) o isto-Algebrain X/, denn () fT'(X)=Xeod = X' e
(i) VAed : fTUAY = (T AD) ) ed = A ecd

et
(i) Y(Anen C o : fTH U Ap) = U fTlAn)ed = U A, ed.
neN neN neN
€of
o isto-Alg.  ~
(Hund (?) =— A D0(&) = — [ istof-of'-messbar.

(b) folgt aus (a), denn n.V. gilt f~1(T') C T.

(c) Klar,da VA3 € o3 : (f20 f1) ' (43) = f7 (S5 1(43)) € .

Eafn [ |

12.5 Lemma Sei (X, /) Messraum. Dann sind dquivalent
1) f: X — Rist messbar
(i) VaeR:{f <a}={xeX: f(x)<a}= f~Y(]—o00,a]) € «.
(iii)) Va e R:{f <a} e o.

(iv) VaeR:{f =a} e .
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(v) VaeR:H{f >a} e d.

(vi) 3D C RdichtmitVa € D:{f <a} e .
(vil) 3D C R dicht mitVa € D:{f <a} e .
(viii) 3D C R dicht mitVa € D:{f > a} € o.
(ix) 3D C Rdicht mitVa € D:{f > a} € .
x) YU CRoffen:{f elU} € .

(xi) YC C R abgeschlossen :{f € C} € .
xil) Ya,b e R,a<b:{a< f <b}ed.

Analog auch mit R statt R.

Beweis. Folgt aus Satz 12.4(a), da alles Erzeuger von 28 sind, siehe auch Ubung. |

12.6 Satz  Sei (X, of) Messraum, f, fn,g : X — R alle messbar fiir n € N. Dann gilt

@ {f <gh{f <ghif =gh{f #gled
(b) Fiirc € IRsindcf,f:l:g,fg,f/T\g,f\T/g,|f|sindmessbar.

min max

(¢) sup fyn, inf f,,limsup f,,liminf £, sind messbar.
neN ~ neN n—>00 n—>00

(d) Falls fiir alle x € X lim f,(x) existiert (punktweise), dann ist lim f, messbar.
n—->oo n—00

Analog mit R statt R. Jedoch muss dann zusiitzlich noch f + g wohldefiniert gefordert werden
(das heifit kein Ausdruck von oo — oo darf entstehen).

Beweis.  (a) Folgt mit Lemma 12.5 aus

{(f<gt=\U{f<g}nlg<g}).

qe
{f<g={g<f
(f=g={f<gnlf =g}
{(f#g={f=g"

. R —- R _ Satz 12.4(b)
(b) f:X — Ristmessbarund y : e ey stetig —=  messbar. Aus Satz 12.4(c) folgt
dann auch y o f = c¢f messbar. Analog fiir | f].

Rest ist Ubung.

() o { sup fn < a> = (M\{ fn < a} ist messbar, daraus folgt die Behauptung mit Lemma 12.5.
neN

neN
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° 1nf fn = — sup(— f») messbar nach obigem und (b).

neN

e limsup f, = hm sup fm = inf sup f, bzw. liminf f, = sup inf f,,
N> 00 —00 ;> +  neNp>p n—00 neNm=n
antitone Folge

— Behauptung aus der Messbarkeit von inf und sup.

(d) hm fn =limsup f, = 11m1nf n. |

n—-oo

Eine zentrale Rolle in der Integrationstheorie spielen Treppenfunktionen.

12.7 Definition Sei (X, of) Messraum und f : X — R eine Abbildung.

N
fist Treppenfunktion :<— AN e N3A,,..., Ay € & Jay,...,ay € R: f = Zan 14,

n=1

Diese sind stets messbar, da sie eine endliche Linearkombination von messbaren Indikatorfunktio-
nen sind.

12.8 Satz  Sei (X, of) Messraum und f : X — R. Dann gilt

3 Folge (fn)nen von Treppenfunktionen X — R mit
i st = f = lim f, (punktweise).
n—->oo
Falls f messbar und f = 0, kann (fy)nen sogar isoton gewdhlt werden und es gilt f, 7 f.
Falls f messbar und beschrinkt ist, kann ( fy)nen S0 gewdhlt werden, dass die Konvergenz sogar
gleichmapfig ist.

Beweis. ,,<=* Satz 12.6(d), da Treppenfunktionen messbar sind.

»= Sei fi = max{£ f,0} = 0 der Positiv- bzw. Negativteil von f, so ist f messbar nach Satz
12.6(b) und f = f4 — f—. Ohne Einschrinkung geniigt es f = 0 zu betrachten, denn aus

fE A fyfolgt £ — £ 2255 £, — £ (Diff. wohldef., da { fy = oo}~ {f_ = oo} =
Sei also f = 0. Definiere fiir n € N und f(x)
kelo,... ,n2" —1}
k k+1
k._
A, = 2—n < f< o o
und
Ay ={f=nled,
sowie
2n—1 k
fo=nlge+ Y o Lag -

k=0
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Fiir die Treppenfunktionen f;, gilt

¢« 0< f, < fot1 < f Vn e N.
A i)
da Unterteilung {Aﬁ-i-l e Klar

eine Verfeinerung von {A’,;}k
e Vxe X: lim f,(x)= f(x), denn
n—->oo
I.Fall: f(x) =00 = x e A°firallen e N — lim Jn(x) = oo.
n—oo

— —

=n

2.Fall: f(x) <oo = dnpeN: f(x) <ng = Vn =ny Ik, mitxeAﬁ" ==

Va0 ()= )] < 5 )

Falls f beschrinkt ist, tritt nur der 2. Fall auf mit einem von x unabhéngigen n¢

(*)
:*> gleichmiBige Konvergenz. |

12.2 Integral von Elementarfunktionen

12.9 Definition Sei (X, of) ein Messraum.

(a) Die Menge E = {f X —> R: f=0ist Treppenfunktion} heifit der Raum der Elemen-
tarfunktionen.

(b) Sei f € E, so heif}t

n
f=> «a 14, Normaldarstellung <— «j=0Vj =1,...,nund
j=1
{A1,..., Ay} C o paarweise disjunkt

12.10 Bemerkung (a) Die Normaldarstellung ist nicht eindeutig.
(b) Fir ,ge E,aeRxg = af, f+8. f Vg fAgeEE.
Im Folgenden liege immer ein MaBraum (X, «/, i) zugrunde.
n
12.11 Definition (Integral von Elementarfunktionen) Sei E > f = ) a;ly, in Normaldarstel-

=1
lung. In diesem Fall heifst

/ £ (o) =3 aju(4y)
X j=1

das (p)-Integral von f iiber X .
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12.12 Bemerkung (a) Der Name der Integrationsvariablen ist beliebig.

(b) Wegen des nidchsten Lemmas 12.13 ist das Integral wohldefiniert, da unabhiingig von der
Wahl der Normaldarstellung.

(c) Weitere gebrauchliche Schreibweisen fiir das Integral beinhalten

[ran [ reu@n. [ s,
X

X
Spezielle Notation fiir ¢t = A% und pu = 24 st du(x) = d¥x oder dx.

@ f & / f du definiert eine Abbildung E — [0, 00] .

12.13 Lemma Sei f € E mit 2 Normaldarstellungen

n m
Zaj lg, = f = Z,Bk 1B, .
j=1 k=1

Dann gilt

Y eju(A)) =Y Bieu(By).
j=1 k=1

Beweis. Sei W = {w €]0,00[: f7{w}) # @} der Wertebereich von f ohne 0 (NB: #W < 00)

= U 4j = fTH({w}) = U By
je{l ..... n}o;=w ke{l,....m}: Br=w
= Za,wl )= w > ) =Y wu (ST ({w)) ZﬂkM(Bk)
weWje{l,..n}a;j=w weW analogk 1
M(je{l.....\r:zj}:aj:wAj) [ |

12.14 Lemma Seien f,g € E,a € [0,00[, A € of. Dann gilt

@ [ 14t du() = ()
(b) /afd;L:a/fdp,.
(©) /(f+g)du=/fdu+/gdu.

d f<g = /f dp < /gd,u (Monotonie).

Beweis. (a) und (b) folgen unmittelbar aus der Definition; fiir (c) und (d) siehe Ubung. |
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12.2. Integral von Elementarfunktionen

12.15 Satz (Vorstufe des monotonen Konvergenzsatzes von BEPPO LEVI)
Sei (fu)nen C E isoton, f € E und f, /* f. Dann gilt

nlgn;o/fndu=ffdu-

Beweis. 1. Fall: u({f # 0}) = oo.
J

2. Fall:

Sei f = ) a;14; Normaldarstellung, dann gelte 0.E. @1 > 0 und p(A41) = oo.
j=1
(fn)n isot
Fiir n € N sei Ag") = {fun > %} e Ag") C A§n+1)\7’n € N und, wegen punktwei-

ser Konvergenz, A1 € \U Agn). Nach Lemma 12.14(d) existiert folgender Limes in R (da
neN
isotone Folge)

: : a1 (n) o1 ( (j)) o1
> — = —_— > — =
nll?;o/fn dp ? nh_zgo 5 M( Aj ) 3 ) H jke_éAl T ) p(Ar) = oo.
aq Lemma 12.14(d) Stetigkeit Monotonie von [t
2TlA(lm

n .
(/) von unten
/gl Al

Andererseits gilt ebenfalls | f du = aju(A1) = 00, also co = oco.

Za1la,

(i f # 0}) < oo.
Aus f, < f fir alle n € N folgt

lim /fn d;Ls/fd,u. (*)

n—o00

Zeige nun ,, =“in (x). Dazu sei € > 0 und setze C, := {f — f, > ¢} € o fiirn € N. Nach
Voraussetzung gilt dann C,, C {f # 0}, also u(Cp) < o0, firallen € Nund C, \ @, da
fn 7 f.Die Stetigkeit von oben liefert damit

Jim p(Cy) = 0. (x%)
Mit F = ma))(( f(x) <oo(da f € E) folgt
/fdu—/fndu = /l{f;e()}(f—fn)d.u

- [lcn(f—fn )du+/ Les U proy(f — fu) du

<F

selgrs0;
< Fu(Cn) +ep(if #0) "= en((f #0).

(x%)

<o

Da ¢ > 0 beliebig ist, folgt die Behauptung zusammen mit (x). |
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12.3 Integration messbarer Funktionen

Im Folgenden liege stets der MaBiraum (X, <, ;) zugrunde.

12.16 Definition (a) Menge der nicht-negativen, numerischen Funktionen
E* = {f X — [0,00]: fmessbar}

? {f : X — [0,00]: 3(fn)nen C E isoton mit nlggofn = sugfn = f}.
ne
Satz 12.8

(b) Sei f € E* und (fy)n C E eine approximierende Folge nach Satz 12.8. Dann heifit

/fdu:: lim /fndu
n—>oo
X X

das (u-) Integral von f .

12.17 Lemma Das Integral fiir f € E™ ist wohldefiniert, da unabhiingig von der Wahl der
approximierenden Folge. Fiir [ € E stimmt es mit Definition 12.11 iiberein.

Beweis. Sei (gi)ren C E, g1 7/ f, eine weitere approximierende Folge. Es geniigt zu zeigen, dass

lim / grdp = lim / fn du, denn durch Vertauschung der Rollen von g und f; folgt auch ,,.<*.
Sei g n = gk N fn € E fiiralle k,n € N. Fiir festes n € N gilt
kn 7 fn € E firk — oo,

da gr /' f = fn. Daraus folgt die Behauptung im Limes n — oo von

lim [gx du> lim /«)kndu - /fndu-
k—o00 ’ 4

—>00 ) —~

>0k Satz 12.15 ]

12.18 Lemma Seien f,g € E* und a € [0, oo[. Dann gilt
@af.f+g fVveg. fAgeE™

(b) /(f+g)du=/fdu+/gdu-
@) /afd;L:a/fdu.

d f<g = /fdu$/gd,u (Monotonie).

Beweis. (a) folgt aus Satz 12.6 und (b) — (d) aus Lemma 12.14 und den Rechenregeln des Limes. W
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O

Der erste wichtige Satz zum Vertauschen von Limiten mit Integralen ist

12.19 Satz (Monotone Konvergenz nach BEPPO LEVI) Sei (f3)nen € E* mit0 < f < fu41
fiir alle n € N. Dann existiert f := lim fn € E* und es gilt
n o0

i, [ = [ lim o= [ 7 an

i Satz 12.6(d) . o o
Beweis. Da (fy)nen C [0, 00] isoton und messbar —  f := lim f, existiert punktweise in
n—o00

[0, o] und ist messbar, also f € E*. Nach Satz 12.8 existiert zu f, € E*, n € N, eine isotone Folge
(fa")men C E mit f," 7 f fiir m — oo. Setze hy, := max{ f",..., f,i'} € E. Dann gilt fiir alle
meN

L4 hm$max{f1v---afm}:fm§f’
° hm$hm+1.

Also konvergiert die isotone Folge (/,,,)men punktweise in R und

lim hy, < f (%)
m-—0Q
Andererseits gilt nach Definition f," < h,, firallen = 1,...,m, so dass
fo= lim fM< lim hy = f< lim /. (%)
m—00 m—>00 m—00

Aus (%) und (x ) folgt
f = lim hy, ? sup hy,.

m—00 . meN
isoton

Also gilt per Def. 12.16, dass f fdu = lim [ h, du. Die verbleibende Behauptung folgt mittels

m—00
n — o0 aus

/fn du < [f du = lim / hym du < lim /fm du.
N m—oo | m—00
<f <fm

|
12.20 Korollar  Sei ( fy)nen € E*. Dannist Y f, € E* und
neN
[(Z5)an=3 [

neN neN

N
Beweis. Folgt aus monotoner Konvergenz mit gy == Y fy. |

n=1

Zur Erinnerung: fir f : X — R ist der Positiv- bzw. Negativteil gegeben durch f := max{ f; 0}.
Somit gilt f = f+ — f— und es gilt f messbar <= fi messbar.
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12.21 Definition Sei f : X — R.
f (p-) integrierbar (iiber X) <= [ messbar und / f+du < oo, / f-du < oo.

In diesem Fall heif3it

[fdu1=/f+du—/f—du

das (ju-) Integral von f (iiber X). Fiir A € <f sei

/fd,u::/f-lAd,u.
A

12.22 Bemerkung (a) Alternativschreibweisen wie in Bemerkung 12.12 (c).
(b) Definition 12.21 stimmt fiir f € E* mit Definition 12.16 (b) iiberein.
(c) Allgemeiner konnte man auch / f+du =ocooder | f_du = oo (aber nicht beide gleich-
zeitig!) erlauben und das machen wir auch in Kapitel 12.5.

(d) Falls (X, o, i) ein Wahrscheinlichkeitsraum ist und f : X — R eine integrierbare Zufalls-
variable, so heil3t

o [E(f):= / fdu  Erwartungswert,

e Var(f):=E[(f —E(f))?] Varianzvon f.

12.23 Definition
LV =LY () =2LY(X) =L X, w) = {f : X > R: f p-integrierbar}.

L1 = g(u) = LX) = L1(X, n) = {f X > R: f ,u-integrierbar}.

12.24 Satz  Sei f : X — R messbar. Dann sind dquivalent
(i) feLl
(i) fo. f- €L,

(iii) | f] € L.

(i) /Ifldu <.
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(v) Ju,v €§:f+ <u, fo<o.
vi) Ig e LL|f|<e.
(Analog fiir R und £!.)

Beweis. Ubung. |

12.25 Korollar %! ist ein Vektorverband, das heifit fiir alle f, g € LV und fiir alle o € R gilt

(a) af d,uzoz/fdu.
ezt Linearitdit
(b) / (f+g du= [ fdu+ / gdu. monotone Linearform

eyl

) f<g= /fdu$/gdu.

(@‘ffw

< /|f| du. Dreieck-Ungleichung

e) fveg fArge 1. Verbandseigenschaft

(Analog fiir £'.)

Beweis. (a) — (c) durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil und mit Lemma 12.18.

(d) ‘/fdu‘=‘/f+du—/f—du s/f+du+/f—du=/( Sv+ f~)dp.

—_— ——— |f1

>0 >0
(¢) AusLemma 12.18(a), |f VvV g| <|f|+ |g|bzw. |f Ag| <|f]|+ |gl| Satz 12.24 und (b). MW

12.26 Beispiel (a) Sei (X, o) Messraum, a € X, {a} € o/ und u = §, das in a konzentrierte
Dirac-MaB, so ist E(Sa) = {f : X - R messbaru. | f(a)| < oo}, da [ fdés = f(a)
X
(siehe Ubung).

(b) Sei (X, o, 1) ein endlicher MaBraum. Dann gilt

f : X — R messbar, beschrinkt = f € £ (),

M/uuwmms(wMﬂnomm.
X xeX
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12.4 Eigenschaften fast-iiberall

Im Folgenden liege stets der MaBiraum (X, <, ;) zugrunde.

12.27 Definition Fiir alle x € X sei Q(x) eine mathematische Aussage.

O(x) gilt fiir (u-) fastalle x € X bzw. Q gilt (u-) fast iiberall
<= 3N € o mit W(N) = 0und Q(x) gilt Vx € N°.

Das heifit, Q gilt iiberall bis (eventuell) auf einer u-Nullmenge.
Abkiirzungen: (u-) fa. x € X bzw. (u-) f.ii.

12.28 Beispiel (a) f € 1= f ist f.ii. endlich (Ubung!), das heiBt 3 p-Nullmenge N
mit | f(x)| < oo fiiralle x € X \ N (die Riickrichtung gilt nicht!)

(b) f = g f.i., das heiffit 3 w-Nullmenge N mit f(x) = g(x) Vx € X \ N.
Falls auch g = h f.i. = f = h f.i.. (Das bedeutet ,, = f.ii.“ ist Aquivalenzrelation!)

12.29 Satz Sei f € E*. Dann gilt
/fdpL:O = f=0 fi

NB: Fiir ,,= “ ist die Voraussetzung [ = 0 wesentlich.

Beweis. ,,=“ Firn € Nsei A, = {f > ,ll} = A, 7~ {f > 0}. Mit der Stetigkeit von unten
folgt

Jim p(An) = p(f > 0p). (%)

<

n

"0

1 1
DafBO,giltVneN,dass—lAnSf=>0S—M(An)§/fdu
n n

L ulf >0 =o.

Satz 12.8
L= feE” 257 Folge (fu)n C E mit f, 7 f.Somit gilt Vn € N

fn€E

Bl fa>0) <p(f>op=0 25 /fndu=0-

Die Behauptung folgt aus der Definition des Integrals. |
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12.30 Satz  Seien f.g : X — R messbar und f = g p-fii. Dann gilt
(@ g€ E* = /fdMZ/gdu.

(b)fe§:> ge@und /fd,u:/gdu.

(Analog fiir R und £1.)

Beweis. Esgilt f —g=(f —8) listey = (f =8+ lyr2gr — (f —8)—Lir#g}-

=:h+ =:h_

Satz 12.29

: * . —_— . Kor. 12.25(b)
N.V.isthe € E*und hye = 0p-fii. = hy € Llmit | hedu=0 =—

foge? mi /(f—g)du=0- %)

Zu (b): die Beh. folgtaus g = f + (g — f), (*) und Korollar 12.25 (b).
Zu (a): falls /f du < oo, folgt die Beh. aus (b). Falls /f du = oo, gilt auch /g du = oo, denn

sonst wére g € %1 und (b) — mit vertauschten Rollen von f und g — ergibe den Widerspruch. |

12.31 Korollar Sei f : X — R messbar, g € LY () und | f| < g u-fii. Dann gilt auch f €
LY ().  (Analog fiir R und £1.)

Satz 12.30(b)
Beweis. Setze g’ '=|f|Vv g — g’ messbarund g’ = g f.ii. Y= g eL(n).Dalf|<g

(iiberall!), folgt die Behauptung aus Satz 12.24. |

12.5 Konvergenzbegriffe und Konvergenzsitze

Wie bisher liege stets ein Mafiraum (X, o/, ) zugrunde. Eine Verallgemeinerung der monotonen
Konvergenz lernen wir nun im nichsten Satz kennen.

12.32 Satz  Fiiralln € Nsei f, : X — R messbar und f, < fy41. Sei g € ymitg < fy fiir
allen € N. Dann ist f = lirn [fn messbar nach Satz 12.6(d) und es gilt
n—o0

ngrrgo/fndu=/fdu-

(Existenz der Integrale im Sinne von Bem. 12.22 (c), das heift /f+ du < oo, /f_ du < o0.)
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Beweis. O.E. sei g < oo (sonst dndere g auf der Nullmenge {g = oo} zu 0 ab — dies verletzt keine
Voraussetzung). O.E. gelte Vn € N, dass f, > —oo (denn sonst dndere auf der Menge { f1 = —oo},
die wegen f1 = g € %! Nullmenge ist, alle f,, und damit auch f zu 0 ab — dies verletzt keine
Voraussetzung und dndert kein Integral). Setze hy,, :'= f, —g € E*X,n e Nyundh:= f —g € E*

hy 7 h .
— hm/hn duz/hdu.
T n—->oo N~
Satz 12.19 (mon. Kgz.) fo—g

Dag e %1 und (i) <g- = (fp)_ &L = /fn dp existiert nach Bemerkung 12.22 (c)

und
lim /fnd;L:/hdu—i—/gdu. (%)
n—>oo

1. Fall: /h du < 00. Also, h € 1. Dann ist

- (%)
f=h+ge%! und [fdu:/hdu—i-/gdu —  Beh.

2.Fall:/hdu:oo.Daaucthf - f_sg_,alsoff_du<oo

h=f1—f—— *)
= ¢ /f+du=oo — mz/fduz/hd,u—l—/gdu (:> Beh. W

Verzichtet man auf die Isotonie, so gilt immer noch das folgende Lemma von FATOU.

12.33 Satz (Lemma von FATOU) Fiir alle n € N sei f, : X — R messbar und f, > g fiir ein
g€ 1. Dann gilt (wobei die Integrale wieder wie in Satz 12.32 zu verstehen sind)

/lim inf f, du < lim inf/fn du.
n—o00

n—oo

Beweis. Fiirm € Nist g, := inf f, messbar, ¢ < g < gm+1, liminf f, = lim g, messbar
n=m n—o0o m—00

Satz 12.32 . o o
= mh_r)nOO /gm du = lrlnrn_}glof in: du < lrlnnl)glof/fm du.

<fm |

- /lim inf f,, du
n—>o0

12.34 Bemerkung (a) Analog gilt fiir f, < g € LV n e N, (ersetze Jfn durch — f;, in
Satz 12.33)

lim sup/fn du < [lim sup fn du.

n—o00 n—>oo

(b) Auf die Bedingung g € %1 kann nicht verzichtet werden.
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12.35 Definition Seien f,, f : X — R messbar fiir alle n € N.

o Konvergenz (u-) f.ii.

i ‘ AN e g mit u(N) =0:
Inn@ T S lim fu@) = f(x) Vxe X\N.

o (i) stochastische Konvergenz (oder Konvergenz dem Mafe nach)

“ VA e of mit u(A) <ooVe>0:
Jn—— f =

lim p({x € A:|fu(x)— f(x)| >¢e}) =0.
n—o0
Im Fall u(X) < oo geniigt es A = X zu betrachten.

o Konvergenzin L' (-Norm)
1

L q
fo——=f = lm | fu—fl1=0,
n—-oo

n—-oo

wobei || g||; = / |g| du die LY-Norm bezeichnet.
X

12.36 Satz (Satz von der majorisierten Konvergenz von H. LEBESGUE)  Sei ( f;)nen C L1 Es

gebe f: X — R mit f, —%t—» f und es gebe h € LV mit | fu| < h fii. fiir alle n € N. Dann
n o0

existiert f € LY mit f = f fii. und

nlglgo/fndu = [fdu-
Ist f auch messbar, so folgt | € LV und

nlgn;o/fndu=ffdu.

Beweis. Sei A := {limsup f, = liminf f,}. Dann ist A € «f und auf A konvergiert ( f;,);, zudem ist
n—00 n—00
1t (A%) = 0. Bs gibt i € £V, i = h £.i. mit | f,| < J (iiberall!) fiir alle n € N.
~ Satz 12.24 — ~ ~
Setze ¢ := lim f, 14 = messbarund |¢| < h atZ:> pe ¥l = If € L mitg = f fii.
n—0o0

Also gilt

i Bem. 2.34(21) . /“L(Ai)=0 . _ _ ~
imsup [ f,du S limsup f,du "= limsup fplgdpu = | odu = [ fdu

n—o00 n—oo n—oo

Sn<h
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= /liminffn 1y dp = /liminffn du liminf/fn du (%)
n—0o0 n—->oo n—->oo

it S ISP (%) gilt tiberall Gleichheit —> Tim / fudp = / Fdu.

Zudem gibt es eine u-Nullmenge N € o« mit f 1 yc = nlgf;o(fn 1n¢), wobei N® C A gelten muss.
Damitist f 1yc = ¢ 1y¢c, also f = ffu

Zusatz: Falls f selbst messbar ist, folgt daraus und aus Satz 12.30(b) / fdu = / f~ du. |

12.37 Lemma (TSCHEBBYSCHEFF-MARKOV-Ungleichung) Sei f € E* und e > 0 beliebig.
Dann gilt

n({f =e}) < é/fdu-

Beweis. Es gilt

Rt 2 e) =+ [elgsg d

N——

<f |

12.38 Satz Es gelten die Implikationen

Konvergenz-f.ii.

X

Konvergenz dem Mayfse nach.

Konvergenz in L!

Beweis. Seie > 0.
»X“ Sei A € of mit u(A) < oo beliebig fest. Nach Voraussetzung existiert N € o, u(N) = 0 :
fu) 2255 f(x) Vx € X \ N. Setze
Coi={x € X: | fuld) = f()] > &}
B, =\U C, = {xeX:EImanit|fm(x)—f(x)| >8}

meN
m=n
— B, \ Bfirn > oomitB:=( B, CN
neN
n—>00

— 0 u(AnCp) < u(An By) ——¢——> 0.

Stetigkeit von oben

» 2 Aus der Tschebbyscheff-Ungleichung mit | f,, — f'| folgt

Bl = 1> ) < = Sl 22250 .
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Warnung! In Satz 12.38 gelten weder die Umkehrungen ,, N “, ,, ¢ “, noch gelten die Implika-
tionen ,,ft“oder ,,{“. Hinsichtlich ,,$*, siehe das folgende Beispiel; fiir ,, & siche Ubung.

12.39 Beispiel X = R, o = %, = A und definiere f, = %1]_1 1y fiir alle n € N. Damit

£.ii.
folgt fp —_—l:——> 0, aber || f, — 0|, = / fu(x)dx = 1 fiir alle n € N. Insbesondere ist hier keine
n o0 R

Limitenvertauschung erlaubt!

Fiir die Implikation ,, X *“, und damit auch fiir ,,*, gibt es jedoch eine Abschwichung.

12.40 Satz  Sei ju o-endlich und seien f,, f : X — R messbar fiir alle n € N. Dann gilt

. VTeilfolgen ( fn;)icen von (fn)nen 3 Teilfolge ( fny,)ien

— . Fii
n—o0 mit fn,, — f.
I 500

Obiger Satz gilt auch ohne die Voraussetzung der o-Endlichkeit von u, sieche z.B. BAUER. Wir bend-
tigen diese nur fiir ,,=.

Satz 12.40 und ,, Z “ in Satz 12.38 ergeben
12.41 Korollar  Unter den Voraussetzungen in Satz 12.40 gilt

L! , . . fii
fon —— f = VTeilfolgen (fun, )k von (fn)n 3 Teilfolge (fnk,)l mit fnk, E) J

n—>oo
Beweis von Satz 12.40. Sei ohne Einschrankung f = 0.
»<“ Angenommen: f, % 0 = Je,6 >034 € o mit u(A) < oo I Teilfolge (fn; ken :

/,L({X €A fu,(x))] > 8}) > § fiir alle £ € N. (%)

Nach Voraussetzung hat (f», ), €ine f.i. konvergente Teilfolge ( fn, Aus Satz 12.38

folgt

I)IGN'
“w
fnk’ —0 4 zu (%).
[—o00
,»="" Ohne Einschrinkung geniigt es zu zeigen
M . . f..
Jn m 0 = 3JTeilfolge (f”k)kEN von (f)nen Mit fy, m 0, (%)

(%)
denn sei (fm, )y cp €ine beliebige Teilfolge von (fn)nen == fimy #) 0 —
—>00

(fmi ) ep besitzt eine f.4. konvergente Teilfolge gegen 0.
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Um (x*) zu zeigen, sei X; € o, u(X;) < oo firalle/ € Nund X; / X (o-endlich!). Sei
[ € N fix. Nach Voraussetzung gibt es fiir jedes k € N ein nj € N, so dass fiir alle n = ny,

i exsimor> 1) =u({in > ) < 30

Ohne Einschrinkung wihle daher ny so, dass ng4; > ng fiir alle k € N. Setze

1
Al = {|fnk Ix, | > %} und =M U 4L
JjEeN I]c(e>N
J

(NB: x € A! < x € A! fiir unendlich viele k € N.) Dann gilt

-x¢dA = xeXx\ Al fiir schlieBlich alle k. Somit folgt ( f, 1x,)(x) ————> 0.

= | 0 1x, 0| <4

_VjeN:u(Al)§< ) ZM(A Zz—k?wﬂ):a

j—oo

keN:k=j

Damit ist auch A4 := \_ A’ eine Nullmenge und fiir alle x € X \ A gilt

leN
k—o0 wihle /, so dass x € X; k—>00
(foe Ix,))(x) —— 0 VIeN == S (x) —— 0.
. f.u.
das hei3it f,, —— 0. [ |
k—o00

Zum Schluss sei als Ausblick erwihnt, unter welchen Zusatzbedingungen aus der Konvergenz dem
Mafe nach auch die Konvergenz in L! folgt.

12.42 Definition Sei J # @ eine Indexmenge und (fj)jej C L.

Ve>030<sheL':VjelJ
(fj)jes gleichgradig integrierbar < /|fj| L 15y i < e.

12.43 Bemerkung In endlichen MaBrdumen, insbesondere Wahrscheinlichkeitsraumen, kann die
gleichgradige Integrierbarkeit auch dquivalent, aber kiirzer definiert werden mittels

N
(fj)je gleichgradig integrierbar <= sup /|f1| Ly s =Ny du 7%,
jeJ
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12.44 Beispiel Sei (fj)jes C %! und es gebe g € 2! mit |fil < g fii.Vj € J. Dann ist
(fj)jes gleichgradig integrierbar ist. Beweis: wihle z.B. h = 2g.

Insbesondere ist jede endliche Familie gleichgradig integrierbar.
Beweis: wihle oben g := majx | fi| € £
je

12.45 Satz  Seien f, f, € £! fiir alle n € N. Dann sind dquivalent:

1) fu 7_%3 f und (fn)nen gleichgradig integrierbar.

i) fo > .

Beweis. Fir den Beweis siche z.B. BAUER. [ |

12.46 Bemerkung (a) Sei fy f_)—“) fundIg € L' Vn e N: |fy| < g fii., so folgt aus
n o0
Satz 12.38, Beispiel 12.44 und Satz 12.45 (i) = (ii)

gim | fu— £l =0.

ist (a) eine Verschirfung des Satzes

® Dallfy= 1l = [1=rlan > ‘/fndu—/fdu

der majorisierten Konvergenz 12.36. Wir beweisen (a) spiter auf eine andere Weise.
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LEBESGUE-Raume und der Satz von

RADON-NIKODYM

Grundlegende Konzepte fiir verschiedene Zweige der Mathematik.

13.1 L7 als normierter Raum

Im Folgenden sei stets (X, of, 1) ein MaBraum und K = R oder C.

13.1 Definition

(@ o f:X — C messbhar <= Re f,Im f messbar.
e f:X — C (u-)integrierbar <= Re f.Im f € LY (X, ).

In diesem Fall ist

/fdu - /Refdqui/Imfdu.

(b) Fiir f : X — K oder R messbar und p € [1, o0] heifie

(/Ifl”du)p fiir 1< p < oo,

esssup | f(x)] fiir p = oo,
x€X

o p-Norm | fl, =

o (ju-) wesentliches Supremum

esssup | f(x)]| = inf{a >0: ,u({|f| > a}) = 0} = inf sup | f(x)]
xeX of

(c) Fiir p € [1, 00| heifie Menge der p-fach integrierbaren Funktionen

P =2LP(n) =LP(X) =2LP(X, n) = {f : X — Kt f messbarund | f|, < oo}
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13.2 Lemma (a) Alle bisherigen Eigenschaften des Integrals, die nicht von den Anordnungs-
eigenschaften von R bzw. R Gebrauch machen, gelten auch fiir komplexwertige Integranden.

(b) Zudem gilt fiir komplexwertige f € £ die Dreiecks-Ungleichung

‘/fdu'$/|f|du-

Beweis. Sei f € £,

(a) Beispielsweise gilt fiir alle ¢ € C, dass o / fdu = / af du nach Korollar 12.25 und Zerle-

gung von & und f in Real- und Imaginirteil.

(b) Wihle @ € C, |a| = 1, so dass

OS‘/fd,u‘=oz/fd,u=/ozfdu=Re[ozfd;L: Re(af) du < /|f|d,u
<l

13.3Satz Seien f.g: X — K oder R messbar. Dann gilt
. , . 11 .
(a) (Verallgemeinerte) HOLDER-Ungleichung. Fiir alle r, p,q € [1, 00] mit — + — = — gilt
p q r
gl < I1Fllp lglly -
(b) MINKOWSKI-Ungleichung. Fiir alle p € [1, 0] gilt
ILf+ gl < Ifll, + gl
(¢) Falls u(X) <oound1 < p < g < oo, dann gilt fiir alle f € ¥4

I/l < [wCOV7 4 || f]l, unddaher %9 C £P.

13.4 Bemerkung (@) |-, ist eine Halbnorm auf £7 ist, das hei}t, es gilt
@ A4Sl = 1ASl, VA €K,
@ 1f+elp, <11, + llglp-
[ - || ist keine Norm auf £7. Aus (i) folgt zwar [|0]|,, = 0, aber aus || f'{|, = 0 nur f 2o,

(b) Die Voraussetzung pu(X) < oo ist wesentlich in (¢). Zum Beispiel sei X = R, o = 2,
@ = A. Dannfolgt f =1¢€ L%, aber f ¢ £LP fiiralle p € [1, 00].
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Beweis. (a) Fallr = 1: analog zum Beweis von Satz 7.7(b) in Analysis II. Ersetze lediglich dort

v
x durch f, xj durch f(x), y durch g, y; durch g(x) und ) durch/ du.
j=1 X

_|_

Fall r €]1,00[: ausr = 1 mittels p := £ und 7 := %, denn

QY=
ST
+
QN
Il
~
N
N =
+
Q=
N—
Il

ASTE

1 _
r7—1:>

1 1
Ifgl = (1A el )" f (A5 Mgl ) "
Holder fiirr = 1

— (/|f|ff d,u)i;( /|g|"r’du)”’ =11l lglg-

Fallr = c0: = p,q = ocound VN, N» € o mit u(Ny) = u(Nz) = 0 gilt
ianlsz
Ifgloo < sup [l <( sup 1f@I)( swp lg@)]) = Beh ()
xEX\(NluNz) xGX\Nl xGX\N2

(b) Falls p = oo: analog zu (). Falls 1 < p < oo, gilt

» A-Ungl. p—1 p—1
If +gl2 "< /|f||f+g| du+/lg||f+g| du

LWL, g 1+ P, 2T S, + el 1 + gl

Somit folgt die Behauptung, auler /' + g = O f.ii. Aber in letzterem Fall gilt die Minkowski-
Ungleichung offensichtlich.

1 1 1
(c) Der Fall p = g istklar. Seialso I < p < ¢ < 00. Aus (a) mitr = pund — + — = — folgt
P 9 P

1l =10 fll, < Wy 1F1lg = [COTP 0 [ £, -

N— —

1
()17
Insbesondere gilt /' € 9 — f € LP. [

13.5 Korollar Sei u(X) < oound 1 < p < g < 00. Dann gilt: zu jedem f € L7P existiert eine
Folge (fu)nen C £9 mit Tim || f = full, = 0.

Beweis. Wegen Satz 13.3(c) geniigt es zu den Fall ¢ = oo und p < o0 zu betrachten. Sei also [ €
P fir ein p € [1, 00[. Ohne Einschrankung sei f > 0 (ansonsten zerlege f in Re,Im und +, —
-Anteile). Setze f, := min(f,n) € £ fiir n € N. Damit folgt

1f = 5l = [1f = min(rmirau = [ (f=min(rm) < [ s
X {f>n} {f>n}
— [rau= [ rran o
X {f<n}
gemdl monotoner Konvergenz. |
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13.6 Definition Seien p € [1,00], f, g € ZLP.
o Aguivalenzrelation auf £P: f ~ g <= f =g fii.
o Agquivalenzklasse [f]:= {h e h=f fu} c ¥?

o Lebesgue-Raum LP := LP(u):= LP?(X):=LP(X,n) :=LP/~= {[f] : f e 21’}
Vektorraum mit Norm || - || ,, wobei |[[ f]||, := || f I, (wohldefiniert auf L? nach Satz 12.29)

e Fiir p = 2 wird || - ||, induziert von dem Skalarprodukt (-,) : L> x L> — K, wobei

(L] lg]) = / Tgdy = / T £) dps ).
X

13.7 Konvention (a) Start [ f] ist es iiblich nur f zu schreiben. (Ab sofort!)

(b) Wir sagen

V Reprisentanten g der Aquivalenzklasse f gilt:

p ; .
f € L? hat Eigenschaft § <= { Y

Der nichste Satz verschirft den Satz 12.36 von den majorisierten Konvergenz, siehe auch Bemer-
kung 12.46.

13.8 Satz (Majorisierte Konvergenz — L?-Version) Sei p € [l,00[ und (fu)nen C LP mit
lim f, existiert punktweise (das heifst punktweise f.ii. fiir eine beliebige Wahl eines Reprdsen-
n—>oo

tanten). Es gebe g € LP mit | f,,| < g fiir alle n € N (das heifit ,,<“ f.ii. fiir bel. Reprisentanten).
Dann ist

— i V4 1 _ —
fo= g e l? und Nig |f = fallp =0

Beweis. Gemil3 Konvention13.7(a) keine Unterscheidung in der Notation zwischen zwischen Repri-
sentanten und Aquivalenzklassen!
Sei N € o/ die Nullmenge, auBerhalb der [die Folge der Reprisentanten] ( f;,), konvergiert. Setze

oy o A T XX AN,

, X €N,
soist f messbar und fiir fast alle x € X gilt | f(x)|? < g(x)? € 2! [Reprisentanten!]. Aus Korollar
12.31folgt | f|? € £! [Reprisentant!], also f € L? [Aquivalenzklasse!]. Betrachte h,, == | f — f|?.
Fiir [die Reprisentanten] z, C £! gilt
.

o h, —— 0,
n—00

¢ 0< /iy <(If|+|ful)? < 2PgP e L.

<g <g f.i.

it oilt 1 . Satz 12.36 (maj. Kgz.
Somit gilt lim | f — fu[|7 = lim /hn dy atz 1236 (maj. Kgz) -
n—00 n—o0o
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13.2 Volistindigkeit von L?

Zur Vorbereitung bendtigen wir ein Kriterium fiir die Konvergenz bestimmter Reihen in L2.

13.9 Lemma Sei p € [1,00[, (fu)nen C LP, f =0 Vn € N. Dann gilt

Yolfall, <o = Y fuell.

neN neN

Beweis. Da f, 20Vn e N —
p N p
— 1 *
(Z5) = gm (X 0) <=
neN n=1

wobei der Limes wegen Isotonie in R existiert. Somit haben wir

> = lim Han <Y Nl < 0.

N—o00
neN 2 Mo otone neN
Konvergenz

Minkowski 2V

s X /alp
n=1

13.10 Satz (RIESZ-FISCHER)  Fiir alle p € [1, 00] ist L? ein Banach-Raum. Insbesondere ist 1.2
ein Hilbert-Raum.

Beweis. Nur die Vollstidndigkeit beziiglich || - ||, ist noch zu zeigen.
Fiir den Fall p = oo, siche Ubung. Wir beweisen hier den Fall p € [1,o0[. Sei also (f,), C L?
Cauchy.

0. Schritt: Zeige: 3 Teilfolge ( fu, )xen mit (fn, (X))xen C K ist Cauchy fiir fast alle x € X.
N.V. 3 (np)reny C Nmitng < ngyq Vk € N, so dass

| for = Ful, < 27k VkeN. (%)

Setze h = | fu,| + X | fugyr — S| = D 1 fugsr — Suxl € LP und h € LP.
keN

keN
Lemma 13.9
und (*)
Somit gilt fiir fast alle x € X

Z | s (X) = S (X)] < 00,

keN

Fiir alle k, k' € N mit k < k’ gilt damit

k'—1 1)
g () = Fare G < 3 Uiy r ) = oy (1 < 3 Loy () = oy (0] =25 0,
j=k i=k

dh.Ve > 03K eNVk = KVK' =k :|fu, (x) = fu, ()] <e.
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1. Schritt: Verwende die Vollstindigkeit von K, um einen Kandidaten fiir den gesuchten Grenzwert
zu konstruieren.
Aus dem 0. Schritt und der Vollstidndigkeit von K folgt, dass es ein Nullmenge N € «,
W(N) = 0, gibt, so dass

lim (Ix\w (x) fae (¥)) = f(x)
k—o00
fiir alle x € X existiert und eine messbare Funktion f definiert (setze z.B. f = 0 auf N).
2. Schritt: Zeige f/ € L? und lim || f — ful, = 0.
n—>oo
k—1
Fir alle k € Nist f, = fu, + > (fn;., — fu,;) und somit | f,,, | < h € LP. Mit
j=1

k
1. Schritt und Satz 13.8 (major. Kgz.) folgt f € L% und Hf — Jfag ”p o 0, also

auch || f = ful, it 0, denn Cauchy-Folgen mit einer konvergenten Teilfolge sind
konvergent. |

13.3 Dichte Unterriaume von L7

13.11 Bemerkung Falls u(X) < cound 1 < p < g < o0, folgt aus Korollar 13.5, dass L4 ein
dichter Unterraum von L7 ist.

In diesem Unterkapitel geht es um Dichtheit von Unterrdumen stetiger Funktionen im MaBraum
(X, o, p) = (RY, 4 )\9).
13.12 Definition Sei f : R¢ — K messbar.

o Wesentlicher Triger esssupp [ = R4 \ W A.
ACR9 offen :

A9 ({xeA: f(x)#0})=0

e (topologischer) Triiger supp f = {x € R4 f(x) # 0}.

o Vektorrdume K-wertiger, stetiger bzw. differenzierbarer Funktionen iiber R4

C(RY) = {f ‘RS K- fstetig}.

Ck([Rd) E= {f ‘R > K: f k-mal stetig partiell di]f—bar} , (k e N).
C°°(|Rd) =M Ck([Rd) beliebig oft differenzierbare Funktionen.
keN

Co(RY) = { f e CR?): supp f kompakz} .

Ck(RY) = { feck®y: supp f kompakt} (k € N U {oo)).
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Beispiel Seid =1, f = 1g, so gilt

esssupp f =@ (da f =0 A-f.ii. in R),
supp f =R (da Q = R).

13.13 Lemma (a) Fiir f € C(R%) gilt supp f = esssupp f.
(b) Fiir alle p € [1, o0] und fiir alle k € N gilt

CX(RY) c CkRY) c C.(RY) % LP(RY).

identifiziere f € Ce(RY) mit
[f1={ge2?(R9):g=f fii}eL?

Beweis. Siehe Ubung. |

13.14 Satz  Fiir alle p € [1, oo gilt

C.(R?) ist dicht in LP (R?) beziiglich || - | .

Beweis. Zuzeigen: VY f € LP(R4) Ve > 03g € C.(R9) :

If =gl <e.

Ohne Einschriankung reicht es, dies fiir f = 0 zu zeigen (sonst zerlege f in (Re )+ und (Im f)4).
Ohne Einschriankung darf man auch noch supp f kompakt annehmen, denn fiir n € N gilt

n—-oo

e Hp —0

gemif} majorisierter Konvergenz 13.8.

Seialsoe > 0und0 < f € LP(R?) mit supp f kompakt. Da f € E*, gibt es eine Folge
(¢n)nen C E mitg, 7 f. Insbesondere gilt demnach supp ¢, < supp f fiir alle » € N. Nach
majorisierter Konvergenz, Satz 13.8, folgt

dnoeNVaz=no: | f—on llp <e (%)

<feL?R?)
J
Die Elementarfunktionen sind dabei von der Form ¢, = Z o la; -
j =1 N ——
>0 e®9 peschrinkt
Behauptung. V&> 0V A € 29 beschriinkt 34 € C.(R¥) mit |14 —hl|l, <& (Beweis spiter).

Aus der Behauptung folgt, dass es zu jedem j € {1,...,J}einh; € C. (R9) gibt mit

&

|14, =1, < Ja;°



260 13.3. Dichte Unterrdume von L7

J

Daraus folgt mit /2 := Z ajhj € Ce (Rd) und (%), dass
j=1
J
1S =Rl < If = enll, + D |14, =hs], < 2e.
Jj=1

und hieraus der Satz. Es verbleibt der
Beweis der Behauptung. Seialso& > Ound A € %9 beschrinkt. Wegen der Regularitét von A4, Satz
11.42, gibt es ein K € R? kompakt und ein U € R? offen mit K € A € U und A4 (U \ K) < &P.
Da A beschrinkt ist, ldsst sich hierbei 0.E. U als beschrinkt wéhlen (sonst schneide U mit einer
offenen Kugel, die A enthilt).

1
LFall: K=0@. Wihleh=0 = |l4—h|, = |ll4], < (A% (U))? <&

RY — R

e dist(x, UY) ist stetig, denn fiir alle x, X € R4 gilt

2.Fall: K # @. Die Funktion

dist(X,U%) = inf |¥—y| < |x —X| 4 dist(x,U°®)
yGU': N——— —
<|x—x|+Ix—y|

und eine Wiederholung des Arguments mit der Vertauschung x <> X liefert
|dist (x, U®) —dist (X, U®)| < |x=X|. v

Da U offen, gilt Vx € U 36, > 0: Bs (x) C U = dist(x,U") = §x > 0. Da stetige
Funktionen auf einem Kompaktum ihr Mininum annehmen, Satz 7.54, erhalten wir zudem
dist (K, U®) == inf_dist (x,U") > 0. SchlieBlich setze

xe

R — [0,1]
h: dist (x, U':)
“dist (K, U®) )
Es gilt h‘K = lund h‘Uﬂ = 0, sowie h € C.(R?), denn supph = U ist kompakt (da U
beschrinkt). Die Behauptung folgt dann aus

X = min{l

Holder ~
lla=hll, < INa~hlle [lork], <Z
(4 —h) 1\ & <1 1
[A4(U\K)]? [ |

13.15 Bemerkung  (a) C.(R) ist nicht dicht in L®(R%).

(b) Mit Hilfe des Approximationssatzes von WEIERSTRASS kann man zeigen, dass C. (R?) eine
abzihlbare dichte Teilmenge beziiglich | - ||, besitzt fiir alle p € [1, oo], also ist C.(R%) ein
separabler normierter Raum bzgl. || - ||,. Damit folgt aus Satz 13.14, dass auch LP?(R9)
separabel ist fiir alle p € [1, oof.

(c) CX(R?) ist dicht beziiglich || - ||, in Cc(R?) ist fiir alle p € [1, 0o] (siehe Ubung). Damit
ist auch C2°(R?) dicht in L?(R¥) fiir alle p € [1, 00].
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UJ_

Abbildung 13.1: Illustration von Lemma 13.18

(d) GemiB Satz 13.14 und (c) ist weder C(R¢) noch Ccoo(Rd) abgeschlossen beziiglich || - |,

fiir p € [1, 00[. Da endlich-dimensionale Unterrdume stets abgeschlossen sind, folgt, dass
dim C.(R?) = dim CZ®(RY) = o0.

13.4 Geometrie in Hilbert-Riéumen

Fiir dieses Unterkapitel sei # stets ein Hilbert-Raum iiber K mit Skalarprodukt (-,-) und davon

induzierter Norm ||x||?> = (x,x) Vx € 7.

13.16 Definition Sei U C A (nicht notwendigerweise ein Unterraum). Dann nennen wir

Ut ={ye#: (y,x)=0VxeU)

das orthogonale Komplement von U

13.17 Bemerkung (a) U+ ist ein linearer Unterraum von 7.

b)) UnULt={0}nU.
Demnseix e U nUL = 0= (x,x)=|x|* = x=0.

13.18 Lemma Sei U C A ein abgeschlossener Unterraum und x € #. Dann gilt:

EllueUEIluJ-eUJ-:x:u+uJ-.

Beweis. Sei x € A, dann existiert eine Folge (yn)nen C U mit

: ol = nf lx— vl = 8> 0.
Jim = ynll = inf flx =yl =620 (1)
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1. Schritt: zeige du € U : y, M) u firn — co. Seie > 0. Aus (1) folgt
ElnoeNVnZno:||x—yn||2$82—|—82 2)

Parallelogrammidentitit einer von einem Skalarprodukt induzierten Norm:

> (la+ 512 + la = 1) =l + 1512 + 5 ({a.b) + (b.a) — (@) ~ {b.a))

= la|® +|Ib|*>  Va,b e 7.

Damit folgt fira := x — yu,b '= x — ym, m,n € N, dass

1 2 2 > 1 Ym + yn |2
2 Wm = yall? = 1 =yl + e =yl = 5 4 = 222220
B lym — yull [ ymll I yull 5 )
€U (Unterraum!)
N —— —
=42
2
< 262
t
Vm,n=ngo
€ vollst. [I-1I U abgeschlossen

= (Vn)nen C U ist Cauchy-Folge — 3Ju € #:y, — U — uel.
n o0

2. Schritt: zeige u := x —u € UL.  Fiir beliebiges u’ € U betrachte die Funktion
Rot+— f(t) = Hx —u—t-u H2 = HuJ‘”z + 12 Hu’”z —2tRe (ut, ).
eU

Per Def. von u ist # = 0 eine globale Minimalstelle der differenzierbaren Funktion f =—
O:if‘ = —2Re(ut,u)
dr” lt=0 o

Analog folgt fiir den Fall K = C durch Betrachtung von ¢ > £ (it), dass auch Im (uL,u’) = 0.
Wir haben damit
(utw'y=0 Vu'eU = uteU'.

3. Schritt: Findeutigkeit. Seien u; + uf- =Xx=up+ uj- -

Uy — Uy = ué‘—u{‘ = u; =up und uf‘zu%‘

N ———

cU cUL Bem. 13.17(b) ]

13.19 Satz (R1ESz-Darstellung stetiger linearer Funktionale) Sei £ : # — K stetig und linear'.
Dann existiert genau ein xy € A, so dass £ = (xy,-), d.h.

£(x) = (xg,x) Vx € A.

Zur Erinnerung: £(ax + By) = al(x) + fL(y) Va,B e K Vx,y e A.
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Beweis. Sei U :=ker{ = {x € #: {(x) = 0} = £~1({0}), so ist U ein abgeschlossener Unterraum
von A, da £ stetig ist. Ohne Einschriankung sei £ 7 O (sonst gilt der Satz mit x, = 0). Somit gilt

Uc H — Fye#\U :T> y—u+u und ut # 0.

Lemma 13.18 U UL
uJ_
Seiv = m = L(v) = L] ut) £ 0 (sonst wire u € U). Damit gilt fiir alle x € #
u u
£(x) veU+ £(x) E(x) 5
x——vel = 0:<v,x——v):(v,x) lv]]
£(v) £(v) ) =L
=1
= L(x) = (xg,x) mit xy :=L(v) v € A.
Zur Eindeutigkeit: es gelte (xl},x) ={(x) = (xe, x ) fur alle x € A, also
1 2 _
(xp —x7,x)=0 Vx € A.
Mit der Wahl x := xé — xe folgt daraus xe = xZ |

13.5 Satz von RADON-NIKODYM

Ab jetzt ist wieder (X, /) ein beliebiger Messraum.

13.20 Definition Seien u,v Mafe auf .

(a) v heifit absolut stetig beziiglich . < VAecof:u(A)=0 = v(4)=0
Notation: v K |

(b) v hat eine Dichte beziiglich © <— 3f € E*VAe€ o v(A) = /f du

d
Notation: [ = d_v f heifst w-Dichte von v bzw.
m

Radon-Nikodym-Ableitung von v beziiglich i
13.21 Bemerkung Die Radon-Nikodym-Ableitung ist eindeutig bis auf Gleichheit p-fast iiberall.

13.22 Satz (RADON-NIKODYM) Seien , v Mafle auf <. Dann gilt
) ) dv
(a) v hat eine ju-Dichte m = v <L U
"
(b) Falls pu o-endlich ist, gilt auch

dv
v = v hatu-Dichte @
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Beweis.  (a) Aussageistklar,dafir 4 € o mit u(A) =0 = f 14 =0pu-fi. = v(4) =0.

(b) Wir beweisen nur den Spezialfall von endlichen Ma3en p und v. [Achtung: selbst wenn p end-
lich ist, braucht v nicht einmal o-endlich zu sein! Siehe z.B. ELSTRODT, Kapitel VIL.2, oder
BAUER fiir die Verallgemeinerung auf (zuerst) beliebiges v und (danach) auf o-endliches u].
Betrachte das endliche Maf3

o3 A n(A) = uw(A) + v(A).
Es gilt L?(n) := L?(X,n) € L?(v) € L'(v). Die Abbildung
v endlich, Bem. 13.11

L*’(n) - R
B e un=[re

ist demnach ein wohldefiniertes, stetiges, lineares Funktional auf A = Lz(n), wobei die Ste-
tigkeit aus der Abschitzung

1
older

H 5 2 1 1
e e ( / 7 dv) WO < 1 2 DO

gemi £(fy) — LN = W(u = N < DOV 1o = Fllzag = 0 fir fy — 0 f

folgt. Somit gibt es eine Riesz-Darstellung nach Satz 13.19

Jfoe L2 V[ e L2(): () = (fo. [ )12y = /fof dn, (D
also
[thodu= [ra-foa vrerim. @
Idee: Diirften wir in (2) die Wahl f = 14 ﬁ mit A € < vornehmen, so erhielten wir
d
d—v =1 fof . Um dieses Vorgehen zu rechtfertigen, werden wir zunichst (2) auch fiir f € E*
1 —Jo

etablieren. Vorbereitend dafiir beobachten wir

e fo=0n-fi.,denn VA € o gilt

[ fodn L £ (1) = v(4) = 0. 3)
A

also insbesondere fiir A = A_ := { fo < 0} gilt wegen fo1l4_ = —(fo)—
A
0< [or-an@ v <o,

so dass die Behauptung mit Satz 12.29 folgt.
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e 1 — fo=0n-fii,denn VA € o gilt

/Aa ~ fo)dn L (A) — v(4) = u(4) = 0

und die Behauptung folgt wie oben durch Wahl von 4 = {1 — fy < 0}.

Es gibt deshalb einen Reprisentanten von fo € L%(n), den wir wieder mit fy bezeichnen(!),
mit

0< fo(x) <1 VxelX.
Wegen der Endlichkeit von x4 und v, und damit von 7, folgt £ C L2(n). Also gilt (2) fiir jede
Elementarfunktion f. Wegen 0 < fy < 1 und monotoner Konvergenz gilt (2) dann auch fiir
jedes f € E*.
Mit X1 :={fo = 1} € o gilt

(i) v(X1) = pu(X1) =0wegenv < pund 2) mit f = 1x, € E*.

fo 1

(ii) v(4’) =/ du VA C X5, A € of, wegen (2) mit f = 1y € E*.
41— fo 1= fo

Wir erhalten so fiir beliebiges A € «f

o) gy (i) fo / fo
v(4d) = v(An X;) = du = 1yc du.
(A) ( i) T 7, 4K Xty g K
Ar\Xf A ~—— ——
~dv g
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Produktmafe und der Satz von FUBINI

Ziel dieses Abschnitts ist der Umgang mit Mehrfach- und iterierten Integralen.

14.1 Produkt-o-Algebren

n
14.1 Definition Sei n € N, seien (X, of;) Messrdume fiir j € {1,...,n}, X = X X; das
j=1

kartesische Produkt und fiir alle j € {1,...,n} sei

X = X

pj - (X1,....X0) = Xj

die Projektion auf die j-te Koordinate. Die Produkt-o-Algebra

n
®g¢] = Q- Qy =0(p1,...,Pn)
j=1

ist die kleinste o-Algebra auf X, beziiglich der alle p; messbar sind.

14.2 Satz  Fiir j € {1,...,n} sei & der Erzeuger von & in X;. Zudem gebe es (E]I-c)keN C
&; mit E]k 7 X fiir k — oo. Dann gilt

AR R Ay, :a({Al X+ X Ap: Aj € & fiiralle j = ln})

Beweis. ,,C* Seiof = o({A1 X x Ap: A € EV1}). Zeige: furalle j = 1,...,nist p; J—dj-
messbar. O.E. seij = 1. Es gilt fiir A € &1, dass

pl_l(Al)=A1><X2x---xXn Y- - U Alegzx...xE,]f” €.
koeN kjeN g

Eo

Da &; Erzeuger von & ist, folgt die Behauptung mit Satz 12.4 (a).

W2 Arxe-x Ay = pTH AN AP Y(An) €0(p1, ..., po)firalle d; €&, j =1,....n. W
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14.3 Bemerkung Die Voraussetzung E]k 7/ Xjfirk — oound j € {l,...,n} ist wesentlich,

siehe Ubung.

14.4 Beispiel Fiir die Borel-o-Algebrain R? gilt 89 = 2Q ... Q 8, da

——— ——
d -Faktoren

24 =0<§>d<[aj,bj[: aj sbj}), B =o({la,b]:a<h})
J

und [—n,n[ 7/ R firn — oo.

14.5 Lemma (Assoziativitit) Seien m,n € N, m < n. Identifiziert man

m n n
X:Xj X X: Xi = Xj
ji=1 j=m+1 =1

vermoge der Bijektion J @ ((x1,...,Xm), (Xm+41.....Xn)) F> (X1....,Xn), 50 gilt
m n n
(®)e( & )-@u
j=1 j=m+1 j=1

Beweis. Mit Satz 14.2 folgt

ol{A1 XX Ap: Ajed;firj =1,.... m{) =1 Q- Q <y,
({ j &g })

=3£1
O ({Ams1 XX Az Aj €ty fiir j =m+ 1, 0}) = clpi1 @ ® .

:igﬁ

Erneute Anwendung von Satz 14.2 (diesmal mit n = 2) ergibt

o({E1 x Ex: Bj € & fiir j = 1,2)) = (o1 @+ 8 tn) @ (chpn1 @+ @ ).

&

GemaB der durch J induzierten Identifikation der Produktraume gilt
&=1{A1x--xAy:Aj € sl fiir j =1,....n},
und eine letzte Anwendung von Satz 14.2 ergibt
o({Arx o x Ay Aj el it j =1,...n}) = oh @+ @ by,

Die Behauptung folgt aus (1) — (3).

ey

2

3)
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X5

ot ®

Ay,

Abbildung 14.1: Illustration eines x»-Schnitts.

14.2 ProduktmaBe

Zunichst betrachten wir nur den Fall n = 2, also zwei Messrdume (X1, o/1), (X2, o).
14.6 Definition Seien A C X1 X X2, x1 € X1,x2 € X>, so sind
Ay, ={xy € Xo: (x1,x3) € A} S X, bzwm Ay, = {x] € X1: (x],x2) € 4} C X;

die x1- bzw. x3-Schnitte von A.

14.7 Lemma Sei A € o1 Q ofp und x1 € X1,x2 € X». Dann gilt

Axl € ofr und Ax2 € .

Beweis. Wir beweisen dies nur fiir x,-Schnitte, fiir x1-Schnitte verlduft es analog.
Seixy € Xound of = {Q € X; x X2: Qx, € o }. Dann gilt X € o sowie

=:X
e Qcd = (X\Qx, =X1\ Ox, €t = X\Qed,
€gf1 n.V.

c UOpencd = (UAP) = ap oy — UaP e,
keN X2 keN — keN
Eof]

also ist </ eine o-Algebra auf X. AuBlerdem ist

A1, xp € Ay,

(A1 X A2)x, = { B, xp ¢ A,

und damit ist insbesondere mit A;, € «f;, j = 1,2,auch A1 xA4; € <. Somit gilt o DA 1Qalh. N
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14.8 Lemma Sei (Xj, o/, ;) ein o-endlicher Mafiraum fiir j € {1,2} und sei A € o ® ot>.
Dann sind

@ . X2 — [0,00]

M. X1 — [0,0q]
Syt of1-messbar, s ofr-messbar.
47 x1 = pa(Ax) ! 47 x> pi(Ax,) 2
Beweis. Wir behandeln nur die Aussage fiir sf), fiir slfll) verléduft alles analog.

Die Funktion s4 := sflz) ist wohldefiniert nach Lemma 14.7.

1. Akt: w; ist endlich.
9 =1{D € o1 @ a5 sp ist e/p-messbar} ist ein Dynkin-System in X; x X, =: X, da
e Xy — sy(x2) = p1(X1) ist konstant = af-messbar =— X € 9.
e Seien D, D' € 9, D' C D,sogilt (D \ D')x, = Dx, \ D;z Vx, € Xs.

= x2 > sp\p'(x2) = k1(Dx, \ D},) = sp(x2) —spr(x2) ist messbar
= D ist \>-stabil.
e Sei (Dy)nen C 2 paarweise disjunkt und D := \UJ Dy, so gilt Dy, = \J(Dy)x,
neN

neN

= X2 b>sp(x2) = U1 (U(Dn)xz) = ZSDn (x2) ist messbar
neN

. . eN
—> D ist Wo-stabil. "

AuBlerdem gilt & := {A] X Ay : A1 € &1, A € op} C D, denn fiir Ay € o1, Ay € o ist

X2 >S4, x Ay (X2) = 1 ((A1 X A2)x,) = 1(A1) 14, (x2) messbar.

o(&)

&n-stabil, Satz 11.17 Satz 14.2

Es folgt 2 = dyn(2) 2 dyn(&) A Q ofy.

2. Akt: g ist o-endlich.
Sei A € o1 ® af». Nach Voraussetzung gibt es (B )nen C &1 mit B, /7 Xjund uq(B,) <
oo fiir alle n € N. Wir schlieen fiir alle x, € X5, dass

s4(x2) = pn1(Ax,) T Jim w1 (Bn N Ax,).
von wnten =11 (Ax,)

Da 1,5 ein endliches MaB ist fiir alle n € N, folgt aus dem 1. Akt, dass s4 messbarist. W

14.9 Satz  Fiir j € {1,2} seien (X;, <}, |u;j) o-endliche Maf3rdume. Dann existiert genau ein
Maf auf o1 ® <>, das Produktmaf} p1 ® ju2, so dass fiir alle Ay € <1, Ay € o> gilt

(11 ® u2)(Ar x A2) = pu1(Ar) p2(Az). (%)
Zudem ist L1 ® p o-endlich und es gilt fiir alle A € of1 ® o5 das Prinzip von CAVALIERI
(1 © p)() = [l dpa ) = [ u1(Ass) iz, (+4)
X1 Xz

Fiir die Eindeutigkeit des Produktmafies geniigt es bereits, (x) nur fiir alle Ay € & und A, € &>
zu fordern, wobei fiir j = 1,2 gilt
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(1) &; ist ein N-stabiler Erzeuger von ;,

(2) 3(BN)en C & mit BY 7 X; fiir k — oo und 1;(B¥) < oo fiir alle k € N.

Beweis. Existenz: Die Abbildung of; Qe 3 A — m3(A) == / sflz) dus € [0, 0o] ist wohldefiniert
X2
gemif Lemma 14.8. Zudem gilt 77, (D) = 0, sowie fiir (An)neny C &1 ® o> paarweise disjunkt

i (W An) = [ s@, dua = Y m(da).
neN nenN n T
X3 —— Mon. Konvergenz €N

2)
> SAn
neN

Damit ist 77, ein Maf auf &} ® <. Seinun A; € o/, Ay € o/>. Wegen sflzl)XAz = u1(A41) 14, folgt
m2(A1 X A2) = p1(A1) p2(A2).
Eindeutigkeit: Seien &7, &> Erzeuger von &1, o> wie in (1) und (2) gefordert, so folgt mit Satz 14.2
0) &:={A1 x Ay: Ay € &1, Ay € &>} ist n-stabiler Erzeuger von &) ® <.
Sei 7 ein MaB auf of; ® of, mit w(Ay x Az) = p1(A1) p2(A2) VA x A € &, dh. 7|, = ma|,.
Ein Beispiel ist (folgt analog zu oben) 7 = 1, wobei 1 (A4) = / sfll) duq fir A € of] ® of5.
Somit gilt .
(i) &> BF x B, 7 X1 x X firk,l — oo,

(il) w(B¥ x BY) = 1 (BF)ua(BL) < oo fiiralle k, 1 € N.

Satz 11.28
(0), (@), (i1) dtZ:> T =1y = U1 @ W2. Inbesondere gilt auch 77 = 75, also (x*).
o-Endlichkeit: aus (i) und (ii). |

14.10 Korollar  Fiir j € {1,...,n}, n € N\{1}, seien (X, o/}, i) o-endliche Mafirciume. Dann
n

gibt es genau ein Produktmafi ® Wi =1 Q- @ up auf 1 ® -+ Q@ oy, so dass fiir alle
j=1
Ajed;, jell,... n} gilt

(@u)( % 4) = TTwsa. *)
j=1 Jj=1 j=1

Zudem ist das Produktmaf3 o-endlich.
Fiir die Eindeutigkeit des Produktmafles geniigt es, (x) nur fiir alle A; € &;, j € {1,...,n}, zu
fordern, wobei fiir alle j € {1,...,n} gilt

(1) & ist ein N-stabiler Erzeuger von <,

(2) 3(B¥)ren C & mit BX 7 X fiir k — oo und ju;(B¥) < oo fiir alle k € N.
J J J J ST
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Beweis. Eindeutigkeit und o-Endlichkeit eines Malles 7™ aquf A Q- ® oy, welches (x) erfiillt fiir
alle A; € &, j € {l,...,n}, mit Erzeugern wie in (1) und (2), folgen wie im Beweis von Satz 14.9.

Die Existenz eines MaBes 7™ auf of; ®- - @y, welches (x) erfiillt fiiralle A; € o, j € {1,...,n},
zeigen wir nun per Induktion.

Induktionsanfang n = 2 :

@ = Hn1 ® uo aus Satz 14.9.

Induktionsschrittn — 1 —> n :

n—1 n—1
gemiB Induktionsannahme existiert fiir n > 2 ein MaB 7™~ auf | X X, ® < | mit
Jj=1 j=1
n—1
DAy x o x Agy) = [[wi(4) YA et j el n—1}.
j=1

Damit ist 77! o-endlich (nach der Eingangsbemerkung) und gemiB Satz 14.9 ist das Maf}
7™ = 7= & 11, wohldefiniert auf (o} ® -+ ® Fy_1) ® <, mit

7 M(A' x Ay) = 7D (A) pn (An)

firalle A’ € o] ® -+ ® of,_1 und fiir alle 4, € «,. Da

(A R Qdy—1) Q oy Lemm:aM'Sdl@...@dn

n—1
folgt mit der Wahl A" = X A;
j=1

n
n(”)(Al XX Ap) = H/,Lj(Aj) firalle Aj € o, j €{1,...,n},
j=1

und somit der Induktionsschritt. [ |

14.11 Bemerkung Zusammen mit Lemma 14.5 folgt fiirn,m € N, m < n,

8)+()-6n

j=m+1

Als Anwendung des bisherigen fithren wir nun den noch schuldig gebliebenen Beweis von Satz 11.37
fiir d = 2 im Rahmen von
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14.12 Korollar (Neufassung von Satz 11.37) Es gibt genau ein Maf} auf B2, das Produkimafs
d
A= Q) A, welches

a=1

d d
Ad( X [aa,ba[) =[] (b —aa)
= a=1

erfiillt fiir alle —o00 < ag < by < occounda € {1,...,d}.

d
Beweis. Nach Beispiel 14.4 ist 8¢ = & % und nach Satz 11.14 wird 8 = o(¥#) erzeugt vom

a=1
Mengensystem .# der rechts halboffenen Intervalle in R.
Der Fall d = 1, also die Existenz von A, wurde bereits im Rahmen von Satz 11.37 bewiesen. Insbe-
sondere ist

e A og-endlich auf 2.

o ¥ n-stabil und fiir 7, := [-n,n[ € FL gilt I, / R firn — oo und A(I,) = 2n < oo. Also
ist .# ein Erzeuger von 28 wie in Korollar 14.10 gefordert.

d d
) l:[l(ba —aa) == I:IIA([a(Y7 bOlD

Damit folgt die Behauptung aus Korollar 14.10. |

14.3 Integration beziiglich ProduktmaBien

14.13 Lemma Seien (X1, ), (X2, o) Messriume und (X, o) = (X1 X X2, o1 Q@ of») deren
Produktraum. Sei (X', of") ein weiterer Messraum und f : X — X' of -of’-messbar. Dann gilt fiir
alle x1 € X1 und alle x5 € X5

Xb - X’ . /
X1, *): ist ofr-A -messbar und
SGx1) x2 = f(x1,x2) 2
Xl - X' 3 /
©,X2): ist of1- -messbar.
(oo x2) x1 = f(x1,x2) !

Beweis. Hier nur fiir fy, := f(x1, ). Fir fx, = f(-,x2) verlduft alles analog. Sei A" € /', so
folgt

fx_ll(A/) = {X2 € Xy: (x1,x2) € f_l(A/)} = (f_l(A/) )xl % oy

——
et Lemma 14.7 [

14.14 Beispiel Sei A C X1 x X — (1g)(x1, ) = lel Vx1 € X; und analog fiir 1 <> 2.
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14.15 Satz (FUBINI-TONELLI) Fiir j € {1,2} seien (X;, <, uj) o-endliche Mafrdume. Sei
f X1 X X2 — R (oder C) ofy @ af»-messbar. Dann sind fiir g € {Re f4+,Re f—,Im f4,Im f_}
die Abbildungen

X1 — [0, o] X2 — [0, 0]
of1-messbar, ol -messbar.
x> [gox) duae) x2 > [l xa) s (o)
X2 Xl
Weiterhin gilt:

(@) Ist f =0 w1 ® ua-fii., so ist fiir juy-fast alle x; € X1 die Abbildung f(x1,-) = 0 ua-fii,
sowie fiir [ua-fast alle xo € X» die Abbildung f (-, x2) = 0 w1-fii. und es gilt

/ Fer, %2) At @ ppz)(x1, x2)

X]XX2

= / ( / f(xl,xz)duz(xz)) () = / ( / f(xl,xz)dm(xn) i) 6

X] Xz XZ Xl

(Integrale konnen auch +0oo sein).

(b) Ist eines der drei Integrale / | f(x1,x2)]d(p1 ® u2)(x1, x2),
X1 XX2

f ( / |f(x1,xz)|duz(xz)) i) e / ( / If(x1,xz)|du1(xl)) (i)

X] Xz X2 Xl

endlich, so sind es alle drei und es gilt ebenfalls (x).

14.16 Bemerkung (a) Die Betrige in Teil (b) des Satzes sind wesentlich.

(b) Die Aussage gilt analog fiir das n-fache Produkt.

Beweis von Satz 14.15. Teil (b) folgt aus (a) durch Anwendung von (a) auf g € {Re fi,Re f_,
Im f4,Im f_}. Beweis von (a) in 3 Schritten:

1. Schritt: Fiir Elementarfunktionen gilt

J 1 vaexK J 1 oy-messb
= o . =o0(x1, ) = o ) -messbar
= oty " meo= Yalgy,
J=1 >0 -~ Lemmal47 J=1 —_
TS (oder 14.13) Sl

J

:T> X1 — /(pxl(xz) dua(xz) = Zajuz((Aj)xl) >0 of| -messbar.
X>

Lemma 14.8 Jj=1
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Somit ist das folgende 1t1-Integral wohldefiniert und es gilt mit X := X1 x X2 3 x 1= (x1, x2)
und = 1 @ U2

J
/( /(le(xz) d,uz(xz)) dpr(x1) = Zcxj fuz((Aj)xl)dm(xl) = /fﬂ(X)dM(X)-

X, \X, =1 x, X

—

(A;) nach Satz 14.9

Analog verlduft es fiir die Vertauschung der Indizes 1 < 2, also gilt die Gleichheit der drei
Integrale in (a) fiir Elementarfunktionen.

2. Schritt: Sei f : X — [0,00] messbar = 3 (¢,)nen Folge von Elementarfunktionen mit
on 7 f = @n)x 7 S VX1 €X)

— Xy > /fxl (xx2) dua(x2) n Jim /((Pn)xl(xz) dpz(x2) of1-messbar
X5 Mon. Kgz. X>

—

/1 -messbar (1. Schritt)

(also die erste der beiden Behauptungen fiir g) und

/(/AAMMW%MOWM@O n ng&(/(/wwmw»wa@ﬁdm@o

X1 X2 Mon. Kgz. X, ‘X

/ ¢n(x)du(x) mnach 1. Schritt
X

= [r@aut.
Mon. Kgz. X

Wiederum unter Vertauschung der Indizes 1 <> 2 folgt die Gleichheit der drei Integrale.

3. Schritt: Sei f(x) € [0, o] fiir u-f.a. x € X.  Siehe Ubung. |
14.4 Die Transformationsformel fiir das Lebesgue-MaB

14.17 Definition Sei (X, o/, 1) ein Mafraum, (X', of") ein Messraum und ¢ : X — X' messbar,
so heifst
o) = poyp~t: %, = 100
' S A e p(eTH(A))

das Bildmap von . (unter ¢).!

IDie o-Additivitiit des BildmaBes beruht auf ¢! (u A;,) =\ ¢ 14 fiir (A))nen C o' paarweise disjunkt.
neN NEN o —
€
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14.18 Beispiel Sei X = X' =R?, of = of' = B, u = A9,

(a) Translationum y € R4
T RY —» R4
Y x x4y
Mit Satz 11.41 folgt T, (A%) = A4.
(b) Skalierung um einen Faktor « € R \ {0}

d d
Ay : R4 —» R '
X b ax
: dy _ _1 yd (g 8
Es gilt Aq(A%) = W)L (siehe Ubung).

(¢) Permutation von Koordinaten j,k € {1,...,d}

RY — R4

ik - .
J oo Xjee s Xsenn) > (o Xy e Xy )

Es gilt 7 (A%) =19 daA? = A ® --- ® A Produkt gleicher Faktoren ist.

14.19 Satz (vom BildmaB) Sei (X, of, ) ein Mafraum, (X', ') ein Messraumund ¢ : X — X'
messbar. Dann gilt

(a) fiiralle A’ € /' und alle f : X' — [0, o] messbar, dass

/ £ dp() ) = / (f © ©)() dp(), *)
A/

o~ 1(4)

(b) feLN X o pn) < fopecL (X .o p.

Beweis. Teil (b) folgt aus (a) mit A’ = X’ durch Zerlegung von f in Real-, Imaginir-, Positiv- und
Negativanteile.

Zu (a): sei 0.E. A’ = X’ (sonst ersetze f durch f 14/). Die Gleichheit (x) ist wahr fiir f = 1p/,
B’ € «’, denn

[13/(x/)d(<0(u))(X') = (¢(w)(B") = u(p~'(B)) = / lp-1((x) du(x).

X/

1 (¢(x)) = (1pr 0 )(x)

Wegen der Linearitit gilt (x) somit fiir alle Elementarfunktionen f, wegen monotoner Konvergenz
dann auch fiir alle messbaren f = 0. |
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14.20 Definition Seien U,V C R4 offenund ¢ : U — V.
e ¢ ist Diffeomorphismus <= ¢ bijektiv und ¢, ¢~ stetig diffbar.

o U,V diffeomorph <= 3 Diffeomorphismus ¢ : U — V.

14.21 Satz (Transformationsformel fiir A9) Sei U € R? offen und ¢ : U — ¢(U) C R? ein
Diffeomorphismus. Dann gilt fiir alle A C U, A € B4

A4 (p(4)) = / | det[(DT<p)(x)]| dx. (TF)
A

Differential von ¢ (Jacobi-Matrix)
Das heift, das Bildmaf ¢~ (A?) ist absolut stetig bzgl. A% auf U mit Radon-Nikodym-Ableitung

dp~' (29

dird = ‘ det[(D(p)]}, Jargon: ,, Funktionaldeterminante “.

In Kombination mit dem Satz vom BildmaB — wiihle dort A’ = X’ = U, u = A9 und ersetze ¢ durch

@~ ! —ergibt sich die Substitutionsregel fiir mehrdimensionale Lebesgue-(Borel-) Integrale.

14.22 Korollar Unter den Voraussetzungen von Satz 14.21 gilt fiir alle f : U — [0, 00] B4
messbar, sowie fiir alle f o ™! € .21((;)(U),)Ld)

/ (f o g™ )(x) dx = f £() | detl(D@) ()] dx.
U

oU)

14.23 Beispiel (Invarianz des Lebesgue-Borel-Malles unter Bewegungen)
Sei B : R? — R4 eine Bewegung, d.h. es gibt y € R und eine orthogonale Matrix M € O(d),

so dass B(x) = Mx + y fiir alle x € R¢. Dann gilt
BOY) =24,

da|det DB| = |det(M)| = 1.

Beweis von Satz 14.21. In 6 Akten mittels vollstdndiger Induktion nach d (Akte 5 und 6). Zuvor vier
Vorbereitungsakte.

1. Akt: Es geniigt eine lokale Version von (TF) zu zeigen:

Vy e U3U, CU offenmity € Uy und (TF) gilt VA C Uy, A € B4 . (%)
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Beweis. ,,(TF) = (x)* Kklar, da die globale die lokale Aussage impliziert.
ATF) <= (%) Vy € U sei Uy, C U die offene Umgebung von y aus (x). Da U C R4
dem 2. Abz#hlbarkeitsaxiom geniigt (Beispiel 10.14), folgt mit dem Satz von Lindelof

(Satz 10.25), dass die offene Uberdeckung U = \U U, eine abzihlbare Teiliiberdeckung
yeU

U = \U Uy, besitzt. Diese machen wir nach Lemma 11.12 disjunkt, das heif}t,
jeN 7
VjeN3IB; CUy mitB; e®?: \JU, =\UB;=U.
JENZ  jeN
€4

Sei nun 8¢ > A C U und beachte, dass auch die Folge von Mengen (p(A4 N Bj))j N
paarweise disjunkt ist, da ¢ ein Diffeomorphismus, also injektiv ist. Dann gilt

2 (p(a)) = 24( \J (A B))) = Yl panBy)
o-Add. /=

- > [14etPe)@| 1ang, (1) dx

) mitAnB; CUy, J=1 pa
firalle j € N

= /‘ det[(D(p)(x)]} Z lang; (x) dx
T =
Mon. Kgz. Rd j=1

1 %}N(AAB_;)(X)
- [ | detl(Dg) ()] d,
A

das heift, (TF) gilt global auf U. v

2. Akt: Seien ¢ : U — ¥(U) und y : v (U) - y(¢(U)) Diffeomorphismen, fiir die (TF) gelte.
Dann gilt (TF) auch fiir y o .

Beweis. Sei A C U Borel-messbar, so folgt
M) = [ [et@owi|ex

(TF) fiir A

(v (4) * v

(TF) gilt fiir ¢ = ¥ = Korollar 14.22 gilt mit ¢ = ¥ und f = 14 (| det[Dy]| o ¥)

= [ ()] deion )| o
A

|det[(D(x 0 ¥)) ()]

wobei (det My)(det M) = det(M;M>) und die Kettenregel (Dy) (v (x)) - (D¥)(x) =
(D(x o ¥))(x) verwendet wurden. v
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3. Akt. (TF) gilt fiir die Permutationsabbildung 7 aus Beispiel 14.18 (c).

Beweis. o A% o mj; = A% nach Beispiel 14.18 (c).

o |det[(Dmjg)(x)]| = 1 fiir alle x € R4, da Dy eine Permutationsmatrix ist (siche
Lineare Algebra). v

4. Akt: Ohne Einschrinkung kann fiir jedes y € U der fiir (x) relevante lokale Diffeomorphismus

(p!Uy von der Form Uy 3 (x1,x2,...,xg) = (x1,ax, (x2,...,xg)) gewihlt werden, wobei

ax, ein auf dem xq-Schnitt (Uy )y, = {(xz,...,xd) e R4V (x1,x2,....x4) € Uy} von
Uy definierter Diffeomorphismus ist fiir alle x; € R mit (U))x, # 9.

d
Beweis. Seiy € U fest. Ohne Einschriankung sei 8—(/)1()/) # 0, denn falls nicht, gibt es wegen
X1

a .
der Tnvertierbarkeit' von (Dg)(y) Indizes j,k € {1,...,d} mit 8ﬁ(y) £0 = §:=
Xk

091 ~ e
T O(p}Uy o g erfiillt E(nlk(y)) = 0 und <p‘Uy = myj o @ omg. Istalso (TF) fiir ¢ auf

w1k (Uy)gezeigt, so folgt aus dem 2. und 3. Akt, dass (TF) fiir <p‘Uy gilt.

0
Sei nun also ¢ : Uy — ¢(Uy) ein Diffeomorphismus mit a—gol(y) # 0. Ziel: zerlege ¢ in
X1
Diffeomorphismen von der gesuchten Form.
(i) Definiere ¥ : Uy 3 x > ¥ (x) = (gol(x),xz, - ,xd).
Wegen (1,, bezeichnet die n x n-Einheitsmatrix)

91
8X1

: T
0
ist (Dy)(y) invertierbar und es gibt nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion (Korol-

lar 9.7) eine offene Umgebung Uy C Uy von y, auf der ¢ ein Diffeomorphismus ist.
Dann ist ¢ := w13 o ¥ o w1, ebenfalls ein Diffeomorphismus und von der gesuchten

Form
J(x) = (Xl, ¢1(x2,x1,X3,...,xd),x3,---,Xd) Vx € ﬂlz(ﬁy)'
= lel (Xz, x37 e 7xd)
In der Tat ist oy, (%) stetig differenzierbar in X := (x2,x3,...,X4) € (ﬂlz(Uy))xl
Vx1 € Rund
d
(ﬂ 07!12)(361,??) ko ok
8x1
(Datx, ) (%) = 0
Ty
0

folgtzB.ausid = ¢ 1 op = 1= ((Dp~ 1) og)- De.
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5. Akt:

Also ist (Day, )(X) invertierbar fiir (x1, X) = m12(y) und nach dem Satz iiber die Um-
kehrfunktion existiert eine eventuell verkleinerte Umgebung (712Uy)x, S (m12Uy)x,
in R9~1_ auf der oy, ein Diffeomorphismus ist fiir alle x1 € R mit (712Uy)x, # @.
(i) y:=¢oyl: w(ﬁy) — ¢((7y) ist ein Diffeomorphismus mit Umkehrabbildung
A=y oo™l ipUy) = Y (Uy).
Firz = (z1,2) € y(Uy) gilty~1(2) = (n2(z1). 2), wobei 3 die Umkehrfunktion von
d

¢1(+, 2) ist. Diese Umkehrfunktion existiert und ist stetig diff.bar, da 8—('01()6) #0Vx e
X1
Uy . Folglich gilt
1) = (21, 200, 2). o0 (1:1).2) ) ¥z e (@),

—

=10z (%)
Analog erhilt man
e = (3@ @0 ha®)  Va e o).
=: Bx; (X)
Dabei ist o, stetig diff.bar auf (1/[((7);))21 fiir alle zy, fiir die (1/f(l7y))z1 # @ und By,
ist stetig diff.bar auf (go(ljy))x1 fiir alle xp, fur die ((,0((73,))21 £ @ Wegen y Loy =

id‘W(ﬁy) folgt zudem B, cotz, = id‘(W(Uy))zl‘ Alsi) istaz, : (I/I(Uy))zl — (go(Uy))Zl
ein Diffeomorphismus fiir alle z; € R, fiir die (1//(Uy))z1 #* Q.

Nach (i) und (ii) sind die Diffeomorphismen 1} und y von der gesuchten Form. Ist (%) fiir
diese bewiesen, so folgt wegen ¢ = y o w12 o ¥ o w12 und dem 2. und 3. Akt, dass (%) auch
fiir ¢ gilt. v

Induktionsanfang: (TF) ist wahr fiir d = 1.

Beweis. Wegen des 1. Akts sei U ohne Einschrinkung ein endliches offenes Intervall (durch
Verkleinerung von Uy, in (*) stets moglich). Sei [a,b[ C U ein Intervall (a,b € R,a < b).
Dann gilt (TF) wegen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung fiir Riemann-
Integrale, denn

b

(™" o M)([a.bD) = Ae(la. b)) T (b)) — ¢(a)] T [so/(X)dx

@ streng monoton HDI a

b
T [|¢/(x)|dx = / ‘det[(Dgo)(x)]}dx.
@ wechselt  a [a,b]
Vorzeichen nicht

Also gilt (TF) auf $y = {I € & : I C U}, einem n-stabilen Erzeuger von 8 n U mit
Ausschopfungsbedingung U =]inf U, supU[= \U [n~! +inf U, sup U[ wie in Satz 11.28.

neN
Da beide Seiten von (TF) je ein Mal} auf 28 n U definieren, folgt mit dem Eindeutigkeits-

satz 11.28, dass (TF) fir alle A € 8 n U gilt. v
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6. Akt: Induktionsschritt: Sei d € N\ {1}. Gilt (TF) fiir d — 1, dann gilt (TF) auch fiir d.

Beweis. Seid € N\ {1}. Nach dem 1. und 4. Akt geniigt es zum Nachweis der Behauptung,
dass man fiir y € U bel. fest (TF) nachweist fiir einen Diffeomorphismus der Form ¢(x) =
(xl,lel ()?)), wobei x = (x1,X) € Uy und U, C U eine offene Umgebung von y ist.

Also sei ¢ von obiger Form. Dann gilt Vx = (x1,x) € U,

1 0 ... 0
(D) (x) = T(Daxl)(fc)
*
und somit auch
det[(Dg)(x)] = det[(Doax, ) (X)]. ()

Seide B! nUyundx; eR =

(v(4)),, = {& e R4 (x1.4) € p(A) } _Jox(Ayy), falls Ay, # 2,

~——————— g, sonst.
& IX € Ay, 1 a4 = ax,(X)

Sei Xy :={X1€RIAxl #* o} =

24 (p(4)) Ad:k%”“ / 2471 ((p(A))x, ) dA(xy) = / 247 (0, (Ax)) dAGx1)
Satz 14.9 R

1
s amgine / | det](Day,)(8)]] A9 (2)

Ax,

® / ( / La, (%) | det[(D)(xr, £)] dA?™ 1<X>) dA(xn)
®ooRC 1A(x1 X)

Fubin / | detl(Dg) (]| dA4 (x). Y

A

Somit folgt der Satz aus dem 5. und 6. Akt. |



15

Untermannigfaltigkeiten und

der Satz von GAUSS

15.1 Untermannigfaltigkeiten des R¢

15.1 Definition Sei @ # M C R4 versehen mit der Relativtopologie Tyy des R? (mit der
Euklidischen Topologie). Sein € N,n < d.
(a) M ist eine n-dimensionale C1-( Unter-)Mannigfaltigkeit (des RY) —

Ya € M 3V C M, eine in der Relativtopologie offene Umgebung von a, 3 Kartengebiet
T C R” offen und 3 (lokale) Karte ¢ = (¢1,...,94) : T — V mit

(i) ¢ bijektiv,

(i1) go,(p_l stetig,

(i) ¢ stetig differenzierbar,

. dgj

(iv) Vt € T: Rang ((D¢)(1)) = Rang (E(Z))lsj@! =n.

<k<
(b) Sei A # @ eine Indexmenge.
Atlas von M <= Familie von Karten {¢q : Ty — Vy}aca mit \J Vo = M.
a€A

15.2 Bemerkung (a) Falls statt (iii) gilt, dass ¢ /-mal stetig differenzierbar ist mit [ € Ng v

{oo}, so ist M eine C!-Mannigfaltigkeit.
(b) Vorsicht! Eine andere iibliche Konvention fiir Kartenistg : V — T.

(c) Konvention: j kartesischer Index fiir ¢, & Familienindex von ¢ in einem Atlas.

15.3 Beispiel (a) Die Einheitssphire im R2?: S := {x eR?: |x| = 1} ist 1-dimensionale

C*°-Mannigfaltigkeit. Nur 2 Karten sind fiir den Atlas nétig, z.B. die Einschrinkungen

. . . . cost
@1 = q)‘]o,zn[ und ¢, = CD‘]_MT[ von®:R — S1 ¢ (sint)'
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2
NB: Das Intervall [0, 27| ist keine zulédssige Wahl N
fiir 7', da es nicht offen ist in R! S A
0 2w

(b) Keine Untermannigfaltigkeit des R2.
Problem: Stetigkeit von ¢ ~! im Schnittpunkt.

154 Lemma Sei M eine C l—Mannigfaltigkeit. Dann besitzt M einen abzdhlbaren Atlas.

Beweis. Aus dem Satz von Lindelof (Satz 10.25), da die Euklidische Topologie des R das 2. Ab-
zihlbarkeitsaxiom erfiillt und sich dieses auf Relativtopologien iibertrigt (siehe Ubung!). |

¢~ 1:V — T macht M lokal flach und ist im folgenden Sinn differenzierbar (NB: V ist im
Allgemeinen nicht offen in R).

155 Lemma Sei ¢ : T — V eine Karte der C'-Mannigfaltigkeit M und sei a € V. Dann exis-
tiert Ty € T € R” offen mit a € ¢(Tp), Ty < RA=" offene Umgebung der 0 € R4~ und
170 - R4 offen, sowie ¢ : Ty X T(; — 170 (,, Flachmacher* bzgl. a) mit

ZZ?()ER‘I
(1) @ ist Diffeomorphismus,
(2) ‘ﬁ‘Tox{o} = ‘/’lTo :

3) Von M = ¢(Tp).

o
(e T
/\ I o
ﬁl
&‘_//
/ T
Ty —— i
0

Abbildung 15.1: Illustration von Lemma 15.5
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Beweis. Ohne Einschrinkung sei

wobei 7 1= ¢~ 1(a).
Begriindung: Erginze die gemil Def. 15.1(a)(iv) linear unabhingigen Spaltenvektoren vy, ..., v, €

R4 der Jacobi-Matrix (Dg)(t) mit d — n weiteren Vektoren v, 41,...,04 € R4 zu einer Basis von
R? (Basiserginzungssatz). Sei S := (vq,...,vg) € R¥*?¢ — § invertierbar (Basiswechsel) und
(D@)(t) = SI.Somitist y := S~! o ¢ Karte der C !-Mannigfaltigkeit S™!M = {S™x :x € M}
mit (Dy)(tr) = I und das Lemma sei dafiir gezeigt, d.h. 3 ¥ das (1) — (3) erfiillt = das Lemma
gilt mitp := So yfirpund M. v

Es gelte also (x) und seinun § > 0,7 := (t,#') € T x |-8,8[ ™™ = T.,% := (z,0) und

(D) =¢;(1), j=1,...n,
() =9 () +t;_,, Jj=n+l,...d

Damit ist § stetig differenzierbar auf 7' mit Differential

t t’
! :
0
s (D1, D) A }
e aL IE — g (0
1,---51g n+1 :1
d 1

(D@)(7) invertierbar — Satz iiber die Umkehrfunktion (Korollar 9.7): 3 Umgebung To von 7 in
R9 mit To € T und
¢ : To — @(Tp) =: Vp ist Diffeomorphismus.

Durch weiteres Verkleinern kann fo von der Form T % Té gewidhlt werden (Dreiecksungleichung!)
und somit folgt Eigenschaft (1). Da ¢ |T)< o = <p|T folgt ebenso (2).

Eigenschaft (3) folgt aus weiterer Verkleinerung von Ty x 7. Dazu niitzlich:

Behauptung: 3Je > 0: Béd)(a) NM C o(Tp).

Die Behauptung ist wahr, denn: da ¢(7p) offen in I3y = (Def. Relativtop.) IU C R4 offen
(bzgl. Euklidischer Top.) mit U n M = ¢(Tp). Daa € ¢(Tp) C U innerer Punkt = J¢& > 0 :
BPwcu. v

Da @ stetig => 3T, < Tp offen mit T € Ty und T] < T} offen mit 0 € T} : $(Ty x T{) C BV (a).
Sei V1 := @(T1 x T|) n M. Zu zeigen: Vi = ¢(T1).
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e(T)eM

@) Ty xT{ DTy x {0} = Vi 2T x {0 M Zo(T)nM o(Ty).

(ii) Nach Def. von V; und da ¢ injektiv = ¢~ 1(V4) € Ty x T (ii-1)
) Beh. (2) ~ (’ﬁinjektiv ~_1 ..
Wegen Vi € BD (@) A M € o(Ty) 2 4Ty x 10) “ 25" 671 0A) S Ty x 10} (ii2)
(-1 und (ii-2) = ¢~1(V1) € Ty x {0} = Vi S @(T1 x {0}) 2 o(T1).

() und (1)) = V7 = (p(Tl). [ |

15.6 Satz (Kartenwechsel) Sei M eine n-dimensionale C ' -Mannigfaltigkeit. Dann gilt

(@) n =: dim M ist eindeutig bestimmt, das heif3t, falls ¢ eine Karte von M mit Kartengebiet
C R™ ist, so folgt m = n.

(b) Fiiroa = 1,2 sei ¢y : Ty = Vy eine Karte von M mit V := Vi n Vo # @ (V offen in M
nach Voraussetzung). Setze Wy := ¢ (V) C Ty (offen in R™). Dann ist

w:=(p2_10g01:W1—> |42}

ein Diffeomorphismus.

«(_, D

¢1 (%)
(v Y

Abbildung 15.2: Illustration von Satz 15.6.

15.7 Bemerkung Der Beweis des Satzes benutzt die Tatsache, dass es fiir n # m keinen Dif-
feomorphismus zwischen offenen Mengen von R” und R gibt, siche Ubung. Man kann sogar
zeigen, dass es nicht einmal einen Homdomorphismus zwischen ihnen gibt (Brouwer, 1912). Wohl
aber existiert die stetige und surjektive, aber nicht injektive Peano-Kurve [0, 1] — [0, 1]2.

Beweis von Satz 15.6. Fir o = 1,2 seien T, C R" offen, ny € N, und ¢y : T, — V, Karten mit
Vi=Vinl, 75 {O}
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(i) ¢ ist ein Homdomorphismus, da ¢1, ¢» Homdomorphismen sind.

(i) Zur Differenzierbarkeit: sei @ € V beliebig fest und 7o = ¢, Ya) € Wy C T,. Sei
Pu TO o = Vo « €in Flachmacher zu <pa beziiglich a (wobei die Notation wie in Lemma

15.5 ist mit angehédngtem «), das heifit, Toya ist eine offene Umgebung von (74, 0) € R4,

cR4—na
Sel Y :_ V01 N V02 (7é @, da a darin enthalten ist), Xa = (’p\;l(?) (offen in R9),
w = <p2 oy : X1 —> X>.Da@ @1, ¢ Diffeomorphismen sind, folgt, dass auch v ein Diffeo-

morphismus ist mit Umkehrung ¢ ~! = 1l o @y ist.

Setze Xy = )?0, N Wy (offene Umgebung von 7, in R”). Aus (2) in Lemma 15.5 und ¢g, @

bijektiv folgt
() =("0) wen

Da 1/7 stetig differenzierbar ist, ist die linke Seite lokal linearisierbar in ¢ mit stetigem Diffe-
rential. Daraus folgt, dass auch ¥ lokal linearisierbar ist mit stetigem Differential, also stetig
differenzierbar auf W;.

Analog schlieft man auf die stetige Differenzierbarkeit von ¥~ ! auf W,.

Nach (i) und (ii) ist ¥ ein Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen von R”! und R"2, Zu-
sammen mit Bemerkung 15.7 folgt n; = n», also (a) und (b) des Satzes. |

Wir zeigen nun, dass Manigfaltigkeiten als Losungsmenge lokaler Gleichungssysteme auftreten (vgl.
lineare Unterriume von R¢ als Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems).

15.8Satz Sei M C R undn € N, n < d. Dann sind dquivalent:
(i) M ist n-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit.

(i) Ya € M 3 (in R9) offene Umgebung U von a und 3 f1, ..., fa_n : U — R stetig differen-

zierbar mit
() MAU={xelU: filx) == fg_n(x) =0},
(2) Rang 0., Ja—n) (@) =d —n.
a(x1,...,xq)

Beweis. ,,(i) = (i) Benutze Flachmacher ¢ von Karte ¢ beziiglich ¢ aus dem Beweis von Lem-
ma 15.5mit U := Vound fiir j = 1,...,d —n setze fj = ((ﬁ_l)nﬂ., also stetig diff.bar.

zu (1): Aus Eigenschaft (3) in Lemma 15.5 und da der Flachmacher ¢ bijektiv.
zu (2): Nach (**) und der Begriindung von (%) im Beweis von Lemma 15.5 ist das Differential

Kor. 9.7
(D@)(7) = S des Flachmachers invertierbar = (D@~ 1) (a) = S™! hat maximalen
a(fl’ cee fd—n)

Rang d. Die (d — n) x d-Matrix 5 ) (a) besteht aus den untersten d — n
X1,...,Xd
Zeilen der d x d-Matrix (D$~!)(a) und muss damit maximalen Rang d — n haben.
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»(1) <= (1) Zeige: Va € M 3 Karte ¢ von M, in deren Bild a liegt.
Seia € M. Aus (2) folgt, dasses 1 < j; <--- < jz_, < d gibt mit!

Rang .- Ja—n) (a)=d —n (%)

0(Xjyse s Xjy_y)
und somit auch invertierbar. Ohne Einschrinkung sei jy = n + k fuirk = 1,...,d —n (an-
sonsten umnummerieren!) Sei U’ € R” eine offene Umgebung von (a1, ...,a,) =: a’ und
U” C R eine offene Umgebung von (ay+1,...,ag) =: a”,sodass U' x U” C U (mog-

lich wegen Dreiecks-Ungleichung). Sei
U xU" — R4
Si(x’ x")

F
(xl’ x//) —

Ja—n(x",x")
soist F stetig differenzierbar, es gilt M n (U’ x U") = {(x".x") e U'xU": F(x',x") = 0}
und wegen (%) — in der Notation von Satz 9.5 — die Invertierbarkeit von (D) F)(a’,a”). Es
folgt mit dem Satz 9.5 iiber implizite Funktionen

3 Uy € U’ offene Umgebung von a’,

3 Uy < U” offene Umgebung von a”,

3¢ : Uy — Uy stetig diff.bar mit M ~ (Ug x Ug) = {(x',x") e Uy x Uy : x" = g(x)}.

(% %)
Uy — M~ UyxUQ)

Somitist ¢: (t )ERd
g()

o stetig differenzierbar mit

10 o\ °
0o - 1
R L n
(D)(t) = -0 3 = Rang[(Do)(t)] =n Vit € Uj.
O 0L |
* id—n

e injektiv per Definition

o surjektiv wegen (% x).

e ¢~ Liststetig, denn sei x; = ¢(t1), X2 = ¢(t2), so folgt
o ) =g ool =l =l < (2 )= ()| = el
g(12) g(11) ) |ga
Also ist ¢ die gesuchte Karte. |
ISeien vy, ..., Vg € R~ die Spaltenvektoren der Matrix in (2) und §; := dimspan{vy,..., vt firj =1,..., d, sowie

8o := 0. GemidB (2) ist ;5 = d —n. Fir j = 1,...d gilt entweder §; = §;_1 oder §; = §;_1 + 1. Letzteres tritt
(d — n)-mal auf und wir bezeichnen diese Indizes j mit ji,... jz_p.
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Abbildung 15.3: Skizze von Tangential- und Normalenvektoren

15.2 Tangential- und Normalenvektoren

15.9 Definition (a) Sei I C R ein Intervall (auch uneigentliches), sei tg € I. Eine stetig
differenzierbare Abbildung k - I — R? heifit C 1-Kurve (in R? ) mit C 1-Kurvenbogen « (I)
und v = «'(to) € R? heift Tangentialvektor von k in k (to).

NB: Tangentialvektor von k in k(ty) i.a. nicht eindeutig, falls k nicht injektiv in k(o).

(b) Sei M eine C'-Mannigfaltigkeit in R%, seia € M.
v € R? ist Tangentialvektor | e > 0und C'-Kurve k - ]—e, 6] > M C R%:
von M ina k(0) = a und v = k’(0)
Tangentialraum von M ina: T,M = {v eR?: vist Tangentialvektor von M in a}.
w € R? ist Normalenvektor von M ina <= w L T.M

Normalenraum von M ina: N,M = {w € R? : w ist Normalenvektor von M in a}

= (T,M)*.

15.10 Beispiel Sei M = S!:= {x € R2: [x| = 1}. Seia := (COSZO) e S'mitz € R.

S
/
Fiir A € R betrachte die C!-Kurve k : R 3 ¢ > Cf)s(kt +10) .Es «'(0) a
sin(At + 1p)
. . Joen g [—sinto u .
gilt k(0) = a und ¥’ (0) = A ( cos o ) Der nichste Satz zeigt, dass ‘_\

a

T,S! = span {(—Czlsnt(t)o)} = N,S! = span{a}.
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15.11 Satz Sei M C R? eine n-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit und sei a € M. Dann gilt

1)
(@) T,M = span ( “L(a )) 5 ( _l(a)) ist unabhdngig von der Wahl der Karte
n

¢o: T —> M mita € o(T).

oty

Insbesondere ist Ty M ein linearer Unterraum von R? mit dim(T,M) = n.

(b) Sei U eine offene Umgebung von a in R? und (gemdf} Satz 15.8) seien fi1,..., fa_n €
CY(U) mit
MAU={xeU: fi(x) == fg_n(x) =0}
(f1.---. Ja—n)
a(x1,- .., Xq)

NgM = span {(V f1)(@), ..., (V fa—n)(a)}
unabhdngig von der Wahl der f1, ..., fa_n.

und mit Rang (a) = d — n. Dann ist

Insbesondere ist Ny M ein linearer Unterraum von R mit dim(NyM) = d —n. Zudem gilt

v-(Vfi)a) =0 YveT,M Vj=1,...,d —n.

Beweis. Sei

0
X := span a—z(w—l(a», 87(¢—1(a)) und Y = span {(V £1)(@), ... (V fa—p)(@)}.

Also gilt nach Definition 15.1(a)(iv)
dim(X) = n = dim(Y ). (%)

(*)
Wir zeigen X C T,M €Y+ (= X =T,M =Y+ = alle Behauptungen).

X CT,M“ Seiv:i= Z x, d (¢7'(a)) € X beliebig und setze A := (A1, ..., A,) € R
] ‘——-R/——'
E

R =:7eTCR”
DaToffende>0:14+tA eT Vt €]l —¢,¢] =

. l|-e,e] - M

ist wohldefinierte C !-Kurve ,
t > o(t+1tAd)

sowie k(0) = ¢(t) = a und k’(0) = v. Somitistv € T,M.

JTuM C YL Seik:]—e e[ — M eine C'-Kurve mit k(0) = a,k’(0) = v. Dak(t) € M, folgt

fiiralle |f] <eund j = 1,...,d —n, dass
4=0 4 4 a5
filk®) =0 = 0= 2 fikO)|,— Za—( a)k1(0) = (V f;)(@) - k' (0)

Kettenregel v

— vevYl [ |
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15.12 Definition Sei @ # K C R4,
Va € 0K 3 offene Umgebung U > a in R und € CY(U,R) :

K ist d-dim. ) KnU=1 U y(x) < 0)
Teilmenge mit } :<—

2) V¥V U:(\v 0
Cl-Rand (2) Vx eU:(Vy)(x) #

(3) IKNU={xeU:y((x) =0}

K ist d-dim. Kompaktum ) ) 1
<= K kompakt und d-dim. Teilmenge mit C *-Rand.

mit C-Rand
K
¥ <0 Y =0
K
15.13 Bemerkung e (3) ist keine eigenstdndige Forderung, sondern folgt bereits aus (2) und

(1) (siehe Forster 3, §15, S. 176).
e Es geniigt (2) fiir x = a zu fordern, da ¢ € C1.

15.14 Beispiel B;(0) == {x € R%: x> — 1 <0} C R? ist d-dim. Kompaktum mit C !-Rand

=1y (x)

= S971:=9B1(0) = {x € R?: y(x) = 0} und N;S¢~! = span{a} firallea € S9!, vgl.
Beispiel 15.10.

15.15Satz  Sei K C R? eine d-dim. Teilmenge mit C'-Rand.
Dann ist 3K eine (d — 1)-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit in R9.

Beweis. Folgt aus Satz 15.8 (ii) = (i) mitn =d — lund f1 = V. |

15.16 Satz  Sei K C R? eine d-dim. Teilmenge mit C'-Rand. Dann gilt

(a) Ya € 0K 3; dupferer Normalen-Einheitsvektor v(a) := % eR? vonKina
(¥ wie in Definition 15.12) mit
(1) v(a) L T4(9K),
2 (@] =1,
(3) deg >0Ve €]0,80[:a +ev(a) ¢ K.
K — R4

(b) Das duflere Normalen-Einheitsvektorfeld v : ist stetig.

a — v(a)
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Beweis. Seia € dK. Dann ist v(a) wohldefiniert und erfiillt (2). Ebenso ist die Stetigkeit von a
v(a) klar. Eigenschaft (1) folgt mit v = f;, siche Beweis von Satz 15.15, und Satz 15.11 (b). Fur
Eigenschaft (3) betrachte

V(a +ev(a) T V(@) + (Vy)(a)-ev(a) +o(e).

diff.-bar 0

&|(V)(a)l

Somit ist fiir alle hinreichend kleinen & > 0 auch W(a + 8v(a)) > 0,alsoa + ev(a) € K.
Eindeutigkeit: sei vV € R4 mit (1) = (3). Aus (1) und Satz 15.11 (b) folgt
~ 1
V€ (Tu(0K))™ = Na(dK) = span {(Vy)(a)}
@ - 3 -
= V=2v(@) = V= +v(a). [ |

15.3 Integration auf Untermannigfaltigkeiten

Problem: Fiir n < d ist die n-dim. Mannigfaltigkeit M eine Nullmenge bzgl. A4,

Idee: Karte ¢ : T — M induziert ,,n-dim. Lebesgue-MaB* auf M ~¢(T') als Bildmal} von geeignetem
Mal auf T, so dass das Bildmaf} unabhingig von Wahl der Karte ist.

Eine zentrale Rolle spielt dabei

15.17 Definition Sei M C R? eine n-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit und ¢: T - M eine
Karte.

T — R
o Gram-Matrix : G:=Gy: T
t Do)(t Do)(t
(auch metrischer Tensor) = (DO (De)®)
o Gram-Determinante: g =gyp: Tt : El%toé([t)

NB: g ist stetig.

15.18 Bemerkung (a) Firaller € T ist g(t) = 0,da G = [D¢]" D¢ > 0 (selbstadjungiert
und u - (ATA)u = (Au) - (Au) = 0 VYu € R™). Also ist G(¢) diagonalisierbar mit nicht-
negativen Eigenwerten und auch g () ist das Produkt dieser Eigenwerte.

@ ad

() - T(p(t), wobei ,,-* fiir das Skalarpro-
k

(b) Fiir j,k € {l,...,n}undt € T ist [G(t)]jx = 5 3
J

dukt im R¥ steht.

Das folgende Lemma hilft uns das Transformationsverhalten von g unter Kartenwechseln zu erken-
nen.
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15.19 Lemma Sei M eine n-dimensionale C I—Mannigfaltigkeit und seien ¢ : T — V C M,
¢ T — V C M zwei Karten mit V.~V £ @, sowie W == ¢ 1 (V A V), W o= NV 17)
und =g logp: W — W, welches nach Satz 15.6 ein Diffeomorphismus ist. Dann gilt
2 -
gt) = [detDY)O] (¥ (1))  VieWw,

wobei g ‘= g, und g ‘= gg die Gram-Determinanten bzgl. der Karten ¢ und ¢ sind.

Beweis. Es gilt ¢(t) = (¢ o ¥)(¢) und somit nach der Kettenregel

(D)) = (DP) (¥ (1)) (DY)(®)
= g(0) = det [ [(DYOI [PHWD)]" PV ®) DO |.

nxn-Matrix nxd-Matrix dxn-Matrix xn-Matrix

Die Behauptung folgt mit det(4B) = (det A)(det B) und det(AT) = det A. |

15.20 Beispiel Sein =d — 1,7 € R?"!und o € C1(T, R). Fiir
X = ((xl,...,xd_l),xd) eT xR und fx)=xg—o0(x1,...,Xq-1)
gilt (V f)(x) # 0, also folgt aus Satz 15.8, dass
M:={xeT xR:xs =0(x1,....,x4-1)}

eine (d — 1)-dim. C !'-Manngifaltigkeit mit globaler Karte

T — R4
7 t
I =
(Q(f))
ist. Also folgt
1 0 0
0.
(Do)(t) = 0
0 0 1

(910)(1) (9g-10)(1)
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und

l T@—1)x@—-1)
G(t) = | Vu-nx@-1 i ~Vooy - --------------- = T@-1yx@-1 + P(1),
| (Vo) T

wobei [P(1)]jx = (3j0)(¢)(3x0)(¢) fir j,k = 1,...,d — 1. P(¢) ist ein Vielfaches des Orthogo-
nalprojektors auf den Vektor (Vp)(¢) im R4=1, das heiBt, fiir alle u € R4~1 gilt

[(VQ)(l) u] (Vo))
Vool "] IVeol

P(u = [(Vo)®) -u] (Vo)1) = |(Vo)(1)|?

€R

Ergiinze (Vo)(t)/|(Vo)(t)| zu einer Orthonormalbasis im R~ = G(r) hat einfachen Eigen-
wert 1 + |(Vo)(¢)|? und (d — 2)-fach entarteten Eigenwert 1, also

g(n) =1+ (Vo))

15.21Satz  Sei M eine n-dimensionale C ' -Mannigfaltigkeit in R4 mit Atlas {0q : To = Valaen
(existiert wegen Lemma 15.4) und der Zerlegung M = \J Uy, wobei Uy, C V,, Uy € B~ M

aeN
(existiert wegen Lemma 11.12). Sei g4 ‘= gy, die Gram-Determinante bzgl. der Karte ¢y. Dann

ist
BEAM — 0,00

A B Y [ Jabaro
YN G (BAU)

ein Map, das Lebesgue-Borel-Maf auf M, und unabhdngig von der Wahl des abziihlbaren Atlas.

Beweis. Ajpy istein MaB:  fiir @ € Nist
B" oy (Us) — [0.09]

Ty = Ty, - S f@dln(t) (*)
3

ein MaB (klar!) = das BildmaB ¢, (7) ist ein MaB auf B¢ ~ U, =

It =) (pa(ta) (- Ua) )

aeN

ist ein MaB auf ¢ ~ M (verwende den grofen Umordnungssatz fiir Reihen — d.h. Fubini fiir
ZihlmaBe — fiir die o-Additivitit).

Unabhingigkeit von Az von der Wahl der Karte:  seien¢ : T — V und ¢ : T — V zwei Karten
von M wie in Lemma 15.19 mit V. A V # @. Seien W := ¢ X(V A V) und W := ¢~ 1(V ~
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17), sowie T = 1, und T = 75 wie in (x). Nach Satz 15.6 ist ¥ := o lop: W — W ein

Diffeomorphismus und fiir alle B € B2 A V n 17) gilt

(p(0))(B) = Ve Ao = VE(T) dan(7)
1

N— —
Trafo-Formel v ((p—l (B))

¢~ (B) | 4el( DY) () VE@ D) RN
nach Lemma 15.19 (Z_](B)
= (¢(D)(B),
d.h. die Bildmafe auf M im Schnittgebiet stimmen iiberein. Die Behauptung folgt mit der Form
[

(%**) von Ayy.

15.22 Korollar Mit der Notation des vorigen Satzes gilt

feL MBAMAy) = Y / fi(0a(®)) Vealt) dA"(t) < oo.

aeN
Pa I(Uot)

In diesem Fall ist

[roaum=3 [ 7o) /e ao. *)
M

aeN
P 1(Uoz)

Beweis. Fiir das Integral der Indikatorfunktion einer Menge B € 8% ~ M gilt

[@anw=m®m =Y [ JVaharo

aeN
M ‘/’al(Bf\Ua)

=Y [ teo)Vabharo.
*N o7l )

Also gilt () fiir Elementarfunktionen. Zweimalige monotone Konvergenz liefert dann (x) fiir nicht-
negative, B ~ M -messbare Funktionen f : M — R und daraus folgt die Behauptung. |

15.23 Beispiel Die Sphire S} = {x eR?: |x| = r} vom Radius 7 > 0 in R? mit den 2 Karten

10,27 — S} |-m,n[ — S}
¢ f e (C?SI) und @ f e (C(.)SZ) )
sint sint
Setze V := ¢(]0,27[), V := &(] — =, 7[) und wihle

vev=si()f T=me={)
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dann ist {5_1((7 ) = {0} eine Nullmenge von Al in | — 7, 7[ = liefert keinen Beitrag zu (%) in
Korollar 15.22. Weiter gilt V¢ € ¢~ 1(U) =10, 2x]

—sint

cost cost

(D)) =r ( ) = G(t) = r?(—sint,cost) - (_ sint) =r? = g@t)=r

Also gilt fiir  : R? — C messbar (= f|S1 B? ~ S!-messbar)
feZL\ (S} Ag) < t — f(reost,rsint) € £2'(]0,27[,A")

und

/f(x)dksrl(x):r ff(rcost,rsint)dt,
Sl

10,27 [

wobei auf der rechten Seite |0, 27t auch durch [0, 277] ersetzt werden kann.

Spezielle Wahl /' =1 = Kreisumfang A g1 (SH =2nr.

15.4 Satz von Gaub

Der Satz von Gauf3 kann als mehrdimensionales Analogon des Hauptsatzes der Differential- und In-
tegralrechnung aufgefasst werden. Zur Vorbereitung dient ein lokaler Spezialfall.

1524 Lemma Sei U’ € R4~! offen und o € C1(U’, R) beschrinkt. Seien

A={(x",x7) eU' xR: x4 < o(x)}
M :={(x",xq) e U' xR: x4 = o(x")}

und f € CH(U’ x R). Dann gilt fiir alle k = 1,...,d

/ W xyart ) = [ FOOWE() dAag (3),
Xk
A M

1 =(Vo)x’
wobei v(x ) = [1+ |[(Vo)(X)|*] 2| - —g— —Q}(— - 2 - | € R? der iupere Normalen-Einheits-
el 1

(X/,Xd)
vektorin x € M ist (vgl. Satz 15.16 (a) mit ¥ (x) = x4 — o(x') fiir die Interpretation von v).

Beweis. Nach Beispiel 15.20 betrachten wir die globale Karte

U — R4

o o (X
* (Q(x’))
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Xd

g - - !
i E T e it

Abbildung 15.4: Illustration von Lemma 15.24

der (d — 1)-dimensionalen C !-Mannigfaltigkeit M mit Gram-Determinante g(x’) = 1+ [(Vo)(x')]?
fiir alle x” € U’. Nach Korollar 15.22 gilt fiir die rechte Seite der Behauptung

[ FEOW () dAag (x) = [ £ (o)) (. o)) Vg (@) dAd 1 ()
M U’
= [ 100 (TTOO) artin, )
U/

Fiir die linke Seite gilt im Fall

k=d:

[ —(x)dkd(x) n / / —(x xg)dxg dAd=1(x")

Fubini U~

(¥ e(xh) - Sgr_noo &8

N ——— ——
=0, da supp f kompakt

und mit (x) folgt die Behauptung.

kefl,....d—1}%

o Q(X’)a
/ (x)d/\d(x) / / af/ (', xg)dxg | A1)
A Fub1n1 U’ —00 xk

o(x”)

_ d —1/,/
n / o /f(x’,xd)dxd—f(x e(x)) F() dAeT Yy

Kettenregel U’ —

=F(x)
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a / —_ / / / 8Q / —_ /
- /ax;{F(x)d/\d L(x) +/f(x,@(x))(—axl,c)(x)dkd L(x"),
U’ U’
0

wobei das erste Integral wegen der Kompaktheit von supp F C U’ gemiB Aufgabe E9.1(a)
verschwindet. Somit folgt die Behauptung wieder mit (). |

Nun kommen wir zur globalen Version.

15.25 Satz (von GAUSS) Sei A € R4 offen, F € C1(A, Rd) ein stetig differenzierbares Vektor-
feld und K C A ein d-dim. Kompaktum mit C'-Rand. Dann gilt

f (V- F)(0)dA? (x) = [ F) - v(6r) dhax (1),
K

dK

wobei V- F die Divergenz von F und v das duflere Normalen-Einheitsvektorfeld von K bezeichnen.

15.26 Bemerkung Der Satz von Gauf} gilt auch dann noch, wenn dK nur glatt bis auf eine (d —1)-
dimensionale Nullmenge ist, beispielsweise ein Wiirfel.

Wir beweisen den Satz von Gaufl durch Zusammensetzen der lokalen Versionen. Dazu benétigen wir
allerdings noch eine Vorarbeit.

15.27 Definition Seie > 0, p € Z% und y, . € CX(R?).
d
. 1 su =] £ i—1 , € i + 1
Oneloaps is () suppype = X [e(pj = 1) e(pj + D]
(C®)-Zerlegung der } < 2) Ye=0
q q d
Eins (in R?) (3) Vx e R4 Y ype(x) =1
pezd
A
Vp,e Vp+1,e
1 N | |
1] l l
2 l |
} Q Q —> X
(p—1De pe (p+De (p+2e

Abbildung 15.5: Illustration einer Zerlegung der Eins in einer Dimension.
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15.28 Beispiel Sei
R — [0,1]

g, exp(—#), lt| <1,
0, sonst,

also g € C2°(R) mit supp g = [—1, 1] nach Aufgabe 9.1. Fiir r € R setze

g(1)
y(0) =
> gt —k)
kez
Dann gilt
y€CX®R),  suppy=[-1.1] und Y y(—-D=1
lez
Fiir e > Ound p € Z% definiere
d i
RY 3 x > ppe(x) = [Ty (?j —pj).
j=1

Dann ist {yp,e}peza €ine C*°-Zerlegung der Eins in R4,

Noch ein technischer Hilfssatz.

15.29 Lemma (Lebesgue) Sei X ein metrischer Raum und J # @ eine Indexmenge. Sei K C X
kompakt und {U;}jc eine offene Uberdeckung von K. Dann existiert £ > 0 (Lebesgue-Zahl) mit

VAC X mit An K # @ und diam(A) < £ 3j € J: AC Uj.

Beweis. Fiir alle x € K 3rx > Ound jx € J: B, (x) C Uj,. Somit ist {B%x (x)}xeK eine offene

.. N
Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, gibtes N € Nund x1,...,xy € Kmit K C \U B’xTn(Xn)-
n=1

Txy Txn
T3 e T

Setze £ := min ( .
Nunsei A € X mit A n K # & und diam(A) < £. Wihle eina € A n K, dann folgt

diam(A)<{
Eln::nae{l,...,N}:aeBrxTn(xn) — AC By, (xn) CUj,, . [ |

Kommen wir nun zum eigentlichen

Beweis von Satz 15.25. (1) Seia € 0K

C!-Rand i d 1 .
= 3 (in R?) offene Umgebung U von a und 3¢ € C*(U) mit

(@) (Vy¥)(x) #Ofiirallex € U,
(b) 0K "nU ={x e U: y(x) =0},
) KnU={xeU:y((x) <0}
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(@) = 3j e{l,....d} mit (9;y)(a) # 0.
Fiir x € U sei X’ := (..., Xj—1,Xj+1,...) € R4~ [j-te Komponente fehlt!]. Sei F(x’, x;) i=
¥ (x). Nach Voraussetzung gibt es § > 0, so dass

Béd_l)(a/) X Bél)(a]) % Béd)(a) g U

=:U/CcR4—1 =:ICR

Dreiecksungleichung

oF 0
Dies impliziert F € CY(U’ x I) mit —(d’,a;) = —w(a) # 0 und
9x; dx;

KU xI)= {(x/,xj) eU' x1I: F(x/,xj) = ()}_
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen folgt nun

U € U’ offene Umgebung von a’
31y C I offene Umgebung von a;

3o € CH(U{. Io) mit 0K N Uy = {(x',x;) € Uy : x; = o(x)}.

=U{x1op

Aus (c) folgt
KnU, = {(x/,xJ') ceUy: xj < Q(x/)}.

Moral: K wird lokal um a € dK wie in Lemma 15.24 beschrieben (modulo j <> d).

Firr > 0sei V; := {x € K: dist(x,0K) > r}. Va € 0K 36, > 0: B, (a) S U,.

dK ist als abgeschlossene Teilmenge des Kompaktum K selbst kompakt
N

= 3N eNund3ay,...,ay € 0K:0K C \UJ Bs, /2(an).Seire := min{dq,,...,8ay}/2
n=1

. 0K kompakt
undseix € K\ V,, = 3Ja(x)e€dK:|a(x)—x|<roundIny el,....,N :a(x) e

Bganx/z(anx) — X € Bganx (anx) C Uanx —

KC(\J Ua)uVrO.
acdK
Sei £ die zugehorige Lebesgue-Zahl dieser offenen Uberdeckung nach Lemma 15.29.

14
Sei {yp,e}peza eine C*°-Zerlegung der Eins mit & := m = diamsupp yp < L.

Wiirfel der Kantenlidnge 2¢&
Sei Px = {p ez79: Supp Yp,e N K # @} — Pg endlich (da K beschrinkt).
Mit Lemma 15.29 folgt dann fiir alle p € Pk, dass

entweder:  supp Yp.e C Vi,

oder: Ja € 0K:supp yp,e C Us.
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Da F(x) = Z Yp,e(x) F(x) fiir alle x € K, folgt
pPEPK

/(V PO = ¥ [(7- b)) dd o).

PGPKK

[ @ v@ a0 = 3 [ (e F0) 00 ka0,

0K PEPK jK
Moral: Es geniigt den Satz fiir das C !-Vektorfeld Vp,e I zu zeigen.
(3) Seik €{l1,....d}, p € Pgund f == ypeF.

1. Fall: supp yp.e C Vr, -

a
8fk( )d)td( ) T 0 T [fk(x)vk(x)dkaK(X).

Aufg. E9.1(a) 9K~ Vip=9 0K

2. Fall: supp yp.e C U, =

Lemma 15.24
0 a
[Ewadn= [ Fwain L [ @,
Xk
K KnU,

0KNU,

/ Fie v () dAgg ().

Summation iiber £ = 1 bis d in jedem der beiden Fille und (2) liefert die Behauptung |

15.30 Beispiel Seid € N\ {1} und K = B(0) = {x € R¢: |x| < 1}. Dann ist 3K = §9~1 =

d d
{x € R?: |x| = 1}. Betrachte das C '-Vektorfeld F : RT = R

mit konstanter Divergenz
X B X
V. F =d.Dann gilt

d 2% (B1(0)) = /(V-F)(x)dkd(x) = f

F(x)-v(x)dAga—1(x) = Aga—1 (Sd_l)
B1(0) GauB} gd—1

—_—
x
————
x2=1
d

— Aga—1(S97Y) = da4(B1(0)) = drm>

s\
Aufg. £9.2(c) r (7 + 1)

Spezielle Werte fiir d = 2,3: A1(S!) = 27, 152(S?) = 4.
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15.31 Korollar (GREEN-Formeln) Sei A € R offen, K C A ein d-dim. Kompaktum mit C-
Rand und f,g € C?(A,R). Dann gelten die Identitiiten

/(Vf)(x) H(Vg)(x) dA? (x) = /f(x) v(x) - (Vo) (x) dAgx(x) — [ f(x)(Ag)(x)dA?(x)
: =0 :
iupere Normalenableitung von g (GFI)

und

/[f(X)(Ag)(X) — (Af)(0)g(x)] dA? (x) = /[f(X)(avg)(X) — (3 f)(x)g(x)] dApk (x).

K 0K
(GF2)

Beweis. (GF1) folgt aus dem Satz von Gaull mit F = fVg.
(GF2) folgt aus der Differenz von (GF1) und (GF1) mit vertauschten Rollen von f und g. |
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Kurvenintegrale und der Satz von Stokes

16.1 Kurvenintegrale

Generalvoraussetzung fiir diesen Abschnitt: / C R ist ein kompaktes Intervall und k : I — R¥ eine
C !'-Kurve mit C !-Kurvenbogen I', =: T sind, siehe Definition 15.9.

16.1 Definition o Sei f: T — R ein B¢ AT -messbares Skalarfeld mit ( f ok)|k’| € L1(I).

Kurvenintegral (fiir Skalarfelder) / f(x)dx := / f(k@))|x' ()| de.
K I

o Sei A: T — R? ein B2 A T-messbares Vektorfeld mit (A o k) -k’ € LY(I).

Kurvenintegral (fiir Vektorfelder) / A(x) - dx = / A(K (t)) <k’ () dt.
K 1

e Eine C'-Kurve k heifit geschlossen :<=> «(min ) = k(max I). In diesem Fall sind auch
iibliche Notationen

315 F(x)dx und 95 A(x) - dx.

K

16.2 Bemerkung (a) Falls k nicht injektiv ist, werden Teile von I mehrfach durchlaufen.

(b) Falls k(1) = I eine 1-dimensionale C !-Mannigfaltigkeit ist, es eine A-Nullmenge N C R
gibt mit x ‘ I\N ist eine Karte von I und ¥ ! (K (N )) ist eine A-Nullmenge fiir eine Karte k¥
von I' mit Kartengebiet D k(N), so gilt nach Satz 15.21

[rerax= [ r@air.
K I

1
[0, 27] : f‘“’”) , vel. Beispiel 15.23.

sint

Als Beispiel dient ' = S, « :

Von nun an gelte: Alle Kurven sind bis auf eine Nullmenge injektiv!
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16.3 Definition o Zueiner C'-Kurvek : [a,b] — T ist die zugehorige riickwiirts durchlau-
fene Kurve die C'-Kurve

__ la,b] - T
oo t > «kb+a—1t)"

o Sei k wie oben und X : [c,d] — R? eine C'-Kurve mit C'-Kurvenbogen A und
k(b) = A(c), dann ist die Aneinanderkettung von k und A

[a,b+(d—-¢c)] - TuUA
A0k : . gK(l) .t €[a,b]
AMt—b+c) ,telbb+(d—0c)

e K heifit stiickweise Cl.Kurve <= 3IneNundIky,..., K, C'-Kurven mit
K = Kp @ 500 @Kl

e Seien k, A C1-Kurven wie oben und f: T A — R messbar. Setze

/f(x)dx = /f(x)dx+/f(x)dx,
A K

AOK

falls beide Integrale auf rechter Seite existieren. Analog fiir Vektorfelder.
Falls A © k sogar C'-Kurve ist, dann ist diese Definition im Einklang mit Definition 16.1.

16.4 Definition Sei B C R4. Wir nennen

B sternformig < dxoe BVxeB: {x0+r(x—x0):r€[0,1]} C B.

Geradenstiick von x¢ nach x

Abbildung 16.1: Eine sternférmige Menge mit Zentrum xg
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16.5 Satz (iiber Gradientenfelder) Fiir U € R offen und ein Vektorfeld A € C'(U,R?) be-
trachte die Aussagen

(i) Fiir alle geschlossenen, stiickweisen C'-Kurven k mit T' C U gilt

9§A(x)-dx = 0.

K

(ii) Fiir alle stiickweisen C'-Kurven k : I — T' € U und ¥ : I >T C U mit denselben
Anfangs- und Endpunkten, k(max I) = k(max ) und k(min 1) = k(min I) gilt die Weg-
unabhdngigkeit

/A(x). dx = /A(x)- dx.

K

ot
=1

(iii) A ist ein Gradientenfeld (auch: konservativ), das heifst,

3 Potential (auch: Stammfunktion) f € C*(U,R) mit A = V f.

(iv) Es gelten die Integrabilititsbedingungen fiir A

0A;  0Ay

= Vjkell, ... d}.
0Xy 0x;j Jked j

Dann gilt
(i) <= (i) < (iii)) = (iv).

Falls U zusdtzlich noch sternformig ist, so gilt auch das Lemma von POINCARE, das heif’t,

(iv) = (iii).

16.6 Bemerkung (a) Der Beweis zeigt, dass (i) <= (ii)) <= (iii) gilt auch dann, falls nur
A € C(U,R?%).In dem Fall ist dann f € C1(U, R).

(b) (iv)ind = 3 bedeutet V x A = 0, das heil3t, A ist wirbelfrei.

(c) Die Voraussetzung eines sternférmigen U fiir iv) = (iii) kann abgeschwicht, aber nicht
weggelasssen werden!

Beweis von Satz 16.5. (i) = (ii) Folgt aus kK~ © « ist eine geschlossene, stiickweise C 1_Kurve

OQ[ A(x) - dx Def':16'3/KA(x)-dx+/E_A(x)-dx:/KA(x)-dx—/A(x)-dx

KOk K
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(ii) = (iii) Definiere fiir x, y € U die Aquivalenzrelation
X~y i< Tk : I — U stiickweise C'-Kurve in U mit k(min /) = x und k(max /) = y.

Die Aquivalenzklasse [x] := {y € U : y ~ x} stimmt mit der Wegzusammenhangskomponente
von x € U iiberein, siehe die Definition! im Beweis von Satz 10.41(b), und es gilt U =
U [x].
[x]eU/~
1. Schritt Spezialfall, dass U wegzusammenhéngend ist, also U = [xo] fiir ein xo € U.
Sei xo € U nun fixiert, sei x € U beliebig und wihle eine stiickweise C !-Kurve ky mit
Anfangspunkt xo, Endpunkt x und Kurvenbogen I' C U. Dann ist

£x) = / A)-dy.  xeU.

wohldefiniert, da nur von x abhingig (und vom fixierten xg), nicht aber von der Wahl
der Kurve k, aufgrund von (ii). Wihle 7 € R \ {0} geniigend nahe bei Null, so dass
Byp(x) CU.Seije{l,...,d}unde; € R der Einheitsvektor in j-Richtung =—>

U wegzush. . 1 .
x+hej eU = Istiickweise C"-Kurve kxype; in U von xo nach x + he;.

[O 1] U x  x+he;
y —

Sely t = Xx+the;

Dann folgt Kx+he;

Jerhey—seol=y | [ao- - [ao-ar| =5 [ 40)-a

Kx+the; Kx Kx+he; Oxy

1

nVD ; /A(y) dy—/ A(x +thej)-e; dt
0

Aj(x+thej)

Mittelwertsatz 6.20

= Aj(x + Opej) mit 6y € [0, h]

h—0
—— Aj(x) wegen Stetigkeit.

Also existiert Vf und Vf = 4 € C1(U, R?). Also gilt auch f € C2(U,R).

'Wegzusammenhangskomponente von x in U':
W(x):= {y € U : Jstetige Kurve k : I — U mit k(min /) = x und k(max /) = y}.
Es gilt [x] = #/(x). Die Richtung [x] € # (x) klar. Umgekehrt sei y € #'(x) und sei k € C(/, U) eine zugehorige stetige
Kurve zwischen x und y. Ihr Kurvenbogen I' := « (/) ist kompakt, da / kompakt und « stetig. Da U offen — Vx €
U3dry >0mit By (x) CUund " C \_} By (x) ist eine offene Uberdeckung = 3IN € Nund xq,...,x, € [ mit

I' c U By, (xn). Somit gibt es einen Polygonzug von x nach y via hochstens N — 1 Punkten, die jeweils im Schnitt

n=
zweier (oder mehr) Bille liegen. Da mit je 2 Punkten in einem offenen Ball auch deren Verbindungsgerade in demselben
offenen Ball liegt, liegt der Polygonzug in U — und er Lisst sich als Kurvenbogen einer stiickweisen C ! -Kurve erhalten.
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2. Schritt Falls U nicht wegzusammenhingend ist, zerlege U in seine Wegzusammenhangs-
komponenten und definiere f separat auf all diesen wie im 1. Schritt.
(Beachte dabei: auch [x] € U/ ~ ist offen in R?, da fiir alle y € [x] auch y € U und
damit fiir alle hinreichend kleinen & > 0 auch B;(y) C U. Somit gilt B.(y) C [x].)

(i) = (i) Seik =k, ® - O k1 : I — U eine geschlossene, stiickweise C 1_Kurve, wobei
ky:I,— U firv = 1,...,n C'-Kurven mit «x,(max l,) = kyr1(min/l, ;) fir v =
1,...,n —1und k(max I,) = k1 (min /7). Es folgt dann, dass

§I§(Vf)(x) ar = 5 e ax = Z / (V1) (o) - (0) e

fvl

per De

d
Ef( v(t))

= Z [f(Kv(max Iv)) — f(/cu(min Iv))] =0.
v=1

(iii)) = (iv) Mit dem Satz von Schwarz iiber die Vertauschbarkeit 2. partieller Ableitungen.

(iv) = (iii)) Sei U zudem sternférmig. Ohne Einschrinkung sei xo = 0 der zentrale Punkt fiir die
Verbindungsstrecken. Betrachte

d 1
Usxi> f(x)i=> x /Ak(zx)dz.
k=1 0 €U, da U sternférmig
Es gilt f € CY(U,R), da A € C'(U,R?) und Differentiation und 7-Integral nach Aufga-

be E6.2(b) vertauschbar sind — die Existenz der Majorante in Aufgabe E6.2(b) folgt aus der
Beschrinktheit der ersten partiellen Ableitungen von A auf Kompakta (da stetig). Also gilt

Vi=1,...,d
9 1 .0y
WC(X):/AAtx)d[%—Z /8_ Ak(tx)
0 k=1 0\_——\~
0Ay
tE(t)

0A4;
—L(@tx) nV.(@iv)
Xy

: 4. a4, !
= / [Aj(m) +1) x m(zx) } dr = 14;(tx)| = 4 (x).
0 k=1

d

dit (tAj(tx))

DadeClURY) = feC3(URHundVf = A. [
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Abbildung 16.2: Zwei iiberlappende Karten wie in Definition 16.7.

16.2 Orientierte Hyperflichen mit Rand

16.7 Definition Sei M eine n-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit in R?.

e Seien ¢, § zwei iiberlappende Karten von M, das heifst V = o(T )~r\ go(f) # 3. Sei W =
e 'V CR", W =3 (V) CR" und ¢ '= 3 ' og: W — W der Diffeomorphismus
aus Satz 15.6(b). Wir nennen

~ gleich- L ' -
gMp{é,’egensizitzlich}""‘mt’e’t = det(Dlﬂ)(t){<}0 VieW

je 2 iiberlappende Karten von <f

e of orientierter Atlas von M <~ . . .
sind gleichorientiert

o M ist orientierbar <= = O := {Menge der orientierten Atlanten von M } # &

zwel orientierte Atlanten <f und

. . .. < o U istorientierter Atlas
o' von M sind gleichorientiert } e !

Fiir orientierbares M wird dadurch eine Aquivalenzrelation ~ auf @ induziert. 6 € G/~
heifst Orientierung von M und (M, o) heif3t orientierte Mannigfaltigkeit.

16.8 Beispiel S! = {x eR?: |x| = 1} ist orientierbare Mannigfaltigkeit im R2. Ein orientierter
Atlas wire of = {¢, ¢}, wobei

10.27] — R? |-m. [ — R2
Q: (cos t) , ?: (cost)
t = . r = .
sint sint
10.27[\ {7} — ]-m 7[\{0}

v N t t €]0, |, = Y1) =1 Vi e€]0,2xn[\ {n}.
t—2m, te€]ln,2n|,
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|-m, 7] - R2
AuBerdem ist ¢ : PN ( cost ) gegensitzlich orientiert zu ¢ mit ¢ = — id und damit
—sint
auch zu ¢.

Fiir S! ist card(@/~) = 2, d.h. S! hat 2 Orientierungen. (Falls mehr als 2 Orientierungen existie-
ren, ist M nicht zusammenhéngend).

16.9 Definition (Orientierung von Tangentialriumen)

(a) Eine Basis {v1,...,v,} von R"
ist positiv (bzw.) negativ orientiert <= det(vy|...|vy) >0 (bzw. < 0).
(bzgl. der kanonischen Basis {e1, . ..,en})

(b) Sei (M, o) eine orientierbare Mannigfaltigkeit, a € M, {t1,...,1,} eine Basis von T,M

und ¢ : T — M eine zur Orientierung o gleichorientierte Karte von M, das heifit, fiir
einen (und damit jeden) Atlas of € o gilt o/ U {@} ist orientierter Atlas von M. Weiter sei
a € ¢(T). Wir nennen

{t1,..., Ty} positiv ] A positiv orientierte Basis {vy, ..., vy} in R":
orientiert (bzgl. o) 1 = (Do)(e~Ya))vj fiir j = 1,....n.

0 ad
Insbesondere ist {%((p_l (a)), ey %((p_l (a))} eine positiv orientierte Basis von T, M
1 n

(wiihle v; = ej).

16.10 Lemma Definition 16.9 (b) ist unabhdiingig von der Wahl der gleichorientierten Karte ¢
mit o(T) > a.

Beweis. Sei ¢ eine weitere solche Karte mit a € @(T). Es gilt ¢ = @ o ¢ mit det(Dy)(r) > 0 fiir
alle r € W, siehe Definition 16.7. Setzt man v; = (Dlﬂ)(go_l(a))vj eR" firj =1,...,n,so folgt

7 = (D@ o)) (e (@)v; = (DY) (¥ 0o~ (@) (DY) (¢ (@)v; = (DF)(F ' (a))7;,

und

det(Ty... |0 ) = det[(DY) (¢~ (a))] det(vi] ... vn) > 0.

N — —

(DY) (¢~ (@) (1] ... |vn) n

16.11 Definition Seid = 2.

(a) M C R? ist (C'-) Hyperfliche <= M ist(d — 1)-dim. C'-Mannigfaltigkeit in R%

[Also wird M nach Satz 15.8 als Losungsmenge einer lokalen Gleichung beschrieben und es
gilt dim Ny, M = 1 nach Satz 15.11(c).]
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M — R4

(b) v ist Einheitsnormalenfeld < Vel e v(a) € {

i(Vf)(a)}
|(V)(a)]

(c) Sei (M, o) eine orientierte Hyperfliiche im R4 mit Einheitsnormalenfeld v, so heifst

L Ya € M 3 eine beziiglich o positiv orientierte Basis
V positiy orientiert . (@) (@) (@)
beziiglich o = {le) soosTyyyvon TaM, so dass {v(a), T

T d—l} eine positiv orientierte Basis in R ist.

R

16.12 Lemma Definition 16.11 (c) ist unabhdingig von der Wahl der beziiglich o positiv orien-

tierten Basis {rl(a), e, tgl_)l} von Ty M.
Beweis. Sei {?l(a) e ?‘(ia_)l} eine weitere, beziiglich o positiv orientierte Basis von 7,; M, so ist fiir
j=1,...,d—-1

57 = 0o @)y T = Do) @)

mit {v1,..., 071} {T1,...,T4_1} je eine positiv orientierte Basis in R¢~!. Es gibt Basiswechsel
A € RE@—Dx@=1) jpyertierbar mit vj = Avj fiir j = 1,...,d — 1. Weiter gilt det A > 0, denn

0 < det ('171| .. |'17d_1) = det(A) det (v1| e |vd_1) .

>0
Wihlt man nun im R¥ die Basis {v(a), rl(a), R faga—)1 }, so besitzt das Differential die Matrixform
0 0
(Do)p™ @) = | oo | e ROED,

wobei F € R(@=Dx(@=1) Folglich gilt auch mit dieser Basenwahl

10 0

det (v(a) ‘?l(a) .

~(a) )_
T; . ) =det _ _
‘d ! F(®1]...|84-1)

0

— det (FA(U1| o |vd_1)) —  det (F(v1| o |vd_1)> det 4 > 0.

——

det (v(a) ‘rl(a) r{fla_)l ) n
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Abbildung 16.3: Das Mobius-Band aus Beispiel 16.15

16.13 Satz  Sei d = 2 und (M, 0) eine orientierte Hyperfliche im R?. Dann existiert genau ein
Einheitsnormalenfeld v : M — R mit positiver Orientierung beziiglich o. Zudem ist v stetig.

16.14 Bemerkung Es gilt auch die Umkehrung von Satz 16.13: falls es ein stetiges Einheitsnor-
malenfeld fiir die Hyperfliche M gibt, so ist M orientierbar. Man kann also dies als Definition der
Orientierbarkeit von Hyperflichen verwenden.

16.15 Beispiel Das Mobius-Band M ist eine Hyperfliche in R3, aber nicht orientierbar, da es
kein stetiges Einheitsnormalenfeld gibt (siehe Forster 3, Beispiel 20.6).

Beweis von Satz 16.13. e Die Existenz ist durch Definition 16.11 gesichert.

e Zur Eindeutigkeit. Sei a € M und {71,...,t;_1} eine positiv orientierte Basis von T, M be-
ziiglich 0. Sei & € {1}, so folgt

det (s(Vf)(a) ol \rd_l) >0
fiir entweder £ = +1 oder § = —1.

e Zur Stetigkeit. Sei @ € M, U eine in R? offene Umgebung von ¢ und f € C!(U,R) mit
Vi=MnU={xeU: f(x) =0} (existiert nach Satz 15.8). Zudem folgt aus (V f)(a) # 0
auch (Vf)(x) # O fiir alle x € V, falls U hinreichend klein ist. Da f € C!, setze
~ . (VHx)
V(x) = ————

V)] o . .
eindeutige Einheitsnormalenfeld mit positiver Orientierung beziiglich . Ohne Einschrinkung
gelte V(a) = v(a) (sonst vertausche f mit — f). Sei ¢ : T — V eine Karte von M, so folgt

.Fiirx € V folgt,dass V 3 x + ¥(x) stetigist. Seiv: M — R das

dy
dtg—1

T>t +— h(t):=det (5(<p(t)) ' gTw(t) ' ' (t)) ist stetig und /(¢ ™1 (a)) > 0.
1

Da h stetig ist, gibt es &€ > 0, sodass h(¢) > O fiir alle t € Bs(d_l)(qy_l(a)) =: Tp gilt. Somit
ist V(x) = v(x) fiir alle x € ¢p(Typ) C V (offene Umgebung in M von a) und da V stetig in a
ist, ist auch v stetig in a. u
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16.16 Lemma Sei (M, o) eine orientierte Hyperfliche in d = 3, sei a € M und v(a) der
beziiglich o positiv orientierte Einheitsnormalenvektor in a. Dann gilt fiir eine Basis {t1, T2} von

TaM

T1, Ta} ISt positiv orientierte T1 X T
{1'2} “P. b(a) = X7
Basis beziiglich o |T1 X 12|
. . 11 X172 .
Beweis. Da0 # 11 X 15 L span(ty, 1) = TaM und dim N, M = 1, folgt v(a) = iﬁ' Fiir
71 X T2

diesen gilt
positiv orientiert <= det (v(a)|t; |rz) > 0.

Dies fiir ,,+* der Fall wegen

~—— ~—— ~—— ~——

€S0(3) =:% 0 # 0

lzal| O lal| O

1 1

712 11 O 2 ;
= |12|2det —%1,1 ‘f1’2 0] = |r2|2det( 1’2 Al’l)
0 2a 1 —T1,1 71,2

= PG, + 1) = nlPlel - (- w)? = |u x| > 0. [

Eine Verallgemeinerung des Begriffs der Hyperflache:

16.17 Definition Sei d = 2.

(a) M (Cl-) Hyperfliche (méglicherweise) mit Rand in R¢ 1<
Ya € M 3V C M offen in der Relativtop. auf M mita € V und 3 Karte ¢ : T — V mit
o T offen in der Relativtopologie auf

d—1 ._ d—1.
A0 ={teR 1 <0} G-t G-t

o ¢ ist Homdomorphismus oder
o ¢ stetig diff--bar; fiir t; = 0 nur linkss. 0/9t; T T

80+ _ _
oRang(ﬁ(Z)) . =d—1 VteT n=o n=o

oty 1<j<d

1sk<d-1

(b) a € M ist Randpunkt der ) falls ¢ : T — M Karte mita € ¢(T)
Hyperfliche mit Rand M ’ = ((p_l(a))1 =0

Rand von M : oM = {a € M : a ist Randpunkt von M } (0M = @ moglich)

Achtung: OM ## topologischer Rand von M bzgl. Euklidischer Topologie (2 M)
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16.18 Bemerkung M Hyperfliche =— M Hyperflache mit Rand.

16.19 Beispiel Die Halbsphire im R3

Si::{veR3:|v|=1undv3>O} == 8Si={vER3:|v|=1undv3=0}.

852

16.20 Satz Sei d = 3 und M eine Hyperfliiche mit Rand dM # @& im R%. Dann ist 9M eine
(d — 2)-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit in RY.

Beweis. Sei ¢ eine Karte von M mit T ~ 374! # @, das heiBt, ¢(T) iiberdeckt Teile von M.
Dann ist (p}Tm 5.04—1 Karte von dM (nachpriifen!). |

16.21 Lemma Sei d = 3 und (M, o) eine orientierte Hyperfliiche mit Rand OM # & in R<.

Sei o = {@a}aeN € O ein orientierter Atlas. Dann ist sfy ‘= {goa|T Aapd—1 }aeN'T AO7Pd—1 £
o Lo

ein orientierter Atlas von OM und (seine Aquivalenzklasse von Atlanten) definiert die induzierte
Orientierung oy von M.

Beweis. Betrachte zwei auf dM iiberlappende Karten ¢ und ¢ von M. Seien W := <p_1((p(T) N
(ZJ'(T)), W o= ﬁ_l(w(T) N @(T)) und ¥ = (@‘W)_l o (p|W : W — W der Diffeomorphismus
aus Satz 15.6 (b). Da (W n 07697Y) © T n 0726771 ist Yy i= (B3 ~gpa—1) " © @y gyt
W 3791 > W ~ 374" ein Diffeomorphismus und es gilt fiir alle ¢ = (0, L) e W naAni1

ERd_z

(DW)(O,;): e e e m e e e e e e — - - -

wobei y(f) > 0. Es folgt ¢, ¢ gleichorientiert <= (p!a pd—1>P |a pa—1 gleichorientiert. |
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16.3 Satz von Stokes im R3

Der hier vorgestellte Beweis beruht auf dem Satz von Green fiir die Ebene, der seinerseits aus dem Satz
von Gauf folgt. Doch zunichst das Kurvenintegral fiir Vektorfelder in der Sprache von orientierten
(1-dimensionalen) Mannigfaltigkeiten.

16.22 Definition Sei (M,0) eine 1-dim. orientierte C'-Mannigfaltigkeit in R¢ und o =
(0o : Ty CR — Vylaen € 0 ein zugehdriger orientierter Atlas von M. Weiter sei F : M — R4
ein Borel-messbares Vektorfeld und |F| € LY (M, Ayy). Setze

/ F(x)- dA§y(x) = > / F(ga(t)) - ol (1) dt,
M aeN 07 (Us)

wobei Uy C Vy, fiir alle o € Nmit \J) Uy = M

aeN

16.23 Bemerkung Obiges Integral ist wohldefiniert, denn

> [ |Feo) o] a<X [ o= /|F|<x)dxM(x>

aeN 0z (Uy) aeN

0z (Uy) Gram Det.

< |F(ga(®))]1(00) ()]
vV 8al?)

16.24 Satz (Integralsatz von Stokes) Sei (M, o) eine kompakte, orientierte Hyperfliche im R3
mit Rand. Sei v : M — R3 das beziiglich o positiv orientierte Einheitsnormalenfeld. Sei U 2 M
offen in R3 und F € C1(U,R3). Dann gilt

/(V x F)(x)-v(x)dApy(x) = /F(x)- dAg, (x).
M

oM

16.25 Bemerkung Der Satz von Stokes gilt auch dann noch, wenn M nur glatt ist bis auf eine 2-
dimensionale Nullmenge und dM glatt ist bis auf eine 1-dimensionale Nullemenge. Zum Beispiel,
falls M = Oberfliche eines Wiirfels ohne ,,.Deckel* in R3.

Beweis. 1. Schritt:  Reduktion auf eine Karte mittels C °°-Zerlegung der Eins.

(Analog Schritt (2) im Beweis des Satzes von GauB.) Sei «f = {¢, : Ty, — Vilaem € 0 ein
orientierter Atlas von M mita € V,; Ya € M. Durch Verkleinerung sei ohne Einschrinkung 7, =
Br(az) (goa_ 1 (a)) C 72 von der Form einer Kugel mit Radius r, > 0, falls a ¢ dM, bzw. von der Form

einer Halbkugel T, = Br(f) ((pa_ 1(a)) N % fallsa € OM .
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Sei £ € 10, oo die Lebesgue-Zahl der offenen Uberdeckung M = \_J V, (gemiB Lemma 15.29 fiir
aeM

den kompakten metrischen Raum M). Setze ¢

und betrachte eine C °°-Zerlegung der Eins
23 gung
{Vp.e}pezs wie in Definition 15.27. Dafiir gilt
e diam(suppyps) ={ Vp e Z3,

o P = {p € Z3: suppype N M # @} ist endlich, da M kompakt,
o gemil Lebesgue-Lemma 15.29:

Vpe Pdap e M :suppypenM CV,,,
o [[Ox P vt = X [ (95 (B @) ) dha ),
M et M

ZpeZ3 Vp.sF peP

o F(x)- dA%m = / F)(x) - dAgm,
/aM - gy = 3 [ P - axg

DEP

Also geniigt es, die Behauptung fiir Vektorfelder F' zu zeigen mit der Eigenschaft

J eine bzgl. o positiv orientierte Karte ¢ : T — V von M mit (supp |F|~An M) C V .

(*)
N ——— ——
. offen in
kqmpa.kt n Relativtop.
Relativtop. von M von M
2. Schritt:  Ubergang zur Karte. Annahme: ¢ € C2.

Sei also F und ¢ wie in (x), so folgt

/ (V x F)(x) - v(x) dhpg (x) = f (V x F)(x) - v(x) dhpr (x)

M |4

- / (V x F)(p(0) - v(p(0) Va@©) dA2().
T

Gram-Det.
Mit

w2
_ o 12
50X 50

gemil Lemma 16.16 und Definition 16.9(b),

o Vg(t)

d i
= Flicheninhalt des von % und % im R?3 aufgespannten Parallelogramms
1 2
dg dg
= |—)x—(
‘atl (1) % 5, 0)

’

0 by| = Vg = larllb2] = |(3¢/d11)(1)]|(3¢/d12)(1)|| sin O] mit & Zwischenwinkel.

Grundlinie X Hohe

IWihle ONB {eq, ez, e3} von R3 mit (3¢/dt1)(t) = aje; und (d¢/d12)(t) = byier + baes. Bzgl. dieser ONB ist
a; by
(Do)(1) = (
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(©) s

T
8.762 8.762 8.762

Abbildung 16.4: Der Triger K := supp | F| o ¢ des Vektorfeldes im Definitionsbereich T der Karte.

e Va,b,c,d e R3

(axb)-(cxd)z Z (ajbk—akbj)((:jdk—ckdj) ? Z (ajbk—akbj)dek

1<j<k<3 antisymm. 15/,k<3
folgt

(Vx F)(e®) -v(e0)Ve@®) = Y @x; Fr — 0n F)(0(0)) “”(r)—()

1<j,k<3

= i L Felp) ) - i a Filo),~ "” pOBEC
k=1 on 912 j=1 o

B 9 dp ad dp

= (Pl 2w) - 2 (Fle)- a—,lm) -

=:G2(1) =:G1(t)

Das letzte Gleichheitszeichen erfordert ¢ € C?(T); siehe 4. Schritt, um diese zusitzliche Annahme
wieder loszuwerden.

3. Schritt:  Analyse der Integrale.

T ist Kompaktum mit (nur) stiickweisem C !-Rand. Da K := supp |F| o ¢ kompaktin T = K hat
positiven Abstand zu dem Teil von 37, der nicht C!, siche Abbildung 16.4 == T kann zu einem
Kompaktum mit (durchgehendem) C!-Rand geglittet werden, ohne dass Integrale von | F| o ¢ iiber
T oder 0T dadurch verdndert werden. Dies sei von nun an geschehen = Satz von Green fiir die
Ebene (Tutorium, Blatt 11) anwendbar, wobei v(I) der #uBere Normalenvektor an T,

f (V % F)(x) - v(x) dhpg (x) = / [af Galt) ~ o Glm} )
M T
(T)
_ G1(t))‘ —vy (1) i 3
Grlen 3{ (GZ(I) ( ng)(t) ) aT(t) ©
T)
G1(t) —v, (1)
T / (G;(l)). (U(%)(;)) dAor (1)
KAITCOH2 9T 972 1

(siche Abb. 16.4)

((1)) auf 872
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= / G2(V(12)) drp

OT) 1 _o—>Tnd#>  (OT)s_q

Karte ¥: ! ,g»—>(o ) F((p(O, ;2)) . E?T(p(o’ 1)
2

= /F(x) - dASh,

B=¢p]| a2 gleichorientiert zu o7y oM

4. Schritt:  Verallgemeinerung von 2. und 3. Schritt auf ¢ € C!.

Ziel: Rechtfertige (3) fiir ¢ € C!. Idee: Glittung von ¢ mittels Mollifier §; aus Aufgabe E8.3.
Sei B € {¢, 0px/0t2, dp; /0t1}. In der linken und mittleren Situation von Abbildung 16.43D D K
offen in R% mit 8 € C (D). Es folgt wie in Aufgabe E7.2(d), dass

B =1limd; x B gleichmiBig auf K. “)
&NO0

In der rechten Situation wird dies erreicht, indem man zuerst ¢ von der linken Hilfte auf die gan-
ze Kugel B( )( a_l(a)) gemilB ¢(t1,12) = 2¢(0,12) — ¢(—11,12), wobei t; > 0 und (t1,12) €
Br(az) ((pa 1(a)), stetig differenzierbar fortsetzt. Insbesondere ist damit 8 auf ganz Br(f) (goa_l (a)) stetig
und damit auf einer offenen Umgebung D von K. Somit gilt fiir alle hinreichend kleinen & > 0

3 3
Fy Pk OF; 29
L s (Gex ) O) (3 » TZ)(” _,-; a (60 (3025, )0

k=1 —— J— N ———
(e * @k) (3¢ * ®j)
E7.2(c) — _— _—

oty ot

— i (® (&) (,0()
= (( 0)-° m) . (( M) —=—O] 6

@& :=8,xpeC>®

— —

=G5 (1) =G| (1)

und

(Vx F)(p@)) - v(e®)vg(@) (bt 3\0[ :

a G(S)() d G(S)(t)i|

Also wird (2) ersetzt durch

/(V x F)(x) - v(x) dhip(x) = /hm [a? G t) - G(e)(t)] dt
M T

: I~ I
= lim —G;(t)— —G; /()| dt, 6
A1) |:311 2 () 81‘2 1 () ©)
wobei die Vertauschung von Limes und Integral nach majorisierter Konvergenz erlaubt ist, da effektiv
nur iiber das Kompaktum K C 7T integriert wird, wegen (5) und
dFy FeC'(URY)
<

aFk (E) (4)
atl ((p ( ))‘ xil]g)g atl (X)

(i) sup sup
teK g€]0,e0[

0o,  ke{l,2,3%1€{1,2},
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fiir ein Kompaktum M C M., C U (moglich, da M kompakt in U offen — dist(M,dU) > 0),

3
(58 % ﬂ)(z)) Do, ke{l,2,311e{1,2).
aty

(i1) sup sup
teK £€]0,e0]

Nun Anwendung des Satzes von Green fiir die Ebene auf (6), wie zu Beginn des 3. Schrittes erldutert,

(&) (T)
f(V X F)(x)-v(x)dAp (x) = lim /(Gl ([)) . (—v2 (t)) dAar (1)
M

200 \G670) \ P
(® _ (M
— /lim (GES)(I)) ( 2 (’)) dAar (1), (7)
£N0 Gz (1) Vi 3]
aT
(g;g;) <~ wegen (4)und F € C!

wobei die Vertauschung von Limes und Integral nach majorisierter Konvergenz erlaubt ist, da effektiv
nur iiber das Kompaktum K n 02 C 9T integriert wird und

GRS
sup sup }Gl (t)‘ < 00, [ € {1,2},
teKno#2 e€]0,80

analog zu (i) und (ii).
(7) rechtfertigt (3) fiir p € C 1 und der Beweis ist komplett. |
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