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I. Maf3theorie

I.1. Maflproblem und Paradoxien

Die Maftheorie untersucht allgemein Volumina. Motivierende Beispiele sind Volumina
von Teilmengen des euklidischen Raumes und insbesondere Wahrscheinlichkeiten. Im
Folgenden behandeln wir euklidische Vektorrdume R? mit d € N.

Das Ziel ist, einen leistungsfahigen Volumensbegriff zu schaffen, mit dem Volumina von

moglichst vielen Teilmengen gemessen werden konnen.

Als ersten naiven Ansatz verlangen wir eine Volumenmessung aller Teilmengen, d. h.
eine Abbildung vol : §2(R?) — [0, o], die folgende Eigenschaften erfiillt:

Definition I.1 (Eigenschaften von Volumina).

(i) Bewegungsinvarianz, d.h. fiir jede Bewegung (d.h. isometrische Abbildung)
P : RY — R? und jedes A € £(RY) gilt vol(®(A)) = vol(A)

(ii) (endliche) Additivitit, d. h. fir n € N, My, ..., M, € §(R?) paarweise disjunkt gilt

vol (Lnj MZ-> = Zzn:lvol (M;)

=1

(iii) Normierung, d.h. vol([0,1]?) =1

Aus Flexibilitatsgriinden verstiarken wir die Forderung von Eigenschaft (i) (nach Borel,

Lebesgue):

i’) o- tivitat, d.h. fur Folgen n paarweise disjunkter lTeilmengen
ii’ Additivitdt, d.h. fir Fol My),en i disjunk Teil
M,, € P(RY) gilt

vol (U Mn) = > vol(M,)



Diese Formulierung flexibilisiert die Volumenmessung erheblich, da dadurch auch kom-

pliziertere Figuren wie z. B. Kreise approximiert werden koénnen.

Axiom I.1 (Auswahlaxiom). Sei I eine Indexmenge und (M, ),c; eine Familie nichtleerer
disjunkter Mengen. Es existiert eine Menge M die genau aus jeder Menge M, ein Element
enthalt, d.h. es gilt fir jedes i € I #(M N M;) =1 und M\ U,e; M, = 0.

Im Zuge von Cantors Mengenlehre wurde schliefllich die Existenz einer solchen naiven

Volumenfunktion hinterfragt.

Fragestellung I.1 (MaBproblem, naiv). Existiert eine derartige Volumenfunktion
vol : §2(R?) — [0, o0], die die Eigenschaften (i), (ii) und (iii) erfiillt?

Satz 1.2 (Vitali, 1905). Es existiert keine Volumenfunktion vol : §(R?) — [0, oc], die
alle drei Eigenschaften (i’), (ii) und (iii) der Eigenschaften von Volumina |I.1|erfiillt.

Beweis. Wir betrachten die Nebenklassen von Q7 in R?, d.h. Rd/@d. Wir konstruieren
mithilfe des Auswahlaxioms (AC)eine Menge M, die genau aus jeder Nebenklasse ein
Element besitzt. D. h. fiir jedes a € R? besteht M N (a + Q%) aus genau einem Element
und M\ lJ,ege @ +Q? = (). Dann partitionieren fiir beliebiges ¢ € Q? die Translate ¢+ M

den ganzen Raum R? in abzihlbar viele Mengen.

Angenommen, es gibe eine Abbildung vol : §£(RY) — [0, 00], die die Eigenschaften
(i), (ii) und (iii) erfillt. Aus der o-Additivitat und der Bewegungsinvarianz von vol
folgt dann, dass
0 < vol(RY) © 3™ vol(g+ M) € 3 vol(M)
q€Q? q€Q?

Es muss also auch vol(M) > 0 gelten.

Wir wihlen nun M spezieller, ndmlich beschrankt. Fiir © C R? offen wihlen wir M so,
dass M C O. Dies ist moglich, da fiir jedes a € R? die Menge a + Q¢ dicht in R? liegt,
also (a + Q%) N O # 0. Wéhlen wir M, sodass M C (0,1)%. Die Menge [0,1] enthélt
mit ¢ € Q4N (0, %)d abzahlbar undendlich viele disjunkte Translate ¢ + M. Sei nun

V= U (g+M)C o)

q€(0,3)4NQ4



Weil vol(V) + vol([0,1]4\ V) = wvol([0,1]%) wegen Additivitdt, ist dann also
—_———

>0 =1
vol(V) <1 < oo. Allerdings ist dann auch

(i)

vol(V)= Y wvollg+M)= >  vol(M)=oc
7€(0,3)4nQ4 q€(0,3)4nQ? >0

Dies ist ein Widerspruch, da wir gerade gezeigt haben, dass vol(V') < oo ist. Somit muss
dann vol(M) = 0 gelten. O

Noch dramatischer ist ein Resultat in Dimension > 3. Hier kann man zeigen, dass je
zwei Teilmengen schon unter sehr allgemeinen Annahmen aus dem selben abzahlbaren

(oft sogar endlichen) ,Bausatz*“ zusammengesetzt werden konnen.

Satz 1.3 (Banach-Tarski, 1924). Seien fiir d € N A, B C R Teilmengen mit nichtleerem

Inneren. Es gilt:

(i) Es existiert eine abzihlbare Familie von Teilmengen (My)re; € R und eine
abzéhlbare Familie von Bewegungen (®y)res, sodass die disjunkten Zerlegungen

A = Uper My und B = Je; P(My) bestehen.

(ii) Ist d > 3 und sind A, B beschrénkt, so existiert eine endliche Familie von Teilmen-
gen (My)rer € R? und eine endliche Familie von Bewegungen (®y)res, sodass die
disjunkten Zerlegungen A = {J,c; My und B = |J,c; P(M}) bestehen.

Beweis. Der Beweis verwendet Methoden der Gruppentheorie, genauer die Struktur or-
thogonaler Gruppen O(d). Diese sind fiir d > 3 nicht mehr auflosbar. Fur d < 2 sind sie
zwar 10sbar, jedoch nicht eindeutig (Banach, 1923). O

Aus Satz[L.3]folgt daher weiter, dass auch keine Volumenfunktion mit den Eigenschaften

(i), (ii) und (iii) existiert.

Fragestellung 1.2 (Mafiproblem, postparadox). Man definiere auf einer moglichst
grofien und flexiblen Familie F C §(R?) eine Volumenfunktion vol : F — [0, 00,
die die Eigenschaften (i’), (ii) und (iii) der Eigenschaften von Volumina [[.1] erfillt. Zu-
dem soll F die geometrisch wichtigen Teilmengen umfassen und abgeschlossen unter den

grundlegenden mengentheoretischen Operationen (U, N, \,C, Anm.) sein.

17. Oktober 2019
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I.2. Ringe und Algebren

Bemerkung. Algebra wird in verschiedenen Bedeutungen verwendet:
1. Die Algebra ist ein Teilgebiet der Mathematik
2. Fine Algebra als algebraische Struktur im Sinne der Algebra
3. Eine Algebra im Sinne der maftheoretischen Definition

Im Folgenden sollen Familien von Teilmengen (einer festen Menge X), die unter grund-
legenden (endlichen) Mengenoperationen abgeschlossen sind, untersucht werden. Diese
Mengenoperationen sind U, N, \,C. Die Familien werden Definitionsbereiche der allge-

meinsten von uns behandelten Volumenfunktion sein, sie heiflen Inhalte.
Definition 1.2 (Stabilitit). Sei X eine Menge und M C §(X). Sei

p:Mx-x M— 0O(X)

n

fir n € N eine n-stellige Abbildung. Wir nennen M p-stabil g.d.w. fiir eine Familie
(A, ..., A,) von Mengen in M gilt, dass ¢(Ay,...,A,) € M.
———

n

Bemerkung. Im Folgenden betrachten wir ausschlieBlich U-; M-, \- und C-Stabilitét,
die erfullt ist, wenn fiir beliebige A, B € M entsprechend auch deren Vereinigung,

Durchschnitt, Differenz und deren Komplemente wieder in M liegen.

I.2.1. Die Ringstruktur auf Potenzmengen

Definition 1.3 (charakteristische Funktion). Sei X eine Menge und A € §2(X). Defi-
niere die charakteristische Funktion von A x4 : X — { 0,1} durch

1, falls x € A

0, sonst

z = xa(z) == {

11



Die Abbildung, die jeder Menge A € §2(X) ihre charakteristische Funktion y 4 zuordnet,
ist ein Isomorphismus §2(X) — {0,1}*, ausgezeichnet durch

A xa
A1) < f

{0,1} wird dabei als der Kdrper mit zwei Elementen, der Fy, aufgefasst, d. h. als Rest-
klassen modulo 2. Damit ist {0, 1 }X ein kommutativer Ring mit Eins im Sinne der
Algebra ({0,1}¥ ist sogar eine Fa-Algebra, Anm.), wobei das Nullelement die Abbil-
dung x¢(= 0) und das Einselement die Abbildung yx (= 1) ist.

Addition und Multiplikation von Funktionen sollen punktweise erfolgen, also

(f +9)(x) == f(x) + g()
(f9)(x) := f(z) - g(x)

Die Addition von (charakteristischen) Funktionen entspricht der symmetrischen Diffe-

renz von Mengen: x4 + XB = X4AAB-

Abbildung I.1.: Symmetrische Differenz y aap

Die Multiplikation von (charakteristischen) Funktionen entspricht dem Durchschnitt von
Mengen: x4 - XB = XanB

Somit erhalten wir folgenden Ring: (§2(X),A,N) = (Fq, +, ).

I.2.2. Ringe und Algebren

Definition 1.4 (Ring; Algebra). Eine Familie R C §2(X) heifit:
(p) ein Ring auf X g.d.w. R ein Unterring von (§£2(X), A, N) ist.

12



(o) eine Algebra auf X g.d.w. R ein Ring auf X ist und aulerdem das Einselement
enthélt, d.h. X € R.

Damit R die Eigenschaft (p) erfiillt, muss ) € R gelten und R sowohl A- als auch

N-stabil sein.
Die Existenz von Inversen besteht, da im Fy die Subtraktion der Addition entspricht.

Aufgrund mengentheoretischer Gesetze kénnen A und N jeweils durch \ und U und

umgekehrt ausgedriickt werden:

AAB = (A\ B)U(B\ A)
ANB=A\(A\B)
A\ B = (AAB)N A
AUB = (AAB)A(AN B)

Dies fithrt uns zu folgender Charakterisierung von Ringen:

Lemma I.4. Eine Familie R C §2(X) ist genau dann ein Ring, wenn gilt:
i) 0eRrR
(ii) R ist \-stabil

(iii) R ist U-stabil
Analog gilt fiir Algebren:

Lemma I.5. Eine Familie A C §2(X) ist genau dann eine Algebra auf X, wenn gilt:
i) 0eA
(iii) A ist U-stabil
(iv) A ist C-stabil
Beweis. Sind diese Eigenschaften erfiillt, so implizieren (i) und (iv), dass X = () € A.

Die Operation \ kann durch U und C ausgedriickt werden. Aus C(A\ B) = (CA) U B folgt
A\ B =C((CA) U B). Also ist A ein Ring und damit eine Algebra.

Sei nun umgekehrt A eine Algebra. Dann gelten (i) und (iii). Da dann X € A, lésst
sich die Operation C durch die Operation \ ausdriicken: CA = X \ A. Damit gilt auch
(iv). O

13



Korollar 1.6.
(i) bei Ringen gilt: mit A, B sind auch A\ B,AN B und B\ A enthalten, da diese

alle auch Teilmengen von A U B sind.

(ii) bei Algebren gilt zusétzlich: ((AU B) € A

Beispiel.
(i) {0} C Q(X) ist ein Ring auf X. {0, X } C (X)) ist eine Algebra auf X, ebenso
£(X) € P(X).
(ii) Fir A C X ist {0, A} C §(X) ein Ring und { 0, A,CA, X } C §9(X) eine Algebra
(iii) Die Familie der endlichen (bzw. abzahlbaren) Teilmengen von X ist ein Ring, eine
Algebra aber nur, falls X endlich (bzw. abzdhlbar) ist. Die Familie der Teilmengen,

die endlich (bzw. abzéhlbar) sind oder endliches (bzw. abzahlbares) Komplement
haben, ist eine Algebra.

Lemma I.7. Der Durchschnitt beliebig vieler Ringe (bzw. Algebren) auf einer festen
Menge X ist wieder ein Ring (bzw. eine Algebra) auf X.

Definition 1.5 (Erzeugendensystem, Ring). Der von einer Familie £ C §2(X) erzeugte
Ring auf X ist der kleinste Ring, der £ enthailt, d. h. der Durchschnitt aller Ringe R C

§2(X), die € enthalten. Man nennt € ein Erzeugendensystem oder Erzeuger dieses Rings.

Definition 1.6 (Erzeugendensystem, Algebra). Die von einer Familie £ C §(X) er-
zeugte Algebra auf X ist die kleinste Algebra, die £ enthélt, d.h. der Durchschnitt
aller Algebren A C §9(X), die £ enthalten. Man nennt £ ein Erzeugendensystem oder
Erzeuger dieser Algebra.

Die Angabe eines Erzeugendensystems ist oft die einfachste Art, einen Ring oder eine

Algebra zu beschreiben.

Ein Ring geht aus einem Erzeugendensystem £ C §2(X) konstruktiv durch einen abzdhli-

baren Prozess hervor. Dieser lauft induktiv ab. Gleiches gilt fiir eine Algebra:

Ein Ring wird induktiv konstruiert durch eine Folge von Familien
EU{P}=FRCFHC - CF,C- CPX)
Definiere fir 1 < n € N: F, := {A\B,AUB| A, B € F,_; }. Daraus folgt, dass

Unen Fn € §2(X) sowohl \- als auch U-stabil ist, somit also ein Ring.

14



Algebren werden analog konstruiert.

1.2.3. Halbringe

Hat ein Erzeugendensystem strukturelle Eigenschaften, so ist die Beschreibung des er-
zeugten Rings einfacher. Eine natirlich auftretende Bedingung an Erzeugendensysteme

ist:
Definition 1.7 (Halbring). Eine Familie H C §2(X) heifit ein Halbring auf X, g.d. w.
gilt:
(i) 0 e H
(ii) H ist N-stabil
(iii) Fir A, B € H existieren disjunkte Cy,...,C, € H mit A\ B=C,U---UC,

%

Abbildung 1.2.: Disjunkte Zerlegung der Restmenge

Beispiel.
(i) {0} C §(X) ist ein Halbring

(ii) Die Familie bestehend aus () und allen (sogar: einigen) einelementigen Teilmengen

ist ein Halbring. Sie erzeugt den Ring der endlichen Teilmengen.

Bemerkung. Aufgrund der Eigenschaft (iii) von Halbringen ist es nicht méglich, analog
zu Ringen und Algebren den von einer Familie £ erzeugten Halbring zu definieren. (iii)
wird namlich nicht auf Durchschnitte von Familien vererbt. Es gibt also Durchschnitte
von Halbringen, die selbst keine Halbringe sind, bzw. es existieren Familien von Mengen,

die nicht in einem eindeutigen kleinsten Halbring enthalten sind.

Das folgende Beispiel ist ein Grundbaustein fiir spitere Uberlegungen:

15



Beispiel. Die Familie bestehend aus () und den halboffenen Intervallen [a,b) C R fur
a < b ist ein Halbring auf R.

Im Folgenden soll der von einem Halbring erzeugte Ring beschrieben werden, wobei die

Beobachtungen auch spater noch niitzlich sein werden.

Lemma 1.8. Zu beliebigen Teilmengen H, ..., H, € H existieren paarweise disjunkte
Teilmengen Hjy, ..., H) € H, s.d. jedes H; sich als Vereinigung einiger H}-s darstellen

lasst.

Abbildung 1.3.: Simultane Zerlegung

Beweis. Seien Hy, ..., H, € H. Wir betrachten das 2™ — 1-elementige Mengensystem

M:={GN---NGn|Vic{l,....m}:(G;=H;VG; =CH)A
ANJie{l,....m}:G;=H}

Jedes H; ist die Vereinigung von 2™~! Mengen aus M, es geniigt also zu zeigen, dass
alle M € M disjunkte Vereinigungen von Teilmengen aus H sind. Da Halbringe N-stabil
sind, reicht es sogar zu zeigen, dass die Teilmengen der Form H NCH; N --- N CH; mit
H,H,, ..., H €H disjunkte Vereinigungen von Teilmengen in H sind. Dies gilt wegen
der Eigenschaft (iii) von Halbringen fiir H NCH, = H \ H,. Dies reduziert die Aussage
fir [ auf die Aussage fiir [ — 1. Induktion liefert daher die Behauptung. O

21. Oktober 2019
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Proposition 1.9. Jede Teilmenge im von einem Halbring H erzeugten Ring ist eine
endliche disjunkte Vereinigung von Teilmengen in H. Dies ist ein einfacherer Erzeu-

gungsprozess als bei allgemeinen Ringen.

Beweis. Sei R die Familie der endlichen disjunkten Vereinigungen von Teilmengen in H.
Aus Lemma |[.8 wissen wir, dass R gleich der Familie aller endlichen Vereinigungen von
Teilmengen in H ist. Dadurch ist R offensichtlich U-stabil. Ebenfalls offensichtlicherweise
ist ) € R, da schon () € H ist.

Es bleibt also zu zeigen, dass R \-stabil ist. Seien Ay,..., A, By,..., B, € H, sodass
A=AU---UA,, und B := B;U---UDB, mit A;, B; € H. Aus Lemmafolgt, dass es
endlich viele nichtleere, paarweise disjunkte H, € H gibt, sodass fur allei € {1,...,m }
und alle j € {1,...,n} A; und B; jeweils Vereinigungen einiger Hj, sind. Daraus folgt,
dass auch A und B Vereinigungen einiger Hj, sind. Daraus folgt weiter, dass A \ B eine
Vereinigung einiger H;, ist, namlich derer, die in A aber nicht in B enthalten sind. Also
ist R ein Ring. Aufgrund der U-Stabilitdt von Ringen ist nun R Teilmenge des von H
erzeugten Rings. Da offensichtlich auch die umgekehrte Inklusion gilt (der erzeugte Ring
ist der kleinste Ring, der H enthélt, Anm.), sind sie gleich. O

I.2.4. Produkte von Halbringen und Ringen

Definition I.8 (Produktfamilie von Quadern). Seien fir n € Nundi e {1,...,n} X,
eine Menge und F; C §2(X;) eine Familie von Teilmengen. Wir definieren die Produkt-

familie von Quadern

Frxooox Fpi={ My x---xM,|Vie{l,....n}: M;e F; } CPX; x---xX,)
Definition 1.9 (Familie der Figuren). Seien fir n € Nund i € {1,...,n} X, eine
Menge und F; C §2(X;) eine Familie von Teilmengen. Wir nennen, die kleinste U-stabile
Menge, die F; * --- x F, enthélt, d.h. deren U-stabile Hiille, die Familie der Figuren

und bezeichnen sie mit F; X --- X F,,. Wir nennen die Elemente von F; X --- X F,

Figuren. Sie sind endliche Vereinigungen von Quadern in Fy * - - - % F,.

Bemerkung. Sowohl * als auch X sind assoziativ.
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X1 % X5 X3

Mlx M2

~
(N

M, X,

Abbildung 1.4.: Quader M; x M,

Definition I1.10 (natirliche Projektion). Sei n € N und £ € {1,...,n} und fur
ie{1l,...,n} X; eine Menge. Wir nennen die Abbildung 7 : X3 x --- x X,, — X},

mit (z1,...,2,) — xy die natirliche Projektion auf die k-te Menge.

Definition I.11 (Familie der Zylindermengen). Seien fir n € Nundi € {1,...,n} X;

eine Menge und F; C §2(X;) eine Familie von Teilmengen. Wir nennen die Menge
Z(Fio Fo) = {m (M) [ ke {1, ,n b A M € Fi } C (X x -+ x X,)

die Familie der Zylindermengen. Wir nennen ihre Elemente Zylindermengen. Sie haben
die Form 7, "(My) = X1 X -+ X Xpo1 X My x Xpy1 X ---x X, mit k€ {1,...,n} und
M, € Fi.

T[j_l(Mj)

Xi Mi

Abbildung L.5.: Zylindermengen ;' (M;) und 7; ' (M;)

Lemma 1.10. Seien fir n € Nundi € {1,...,n } X; eine Menge und F; C §(X;) eine
Familie von Teilmengen. Gilt fir alle i € {1,...,n }, dass X; € F;, so ist

Z(F,... Fo) CF %% Fy
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Definition 1.12 (Produkt von (Halb-)Ringen). Sei n € N und fiir i € {1,...,n} H;
ein Halbring und R; ein Ring. Wir nennen den Halbring H; * - -- * H,, das Produkt der
Halbringe H;. Analog dazu nennen wir den Ring Ry X --- X R,, das Produkt der Ringe
R,

Proposition I.11. Sei n € N und fiir i € {1,...,n} X; eine Menge, H; C §£(X;)
ein Halbring und R; C §2(X;) der von H; erzeugte Ring. Sei weiter fir i € {1,...,n}
R; C £(X;) eine Algebra und & C R, ein Erzeugendensystem von R;. Es gelten folgende

Aussagen.

(i) Hq * -+ * H, ist ein Halbring auf X; x---x X,, und H; X- - -KH, = R, X--- KR,

der von ihm erzeugte Ring.

(i) Z(&,...,&,) ist ein Erzeugendensystem des Produktrings Ry X --- K R,,.

Beweis. (i): zunachst fiir n = 2: Es ist klar, dass () € H; * Hs und auch, dass H; * Ho
N-stabil ist, denn fir i € { 1,2 } und A;, B; € H; gilt, dass A;N B; € H

Es bleibt also noch zu zeigen, dass H; * Hs Eigenschaft (iii) der Halbringe erfiillt, d. h.,
dass fiir Ay, By € Hy und Ay, Bs € Hy die Menge (A; X As) \ (By X By) in disjunkte
Teilmengen von H; * Ho zerlegbar ist. Es gilt die disjunkte Zerlegung

(Ay % A)\ (Bi x Bs) = (A1 N By) x (A \ By))U
W ((A1\ B1) X (A2 \ Ba)) U ((A1\ B1) x (A2 N By))

Da A; \ B; in Teilmengen aus H; und A, \ By in Teilmengen aus Hs zerlegbar sind,
ist (A1 \ B1) x (Ag \ Bs) zerlegbar in Teilmengen aus H; * Hp. Mit Ay N By € H,
und Ay N By € Hy folgt, dass auch die anderen beiden Mengen disjunkt zerlegbar sind.
H1 * Hso erfillt also Eigenschaft (iii) und ist somit ein Halbring. Durch Induktion folgt
die Behauptung fiir alle n € N, d. h. auch H; * --- x H,, ist ein Halbring.

Mit Proposition[[.9]folgt dann weiter, dass H;X- - -XH,, der von Hy * - - - x H,, erzeugte
Ring ist.
(ii): Sei k € {1,...,n }. Der Ring auf X; x --- x X,, bestehend aus den aus den Zylin-

dermengen 7 ' (M) fiir M, € Ry wird von der Familie der Zylindermengen 7} *(E},) fiir
By € &, erzeugt, denn jede Teilmenge M, € R; kann durch endlich viele Mengenope-

rationen aus Teilmengen Ej; € & hergestellt werden und 7 '(M},) entsprechend durch
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endlich viele Mengenoperationen von den ;' (E;;). Somit erzeugt Z(&y, ..., &,) densel-
ben Ring wie Z(R4,...,R,) und denselben wie Ry # --- * R, also den Produktring
R KR, 0

Definition I.13 (Familie der halboffenen Intervalle). Wir definieren
Z:={[a,b)|a,beRANa<b}
und nennen Z die Familie der halboffenen Intervalle.

Definition I.14 (Familie der halboffenen Quader). Sei d € N. Wir definieren

21 i= { fan,be) %+ x [aaba) | a = (ar,- .- ag) b= (b, bs) € RA
/\\V/ZE{l,,d}al<bl}:I**I

und nennen 2¢ die Familie der halboffenen Quader. Es gilt T = 2'. Wir nennen
[a,b) := [ay, b)) X --- X [ag, bg) € 2°
einen halboffenen Quader.
Bemerkung. Nach Proposition ist 2¢ ein Halbring auf RY.
Definition I.15 (Ring der Figuren). Sei d € N. Wir definieren
F1=TKR...-KRT
und nennen #? den Ring der Figuren. F? ist der von 29 erzeugte Ring.

Wir arbeiten aus technischen Griinden mit halboffenen Intervallen und Quadern, da diese
besonders iibersichtliche Halbringe und noch dazu abgeschlossen unter Produktbildung
sind. 2¢ enthalt jedoch nicht die Teilmengen, die uns primér interessieren, z.B. offe-
ne und abgeschlossene Quader, generell auch nicht-achsenparallele Quader, allgemeine
Polygone und Polytope und gekriimmte ,elementargeometrische Gebilde wie Scheiben,
Bélle, Zylinder und Kegel. Also miissen wir unsere Ringe weiter anreichern und so weit
flexibilisieren, damit sie auch unter abzdhlbaren Vereinigungen stabil sind. Dies wird uns

zum Begriff der o-Algebren fithren.
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1.3. Inhalte und Pramafle

Im Folgenden betrachten wir Abbildungen, die wir Volumenfunktionen nennen werden.
Diese miissen die grundlegende Forderung der Additivitit erfiillen und zudem nur nicht-
negative Werte, d. h. Werte in [0, 0o] (also der erweiterten positiven Halbgerade, Anm.),

annehmen.

Zur Abkiirzung werden wir einige Konventionen verwenden, die mehr oder weniger na-

tirlich sind:

r+o00=o00flir x> —0

r-00=o00firz >0

I.3.1. Inhalte auf Halbringen und Ringen

Die allgemeinste Sorte von uns betrachteten Volumenfunktionen ist endlich additiv und

definiert auf Halbringen.

Definition 1.16 (Inhalt). Ein Inhalt auf einem Halbring #H ist eine Abbildung
i H — [0, 00] mit den Eigenschaften:

(i) u(@) =0
(ii) Additivitat: Sind Ay, ..., A, € H paarweise disjunkt und ist A; U---UA, € H, so
gilt (A1 U~ UA,) = p(Ar) + -+ p(An)

Bemerkung. Eigenschaft (i) ist notwendig, d.h. kann nicht aus den anderen Eigen-
schaften geschlossen werden: z. B. konnte p auch konstant oo sein. Die Forderung A; U
-+-U A, € H in Eigenschaft (ii) ist redundant, falls H ein Ring ist.

Beispiel.
0, falls A =0

00, sonst

(i) p =0 (der Nullinhalt) und v(A) := { sind stets Inhalte auf belie-

bigen Halbringen.

(ii) Auf der trivialen Algebra {0, X } C §£(X) mit X # 0 ist die Abbildung mit
0, falls A =10

u(A) = , fiir r € [0, oo] beliebig, ein Inhalt.
r sonst
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(iii) Einen Grundbaustein fir das Lebesgue-Maf (s.u.) bilden die halboffenen Intervalle
in R. Auf dem Halbring Z = 2' C §£(X) liefert die euklidische Léinge einen
Inhalt A, : T — [0,00), fiir a,b € R,a < b, gegeben durch A([a,b)) = b — a.

,,,,,

die disjunkte Zerlegung [a,b) = [a,x1) U - -- U [z,,b) und es gilt

Mla,b) =b—a=(b—2,)+ (v, —2p_y)+ -+ (2, —a) =
= A([#n, b)) + - + Az([a, 21))

24. Oktober 2019

Lemma 1.12 (einfache Eigenschaften von Inhalten). Sei p: H — [0, 00| ein Inhalt. p
besitzt folgende Eigenschaften:

(i) Monotonie: Sind A, B € H mit A C B dann muss gelten p(A) < u(B).

(ii) Subadditivitit: Sind Ay, ..., A, € H (nicht notwendigerweise disjunkt, Anm.), so-
dass AjU---UA, € H, dann gilt u(AU---UA,) < p(A)+ -+ p(Ay).

Beweis. (i): Seien A,B € H mit A C B. Dann gibt es mit C; € H die Zerlegung
B\A=C1U---UC(C,. Also gilt B=AUC;Y---JC,. Mit der Additivitat erhalten wir
schlieBlich p(B) = u(A) + p(Ch) + -+ - + p(Cy) > n(A).

(ii) Seien Ay, ..., A, € H, sodass A1 U---U A, € H. Durch Lemma [[.8 wissen wir, dass
es paarweise disjunkte H; € H mit der Eigenschaft gibt, dass jedes A; die Vereinigung
einiger (endlich vieler) dieser Mengen ist. Entsprechend summieren sich die Volumina
auf. Die Ungleichung p(A; U---UA,) < p(Ar) + -+ + p(A,) folgt dadurch, dass jedes
w(H;) genau einmal auf der linken Seite der Ungleichung steht und mindestens einmal

auf der rechten Seite. O

I.3.2. Fortsetzung von Inhalten von Halbringen auf Ringe

Satz 1.13. Jeder Inhalt i auf einem Halbring H besitzt eine eindeutige Fortsetzung zu

einem Inhalt ;1 auf dem von H erzeugten Ring R.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt unmittelbar aus der Additivitat von Inhalten und der
Beschreibung des erzeugten Rings R: Jede Teilmenge in ‘R ist eine disjunkte Vereinigung
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Daraus folgt notwendigerweise
ALY - U Ay) = pu(Ar) + -+ p(An) (LA)

Die Ezistenz bzw. Wohldefiniertheit von i folgt mit : Wir betrachten eine weitere
disjunkte Zerlegung derselben Teilmenge A4- - WA, = B1U---UB,, € R, mit A;, B; € H
firallei e {1,...,n},j€{1,...,m}. Aufgrund der N-Stabilitat gilt fir alle 4, j, dass
A; N B; € H. Wir erhalten somit folgende Zerlegungen: 4; = UL, (4; N B;) und B; =
Jiz1 (A; N B;). Daher gilt dann p(A;) = 351, u(A; N B;) und p(Bj) = YiL, p(Ai N By),
weiter also

n n m n

S u(A) = S (AN B) = 303wl A0 By) = 3 By

i=1 i=1j=1 i=1 j=1

und es herrscht Wohldefiniertheit. j ist additiv, da jede Menge in R als Vereinigung von
Mengen in ‘H darstellbar ist. Somit ist g also ein Inhalt. O

Bemerkung. Nimmt g nur endliche Werte an, so nimmt 1 ebenfalls nur endliche Werte

an, da es sich um endliche Summen handelt.

Beispiel. Ist A}, : Z = 2' — [0,00) ein Inhalt, dann folgt mit Satz[[.13] dass auch
Ao F1 — [0,00) ebenfalls ein Inhalt ist, wobei .#' den Ring der 1-dimensionalen

Figuren bezeichnet. X 71 ist also definiert durch die Summe der Langen der Teilintervalle.

Bemerkung. Die Fortsetzung von Inhalten von Ringen auf Algebren ist im Allgemeinen
nicht eindeutig. Z. B. erzeugt der Ring R = { ) } die Algebra A = { (), X }. Hier ist nicht
eindeutig festgelegt, was der Wert von fi(X) sein soll. Es kann zi(X) = a mit beliebigem
a € [0, 00] gelten.

1.3.3. Pramafle

Im Folgenden soll das Verhalten von Volumina bei gewissen Grenzprozessen (Approxi-
mation von innen oder auflen) betrachtet werden. Wir arbeiten mit Teilmengen einer

festen Menge X.

Definition 1.17 (aufsteigende Folge; absteigende Folge). Sei (A, )nen eine Folge von
Teilmengen von X und A C X.
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(i) Ist Ay € --- C A, C--- C X und gilt A := Upen An, so nennen wir (A, )nen
aufsteigend gegen A und schreiben A, 7 A.

(ii)) st X DA DAy D --- DA, D und gilt A := ey An, s0 nennen wir (A, )nen
absteigend gegen A und schreiben A, \, A.

Lemma I.14. Sei (A,),en eine Folge von Teilmengen von X und A C X. Es gelten
folgende Aquivalenzen:

(i) A, A = A\ A, /0

(i) A, A <= A, \AN0

Lemma I.15. Sei g : R — [0,00) ein Inhalt. Seien (A;)nen, (Bn)nen Folgen von
Teilmengen und A € R mit A, " A, B, \ A. Es gelten die Ungleichungen:

lim pu(A,) < p(A) < lim p(B,) (LB)

n—o0 n—o0

Beweis. Es gilt fur alle n € N, dass u(A4,) < u(A) < p(B,) aufgrund der Monotonie,
sodass p(A,) monoton wichst und p(B,) monoton fillt. Die Ungleichungen bleiben

unter Grenzwertbildung erhalten. ]

Lemma |[.15] d.h. die beiden Ungleichungen, gilt immer fiir allgemeine Inhalte. Gilt in

einer dieser Ungleichungen Gleichheit, so fassen wir dies als Stetigkeitseigenschaft auf.

Im Folgenden soll eine Umformulierung fiir Zerlegungen gefunden werden: Definieren
wir zusétzlich zu unserer Mengenfamilie (A,,),en noch eine zweite Mengenfamilie A mit
A, = A, \ A,_1, wobei Ag := () gesetzt wird, erhalten wir eine disjunkte Zerlegung von

A - UnGN An

Damit ist 1} dquivalent zur Aussage: Fiir Folgen (A, )en paarweise disjunkter Teil-
mengen mit A := oy A, € R gilt die o-Supadditivitit:

p(lJ An) = Y u(A,) (1.C)

neN neN

Proposition 1.16. Fiir einen Inhalt ;1 : R — [0, oo] auf einem Ring R sind die beiden

folgenden Eigenschaften dquivalent:

(i) o-Additivitit: Ist (Ap)nen € RY eine Folge paarweise disjunkter Teilmengen mit
Unen 4An € R, so gilt u(UnZy An) = 3021 pu(An).
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(ii) Stetigkeit von unten: Ist (B,,) eine aufsteigende Folge mit B, € R, B, /* B € R
so gilt u(B,) /' u(B).

Sie implizieren die beiden folgenden, ebenfalls zueinander dquivalenten Eigenschaften:

(iii) Stetigkeit von oben: Ist (C,) eine absteigende Folge in R mit u(C,) < oo und
Cn \(C € R, s0 gilt 1(Cr) \, p1(C).

(iv) Stetigkeit in (): Ist (D,,) eine absteigende Folge in R mit u(D,,) < co und D,, \, 0,
so gilt u(D,) \ 0.

Falls p endliche Werte hat, implizieren umgekehrt (iii) und (iv) auch (i) und (ii), es gilt

also eine Aquivalenz der Aussagen (i) bis (iv).

Beweis. (1)< (ii): Wir konstruieren uns eine Folge (B,,) mit B,, := A;U---UA,, bzw. gilt
dann A,, = B,,\ B,,_1. Mit der endlichen Additivitét folgt dann p(B,) = >, u(A;). Fir
den Grenzwert gilt somit lim, ,oopu(B,) = o2, u(A,) und auBerdem auch
p(B) = p(Unen An)-

(ii)=(iii): Wir setzen B, = C; \ C, € R. Es gilt daher B = (; \ C. Damit ist
Cy = B,UC(C, = BUYC, demnach also p(C1) = pu(By,) + u(Cy) = pu(B) + p(C). Aus (ii)
folgt nun u(B,) / u(B). Da alle Inhalte endlich sind, gilt auch u(B,) = u(Cy) — u(Ch)
und p(B) = u(Cy) — u(C). Daraus folgt u(Cp) N\ #(C) und damit auch (iii).

(i)« (iv): (iv) ist ein Spezialfall von (iii). Fir die Richtung (iv)=-(iii) setze nun
D,=C,\C\, 0. C,=D,uC, also u(C,) = u(D,) + p(C) da alle Volumen endlich
sind. Damit folgt p(D,) = u(C,) — p(C). Da aber u(D,,) \, 0 wegen (iv), erhalten wir
w(Cr) N\ p(C) und damit (iii).

Habe nun g nur endliche Werte und gelte (iv). Setze D,, := B\ B,. Wegen (iv) gilt
w(Dy) \( 0, somit pu(D,) = u(B) — pu(By) \( 0. Es folgt p(B,) / u(B) und damit auch
(ii). 0

28. Oktober 2019
Um eine leistungsfahige Volumentheorie zu entwickeln ist es natirlich und geboten,
zusitzlich zu den Eigenschaften eines Inhalts die der o-Additivitat zu verlangen. (nach
E. Borel, Lebesgue, ca. 1900)

Definition 1.18 (Pramafl). Sei R ein Ring und p : R — [0, o0] ein Inhalt. Wir nennen
wein Pramaf g.d. w. u folgende Eigenschaft (ii") erfullt:
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(ii") p ist o-additiv

Bemerkung. Die Bezeichnung ,,pra“ in ,,Pramafl“ bezieht sich nur auf den Definitions-

bereich (hier: Ring).

Beispiel. Sei X unendlich und A C §(X) die von den endlichen Teilmengen von X
erzeugte Algebra. Sie besteht also aus allen endlichen Teilmengen und ihren jeweiligen

Komplementen. Wir definieren dann einen Inhalt 4 auf A durch

0, falls A endlich
pu(A) = .
1, falls CA endlich

Seien Ay, ..., A, paarweise disjunkt. Falls nicht alle A; endlich sind, so ist genau eines
der A; unendlich. Es gilt

p(A) + -4 p(Ay) = p(A1 Y- UA,) =1

Die Gleichung gilt, da auf der linken Seite der Gleichung nur genau eines der A; Maf3 1
hat. p ist also (endlich) additiv. Jedoch ist die o-Additivitat genau dann verletzt, falls
X eine abzahlbare Zerlegung in endliche Teilmengen zulasst, d. h. also X abzéhlbar ist.

Dann gilt namlich

0= u@) (U (e} =1

zeX reX

w1 ist also genau dann ein Pramaf, falls X tiberabzéhlbar ist.

Definition I1.19 (Lebesgue-Prdmafl, eindimensional). Wir bezeichnen den Inhalt
My o F1 — [0,00] auf dem Ring .#! der eindimensionalen Figuren als das eindi-

mensionale Lebesque-Priamays.

Satz 1.17. Das eindimensionale Lebesgue-PramaB A\, : F1 — [0, 0o] aus Definition
ist wohldefiniert, d. h. also wirklich ein Pramaf.

Beweis. Wir haben bereits gezeigt, dass Al;; ein Inhalt ist, demnach also Eigenschaften
(i) und (ii) erfullt. Es bleibt also noch zu zeigen, dass A}: Eigenschaft (iii), die o-
Additivitét, erfillt. Die o-Additivitdt ist aufgrund der endlichen Werte von A nach
Propositionéiquivalent zur Stetigkeit in (). Im Beweis gebrauchen wir die Eigenschaft
der lokalen Kompaktheit der natirlichen Topologie auf R.
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Betrachten wir die Folge (F},)pen in Z! mit F} D Fy, D -+ D F;, D ---. Wir fithren den
Beweis mit Kontraposition, wollen also zeigen, dass aus lim,, /\}O;I(Fn) > v > 0 folgt,

dass Npen Fr # 0.

Sei also v € [0,00), sodass lim,_,co A1 (F,) > v > 0. Wir werden F,, von innen durch
eine geschachtelte Folge von Kompakta approximieren. Sei dazu (&, )en eine Folge in R
mit &, \, 0. Wir finden dann F! € #' und Kompakta K, C R, sodass F C K,, C F,
und A5 (F)) > Ao (F,) — &,. Wir betrachten diese kleineren Figuren F, da ALi-
Volumina von Kompakta nicht definiert sind (da K,, ¢ %', Anm.). Diese K,, sind nicht

notwendigerweise geschachtelt.

Wir erhalten somit folgenden Vergleich absteigender Folgen:

i<n i<n 1<n

Auflerdem gelten die folgenden Beziehungen:

(NENNE) = U (FNF) € U (F\F)

<n i<n i<n i<n
———
=Fy,

Weiters erhalten wir mit

(MNFEYUUWENF) 2 (N F=F,

i<n i<n i<n

eine Uberdeckung von F durch n + 1 Teilmengen aus .%#'. Aufgrund der Subadditivitét

von A}, folgt dann

Aei(F) < Az () F) + XA (B \ F)
i<n ignT

Da der Inhalt A}, nur endliche Werte annimmt, folgt weiter, dass

Ma(NF)zv=> e>v—> &,

i<n i<n neN

Wir wéhlen nun (g,) so, dass Y ,enen < v. Dann ist AL (N, /) > 0, somit also
Ni<n F # 0. Dann ist wegen N;<,, F{ C Ni<,, K; auch N, K; # 0.
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(Ni<n Ki)nen ist somit eine absteigende Folge von Kompakta in R. Ihr Durchschnitt
MNpen K ist somit nichtleer. Da die Beziehung N,eny Kn € Npen £ gilt, ist somit auch

nneNFn#w' L

1.3.4. Produkte von Inhalten und Pramafien

Man kann auf natirliche Weise Produkte von Inhalten auf Halbringen und Ringen bil-

den.

Definition I1.20 (Produkt von Inhalten). Seien fir ¢ € {1,...,n} X, eine Menge,
H; C ©(X;) ein Halbring und pu; : H; — [0,00] ein Inhalt auf H;. Wir nennen den
Inhalt

(g X oo X i)+ Hy % -+ % H,y — [0, 00]
(X e X ) (Hy X - X Hy) = g (Hy) - - i (H)

auf dem Produkthalbring Hy * -+ * H,, C §2(X; X --- x X,,) das Produkt der Inhalte ;.

Satz 1.18. Das Produkt von Inhalten ist wohldefiniert, d.h. fir jedes i € {1,...,n },
X; eine Menge, H; C §(X;) ein Halbring und p; : H; — [0, 00| ein Inhalt ist die in
Definition beschriebene Abbildung g1 X - -+ X p, ein Inhalt.

Bemerkung. Im Folgenden verwenden wir die schon erwahnte Konvention 0 - oo = 0,

da wir hier konzeptionell Grenzwerte der Form lim,,_,., 0 - n = 0 betrachten.

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir n = 2. Die Aussage fiir alle hoheren Dimensionen
folgt dann per Induktion. Da (pq X p2)(0) = 0-0 = 0 trivialerweise erfillt ist, bleibt nur

noch die Additivitdt zu zeigen.

Dazu betrachten wir endliche Zerlegungen eines ,,Rechtecks* H; x Hy € Hy * Hs in
endlich viele paarweise disjunkte kleinere , Rechtecke* H 1(j ) % Hg(j ) e Hq * Ho, d.h., dass
Hy x Hy = Jje J(Hl(j ) x HY )) fiir eine endliche Indexmenge J. Mit Lemmakénnen
wir die Hl(j), HQ(j) paarweise disjunkt zerlegen in Mengen Ffl(kl), IjlékQ), fir k1 € Ky, ke €
K5 und K, K, endliche Indexmengen, sodass jedes Hl(j ), Hz(j ) die Vereinigung einiger
Hl(kl),ﬁékZ) ist, also fiir Kfj) - Kl,KQ(j) C K, gilt, dass

Hl(j): U ﬂ£k1)7 Héj): U ﬁékz)
ek koe K
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Wir erhalten dann eine ,karierte Zerlegung® mit

Hy, x Hy = U (Ijll(kn) x ]:.Ig(k2)),H1(j) x Héj) _ U (ﬁ{kl) x IfI2(k2))
(kl,k‘Q)eKlXKQ (k’l,kg)EKﬁj)XKéj)

Es gilt K1 x Ky = UjeJ(Kfj) X Kéj)) und die Additivitdt von p; X po ist klar fir diese
wkarierte Zerlegung“: Es gilt fur i € { 1,2 }:

pi(H) = 3 p(EP), (B = 37 ()

kEKi k‘EK(])
[

Damit folgt dann fiir gy x po:

(11 X p2)(Hy x Hy) = > (1 % o) (A" x Ay =

(k1,k2)e K1 x K2

=3 (e x ) (B x B =3 (1 x ) (HY x HY)

jeJ (kl,kg)GKij)XKé” jeJ

Es folgt die Additivitdt von p; X uo und somit, dass die Abbildung ein Inhalt ist. Die
Aussage fiir n € N folgt mit Induktion. O

Beispiel (Elementarinhalt). Der Elementarinhalt achsenparalleler Quader [a,b) C R?
fir a,b € R? und a; < b; fiir alle i € {1,...,d} ist definiert als ihr d-dimensionales

euklidisches Volumen
A%a([a,b)) == (b1 — ay) - - (bg — aq)

Der Elementarinhalt A%, ist ein Inhalt, denn A%, = A X - - - x AL beziiglich der Zerlegung
=T x...xT.

Fir Ringe folgt mit dem Fortsetzungsresultat fiir Inhalte von Halbringen auf die von
ihnen erzeugten Ringe (Satz Anm.):

Korollar 1.19. Seien fir : € {1,...,n} X; eine Menge, R; C §{(X;) ein Ring und
Wi : Ri — [0, 00] ein Inhalt. Dann existiert genau ein Inhalt

(B Rp): Ry BR, — (0,00

auf dem Produktring Ry X --- KR, C (X, x --- x X,,).
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Beispiel (Elementarinhalt, Forts.). Der Elementarinhalt A%, lisst sich eindeutig zu ei-
nem Inhalt A%, : . Z#¢ — [0, c0] auf der Familie der d-dimensionalen Figuren fortsetzen.

Wir fassen ihn als d-dimensionales euklidisches Volumen auf.
Auch Pramafle verhalten sich gut unter Produktbildung:

Satz 1.20. Seien fir ¢ € {1,...,n} X; eine Menge, R; C §2(X;) ein Ring und sei
Wi : Ri — [0, 00] ein Pramaf}. Die Fortsetzung py X- - - X, der Abbildung g X « -+ X piy,
wie in Definition [[.20] auf den Ring Ry X --- K R,, ist wieder ein Prdmaf.

31. Oktober 2019

Beweis. Da Pramafle Inhalte sind, ist sicherlich nach Satz auch das Produkt der
PramaBe, pq X - - - X u,, ein Inhalt. Es bleibt also zu zeigen, dass 1 X - - - X p,, Eigenschaft
(iii), o-Additivitat, erfallt. Wieder zeigen wir die Aussage fir n = 2. Die Aussage fiir

allgemeine n € N folgt dann mit Induktion.

Da Figuren endliche disjunkte Vereinigungen von Quader sind und der Inhalt g X po
endlich additiv ist, gentigt es fiir Figuren A; € Ry, Ay € R, eine abzéhlbare Indexmenge
M C N und fir m e M, AY”), Agm) € R, abzahlbare disjunkte Zerlegungen der Form

Ay x Ay = U (Agm) X Agm))

meM

zu betrachten. Wir miissen dann zeigen, dass gilt:

> (AT - pa(ADY) = p1(Ay) - pra(Ag)

meM

Wegen Monotonie gilt jedenfalls die Ungleichung

S (AT - pa(ADY) < pa(Ay) - pra(A)

meM

bleibt also noch die andere Ungleichung zu zeigen. Hierzu benoétigen wir eine untere
Abschétzung von Y,,cs M(AY”)) : M(Ag’”)).

Wir betrachten die Folge (F,,)menr approximierender Figuren mit

Froi= |J (AT x A7) 7 Ay x A,

i<m
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Im Folgenden schétzen wir (pq X p9)(F,,) nach unten ab mithilfe von X,-Querschnitten
(Sém))meM fiir x1 € A;. Dabei ist fiir m € M der X,-Querschnitt SQm) (z1) C Ay definiert
durch
(a1} xS (21) = Fun ({21} X Ay)

Dann ist Sém) (r1) € R als Vereinigung einiger Ag) und die ng) (z1) wachsen mit m,
sodass Sém)(:vl) S Ag fiir m — oo und festes .

Fiir festes m € M treten endlich viele Querschnitte auf. Die Punkte z; € Ay, fir die
Sém) (x1) ein bestimmter Xy-Querschnitt ist, bilden eine Figur in R;, da sie im von Agi)

erzeugten Unterring liegt. Wir definieren fiir ein vy € R mit 0 < vy < uz(As) die Mengen
B (va) i= { w1 € Ar | pa(55" (21)) > 05 | € R

Es gilt die Volumenabschatzung (u; X po)(F) > MI(BYYL)(UQ)) - vg. Da gilt, dass
SQm) (x1) Ay, und o als Pramafl stetig von unten ist, folgt weiter, dass die Bezie-
hung 112(S5™ (1)) 7 p2(As) besteht. Da auch B™ (vs) 2 Ay und gy als PramaB stetig
von unten ist, folgt weiter, dass ,ul(Bfm) (v2)) /1 (Ay). Zusammengenommen folgt dann
fur alle vy € (0, u2(As)), dass

Jim (pn X o) (Fin) 2 pa (A1) - 0o

Da dies fiir alle solche vy gilt, folgt damit, dass

> (A) - a(ALY) = T (i B 12) (Fn) > pua(Ar) - pa(As)

meM

d. h. die andere Richtung der Ungleichung. Insgesamt ist also pq X us o-additiv und somit
ein Pramaf. Mit Induktion folgt dann, dass pu; X ... X p, ein Pramaf ist. O]

Bemerkung. Der letzte Satz wird haufig erst im Rahmen der Integrationstheorie mit-
hilfe des Satzes der monotonen Konvergenz bewiesen.

Korollar 1.21. Der Inhalt A%, ist ein PramaB.

Beweis. )\fiyd ist die d-te Potenz des Pramafes )\}g}l. Mit Satz ist dann )\dgd ebenfalls

ein PramapB. O

Definition I.21 (Lebesgue-PramaB, d-dimensional). Wir nennen A%, das d-dimensio-

nale Lebesgue-Pramay.
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I1.4. o-Algebren

Im Folgenden wollen wir von Teilmengenfamilien A C §2(X) nun verlangen, dass sie
reichhaltiger und flexibler sind, in dem Sinne, dass zusétzlich zu den bis jetzt behandelten
endlichen Mengenoperationen auch unter abzahlbaren Mengenoperationen, die aus den

endlichen durch Grenzprosse entstehen, stabil sind.

1.4.1. o-Algebren

Definition 1.22 (o-W-Stabilitit; o-U-Stabilitat; 8-N-Stabilitdt). Sei X eine Menge,
M C ©O(X). Wir nennen M o-U-stabil, g.d.w. fir jede abzihlbare Familie
(A neny € MY paarweise disjunkter Elemente A, gilt, dass

L A= AU AU e M

neN

Wir nennen M o-U-stabil g.d.w. fiir jede abzihlbare Familie (A, ),ey € MY gilt, dass

U A=A UA U €M

neN

Wir nennen M 8-N-stabil g.d.w. fiir jede abzihlbare Familie (A, ),ey € MY gilt, dass

neN
Definition I1.23 (o-Algebra). Sei X eine Menge und A C §2(X). Wir nennen A eine
o-Algebra g.d. w. gilt:
i) peA
(iii) A ist o-U-stabil
(iv) A ist C-stabil

Lemma 1.22. Sei X eine Menge und A C §9(X). A ist eine o-Algebra g.d. w. gilt:
(i) XeAd
(iii’) A ist 6-N-stabil

(iv) A ist C-stabil
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Beweis. Die Behauptung folgt aus der Definition mit X = C)) und den De-Morganschen
Regeln. O

Bemerkung. o-Algebren sind auch Algebren, denn es gilt AUB=AUBUQUPU---
und ANB=ANBNXNXN---

Bemerkung.

(i) Eigenschaften (iii) und (iii’) sind formal &hnlich zu der Definition einer Topolo-
gie. Topologien sind jedoch stabil unter beliebigen Vereinigungen, aber nur unter

endlichen Durchschnitten.

(ii) In o-Algebren gilt also, dass alle von innen bzw. von auBen durch Teilmengen in

der o-Algebra approximierbaren Teilmengen wieder zur o-Algebra gehéren.

Wie im Fall von Ringen und Algebren sind beliebige Durchschnitte von o-Algebren
wieder o-Algebren. Wir konnen daher analog wieder die von einer Menge erzeugte o-

Algebra definieren.

Definition 1.24 (Erzeugendensystem, o-Algebra). Sei X eine Menge und £ C §9(X)
eine Familie von Mengen. Wir bezeichnen mit ¢(&) die eindeutige kleinste o-Algebra,
die £ enthélt, d.h. den Durchschnitt aller o-Algebren, die £ enthalten. Wir nennen &

dann ein Erzeugendensystem bzw. einen Erzeuger von o(&).

Im Fall von Ringen und Algebren kann man die in ihnen enthaltenen Mengen noch
explizit angeben, indem man sie induktiv in abzahlbar vielen Schritten konstruiert. Im
Gegensatz dazu ist die Definition einer o-Algebra i. A. nicht konstruktiv. Abgesehen
von Ausnahmenfillen ist eine Konstruktion in abzahlbar vielen Schritten namlich nicht
moglich. Man benotigt zur Konstruktion einer o-Algebra aus einem Erzeugendensystem
einen Prozess mit Uberabzihlbar vielen Schritten (transfinite Induktion, Anm.). Dieser
Umstand reflektiert, dass die in o-Algebren enthaltenen Teilmengen i. A. so kompliziert

sind, dass man sie nicht mehr explizit beschreiben kann.

Exkurs. Sei X eine Menge und £ C §2(X) eine Familie von Teilmengen. Man kann
durch Anwenden abzéhlbarer Mengenoperationen immer groflere Teilmengenfamiilien
angeben, die zu o(€) gehoren missen, deren ,Verwandtschaftsgrad® zu £ jedoch sukzes-
sive abnimmt. Wir definieren fiir eine beliebige Famile F C (X)) die Familie ¥ mit
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F C F' C Q(X) durch

~7’:”::{]\469()()

(An)neNE}"N/\<M= UAnvM:lj(UAn))}

neN neN

Dann definieren wir & := £U{ 0 } und fiir n € N die Menge &, := £"_,. Die Definitionen
der &; sind der Anfang der sogenannten Borel-Hierarchie. Sie werden mittels transfiniter

Induktion fortgesetzt.

Beispiel.
(i) o(0) ={0,X } C §(X) ist eine o-Algebra auf X, ebenso §2(X) C £(X).
(i) Fir A C X ist o(A) = {0, A,CA, X } C §£(X) eine o-Algebra auf X.

(iii) Die Teilmengen von X, die abzahlbar sind oder ein abzéhlbares Komplement ha-
ben, bilden eine c-Algebra A C §2(X) auf X. Sie werden erzeugt von den einele-
mentigen Teilmengen. Daher ist A # §2(X) g.d. w. X iiberabzihlbar ist.

Definition 1.25 (Borelsche o-Algebra). Sei (X, T) ein topologischer Raum. Wir nennen
die von T erzeugte o-Algebra A(X) := o(T) die Borelsche o-Algebra. Wir nennen die
Elemente B € #(X) Borelmengen.

Bemerkung.
(i) Jeder topologische Raum (X, 7)) tragt also die natirliche o-Algebra Z(X).

(ii) Jeder metrische Raum (X, d) trégt die natirliche, von den offen d-Béllen erzeugte
Topologie 7; und somit auch die natirliche o-Algebra B(X) = o(Ty).

Notation 1.26. Sei (R?, T) der topologische Raum R? zusammen mit seiner natirlichen
Topologie 7. Wir notieren #? := Z(R?) und % := B(R).

Bemerkung.

(i) Da die offenen Teilmengen genau die Komplemente der abgeschlossenen Teilmen-
gen sind, wird die Borelsche o-Algebra eines topologischen Raumes ebenfalls von

den abgeschlossenen Teilmengen erzeugt.

(ii) Ist fiir einen topologischen Raum (X, 7') die Topologie 7 hausdorffsch, so sind kom-
pakte Teilmengen abgeschlossen. Daher ist die von der Familie IC der Kompakta er-
zeugte o-Algebra in der Borelschen o-Algebra enthalten, d. h. es gilt o(K) C #(X).
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Besitzt der Raum zusitzlich eine abzihlbare Uberdeckung, so ist o(K) = Z(X),
da dann jede abgeschlossene Teilmenge eine abzéhlbare Vereinigung von Kompakta

ist.

04. November 2019

9B hat einige verschiedene natiirliche Erzeuger, z. B. :
(i) die offenen bzw. die abgeschlossenen Teilmengen
(ii) die Kompakta
(iii) die offenen bzw. abgeschlossenen Bélle (jede offene Teilmenge ist eine abzdhlbare
Vereinigung offener Bélle, Anm.)
(iv) die Bélle mit rationalen Radien bzw. Zentren in Q.

(v) die offenen bzw. die abgeschlossenen (achsenparallelen) Quader

(vi) die halboffenen (achsenparallelen) Quader 2¢ (siche Lemma unten, Anm.)
Lemma 1.23. %% wird auch von 29 erzeugt, d.h. #(2%) = %°.

Beweis. Einerseits ist jede offene Teilmenge von R? eine notwendigerweise abzdhlba-
re Vereinigung von Quadern [a,b) € 2§ mit rationalen Ecken a,b € Q. Also ist
B C 0(2%). Andererseits ist jeder Quader [a,b) € 2§ abzéhlbarer Durchschnitt offener

Quader, gehort also zu ¢, genauer gilt

@,b) = N (al—i,bl) Koo x (ad—i,bd) € o(Tha) = B

neN

G&d

[
Bemerkung. Die Familie 2 ist so reichhaltig, dass sie alle ,,denkbaren“ geometrischen
Gebilde in R? enthélt. Ein genauerer Vergleich von %8¢ mit T« folgt in Satz
I.4.2. Dynkin-Systeme

Definition 1.27 (Dynkin-System). Sei X eine Menge und D C §2(X). Wir nennen D
ein Dynkin-System auf X g.d.w. gilt:

(i) 0eD
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(iii) D ist o-W-stabil, d.h. fiir jede Folge (A, )neny € DY paarweise disjunkter Mengen
ist UTZEN An € D

(iv) D ist C-stabil

Bemerkung. Dynkin Systeme sind natirlich auftretende Abschwiachungen von o-Alge-
bren. Sie verlangen o-U-Stabilitat nur fiir disjunkte Mengen. Dynkin-Systeme werden

auch oft abkiirzend D-Systeme genannt.

Proposition 1.24. Sei X eine Menge. Ein Dynkin-System D C §2(X) ist eine o-Algebra,
g.d.w. D N-stabil ist.

Beweis. Seien A, B € D. Es gilt AUB =C(CANCB) € D. Also ist D eine Algebra. In
Algebren lassen sich abzdhlbare Vereinigungen als abzéhlbare disjunkte Vereinigungen

ausdriicken. Es gilt nimlich fiir eine Folge (A, )nen € DY, dass
A1UA2U:A1U(A2\A1)U(A3\(A1UA2))U ED
Also ist D o-U-stabil, also eine o-Algebra. m

Lemma I1.25. Sei X eine Menge und D C §9(X) ein Dynkin-System. Sind Dy, Dy € D
mit D1 Q DQ, So ist D2 \ D1 eD.

Beweis. Es gilt Dy \ Dy =C(C(Dy \ Dy)) =C(D; UCD,) € D. O
Die Dynkin-FEigenschaft vererbt sich bei gewissen Konstruktionen.

Definition 1.28 (Spur, Dynkin-System). Sei X eine Menge, D C §2(X) ein Dynkin-
System und D € D. Wir nennen

Dp={MnNnD|MeD}C D)
die Spur von D auf D. Wir definieren weiter

Dp:={MCX|MNDeD}CPX)

Korollar I.26. Fiir ein Dynkin-System D und D € D sind D|p und Dp wieder Dynkin-

Systeme.
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Beweis. Die C-Stabilitat von D|p folgt aus Lemma Die Stabilitat unter abzéhlbaren
disjunkten Vereinigungen und () € D|p sind klar. Analog gilt dies fiir Dp. O

Definition 1.29 (Erzeugendensystem, Dynkin-System). Das von einer Familie
E C P(X) erzeugte Dynkin-System D(E) ist das eindeutige kleinste Dynkin-System,
das & enthélt, d. h. der Durchschnitt aller Dynkin-Systeme D C §2(X), die £ enthalten.

Man nennt & ein Erzeugendensystem bzw. einen Erzeuger dieses Dynkin-Systems.
Lemma 1.27. Das erzeugte Dynkin System ist wohldefiniert.

Beweis. Beliebige Durchschnitte von Dynkin-Systemen sind wieder Dynkin-Systeme. Es
gibt also fiir jede Familie £ C §2(X) ein eindeutiges kleinstes sie enthaltendes Dynkin-
System. n

Bemerkung. Trivialerweise gilt D(E) C o(E).

Satz 1.28. Sei X eine Menge und £ C §2(X) eine Familie von Teilmengen. Ist £ N-stabil,
so ist D(&) ebenfalls N-stabil, also eine o-Algebra. In diesem Fall ist also D(E) = o(E).

Beweis. Sicherlich ist D(€) ein Dynkin-System. Es bleibt nach Proposition Zu zei-
gen, dass D(E) N-stabil ist. Seien E, E’ € £. Dann ist aufgrund der N-Stabilitat von £
wieder ENE' € £ Mit &€ C D(€) folgt dann E' € D(€)g, d.h. auch € C D(E)g. Es
folgt damit D(E) C D(E)g also D(E) = D(E) g, wegen der Minimalitat von D(E). Sei
nun D € D(E). Dann ist EN D € D(E) wegen der N-Stabilitat von D(E). Dann gilt
nun weiter, dass F € D(E)p, also gilt fiir alle D € D(E), dass £ C D(E)p. Demnach ist
D(E) CD(E)p fur alle D € D(E). Insgesamt folgt fir D, D' € D(E), dass DND’ € D(E).
D(€) N-stabil. Mit Proposition [[.24]ist dann D(£) eine o-Algebra. O

1.4.3. Die Messbare Kategorie

Im Folgenden wollen wir, analog zu Homéomorphismen in topologischen Raumen und
linearen Abbildungen in Vektorraumen, mit einer o-Algebra versehene Mengen um eine

,messbare“ Zusatzstruktur erweitern.

Definition 1.30 (Messraum). Sei X eine Menge und A C §9(X) eine o-Algebra auf X.
Wir nennen das Tupel (X, A) einen Messraum. Mengen A € A heiflen messbar.
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Notation I.31. Seien (X, A) und (Y, B) Messraume. Fir eine Abbildung f: X — Y/,
die im Bezug zu den o-Algebren steht, schreiben wir kurz f: (X, A) — (Y, B).

Messréaume werden die Definitionsbereiche unserer Volumensfunktion (Mafie, Anm.) sein.

Wir stellen an Abbildungen eine natiirliche Forderung:

Definition I.32 (messbare Abbildung). Seien X, Y Mengen und A C §(X), B C £(Y)
o-Algebren. Eine Abbildung f : (X, A) — (Y, B) heifit messbar, g.d. w. fur alle B € B
gilt, dass f~'(B) € A, d.h. , g.d.w. Urbilder messbarer Mengen wieder messbar sind.
Wir sagen auch, dass f: X — Y A-B-messbar ist.

Bemerkung. Die Definition der messbaren Abbildung ist analog zur Definition stetiger
Abbildungen auf topologischen Rédumen. Bei stetigen Abbildungen sind die Urbilder

offener Mengen wieder offen, d. h. in der Topologie enthalten.

Lemma 1.29. Kompositionen messbarer Abbildungen sind wieder messbar. D. h., fir
X,Y,Z Mengen und A C §(X),B C £(Y),C C §£(Z) o-Algebren und messbaren
Abbildungen f: (X, A) — (Y, B),g: (Y,B) — (Z,C) ist g o f messbar.

Beweis. Sei C € C. Dann ist ¢7'(C) € B, da g messbar ist und folglich ist dann auch
(go f) ' =fYg!(C)) € A Alsoist g o f A-C-messbar O

Lemma 1.30. Seien X,Y Mengen und f : X — Y eine Abbildung. Sei M C £(Y)
eine beliebige nichtleere Familie (M darf auch iiberabzdhlbar sein, falls Y mindestens

abzahlbar ist, Anm.) und N C Y. Es gelten folgende allgemeine mengentheoretische

Aussagen:
O U M= U i)
MeM MeM
i (N M= (M)
MeM MeM

(iii) f7H(CN) =C(f (V)

Definition 1.33 (zuriickgezogene Familie). Seien X, Y Mengen und f : X — Y eine
Abbildungen von Mengen. f induziert die kontravariante Abbildung

f*PE) — PX), M = f71(M)
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Fiir eine Familie F C §2(Y) nennt man
PE={ ) | M e F) Co(x)
die mit f zurickgezogene Familie.

Korollar 1.31. Seien X,Y Mengen, A C §£(X),B C {(Y) o-Algebren auf X bzw. Y’
und f : (X, A) — (Y, B) eine Abbildung. f*B C §(X) ist ebenfalls eine o-Algebra,
und zwar die kleinste o-Algebra, fir die f A-B-messbar ist. f ist also A-B-messbar
g.d.w. f*B C A.

Definition 1.34 (Spur-o-Algebra). Seien X,Y Mengen mit X C Y und ¢t : X — Y
die Inklusion, also die Einbettung von X in Y. Sei weiters B C §2(Y) eine o-Algebra
auf Y. Wir nennen Blx == *B={MNX | M e B} C £(X) die Spur-o-Algebra von

B auf X. Die Inklusion ¢ ist dann B|x-B-messbar.
Man kann auch Erzeugendensysteme von o-Algebren zurtickziehen:

Lemma 1.32. Seien X,Y Mengen, f : X — Y eine Abbildung und F C §(Y). Es
gilt o(f*F) = f*o(F).

Beweis. Einerseits ist f*(o(F)) eine o-Algebra, und wegen f*F C f*(o(F)) gilt weiter
o(f*F) C f*(o(F)). Andererseits ist M := { A€ o(F)| f1(A) € a(f*F)} C o(F)
eine o-Algebra, denn fiir ein M € M und eine Folge (M,,),en € MY ist nach Lemma
I Y Upen My) = Unen f7HM,) und f~1(CM) = C(f~'(M)). Somit gilt die Gleichheit
M = o(F) und es folgt insgesamt o(f*F) = f*o(F). O

07. November 2019
Es gilt folgende Reformulierung des Lemmas

Lemma 1.33. Sei f : X — Y eine Abbildung, B C §(Y) eine o-Algebra und

& C B ein Erzeugendensystem von B. Dann wird f*B von f*E erzeugt.

Definition I1.35 (Borel-messbar). Seien (X, Tx) und (Y, 7y) topologische Rdume. Eine
Abbildung f : X — Y heifit Borel-messbar, g.d.w. sie Z(X) — B(Y )-messbar ist.

Die topologische Kategorie (X,7) fihrt zur Klasse der Borelschen Messraume
(X, B(X)) = (X,0(T)).
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Lemma 1.34. Stetige Abbildungen sind Borel-messbar. D.h. sind (X, Tx), (Y, Ty) to-
pologische Radume und f : X — Y stetig, so ist f auch #(X)-Z(Y )-messbar.

Beweis. Wir verwenden die Eigenschaft stetiger Abbildungen, dass Urbilder offener Men-
gen wieder offen sind. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung. Dann folgt aus der
Stetigkeit f*Ty C Tx. Es folgt

FHBY) = [*(0(Ty) L o(f*Ty) € o(Tx) = B(X)

wobei bei (*) das Lemma verwendet wird. Damit ist f Borel-messbar. O

I.4.4. Produkte von oc-Algebren

Wir konstruieren endliche Produkte von o-Algebren bzw. Messrdumen.

Definition 1.36 (Produkt-o-Algebra; Produkt-Messraum). Sei fir n € N und ein
i€ {1,...,n} X, eine Menge und A; C §(X;) eine o-Algebra. Dann nennen wir
die o-Algebra

A=A40 - ® A, :=0(Z(A,...., A))

auf X; x -+ x X,, das Produkt der o-Algebren A;. A wird also von den Urbildern
der Teilmengen in A; unter der Projektion m; erzeugt. Wir nennen den Messraum
(X x - x X, A ®---® A,) das Produkt der Messrdaume (X;, A4;).

Bemerkung.

(i) Die Bildung einer solchen o-Algebra ist assoziativ, d. h. fir o-Algebren A;, As, A3
gilt (A1 0A)R A3 = A1 04,0 A3 = A; ®(Ay;®Aj3). Die nattirliche Projektionen
T s X1 X - X X,, — X}, sind messbar.

(ii) Die Produkt-o-Algebra ist charakterisiert als kleinste o-Algebra auf X x - - x X,

sodass die 7, Projektionen beztiglich der A, Algebren messbar sind.

Lemma 1.35. Ist fir n € N;i € {1,...,n} X; eine Menge und A; C §(X;) eine
o-Algebra und &; ein Erzeuger von A;, so sind Z(&;,...,&,) und & * --- x &, Erzeu-
gendensysteme von A4; ® - -+ ® A,.

Beweis. Fixiere ein k € {1,...,n }. Dann ist & Erzeuger von A und somit erzeugt die
Menge 7, *E, = { o (E) ’ E € & } die o-Algebra m;* A = { L (A) ‘ Ae A }, wobei
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mit 7, die natirliche Projektion gemeint ist. Insgesamt folgt, dass

o(Z(&,....6))=0c&x-xE)=A10-- A,

1.5. Mafle

1.5.1. Beispiele und Definitionen

Definition 1.37 (MaB). Sei A ein Ring und p : A — [0, 00] ein PramaB. Ist A eine

o-Algebra, so nennen wir p ein Mafs.

Beispiel.
(i) Punktmasse: Sei # € X. Dann ist das Dirac-Maf J, auf §(X) folgendermafien
definiert:

1, fall
59;(14):{ ,asxeA.

0 sonst

Mit der Vorstellung einer ,endlichen Masseverteilung® erhdlt man fiir Massen
m; € Ry und Punkte z; € X durch Linearkombination das Maf Ele m;0,,. Diese
Vorstellung wird von einer Masseverteilung mit einem Trager aus abzahlbar vielen

Punkten C X verallgemeinert.

(ii) Zdihlmafl Das ZdahlmaB ¢ : $2(X) — NoU{ oo } C [0, 00| ist definiert als:

|A| , falls A endlich

o0, sonst

-]

(iii) Auf §(X) wird durch die Abbildung p mit

M(A):{ 0 ,fallsA=10

oo, sonst

ein Maf3 definiert.

(iv) Sei X iiberabzahlbar und A die von endlichen Teilmengen erzeugte o-Algebra, d. h.

die o-Algebra bestehend aus den abzéhlbare Teilmengen und deren Komplementen.
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Wir konnen ein Mafl v auf A definieren durch

(4) 0 , falls A abzdhlbar ist
vV =
1 , falls CA abzahlbar ist

Teilmengen einer o-Algebra sind im Allgemeinen kompliziert und nicht explizit be-
schreibbar. Entsprechendes gilt fiir Mafle. Auch diese sind im Allgemeinen nicht durch
explizite Angabe ihrer Werte beschreibbar. Dies fiihrt uns zur Konstruktion durch Fort-
setzung. Ein Inhalt auf einem Halbring bzw. ein Pramafl auf einem Ring l&sst sich ndm-
lich eindeutig beschreiben und wir werden sehen, dass es eine eindeutige Fortsetzung zu

einem Maf} auf der o-Algebra gibt.

1.5.2. AuBlere Mafle und Messbarkeit

Sei H C 9(X) ein Halbring und g : H — [0, 00] ein Inhalt. Dann ist fir beliebige
Teilmengen von X ein dufieres j- Volumen bzw. eine obere - Volumenschranke gegeben,

indem wir abzihlbare Uberdeckungen durch Teilmengen aus H verwenden.

Definition 1.38 (dufleres MaB, assoziiert). Sei X eine Menge, H C §2(X) ein Halbring
und M C X. Sei weiters p : H — [0, 00| ein Inhalt. Dann definieren wir eine Abbildung
o 2(X) — [0, 00] durch

(M) ==inf {3 p(A4,) | (Ap)new € HNAM C |J An} € 0,00
n=1 n=1
Wir nennen p* das zu p assoziierte duflere Maf.

Bemerkung.

(i) Falls keine abzihlbare Uberdeckung von M existiert, so ist intuitiverweise
p*(M) = inf ) = co.

(ii) Ist ein duBeres Mafl p* zu einem Inhalt p : H — [0, 00] assoziiert, so gilt stets

1z < ji. Ist i ein Pramaf; so gilt Gleichheit.

(iii) Es ist immer moglich zu disjunkten Uberdeckungen iiberzugehen. Es gilt ndmlich

U= (40U 4) = U (N4 4)
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Dabei kénnen wir fiir jedes n € N und jedesi € {1,...,n — 1} die Menge A, \ 4;
endlich disjunkt in Elemente des Halbrings zerlegen, d.h. wir finden I, ;) € N
endlich und fir jedes j € I(,; ein Element H](-n’i) € H des Halbrings, sodass

A\ A = Ujeron., H](n’i). Insgesamt ist dann also

U Y () =YY )

_ U U )

neEN  (Ji,dn-1)€l 1y XX (np_1) =1

Wegen ﬂ?z_ll H](m) € H firallen € Nund (ji,...,jn-1) € In1) X -+ X L1y ist
dies also die entsprechende disjunkte Uberdeckung durch Elemente des Halbrings
H. Daraus folgt, dass es geniigt, das Infimum iiber disjunkte Uberdeckungen zu

bilden.

(iv) Sei nun p ein Inhalt auf H, dann existiert eine eindeutige Fortsetzung ji auf dem
von H erzeugten Ring R. Dieser besteht aus endlichen disjunkten Vereinigungen
von Teilmengen aus H. Wir erkennen, dass eine Uberdeckung durch Teilmengen
aus R nicht effektiver als eine Uberdeckung durch Teilmengen aus H ist. Demnach

ist ¥ = p* und es gilt

W) = inf {3 u(Aa) | (e € HYAM C ) 4, )

n=1

= inf {3 A(40) | (e € R AM € 4,)

n=1

(v) Sei B € R, M C B und (A,)ueny € RY eine Uberdeckung von M, d.h.
M C Upen An. Da wegen N-Stabilitat fir alle n € N gilt, dass A, N B € R,
geniigt es also, das Infimum der Uberdeckungen durch in B enthaltene Teilmen-
gen zu bilden. Ist andererseits M N B = (), dann ist fir allen € N A4, \ B € R.
Es geniigt also, analog das Infimum von Uberdeckungen durch zu B disjunkten

Teilmengen zu bilden.

Lemma 1.36. Das zu u : H — [0, co] assoziierte duere Ma$l p* : §2(X) — [0, 0]
hat folgende Eigenschaften:

(i) 1*(0) = 0
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(ii) p* ist monoton, d.h. VM, M' C X : M C M' = p*(M) < p*(M’)
(iii) p* ist o-subadditiv, d.h. V(M,)nen € (XN p* (U2, M) < 3200, p*(M,,)

n=1

Beweis. (i) und (ii) folgen unmittelbar aus der Konstruktion tiber pu.

(iii): Sei fiir n € N (A),,ex € HY eine Uberdeckung von M,,. Dann ist (A%‘))(n,m)eNxN
eine Uberdeckung von Us2, M,. Es folgt:

e}

UM <ZuA(” iii AW Z +Zen

m,n=1

Bei (a) wurde verwendet, dass alle Summanden positiv sind und somit der Umordnungs-
satz fir Reihen mit positiven Summanden gilt. Bei (b) wurde der , grole Umordnungs-
satz“ verwendet. Bei (c¢) wurde verwendet, dass zu gegebenem ¢, > 0 das Folgenglied
(A1) so gewihlt werden kann, dass 3-°0, u*(A™) < p*(M,,) + &,. Der allerletzte Sum-
mand wird beliebig klein. Daraus folgt die o-Subadditivitat. [

Bemerkung. Das zu p assoziierte Mafl p* ist i. A. nur o-subadditiv, da i. A. nicht alle
disjunkten Mengen vom Ring getrennt werden. D. h. fir M, N C X mit M NN = () kann
fir alle R € R gelten, dass M C R <= N C R. Es muss also kein B € R existieren,
sodass M C Bund NN B = 0.

Definition 1.39 (duBeres Mafl). Sei X eine beliebige Menge. Eine Abbildung
p*: §2(X) — [0, 00] mit den Eigenschaften

(i) p(@) =0

(ii) Monotonie

(ili) o-Subadditivitat

heifit ein dufleres Maf$ auf X. Es muss nicht zu einem p assoziiert sein.

Bemerkung. Man kann auch ein inneres p-Volumen bzw. eine untere p-Volumen-
schranke definieren. (Dies ist jedoch nicht logisch notwendig fiir die folgenden Diss-
kussionen, motiviert aber die Definition von Messbarkeit, s.u.). Wir approximieren von

innen durch eine dulere Approximation des Komplements.

Da das Komplement i. A. zu grofl ist, beschrdanken wir uns daher im Folgenden auf
Mengen M C X, sodass M C R fiir ein R € R mit p(R) < co. Wir definieren nun das
innere Maf§ ., durch

pe (M) = p"(R) — p*(R\ M)
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wobei im Allgemeinen nur p, (M) < a(R) — p*(R\ M) gilt. u, ist wohldefiniert, da
es nicht vom gewédhlten R € R abhangt. Sei ndmlich R' € R, sodass R C R’ mit
f(R') < 0o, dann folgt

pHRAM) = p (R\ M) = p*(R'\ R) = p*(R) — p*(R)

Die Diskrepanz zwischen duflerem und innerem Volumen lésst sich folgendermaflen be-

schreiben:
pr (M) — pu (M) = p* (M) + p*(R\ M) — p*(R) = p*(R) — p*(R) = 0

Der ,Volumenexzess“ wird erzeugt durch ,erzwungene Uberlappung®. Intuitiv bedeutet
dies, dass der Exzess groBer 0 ist, wenn der ,Rand“ von M bzw. der Ubergangsbereich
(engl. Interface, Anm.) von M in CM ,dick“ bzw. ,diffus® ist.

Die naheliegendere Konstruktion des inneren p-Volumens durch Ausschopfung einer
Menge liefert im Gegensatz dazu ungewiinschte Resultate, weshalb nur die Konstruktion
durch eine duflere Approximation des Komplements von praktischer Relevanz ist. Z. B.
ware namlich fiir eine beliebige offene Teilmenge O C R und eine abzéhlbare, dichte Teil-
menge A C O das durch Ausschopfung konstruierte innere Volumen von O \ A gleich 0,
da O\ A keine Quader (d. h. Intervalle) enthélt.

11. November 2019

Lemma 1.37 (partielle Additivitét). Seien X eine Menge, p ein Inhalt auf dem Halbring
H C ©(X), R der von H erzeugte Ring, pu* : §2(X) — [0, 00] ein duBeres MaBl und
My, My C X disjunkt und durch R trennbar, d. h. wir finden ein B € R, sodass M; C B
und My N B = (). Dann gilt p*(M; U M) = p* (M) + p*(Ms).

Beweis. Aufgrund der Subadditivitit gilt sicher p*(M; U My) < p*(My) + p*(My). Fiir
die andere Ungleichung sei (A,)nen € RY eine Uberdeckung von M; U M, d.h. es
soll My U My C Uen An gelten. Dann definieren wir fiir n € N AL := A, N B und
AP := A, \ B. Dabei sind alle AV, A® € R, da R sowohl N- also auch C-stabil ist. Es
gilt auBerdem A, = AWM U A? Fiir eine Uberdeckung (A, )neny € RY von M; U M, gibt
es ein € > 0, sodass

U ST AP A2 2 (M) + (Vo) (LD)

| 1=

,u M1UM2 Z



wobei bei (i) die Disjunktheit der AV zu den A®) und die Additivitdt von fi verwendet
wurden. Bei (ii) benétigen wir, dass M; C B, da somit eine Uberdeckung von M; durch
Mengen aus R genauso gut ist wie eine Uberdeckung aus Teilmengen von B aus R.
Analog wurde verwendet, dass My N B = (), da dann eine Uberdeckung von M, durch

Mengen aus R genauso gut ist wie eine Uberdeckung durch zu B disjunkte Mengen aus

R. Da

neN

=1

(An)nEN € RN/\MI UM2 g U An}

finden wir zu einem beliebig kleinem & > 0 eine solche Uberdeckung (A, ),y € RY, wes-
halb die Ungleichungskette[[.D|fir alle ¢ > 0 erfillt ist. Es gilt demnach uneingeschrénkt
P (MU My) > p*(My) + p*(Ma), insgesamt also p*(My U My) = p* (M) + p*(Ma). O

Im Folgenden wollen wir definieren, wann wir eine Menge M C X messbar nennen. Der
erste Ansatz wire zu verlangen, dass p*(M) = p.(M). Dies wire erfillt g.d. w. fur alle
R € R, sodass M C R und j(R) < oo, gilt, dass u*(R) = p*(M) + p*(RNCM) (zur
Erinnerung: es gilt RNCM = R\ M, Anm.).

Um diese Eigenschaften auf beliebige Teilmengen M C X auszudehnen, verlangen wir,

dass fiir alle R € R gilt, dass pu*(R) = p* (RN M) + p*(RNCM).

Lemma 1.38. Sei M messbar in dem Sinne, dass fiir alle R € R gilt, dass
pw(R) = p*(RN M)+ p*(RNCM). Dann gilt fir beliebige Teilmengen S C X, dass
pi(S) = p (SNM)+ p (SNCM).

Beweis. Ist (A,)neny € RY eine Uberdeckung von S, so gilt

2 ) > St (A) 2 ST (AN M) + 3 (A, N EM) 2

neN neN neN neN
(iii) (iv)
> P (SNM)+p(SNCM) = p*(S)

Dabei wird bei (i) die Eigenschaft p*|g < i und bei (ii) die Voraussetzung des Lemmas
verwendet, die anwendbar ist, da fiir alle n € N A, € R gilt. Ungleichung (iii) folgt
aus der Monotonie, da (4,,) eine Uberdeckung von S ist, demnach also (A, N M) bzw.
(A, NCM) Uberdeckungen von SN M bzw. S NCM. (iv) gilt aufgrund der Monotonie

von .
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Da diese Ungleichungskette fiir alle Uberdeckungen (A,) gilt, so auch iiber das Infimum
der Uberdeckungen. Es gilt somit

P (S) = p(SNM) + p*(SNCM) > p(S)
also Gleichheit. O

Definition 1.40 (u*-Messbarkeit, C. Carathéodory 1914). Sei X eine Menge und
o 2(X) — [0, 00] ein duBeres MaB. Wir nennen eine Teilmenge M C X p*-messbar
g.d.w. fir alle S C X gilt, dass

1(S) = @ (SN M) + (S N CM) (LE)

Bemerkung. Intuitiv ist M p*-messbar g.d.w. sich M und CM nicht durchdringen,

bzw. M jede Menge S durch einen ,sauberen Schnitt“ trennt.

Bemerkung (;*"-Messbarkeit, Jordan, Peano). Altere Ansitze der Konstruktion du-
Berer Mafie arbeiten mit endlichen Uberdeckungen im Gegensatz zu abzihlbaren Uber-

deckungen. Wir definieren analog zu p* fiir eine Menge M C X

-----

W) :=inf{ kiu(z‘ln)

=inf { i(A) [AeR,MC A}

prin s (X)) — [0, oc] erfiillt wieder die Eigenschaft p*(0)) = 0 und die der Monoto-

nie. * ist jedoch nur endlich subadditiv.

Im Gegensatz zu p* gilt zwar p*i|z = fi, jedoch ist p*i" wegen p*i% > p* nur auf einer
kleineren Klasse von Teilmengen niitzlich. Wenn wir namlich fir M C X analog fi.gn
definieren durch g, g,(M) :=sup{ u(R) | R€ R AR C M }, so erhalten wir

fatin < plo < p* < pio

also eine gréfere Diskrepanz p* 8 — i, g0 > 0 — juy.

Definieren wir Jordan-Messbarkeit durch die Eigenschaft, dass p*i(M) = p.q,(M),
dann erkennen wir, dass weniger (oder gleich viele) Mengen Jordan-messbar sind, als
p*-messbar. Aufgrund einiger ungewtiinschter Resultate bleibt dieser éltere Ansatz der
Konstruktion auBerer Mafle unbefriedigend. Z. B. betrachte man die Menge QN[0, 1], die
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dicht in [0,1] liegt. Da jede Teilmenge in Z*, die Q N [0, 1] enthélt, auch [0, 1] enthalt,
gilt (AH)*E(Q N [0,1]) = 1. Andererseits gilt aber (\})*(Q N [0,1]) = 0, da Q N [0, 1]
abzéhlbar ist, somit also eine Uberdeckung durch abzihlbar viele Intervalle beliebig

kleiner Gesamtlédnge besitzt. Insgesamt ist also

(A2)an(Q@N[0,1]) < (A7):(@N[0,1]) < (A" (@N[0,1]) < (\p)*™(@N ][0, 1])

=0 =1

und somit Q N [0, 1] nicht (A\})*#2- jedoch (A\l)*-messbar.

I.5.3. Die o-Algebra der messbaren Mengen und ihr Maf3

Definition I.41. Sei X eine Menge und p* : §2(X) — [0, 00] ein duBleres Mafl. Wir

bezeichnen mit
A :={ M e QX)) |VS € PX):u*(S)=p (SNM)+ u* (SNCM) } C £(X)
die Familie aller y*-messbaren Teilmengen von X.

Definition 1.42 (Nullmenge). Sei X eine Menge, N C X und p* : §2(X) — [0, 0] ein
auBeres Mafl. Wir nennen N eine p*-Nullmenge g.d. w. p*(N) = 0.

Lemma 1.39. Alle Nullmengen liegen in der Menge A*.

Beweis. Sei N C X eine p*-Nullmenge und S C X. Es folgt

1

; ; ; @, cpay @)
P (S) < p (SNN)+p*(SNEN) < p™(N) + p(S) = p(5)

=

wobei (i) mit der Subadditivitdt von p* und (ii) mit der Monotonie von u*, da SNN C N
und SNCN C S. (iii) folgt mit p*(N) = 0, da N eine Nullmenge ist. Insgesamt folgt die
Gleichheit und somit N € A*. O

Satz 1.40 (Carathéodory, 1914). Sei X eine Menge, p* : £2(X) — [0, 00] ein duBeres
MaB und A* C §2(X) die Familie aller p*-messbaren Teilmengen von X nach Definition
A* ist eine o-Algebra auf X und p*

4+ ist ein Ma8B.

Lemma 1.41.
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(i) Sind fir n € N My, ..., M, € X (nicht notwendigerweise disjunkte) Teilmengen
mit p*(MyU---UM,,) = p*(My)+- - -+p*(M,), so gilt auch fur alle k € {1,...,n },
dass p*(My U---U My) = p*(My) + -+ - + " (My).

(ii) Sind fur n € N My, ..., M,, € A* paarweise disjunkt und S C X so ist
pr (SN (MyU---UM,)) =p (SNM)+ -4 p* (SN M,)

Beweis (Lemma). (i): Seien My, ..., M,, C X. Die Subadditivitét von p* liefert

(M) = S (M) = M)+ 3 (M >
> (UM (U M) 2 (U M)

(ii): Seien M, ..., M, € A* paarweise disjunkt und S C X. Aufgrund der disjunktheit
der M; firein ke {1,...,n}

(SN(MpW---UM,))N M, =50 M,
(SN (MpW---JM))NCM, = SN (Mg U--- U M,)

Da M; € A*, konnen wir dann als ,, Testmenge* SN (M- - -J M, ) wahlen, sodass dann
gilt, dass

pwr(SN(MyW---UM,))=p (SN (MpW---UJM,))N M)+
+u (SN (Mp -+ UM,)) NCMy) = p*(SU M) + 1 (SN (Mgyr U -+ - U M,))

Induktion tiber £ liefert nun die Behauptung. O]

Beweis (Carathéodory, 1914). Es gilt 0 € A*, da () eine p*-Nullmenge ist. Auch ist A*
C-stabil, denn es gilt fiir alle M € A* und ein beliebiges S C X, dass

pr(S) =p (SNM) 4+ p (SNCM) = p* (SNCM) + p* (SN M)

Intuitiv hat CM einen ,diinnen Rand“, g.d.w. M einen ,diinnen Rand* hat.
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A* ist auch U-stabil. Seien ndmlich My, My € A* und S C X. Dann gilt aufgrund der
w*-Messbarkeit von My, M,, dass

pi(S) = p* (SN M)+ p*(SNCM;) =
= ([L*(SﬂMl ﬂMg) +IM*(SQM1 ﬂEMg)) + (u*(SﬂEMl ﬂMQ) +M*(SHCM1 N EMQ))
N————

=C(M1UM>)

Mit S = (SN M;NMy)U(SNM; NCMy))U(SNCM; N M) U (SNC(M;UM,)) kénnen
wir nun Lemma [L.41] (i) anwenden und erhalten

= (SN M N M)+ p* (SN M NCMs) + p*(SNCM; N M)

Insgesamt folgt also, dass p*(S) = p*(S N (M U Ms)) + p*(SNC(M; U M,)). Somit ist
M, U M, € A* und A* eine Algebra. Es bleibt noch zu zeigen, dass A* o-U-stabil ist.
Da A* eine Algebra ist, genligt es zu zeigen, dass A* ein Dynkin-System, d.h. stabil

unter disjunkten abzéhlbaren Vereinigungen, ist. Sei dazu (M, )nen € (A*)Y eine Folge
paarweise disjunkter Teilmengen und S C X. Fiir jedes n € N gilt aufgrund der endlichen

U-Stabilitéat (bei (a)) und Lemma (ii) (bei (b))

ROLY, (Sﬂ(glM)) (SHD(CJ ))i

=1

© > (SN M) +M(Sm}( :
=1 j=

Wegen (50 (Ui, Mi)) 7 (SN (UZy Mi)) und (S NEUL Mi)) N (SNC(UE, Mi)) und
der Subadditivitat von u* folgt dann

SWACHELEYS <Smc(UM))

_ >u*(Sm<§1Mi)> +u*<SmE(i@1Mi)> > u*(S)

also tiberall Gleichheit. Somit ist |72, M; € A* und A* ein Dynkin-System. Da A* auch

eine Algebra, also insbesondere N-stabil ist, ist A* eine o-Algebra.

14. November 2019
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Wir wahlen nun die Testmenge S = (J,eny M,,. Dann gilt

(. UNM”> (:)kilu( UNMnﬂMk) +u*( UNMnm:( UNMH)> -

—_———
=M, =0

_ kiu*(Mk) () = f:www

wobei bei (c) die Eigenschaft (J,cn M, € A* sowie Lemma [[.41] (i) verwendet wurde.

Insgesamt ist also p*| 4« o-additiv, also ein Mafl. ]

I.5.4. Beziehung eines Inhalts zu seinem assoziierten dufleren
Maf3

Bemerkung. Ist X eine Menge, H C §(X) ein Halbring und p : H — [0,00] ein
Inhalt. Sei weiter R C §2(X) der von H erzeugte Ring und g : R — [0,00] die
eindeutige Fortsetzung von p, sowie p* : §2(X) — [0, 00] das zu u assoziierte auBere
Mafl und A* die o-Algebra der p*-messbaren Mengen. Wir beobachten, dass R C A*.
Es gilt namlich fiir R € R und S C X aufgrund der partiellen Additivitat von p*, dass
p*(S) = p*(SNR) + p*(SNCR), somit also R € A*.

Korollar 1.42. Sei H C §2(X) ein Halbring und yu ein Inhalt auf H, sowie R C §2(X)
der von H erzeugte Ring. Dann ist 0(R) C A* und p*|,(x) ein Mafl. Die Einschrankung

R = (1¥]o(r))|= ist dann also ein Pramaf.

1.5.5. Fortsetzung von Pramaflen zu Maflen

Lemma 1.43. Sei R C §£2(X) ein Ring und p : R — [0, oo] ein Inhalt. Ist u zusétzlich
ein PramaB, so gilt p*|r = p.

Beweis. Sei A € R und (A,),en € RY eine abzihlbare Uberdeckung von A. Da p ein

Inhalt ist, erhalten wir:

=

S n(Ay) > ”(,Ql Ay) > u((

k=1

Ag) N A)

k=1
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a (U;g:l Ak> NA & A fir n — oo und p ein Pramaf ist, ergibt sich Ungleichungskette

n—oo n—o0

Zu (Ag) > lim ,u( U Ak) > lim ,LL(( O Ak) ﬂA) (;),u(A)

wobei die Pramaf-Eigenschaft von p* fir (%) benétigt wurde. Bilden wir nun das Infimum
iiber die Uberdeckungen (4, ).en € RY, so folgt p*(A) > u(A). Damit gilt u*|z > pu.
Da die umgekehrte Richtung schon in einem allgemeineren Rahmen gezeigt wurde, folgt
die Gleichheit. O]

Satz 1.44. Sei R ein Ring und p : R — [0, 0] ein Pramafl. Dann wird g durch p* zu

einem MaB *|,(r) fortgesetzt.

Beweis. Nach Korollar wissen wir, dass o0(R) C A* sowie, dass (1*|,(r) ein Maf und
p*|r ein Pramaf ist. Mit Lemma folgt dann, dass p*|g = p. O

Bemerkung. Ein Pramajf§ i auf einem Ring R ist also (auf mindestens eine Weise) zu
einem Maf} auf der von R erzeugten o-Algebren fortsetzbar. Im Folgenden werden wir

untersuchen, in wie fern diese Fortsetzung eindeutig ist.

I.5.6. Eindeutigkeit fortgesetzter Mafle

Sei p ein Pramafl auf dem Ring R C §2(X) und sei weiter B C §9(X) eine o-Algebra
mit R C B C A*. Sei v : B — [0,00] die Fortsetzung von g auf B, d.h. u = v|g. Im

Folgenden soll v mit p*|s verglichen werden.

Lemma 1.45. Sei p ein Pramaf auf dem Ring R C §2(X) und v die Fortsetzung von p
auf die o-Algebra B C §(X) mit R C B C A*. Es gilt v < p*|s.

Beweis. Sei M € B und (A, )neny € RY eine abzihlbare Uberdeckung von M, d. h. es ist
M C U,en An- Es gelten die Abschatzungen

9] 00 (1
> () = 3 vldn) 2o 40
n=1 n=1

neN

Dabei wurde verwendet, dass v ein Ma$ ist, genauer die o-Subadditivitat bei (i) und die

Monotonie in (ii). O
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Satz 1.46. Sei wieder y ein Pramafl auf dem Ring R C §2(X) und v die Fortsetzung
von 4 auf die o-Algebra B C §£2(X) mit R C B C A*. Sei

B ::{M

IR)nen € RN M C | RuA (VR EN: pu(R,) < o) }

neN

die Familie der Teilmengen aus B, die eine abzihlbare Uberdeckung durch Teilmengen

aus R mit endlichem p-Inhalt zulassen. Es gilt v|gan = p*|g6n.

Beweis. Sei M € Bfin.

Fall 1: Es gibt ein R € R, sodass M C R und p(R) < co. Es ergibt sich die Abschédtzung
pr (M) + p*(R\ M) = p*(R) = p(R) =

D (R y(01) 4 (RN M) S 1 (M) + 1 (R M)

In (i) wurde verwendet, dass p*| 4« ein Maf, also additiv ist. Bei (ii) wurde die Eigenschaft
v|r = p benutzt. In (iii) wurde die Tatsache, dass v ein Maf, also additiv ist, verwendet
und in (iv) wird benétigt, dass nach Lemma sowohl v(M) < p*|g(M) als auch
v(R\M) < p*|g(R\M). Damit folgt die Gleichheit v(M) = p*(M). Es wurde verwendet,

dass alle Groflen endlich sind.

Fall 2: M hat eine abzéhlbare Uberdeckung (R, )neny € RN mit u(R,) < oo fiir alle
n € N. Wir kénnen o.B.d. A. annehmen, dass die R, paarweise disjunkt sind. Dies ist
moglich, da R ein Ring ist, wir also fir n € N auch R, := R, \ UZ;% R, € R setzen
kénnen. Wir haben schon gezeigt, dass v(M N R,) = p*(M N R,,) fiir alle n € N und

verwenden nun zusatzlich die o-Additivitat der Mafle v und p* und erhalten damit

v(M)=v( |J(MNR,)) = iuMﬂRk

neN

i (MO Ry) = (| (MAR,)) = (M)

neN

]

Bemerkung. Wir erhalten also Eindeutigkeit unter geeigneten Endlichkeitsvorausset-

zungen.
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Definition 1.43 (Endlichkeit; o-Endlichkeit). Sei X eine Menge, R C §2(X) ein Ring
und g : R — [0, 00| ein Inhalt. Wir nennen (R, p) bzw. u

(i) endlich g.d.w. X € R und p(X) < 0.

(ii) o-endlich g.d.w. eine abzdhlbare Familie (A4,),en € RN existiert, sodass
X = Upen 4n und p(A4,) < oo fiir alle n € N.

Bemerkung.

(i) Wahrend Endlichkeit verlangt, dass der gesamte Raum endlichen p-Inhalt hat,
verlangt o-Endlichkeit, dass der ganze Raum eine abzdhlbare Uberdeckung durch

Teilmengen endlichen p-Inhalts zulésst.

(ii) Da vorausgesetzt wird, dass R ein Ring ist, ist die o-Endlichkeit dquivalent zur
Existenz einer abzéhlbaren Familie (4, )qen € RY paarweise disjunkter Mengen,
sodass X = [J,eny An und p(A4,) < oo fiir alle n € N.

Beispiel. (R?, %4, 3%) (3¢ bezeichne das Lebesgue-Borel-Maf s. u., Anm.) ist nicht end-

lich, jedoch c-endlich, da R? eine abzihlbare Vereinigung von Quadern, Béllen, etc. ist.

Korollar 1.47. Sei X eine Menge, R C §2(X) ein Ring und x ein o-endliches Pramaf
auf R. Sei weiter v ein Maf auf einer o-Algebra B mit R C B C A* und v|g = p. Dann
gilt v = p*|5.

Korollar I.48. Sei X eine Menge und p ein o-endliches Préamafi auf einem Ring
R C §(X). u besitzt eine eindeutige Fortsetzung zu einem Ma$ auf o(R) C §(X).

Bemerkung. Bereits in einfachsten Situationen, in denen die o-Endlichkeit nicht ge-
geben ist, herrscht Nichteindeutigkeit: Sei X # () eine Menge, R = {0 } C §£(X) der
triviale Ring und g mit () — 0 ein Inhalt. Dann ist 0(R) = { 0, X } eine o-Algebra und
g mit ) — 0, X — ¢ fir ¢ € [0, 00] die Fortsetzung i von p auf { #, X }. Die Fortsetzung
ist also nicht eindeutig, da ¢ beliebig gewihlt werden kann. g ist sogar endlich, falls
¢ < oo gewihlt wird. Jedoch ist p nicht o-endlich, da keine Uberdeckung von X durch

Teilmengen von R existiert.
Nun soll der Spezialfall R? betrachtet werden.

Definition 1.44 (Lebesgue-Borel-Ma8, d-dimensional). Das Lebesgue-Pramafl A%, ist

c-endlich. Damit existiert eine eindeutige Fortsetzung zu einem Mafl 3¢ auf der Bo-
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relschen o-Algebra % = o(Tga) = o(F?). ¢ wird Lebesgque-Borel-Maf genannt. Wir

bezeichnen weiters mit £? = (%%)* die o-Algebra der (3%)*-messbaren Teilmengen.
Definition 1.45 (Lebesgue-Maf}; d-dimensional). Wir nennen die Abbildung
A s= (B9 20— [0, 0]

das d-dimensionale Lebesque-Mayf.

I.5.7. Approximation messbarer Teilmengen

Sei p ein Pramafl auf einem Ring R. Im Folgenden wollen wir o(R) und A* vergleichen.

Definition 1.46 (Modifikation durch Nullmengen). Sei p ein Pramafl auf einem Ring
R. Seien M, M’ C X. Wir nennen M eine Modifikation von M’ durch p*-Nullmengen
g.d.w. p*(MAM') = 0. Aufgrund der Symmetrie ist dann auch M’ eine Modifikation
von M durch p*-Nullmengen. Wir sagen dann, dass M und M’ bis auf p*-Nullmengen

ubereinstimmen.

Lemma 1.49. Sei p ein Pramafi auf einem Ring R. Seien weiter M, M’ C X mit
w (MAM') = 0. Dann gilt:

(i) w (M) = p (M)
(i) M e A* = M €A

Beweis. (i): Es gilt M UM' = (M NM")U(MAM'). Danit folgt

Wr(MUM) <" (MNM)+ " (MAM') =" (M N M) < p (MUM)
e —
Wegen p*(M M) < p*(M), u*(M') < p*(M U M') ist dann also
prMOM) = pt (M) = p"(M') = p* (MU M)
(ii) Es gilt MAM' = CMACM'. Fiar S C X gilt dann

(SNMASNM)=SN(MAM) C MAM'
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Daraus folgt p*((S N M)A(SNM')) = 0. Analog folgt dies auch fiir das Komplement,
d.h. p*((SNCM)A(SNCM')) = 0. Ist M € A*, so ist dann

p (S) = p (SNM)+ pu (SNCM) = p* (SN M) + p*(SNnCM’)

Somit ist M’ € A*. Da die Bezeichnungen beliebig waren, gilt auch die umgekehrte
Implikation, insgesamt also die Aquivalenz M € A* <= M’ c A*. H

18. November 2019
Sei wieder p ein Prdmafl auf einem Ring R. Wir wollen jetzt (in Anlehnung an die
Archimedes-Kompressionsmethode) das Volumen beliebiger Teilmengen von innen bzw.
auflen durch Teilmengen aus o(R) approximieren. Fiir messbare Teilmengen werden wir

Approximationen bis auf p*-Nullmengen erhalten.

Satz 1.50. Sei X eine Menge und p ein Pramaf auf dem Ring R C §2(X). Sei weiter
M C X mit p*(M) < oo. Dann existieren Teilmengen I, A € o(R) mit I C M C
A, sodass p*(A) = p*(M) und p*(A\ I) = u*(A\ M). Diese sind eindeutig bis auf
Modifikation durch p*-Nullmengen. Auflerdem gilt M € A* < u*(A\ 1) =0.

Beweis. Sei M C X mit p*(M) < oco. Die Definition des &ueren Mafes liefert uns eine
abzdhlbare Uberdeckung (A, )neny € RY von M, deren Gesamtvolumen *(M) beliebig
gut approximiert. Wir finden also zu jedem ¢ > 0 ein A. € o(R), das eine abzéhlbare
Vereinigung von Teilmengen aus R ist, sodass M C A, und p*(A:) < p*(M) + . Wir
wéhlen fir die &ulere Approximation A := ),y A1 € 0(R). Es gilt sicher M C A und
A erfiillt p*(A) = w*(M). '

Die innere Approximation werden wir durch duere Approximation von A\ M vorneh-
men. Es gilt p*(A\ M) < u*(A) < co. Sei nun B € o(R) so, dass A\ M C B und
w(B) = p*(A\ M). Wir wahlen dann fir die innere Approximation [ := A\ B C M.
Dann ist ndmlich A\ M C A\ I C B und es gilt p*(A\I) = p*(A\ M).

Um die Eindeutigkeit modulo Modifikation durch p*-Nullmengen zu zeigen, sei
MCA €0(R)mit p*(A") = pu*(M). Es gilt M C AN A" und

PH(AN A = (M) = 1 (4) = i (A)
Somit sind A, A" und A N A’ p*-messbar und haben endliche p*-Volumina. Es gilt

W (AANAY) = p*(A) + p*(A") —2u* (AN A’) = 0. Somit sind duflere Approximatio-
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nen eindeutig modulo Modifikation durch p*-Nullmengen. Die Eindeutigkeit der inneren

Approximation folgt analog.

Fiir die letzte Aussage sei M € A*. Dann ist p*(A\1) = p*(A\M) ) p(A)—p (M) =0,
wobei bei (%) werwendet wurde, dass M € A* endliches Volumen hat. Umgekehrt sei nun
@ (A\ I) = 0. Dann stimmen 7, M und A bis auf p*-Nullmengen tiberein. Da I, A € A*

muss also auch M € A*. Insgesamt folgt die Aquivalenz der Aussagen. O

Bemerkung. Die Aussage von Satz m gilt allgemeiner fiir Teilmengen M C X, die
abzéhlbare Vereinigungen von Teilmengen mit endlichem p*-Volumen sind. Sei dazu
(Mp)nen € (X)), sodass M = U,eny M, und p*(M,) < oo fiir alle n € N. Wir kénnen
0.B.d. A. annehmen, dass die M, paarweise disjunkt sind. Satz liefert fir n € N
Approximationen I,,, A,, € o0(R) mit I, C M,, C A,, und p*(A, \ I,,) = 0. Vereinigen wir
diese alle auf, so erhalten wir eine Approximation von M durch U,eny I, € M C U, en An,

denn es gilt

(U (Un)=U (4 (U )€ Ut n)

neN neN neN meN neN
CA\In
und somit u*(( UNAH> \ ( UN In)) < u*( UN(An \ [n))
ne ne ne

Fir die Struktur messbarer Teilmengen folgt:

Korollar 1.51. Sei p ein Prama8 auf dem Ring R C §2(X).
(i) Fur jede p*-Nullmenge M gibt es eine p*-Nullmenge B € o(R), sodass M C B.

(ii) Sei M € A*. Gibt es eine abzihlbare Uberdeckung (A,)n.eny € §2(X) von M,
sodass p*(A,) < oo fir alle n € N, so existiert eine Menge B € o(R) und eine
w*-Nullmenge N C X, sodass M = BUN.

Korollar 1.52. Sei p ein o-endliches Pramafl auf dem Ring R C §2(X). Jede p*-
messbare Teilmenge stimmt bis auf Modifikation durch eine p*-Nullmenge mit einer
Menge in o(R) tiberein. D.h. fir jede Menge M € A* existiert eine Menge B € o(R)
und eine Menge N C X mit p*(IN) =0, sodass M = BUN.

Im Folgenden betrachten wir nun speziell Lebesgue-messbare Teilmengen von R?, d. h.
die, die beziiglich des duBeren MaBes (A\%,)* = (8%)* = (A?)* messbar sind.
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Wir interpretieren Korollar so, dass die Kompliziertheit messbarer Teilmengen im
Vergleich zu Teilmengen aus ¢(R) durch Modifikation mit Nullmengen entsteht. Diese
Nullmengen sind oft vernachléssigbar. Das letzte Korollar liefert auflerdem einen Ver-

gleich von Borel- und Lebesgue-Messbarkeit fiir Teilmengen des RY.

Korollar 1.53. Jede Lebesgue-messbare Teilmenge stimmt bis auf Modifikation durch
eine Lebesgue-Nullmenge mit einer Borel-messbaren Teilmenge, d. h. einer Borel-Menge,
iiberein. D.h. fiir jede Menge M € #¢ existiert eine Menge B € %% und eine Menge
N C RY mit A(N) =0, sodass M = BUN.

Um eine bessere geometrische Vorstellung von messbaren Teilmengen des R? zu bekom-
men, vergleichen wir jetzt die messbare und die topologische Struktur auf R¢, d.h. die

o-Algebra %8¢ mit einem geometrisch natiirlichen Erzeuger, ndmlich der Topologie Tga.

Definition 1.47 (Gs-Menge; Fo-Menge). Sei (X,7) ein topologischer Raum und sei
M C X. Wir nennen M eine

(i) Gs-Menge, g.d.w. M ein abzéhlbarer Durchschnitt 7-offener Mengen ist.

(ii) Fy-Menge, g.d. w. M eine abzéhlbare Vereinigung 7 -abgeschlossener Mengen ist.

Bemerkung. G- und F,-Mengen sind Borel-messbar und Verwandte ersten Grades

mit der Topologie T beziiglich der Borel-Hierarchie.

Im Folgenden werden wir Lebesgue-messbare Teilmengen des R¢ topologisch approxi-
mieren. Sei dazu M € £ C 9(X).

Satz 1.54. Sei M € .£¢. Dann existieren zu jedem ¢ > 0 eine abgeschlossene Menge A,
und eine offene Menge O., sodass A. C M C O, und MO, \ A.) < e. Falls \(M) < oo,

so kann A, kompakt gewahlt werden.

Beweis. Sei M € £ und € > 0.

Fall 1: Angenommen M ist beschrénkt. Dann finden wir einen offenen Ball B C §(X),
sodass M C B. Sicherlich hat M endliches A% Volumen, denn es ist A¢(M) < \(B) < cc.
Weiter finden wir fiir jedes &€ > 0 eine Uberdeckung (A, )neny € (F9)N von M, sodass
A (Upen An) < A(M)+£. Fiir die &uBere Approximation von M wihlen wir ein §(¢) > 0
und die Menge O, := U,en Ns(e)(Ay), die Vereinigung der offenen 6 (g)-Neighbourhood-
Umgebungen der A, sodass gilt, dass M C O. C B und \(0.) < M (M) + . O, ist

als beliebige Vereinigung offener Mengen wieder offen.
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Analog wahlen wir fiir die innere Approximation die durch duflere Approximation von
B \ M hervorgehende offene Menge O, fiir die gilt, dass B\ M C . und
M(O) < M(B\ M) +¢e. Wegen X(B\ M) = MX(B) — \X(M) und B C O. U0
folgt

MO A0 < XM +e+ A (B\M)+e = X (M) +X(B) =AY (M) +2e = \(B)+2¢

Wir definieren als néchstes die Menge K. := B\ O.. K. ist eine innere Approxima-
tion von M. Dabei ist K. C R? beschrinkt und als Komplement einer offenen Menge

abgeschlossen, also kompakt nach dem Satz von Heine-Borel. Es gilt
M(K.) = X(B) = \(0)) > M (0,) — 2¢

Also ist K. € M C O., K. kompakt, O, offen und es gilt A4(O. \ K.) < 2¢.

Fall 2: Sei nun M € £? beliebig. Dann gibt es eine lokal endliche Familie (M,,)nen €
(Z?N von beschrinkten Mengen, sodass M = U,ey M,. Lokal endlich bedeutet hier,
dass jeder Ball in R? nur endlich viele M,, schneidet. Sei (g,)neny € (RT)N eine Familie
positiver Zahlen, sodass > ;2 €, < €. Der erste Schritt liefert uns fiir jedes n € N eine
Approximation K™ C M, C O™ von M, durch eine kompakte Menge K™ und eine
offene Menge O™, sodass \"(O™ \ K() < ,. Durch Vereinigung erhalten wir weiter
eine Approximation U,cy Ka(:) C M C Upen (ng). Dabei ist U,en Ka(:) aufgrund der
Lokalendlichkeit von (M,) (und somit auch von (K{™)) abgeschlossen und U, ¢y O

£

als Vereinigung offener Mengen offen. Es gilt

(YO (U ED)) < X(UOD\ED) < S e <

neN neN neN

U, en(OENK)

Daraus folgt dann unmittelbar der

Satz 1.55. Sei M € #“. Dann existiert eine Fo-Menge I C R? und eine Gs-Menge
G CR? sodass F C M C G und \(G\ F) = 0.

Korollar 1.56. Sei M € £%. Dann gilt

sup { X(K) | K € M kompakt } = X*(M) = inf { \%(0) | © O M offen }
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21. November 2019

I.5.8. Vervollstiandigung eines Mafles

Definition 1.48 (Nullmenge). Sei X eine Menge, A C §2(X) eine o-Algebra und v ein
Maf auf A. Eine Teilmenge N € A heifit v-Nullmenge g.d. w. v(N) = 0. Wir bezeichnen
mit NV :={M e PX)|INePX): M CNAv(N)=0} C LX) die Familie aller

Teilmengen von v-Nullmengen.

Bemerkung. Es ist aufgrund der o-(Sub-)Additivitdt von MaBlen klar, dass abzéhlbare

Vereinigungen von v-Nullmengen selbst wieder v-Nullmengen sind.

Lemma 1.57. Sei N eine v-Nullmenge und M € A mit M C N. Dann ist M ebenfalls

eine v-Nullmenge.

Definition 1.49 (Vollstandigkeit, Maf}). Sei X eine Menge, A C §2(X) eine o-Algebra
und v ein Maf} auf A. v heifit vollstindig g.d.w. alle Teilmengen von v-Nullmengen zu

A gehoren, also selbst v-Nullmengen sind.

Beispiel. Die Einschrankung p*| 4+ eines dufleren Mafles auf die o-Algebra der u*-

messbaren Teilmengen ist vollstandig.

Proposition I.58. Sei X eine Menge, A C §2(X) eine o-Algebra und v ein Mafl auf A.

Dann ist
A:={AUN|AcANNeN}={ACX|IAcA: ANAc N}

eine o-Algebra und v lisst sich in eindeutiger Weise zu einem Ma$ 7 auf A fortsetzen,

d.h. fir Ac Aund A € Amit AANA € N gilt, dass 7(A) = v(A).

Beweis. Gleichheit der Definitionen von A: Seien A € A, A C X und N eine v-
Nullmenge, sodass AAA C N. Wegen A, N € Aist AA\N € Aundes gilt A\N C AC
AUN. Es folgt A C (A\ N). Wir finden ein N’ C N, sodass

Ag(A\N)uiV,’/
cA eN
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Dabei gilt N’ € N wegen N’ C N. Daraus folgt, dass beide Definitionen von A {iberein-

stimmen.

Die erste Definition von A zeigt, dass A o-U-stabil ist. Die zweite Definition zeigt, wegen
CAACA = AN A, dass A C-stabil ist. Also ist A eine o-Algebra.

Ein v auf A fortsetzendes Ma$ 7 erfilllt fir A € A, A € A mit AAA € N die Bedingung
7(A) = v(A) (LF)

Wir definieren nun die Fortsetzung 7 von v genau durch Bedingung |[.F

Zunéchst priifen wir die Wohldefiniertheit: Sei A € A sowie A, A, NN’ € A, N,N’
v-Nullmengen, sodass AAA C N und AAA’ C N'. Dann gilt

ANA C (AANA) U (AAA)

Es folgt, dass AAA" € A eine v-Nullmenge ist. Damit muss auch v(A) = v(A’) gelten.
liefert die Wohldefiniertheit.

SchlieBlich zeigen wir noch, dass o ein MaB ist. Da 2(0)) = v(#) = 0 bleibt die o-
Additivitit von 7 zu zeigen. Seien dazu (A,)neny € AN und (N,)nen € NN Folgen,
sodass die Familie (A, U N, )nen € AV paarweise disjunkt ist. Dann gilt

U 4 =5((U 4)u( U M) = o( U (40N)

neN neN neN neN

> 5(A,UN) 23 w(A) 2 y(
n=1 n=1

v ist also o-additiv, also ein Maf}. Dabei wurde in (i) verwendet, dass fiir alle n € N
N,, eine p-Nullmenge ist. In (ii), wurde die paarweise Disjunktheit von (A4,) und die
o-Additivitat von v benutzt. O

Definition I.50 (Vervollstindigung, MaB). Sei X eine Menge, A C §(X) eine o-
Algebra und v ein Mafi auf A. Wir nennen die eindeutige Fortsetzung 7 von v auf
A={AUN|Aec AANN € N} aus Proposition die Vervollstindigung des MaBes

V.

Korollar 1.59. Sei X eine Menge, R C §2(X) ein Ring und p ein c-endliches Pramaf

A+ die Vervollstandigung von p*|(r)-

auf R. Dann ist p*

Beweis. Folgt nun mit Korollar und der Definition der Vervollsténdigung eines Ma-
Bes. O
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Beispiel. Das Hauptbeispiel dazu ist die Charakterisierung von A\¢ als die Vervollstin-

digung von B

1.5.9. Bildmafle

Definition 1.51 (Mafraum; Unterraum eines Mafiraumes). Ein Mafsraum ist ein Tripel
(X, A, i) bestehend aus einer Menge X, einer o-Algebra A C §2(X) und einem Maf}

auf A. Ein Mafiraum ist also genau ein Messraum (X, A) versehen mit einem Maf u.

Sei A € A sowie A|, die Spur-c-Algebra und p|s = p|4, die Einschrénkung von
p auf die Spur-c-Algebra. Wir nennen (A, A|a, pi|a) einen Unterraum des MaBraumes

(X, A, p).

Definition 1.52 (Bildma8). Sei (X, A, u) ein MaBraum, (Y,B) ein Messraum und
[+ X — Y eine A-B-messbare Abbildung. Dann ist das Bildmaf$ f,p auf B fiir
B € B gegeben durch

(f4m)(B) := p(f(B)) = u(f(B))

Bemerkung. Die Definition von Bildmaflen ist sinnvoll. Seien ndmlich (X,.A), (Y, B)
Messraume und f : X — Y A-B-messbar, so gilt f*B C A, da wir o-Algebren durch

messbare Abbildungen zurtickziehen konnen.
Lemma 1.60. f u ist o-additiv, also ein Maf.

Lemma I.61. Sei (X, A, p) ein Mafiraum, (Y, B), (Z,C) Messraume sowie f: X — Y
A-B-messbar und g : Y — Z B-C-messbar. Dann ist (g o f)p = g,(f1)-

Beweis. g o f ist als Komposition messbarer Abbildungen wieder messbar (genauer A-
C-messbar, Anm.). Das Bildmafl von g o f ist also Wohldefiniert. Dann gilt fir jedes
C € C, dass

((g 0 £)u)(C) = p((g o [)7(C) = u(f(g7(C))) = (f1)(g7 () = (94(f))(C)

Also gilt (g o )i = g, (fut)- O

Definition 1.53 (maflerhaltende Abbildung; Homomorphismus von Mafraumen; Iso-

morphismus von Mafirdumen). Seien (X, A, ) und (Y,B,v) MafBrdume. Eine A-B-
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messbare Abbildung f : X — Y heifit maferhaltend g.d.w. f, p = v gilt. Wir nennen

f dann einen Homomorphismus von Mafiraumen.

Ist f maflerhaltend, d.h. ein Homomorphismus von Mafraumen, bijektiv und gilt

f*B = A, so nennen wir f einen Isomorphismus von Mafraumen.

Definition I.54 (Endomorphismus von Mafirdumen; Automorphismus von Mafiriu-
men). Sei (X, A, u) ein Maraum und f: X — X A-A-messbar. Ist f maBerhaltend,
d. h. ein Homomorphismus von Mafiraumen, so nennen wir f einen Endomorphismus von
Mafraumen. Ist f sogar ein Isomorphismus von Mafirdumen, so nennen wir f einen Au-
tomorphismus von Mafiraumen. Die Menge { f : X — X | f ist ein Automorphismus }

der Automorphismen bildet eine Gruppe.

Bemerkung.

(i) Seien X,Y Mengen und f : X — Y bijektiv. Dann ist auch f*: (V) — §(X)
mit M — f~1(M) bijektiv mit Umkehrung M — f(M) = ((f~1)*M).

(ii) Seien (X, Tx), (Y, Ty) topologische Raume und f : X — Y bijektiv. f ist ein

Homoomorphismus g.d. w. f*Ty = Tx. In diesem Fall gilt auch

fHB(Y)) = f*(o(Ty)) = o(f*Ty) = o(Tx) = B(X)
dann sind also f und f~! Z(X)-B(Y)- bzw. B(Y)-%(X)-messbar und somit ist
f: X — Y ein Isomorphismus von Messraumen.

1.5.10. Produktmaifle

Im Folgenden sollen endliche Produkte von Maflen bzw. Mafiraumen konstruiert werden.

Definition I.55 (Produktmaf; Produkt von MafBrdumen). Sei n € N und fir alle
ie{l,...,n} (X; A p;) ein MaBiraum. Wir definieren das Produktmaf$ pn & -+ ® p,
auf 4; ® -+ ® A, durch

R @ iy = (/1,1 X...X Mn)*’fll@'"@An

Wir nennen weiters (X1 XX X, 41®- - - QA,, 1 ®- - -Quy,) das Produkt der Mafiraume
(XZ,AZ,LLZ) fir ¢ € { 1,...,”}.
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Bemerkung. iy ®---® u, ist also die Fortsetzung des Pramafles p; X - - - X p,, von dem
Ring A, K- --K A, auf die Produkt-o-Algebra A; ®---® A,,. Dabei ist A1 X---X A, der
vom Halbring A; * - - - x A, erzeugte Ring und py X - - - X p,, die eindeutige Fortsetzung
des Produktinhalts g * -+« * p,, von Ay % --- % A, auf A4y X---X A,.

Lemma 1.62. Sein € Nund firi € {1,...,n} (X, A;, ;) ein MaBiraum. Sei weiter
m € S, eine Permutation und 7 : A ® --- ® A, — A1) ® -+ @ Ag(n fiir alle
MeA ®---® A, gegeben durch (M) := { (Tr(1), - - s Ta(n)) ‘ (X1,...,2,) EM } die
Abbildung, die die Koordinaten gemaf 7 permutiert. Fir alle M € A ® --- ® A, gilt

dann

(1 @+ @ pin) (M) = (fr(1) @ -+ @ phr(n)) (F(M))

Das Produkt von Maffiraumen ist also in geeigneter Weise kommutativ.

Beweis. Sei M € Ay * -+ % A,. Wir finden also (Ay,...,A,) € A; x --- x A, sodass
M = A x --- x A,. Dann gilt also mit der Kommutativitit der Multiplikation in R

(pr * % ) (M) = pr(Ar) -+ pn(An) = pr)(Ar)) - fa(n) (Ar)) =
= (Hr(r) * = % Hr(n)) (Ar(1) X o X Arn)) = () * 0 % () (F(M))

Der Inhalt jirq)y * -+ * figp) ldsst sich eindeutig fortsetzen zu dem Pramaf
Py X B prry auf Ay - &AL,y Dieses lasst sich fortsetzen zu dem Maf
Hr(l) @+ @ n(ny aUf A1) ® - -+ ® Ag(ny. Die Vertauschbarkeit wird in jedem Schritt
beibehalten, d. h. es gilt

(1 @+ @ pp) (M) = (Mfr(l) RN Nw(n))(ﬁ(M))
]

Lemma 1.63. Sein € Nund furi e {1,...,n} (X;, A;, ;) ein o-endlicher Mafiraum.
Dann ist das Produkt (X7 x -+ x X,,, 41 ® - ®@ A, u1 @ - - - ® ) ebenfalls o-endlich.

Beweis. Sei fir i € {1,....,n} (X, A, ;) ein o-endlicher Mafiraum, d.h. wir fin-
den eine Familie (A,(:));CeN € (AN messbarer Mengen mit X; = Upey A,(j), sodass
,ui(A,(f)) < 00. Dann ist N™ abzihlbar,

Xy X x X, = U (A,i?x---xA,i?)
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und fir alle (kq, ..., k,) € N" gilt, dass

(1 @+ @ ) (AL -+ x AY) = i (ARY) -+ pn(AFY) < 00
<00 <00

Alsoist (X7 X -+ x X, 41 ® - ®@ Ay, 11 ® -+ - ® py,) o-endlich. O

I.5.11. Charakterisierung des Lebesgue-Mafles

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass das Lebesgue-Maf eine natirliche Losung des ein-
gangs diskutieren postparadoxen Mafiproblems|[.2]darstellt und dadurch charakterisiert

wird. Dies wird die Natirlichkeit des Lebesgue-Mafles unterstreichen.

Definition I1.56 (affine Transformation; affine Gruppe). Sei d € N. Wir nennen eine
Abbildung ® : R? — R? cine affine Transformation g.d.w. sie fir + € R% von der
Form

O(x) =Dy(z) =Axr 4+ v

fiir ein v € R? und eine lineare Abbildung A € GL(d,R) ist. Die Menge
Aff(RY) := { ONS (Rd)(Rd) ‘ ® ist eine affine Transformation }
bildet die sogenannte affine Gruppe.

Bemerkung. Affine Transformationen sind Homéomorphismen, genauer Automorphis-
men, von (R? %4, 39). Sie wahren die Vektorraumstruktur von R? denn sie erhalten
sowohl Geraden als auch Teilverhéltnisse kollinearer Tripel. Aff(RY) ist eine Teilmenge
der Menge der Homdomorphismen RY — R?, die wiederum selbst eine Teilmenge der
Menge der messbaren Automorphismen ist. Die Menge der Homéomorphismen sowie die

Menge der Automorphismen sind monstrds. Aff(R?) bildet sogar eine Lie-Gruppe.

Beispiel. Scherungen sind Beispiele fiir affine Transformationen. Hier werden lediglich

einzelne Basisvektoren in Richtung der anderen Basisvektoren verédndert.

Definition I.57 (Bewegung; Isometrie; Bewegungsgruppe; Isometriegruppe). Sei
d € N. Wir nennen eine affine Transformation ® 4, mit ®4,(z) = Az + v fir v € RY,
A € GL(d,R) und alle € R? eine Bewegung bzw. eine Isometrie g.d.w. A € O(d),
d. h. orthogonal ist.
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Wir bezeichnen mit
Iso(R?) := { ® c (RY)E) ‘ ® ist eine Isometrie}
die sogenannte Bewegungsgruppe bzw. Isometriegruppe.

Bemerkung. Es gilt Iso(RY) C Aff(RY). Isomorphismen erhalten neben der Vektor-

raumstruktur von R? zusétzlich die metrische Struktur, d.h. den euklidischen Abstand.

Definition I.58 (Translation; Translationsgruppe). Sei d € N. Wir nennen eine Isome-
trie ®iq_,» mit T,(2) := Piq_, () = idpa(z) + v = z + v fir v € R? und alle z € R?

eine Translation. Wir bezeichnen mit
Transl(R?) := { Ol (Rd)(Rd) ’ ® ist eine Translation }
die sogenannte Translationsgruppe.

Bemerkung. Offensichtlich ist Transl(R¢) C Iso(R?) C Aff(R?).

25. November 2019

Definition 1.59. Wir definieren die Abbildung lin : Aff(RY) — GL(d,R) mit der
Abbildungsvorschrift ® 4, — A fiir affine Transformationen, also Abbildungen der Form
4, = Az + v fiir alle z € R%. Wir definieren weiters die Einschrankung auf Isometrien
rot := lin [j5ra) : Iso(RY) — O(d).

Bemerkung. Es gilt kerlin = Transl(R?), d.h. Transl(R¢) ist ein Normalteiler von
Aff(R?), notiert Transl(R?) < Aff(R?). Dies fiihrt uns zur exakten Sequenz

Transl(R?) — Aff(R?) 22 GL(d, R)

mit der Einbettungsabbildung ¢, denn es gilt im ¢ = ker lin.

Die Einschrinkung rot = lin |,ra) : Iso(R?) — O(d) ist dabei ebenfalls ein Epimor-

phismus und wir erhalten die exakte Sequenz
Transl(R?) — Iso(R?) =% O(d)

denn es gilt im ¢ = kerrot.
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Im Folgenden untersuchen wir nun den Effekt von Homéomorphismen und dann spezi-

fischer von affinen Transformationen ® 4, auf das Lebesgue-MaB \°.

Lemma 1.64 (Messbarkeit, Homdomorphismus). Sei d € N und ® : R — R? ein
Homoomorphismus. Dann ist & Borel-messbar, jedoch nur Lebesgue-messbar g.d. w.

Nullmengen von ® und ®~! erhalten werden.

Lemma 1.65 (Messbarkeit, affine Transformation). Sei d € N und @ : R — R? eine

affine Transformation. @ ist Z%_%?-messbar.

Beweis. Aus der Lipschitz-Stetigkeit von ® und dem Skalierungsverhalten von A% unter
Aff(RY) folgt &.2¢ = 2. O

Lemma 1.66 (Translationsinvarianz). Sei d € N. Dann sind die o-Algebren %% und
£ sowie B% und \? translationsinvariant. Ebenso ist das duflere Maf§ (39)* = (\9)*

translationsinvariant.

Beweis. Sei Q := [a,b) € 2% d.h.esgilt firallei € {1,...,d }, dass a; < b;. Sei weiters
v € R Dann gilt T,*Q = T, 1(Q) = T_,(Q) = [a — v, b —v) € 2. Weiters ist

(Tv*kf@o(Q) 2% ( ) II ( (br — vg) — (ax — vk ) kl:[ (b — ax) = \%4(Q)

k=1

Also ist T,*2% = 2% und T, >\

Da Figuren endliche Vereinigungen von Quadern sind, folgt die Translationsinvarianz

4 sowie des Lebesgue-PramafBes )\m, das den Inhalt )\f@d

des von 2 erzeugten Rings .#
eindeutig fortsetzt. Es gilt also analog T,*#? = .%<¢ und T, U*)\gzd = )\ %a- Es ist namlich

T, )\md das PramaB, das T, A%, = A%, eindeutig fortsetzt.

Es folgt weiter, dass die von 29 und .Z#? erzeugte o-Algebra %8¢ translationsinvariant
ist. Bs gilt T,*%#? = T,*o(F?) = o(T,*F%) = o(F?) = %°. Ebenfalls ist das duflere
MaB (A9)* = (89" = (A\%a)* = (AL.)* auf §2(X) translationsinvariant, denn es gilt

Tos(\5a)" = (ToyA54)" = (A5)"

——
=\d
zd

da die Bildung des dufleren Mafles und die des Bildmafles kommutativ sind.

67



Also ist die o-Algebra .2? der (A\%,)*-messbaren Teilmengen auch translationsinvariant.
Somit ist auch die Einschrankung A = (A%,)*| ga translationsinvariant. Es gilt demnach
T,*2% = 2% und T, = X% Ebenfalls ist 8¢ = A\¥|4a translationsinvariant, denn es
gilt

Ty B = To (N 50) = (Tos X 50 = M0 = B

]

Lemma ist ein grofler Schritt zur Losung des postparadoxen Maﬁproblems B ist
namlich translationsinvariant und normiert, d.h. es gelten die Gleichheiten
B(10,1]%) = p4([0,1)%) = A%.4([0,1)?) = 1. Wir werden sehen, dass diese Eigenschaften

das Lebesgue-Borel-Maf} bereits charakterisieren.

Satz 1.67. Sei d € N, ¢ € Rf und p ein translationsinvariantes Mafl auf %<, sodass
1([0,1)4) = c. Dann ist p = ¢~ 8%, d.h. fiir alle A € B9 gilt u(A) = c- B4 A).

Beweis. Da p per Annahme translationsinvariant ist, hangt das pu-Volumen von Quadern

in 2% nur von deren (euklidischer) Kantenlédnge ab.

Wir betrachten im Folgenden die Menge 24 := { [a,b) € 24 ‘ a,b € Q? } Fir 2 gilt
0(24) = 0(27) = 2" Im folgenden Beweis werden wir von 2§ die Eigenschaft beng-
tigen, dass alle Quader ) € Qé aufgrund der rationalen Eckpunkte und der Achsenpar-

allelitat auch rationale Seitenldngen besitzen.

Seien , () € Q& zwei rationale Quader. Aufgrund der rationalen Seitenléngen existieren
n,n’ € N und ein weiterer (i. A. groflerer) Quader Qe Q{é, sodass Q disjunkt sowohl in
n Translate von @ als auch in n’ Translate von @)’ zerlegt werden kann. Dann gilt also
n-u(Q) =n" w(@) und n-B4YQ) =n'- BHUQ’). Teilen wir die erste Gleichung durch
die zweite erhalten wir ;d(%) = ;d((%/,)). Wir diirfen teilen, da 3%(M) > 0 fiir alle Quader

M € 2¢ mit M # (. Der Ausdruck ;d((QQ)) ist also unabhéangig von Q. Es gilt

@ _ p(o,)!) ¢

=cC

5Q ~ pU0, 1Y) T 1
Also ist ,u\% =c- 6d|%.

Wir kénnen 24 und c- 34| 24 eindeutig von Inhalten auf dem Halbring 2¢ zu Pramafien
auf dem von 2§ erzeugten Ring .Z{ fortsetzen. Es gilt y| Fa=c 34| 7 Da sowohl | 24
als auch c- 39| 94 o-endlich sind kénnen wir die PramaBe yi[ g1 und c- B4 94 eindeutig zu

MaBen 1 und ¢ - 5% auf o(F§) = A? fortsetzen. Es gilt dann p = ¢ - 5. O
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Korollar 1.68. 3% ist das eindeutig bestimmte translationsinvariante Mafl auf %< mit

p([0,1)7) = 1.
Wir nutzen diese Charakterisierung nun, um die Bewegungsinvarianz von %% einzuschen.

Lemma 1.69. Sei d € N und p ein translationsinvariantes Maf§ auf %?. Sei weiters

P € Aff(R?) eine affine Transformation. Dann ist ® u translationsinvariant.

Beweis. Sei v € R? und T, € Transl(R?) eine Translation. Dann gilt
i@t = (P 07), Ty Py = P (07,10, @)yt = @y Ty = Pypt
——— —_——— ~——

=idga €Transl(R4) =p
wobei bei (i) kiinstlich die Identitatsabbildung angefiigt wurde und bei (ii) die Assozia-
. verwendet wurde. Bei (iii) benutzen wir, dass Transl(R?) < Aff(R?) und
somit U717, ¥ € Transl(R?) fiir alle U € Aff(R?) und T, € Transl(R?) mit z € R%. Wir
definieren dann w € R? und T, € Transl(R?) so, dass T, := ®~1T,®. (iv) erhalten wir

dann mit der Translationsinvarianz von pu. O]

tivitat von

Korollar 1.70. Sei d € N. Dann existiert ein Gruppenhomomorphismus
c: ((Aff(R%))*, 0) — (RT,-) mit der Eigenschaft, dass ®, 8¢ = ¢(®) - 87 fiir alle
P e Aff(RY).

Bemerkung. Mit (Aff(R%))* ist die Menge der invertierbaren Elemente, d.h. hier
Aff(RY) \ {0}, gemeint.

Beweis. Lemma und Satz liefern eine Abbildung ¢ : Aff(R?) — R{, also
insbesondere eine Abbildung ¢ : (Aff(R?))* — R*. Um zu zeigen, dass ¢ ein Homo-
morphismus ist, seien ®, ¥ € Aff(RY). Dann gilt

(¥ od) pl=(Vod)p=(V0)8 =
= U, (2,57) = ¢(®) - (V,09) = (1) - (@) -

Also ist ¢(¥ o @) = ¢(¥) - ¢(P), ¢ demnach ein Homomorphismus. O

28. November 2019
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Bemerkung. Die Translationsinvarianz von 3¢ entspricht der Tatsache, dass fiir alle
v € R? ¢(T,) = 1 ist, also C|Transl(Rd) = 1 gilt. Daraus folgt also, dass ¢ bereits durch
seine Werte auf linearen Transformationen, d.h. durch c|arr), festgelegt ist. Es gilt
also fiir alle A € GL(d,R) und v € R?, dass ¢(®4,) = c(A4) bzw. (P4,),8% = c(A)B%

Lemma L.71. c|jyre) = 1, d. h. fiir alle ® € Iso(R?) gilt ¢(®) = 1. Bzw. ist dquivalent
dazu c|o(g) = 1, da fiir alle v € R? gilt, dass ¢(7,) = 1.

Beweis. Die Behauptung folgt aufgrund der Rotationsinvarianz von Bj(0). Ist ndmlich
A € O(d), so gilt

c(A) - BY(B1(0)) = (A,87)(B1(0)) = B(A*B1(0)) = (A7 (B1(0))) = B(B1(0))
Aus 0 < $%(B;(0)) < oo folgt somit ¢(A) = 1. O

Satz 1.72 (Bewegungsinvarianz). Die o-Algebren %? und £? sowie die Mafie 3¢ und

A% sind invariant unter Bewegungen des R%, ebenso (34)* = (\4)*.

Beweis. 8% ist invariant unter allen Homdomorphismen des R?, also insbesondere unter
Bewegungen. Die Invarianz von 3¢ folgt aus Lemma Daraus folgt weiter die Invari-
anz des assoziierten auBeren Mafles (39)* und seiner Nullmengen, also auch die Invarianz
von £? (als Vervollstindigung von %?) und A (als Einschrankung von (39)*). O

Bemerkung. )\ ist also eine ausreichend befriedigende Lésung des MaSproblems
auf R

Bemerkung. Es gibt bewegungsinvariante Fortsetzungen von A\? auf echt gréfiere o-
Algebren (Szpilrajn, 1935). Es gibt jedoch keine maximale Fortsetzung ( Ciesielski-Pelc,
1985).

Lemma 1.73. £? ist invariant unter affinen Transformationen. Insbesondere hat dann
A dasselbe Transformationsverhalten wie 3¢, d.h. es gilt fiir alle ® € Aff(RY), dass
PN = (D) - N

Beweis. £ unterscheidet sich von %% nur durch Nullmengen. Da affine Transforma-

tionen (39)* lediglich skalieren, bleiben Nullmengen Nullmengen. Es gilt nimlich fiir
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® € Af(RY) und N C R? mit (84)*(N) = 0, dass

]

Das folgende Lemma bendttigen wir, um spater den gesamten Homomorphismus ¢ zu

bestimmen.

Lemma 1.74. Seien d € N, \,..., g € R* = R\ {0} und D € GL(d,R) eine

Diagonalmatrix der Form

beziiglich der Standardbasis (e;)ic(1
Es gilt ¢(D) = |det D7!| = |det D|™!

a}- D hat also gerade die Eigenwerte Aj,..., Aq.

.....

Beweis. Sei Q = (a,b) € Q% d.h.esgilt a; < b; firallei € {1,...,d}. Es gilt dann
D*Q = D~YQ) = (a,b), wobei a,b € R? fir i € { 1,...,d } definiert sind als

i Alar L falls AP >0 : Ab o falls AT >0
a‘i = 7 =
ALob L falls A< 0 Atia falls At <0

Dies gilt, da die Diagonalmatrix D bzw. D~! eine Skalierung der Standardbasisvektoren

bewirkt, d.h. De; = \je; baw. D7'e; = A\ 'e; firallei € {1,...,d }. Somit gilt
3 d
(D,8(Q) = B(D*Q) = =1l
) =
[T (=] =TT N B((a,b))] = Q) = |det D[ - p1(Q)
i=1 =1
Also ist ¢(D) = |det D7!| = |det D|~". O

Satz 1.75 (KAK-Zerlegung). Sei d € N und A € GL(d,R) eine darstellende Matrix

.....

es existieren orthogonale Matrizen R, R’ € O(d) und eine Diagonalmatrix D € GL(d, R),

sodass
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A = RDR'. JKAK® bezieht sich dabei auf die Zerlegung in zwei kompakte (hier: or-

thogonale) Matrizen und eine abelsche (hier: diagonale) Matrix.

Beweis. Die Behauptung ist eine Konsequenz der Tatsache, dass zu je zwei Skalarpro-

dukten auf R? eine gemeinsame Orthogonalbasis existiert.

Sei A € GL(d,R). Im Folgenden betrachten wir das Standard-Skalarprodukt (-, -) sowie

77777

-----

d. h. eine Orthonormalbasis beztglich (-, -).

Dann finden wir eine Matrix R € O(d), sodass v; = Re; fiir alle i € {1,...,d }. Dann
ist also (e;)ief1,..ay eine Orthogonalbasis beziglich R™' A, (-,-) = (A7'R-,A'R").

.....

-----

.....

Also ist dann (e;)icf1,..4} eine Orthonormalbasis beziiglich des Skalarprodukts
D' R1'A ()= (A'RD-,A'RD-). Es gilt also D' "' A, (-,-) = (-,-). Set-
zen wir R’ := D™'R™'A € O(d), so gilt dann

A=RDD 'R 'A=RDR
also die Behauptung. O]

Korollar 1.76. Es gilt clarz) = |det | = [det™"|

Beweis. Es gilt clo) = det™ und c|p = det™, wobei wir hier mit D die Menge
D :={Aec GL(d,R) | Aist Diagonalmatrix } der Diagonalmatrizen bezeichnen. Sei nun
A € GL(d,R). Dann finden wir nach Satz[L.75| Matrizen R, R € O(d) und eine Diago-
nalmatrix D € GL(d,R), sodass A = RDR’. Dann ist also

¢(A) = ¢(RDR') = ¢(R) - ¢(D) - ¢(R') = |det R|™" - |det D| ™" - |det R'| !
= |(det R) - (det D) - (det R")| ™" = |det(RDR")| ™" = |det A"

]
Korollar 1.77. Ist &4, € Aff(RY), d.h. &4, =T, o A fir A € GL(d,R) und v € R%,

dann gilt ¢(®4,) = |det A| ™" = |det A7),
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Satz 1.78 (Skalierung, Lebesgue-Maf). %% und £ sind invariant unter affinen Trans-
formationen des RY. Weiters gilt fir ®4, € Aff(R?Y), d.h. &4, = T, o A fir
A € GL(d,R) und v € R?, dass ®4,, \? = |det A7!| - X bzw. @4, (AY)* = |det A7 -
(A2

Bemerkung. Eine affine Transformation ®4, € Aff(R?) bewirkt also eine Volumen-
verzerrung um den Faktor |det A|. Ist nimlich M € £% und M’ := ®4,(M), so gilt

det A7 M) = (@40, ) (M) = (@4, ¥ M) = M@, (M) = X(M)

also |det A=Y - X(M") = A(M) bzw. X(M') = |det A| - \X4(M).

1.5.12. Existenz nicht-Lebesgue-messbarer Teilmengen

Im Folgenden beweisen wir, nach Solovay (1970), die Existenz nicht-Lebesgue-messbarer
Teilmengen des R? mithilfe des Auswahlaxioms. Wir konstruieren dazu analog wie im

Beweis des Satzes [[.2] von Vitali ein abzéhlbares Représentantensystem.
d
Sei d € N und M := R/Qd = {91:+Qd ‘ xr € R? } M ist eine Partition von R? in

tiberabzahlbar viele abzdhlbare Mengen. Mithilfe des Auswahlaxioms erhalten wir ein
Reprisentantensystem M C R? von M, d.h. M enthéilt genau aus jeder Nebenklas-
se v 4+ Q7 fir x € R? in M ein einziges Element. Aquivalent besitzt jedes x € RY
eine eindeutige Zerlegung x = ¢ +m fiir ¢ € Q% und m € M. Fiir ¢ € Q% ist also
auch g + M ein Repréasentantensystem von M. Wir erhalten also eine weitere Partition

M = { qg+ M ‘ q e Q? } von R? in abzahlbar viele iiberabzihlbare Mengen.

Lemma 1.79. Sei M, wie oben konstruiert, ein Reprisentantensystem von M. Alle
Lebesgue-messbaren Teilmengen von M sind Nullmengen. D. h. ist N C M und N € .Z7,
so gilt A(N) = 0.

Beweis. Sei N C M und N € Z<.

Fall 1: Angenommen N ist beschrankt. Dann betrachten wir die disjunkte Vereinigung
A = Uyeqing, (0)(¢ + N). Sicherlich ist A wieder beschrankt, hat also A*(4) < oo.

Genauer gilt

MA)=X( 1) @+N)= > Mg+N)= Y NN <o

q€Q?n B (0) geQnB1(0) q€Q?n B (0)

73



Die einzige Moglichkeit, dass 3 cqanp, o) AY (V) < 00, ist AY(N) = 0.

Fall 2: Sei nun allgemein N C M und N € Z% Dann finden wir eine Familie
(Bu)nen € (ZLHN mit M(B,) < oo fiir alle n € N, sodass N = U,en Bn. Es gilt
B, € M und B, € £¢, also \%(B,,) = 0 nach Fall 1 fiir alle n € N. Dann ist

MN) =2 B,) < fj A(B,) =0

neN

[]

Korollar 1.80. Sei M, wie oben konstruiert, ein Reprasentantensystem von M. M ist
nicht Lebesgue-messbar, d.h. M ¢ £

Beweis. Da M = {q+M ’ q€c Qd} eine Partition von R? ist, gilt insbesondere
R% = (Jyeqa(g + M). Wegen A(R?) > 0 folgt dann

i

—~
=

0 < MR =X( | (g+ M) =) ( 1 (g+M))
q€Q? 9€Q*
EDIURCESTIND SIPONEN

qeQ? qeQ?

IN

wobei bei (i) die o-Subadditivitdt und bei (ii) die Translationsinvarianz des &dufleren
Mafles (A4)* verwendet wurden. Somit gilt auch (A%)*(M) > 0.

Angenommen es wire M € £9. Dann ist A(M) = (A\)*(M) > 0. Da sicherlich M C M
gilt, folgt aus Lemma [[.79] dass A%(M) = 0 im Widerspruch zu A4(M) > 0. Also ist
M ¢ 20 O

Bemerkung. Die Existenz nicht-Lebesgue-messbarer Teilmengen des R? ist dquivalent

zum Auswahlaxiom.

02. Dezember 2019
Wir konnen aus der Existenz nicht-Lebesgue-messbarer Mengen in R? eine lokalisierte

Existenzaussage iiber beliebige messbare Teilmengen herleiten.

Satz 1.81 (Existenz nicht-Lebesgue-messbarer Teilmengen). Sei d € N und A € £? mit
A(A) > 0. Dann existiert eine Menge N C A mit N ¢ £%. Jede Lebesgue-messbare

Menge mit positivem Mafl enthélt also eine nicht-Lebesgue-messbare Teilmenge.
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d
Beweis. Sei A € £% mit M\(A) > 0. Sei weiter wie oben M := R/Qd und M ein

Reprasentantensystem von M sowie M := { q+ M ’ qgeQ? } cine Partition von R
Es gilt

0 < X(A) = (X" (4) = (40 (U (g + 1)) =

qeQ
=(\)"(U An@@+ M) < X O (An(g+ M)
qeQd qeQ?

Wir finden somit sicherleich ein gy € Q¢, sodass (A?)*(AN (go + M)) > 0.

Angenommen es gilt AN (g + M) € £%. Dann ist auch
0 < (A)"(AN (g + M) = X (AN (a0 + M))

Da AN (g + M) C g+ M und qo + M ein Repréasentensystem von M ist, gilt
dann nach Lemma aber M(A N (g + M) = 0. Dies steht im Widerspruch zu
(A (AN (g + M)) > 0. AN (go + M) ist also nicht messbar, d.h. AN (¢ + M) ¢ £,
und es gilt AN (¢ + M) C A. O

Bemerkung. Dasselbe Argument ist auch durchfithrbar auf Fortsetzungen von A auf

translationsinvarianten o-Algebren D £

1.5.13. Lebesgue-Messbarkeit von Homoomorphismen

Wir wissen bereits, dass stetige Abbildungen euklidischer Réume, also insbesondere Ho-
méomorphismen des RY, Borel-messbar sind, was die Natiirlichkeit von 2% unterstreicht.

Jedoch sind nicht alle stetigen Abbildungen euklidischer Réume Lebesgue-messbar.

Lemma 1.82. Seien d,d € N mit d < d. Dann existiert eine stetige Abbildung
f:R? — R?, die nicht Lebesgue-messbar ist.

Beweis. Wir betrachten die Einbettungsabbildung ¢ : R — R mit der Abbildungs-
vorschrift (x1,...,24) — (21,...,24,0,...,0). ¢ ist injektiv und stetig. Sei M C R?
nicht Lebesgue-messbar, d.h. M ¢ £?. M existiert nach Satz ¢ ist nicht Lebesgue-
messbar. (M) ist ndmlich eine A¥-Nullmenge, also gilt insbesondere t(M) € £%. Al-
lerdings ist t~1(¢(M)) = M ¢ £? nach Annahme. O
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Fiir homdomorphe Selbstabbildungen des R? gibt es ein genaues Kriterium fiir die

Lebesgue-messbarkeit:

Satz 1.83. Sei d € N und ¢ : R? — R? ein Homdomorphismus. ¢ ist genau dann
Lebesgue-messbar, wenn ¢! S%Nullmengen auf $%-Nullmengen abbildet. D.h. ¢ ist
genau dann Lebesgue-messbar, wenn fiir alle N € %% mit 34(N) = 0 auch gilt, dass
e 1 (N) € % und p(p~1(N)) = 0.

Beweis. Sei ¢ : R? — R? ein Homéomorphismus und M € £?. Nach Korollar
stimmt jede Lebesgue-Menge bis auf Modifikation durch A¢ mit einer Borel-Menge iiber-
ein, d.h. wir finden B € #? und N € £¢ mit A\¢(N) = 0, sodass M = BU N. Es
gilt weiter o~ 1(M) = ¢ Y(B) U p }(N). Da ¢ }(B) € #¢ C 9, ist die Lebesgue-
Messbarkeit von ¢ dquivalent dazu, dass ¢ 1(N) € £4, bzw. dazu, dass das @-Urbild

von A%-Nullmengen Lebesgue-messbar ist.

Das ¢-Urbild von M-Nullmengen ist sogar wieder eine A?-Nullmenge. Sei A € £¢
mit A\%(4) = 0 und ¢ Lebesgue-messbar, d.h. p~1(A) € £?¢ Angenommen es gilt
M (p71(A)) > 0. Dann existiert nach Satzeine Menge B C ¢~ 1(A), sodass B ¢ £<.
Da ¢ bijektiv, also insbesondere injektiv ist, ist B ein ¢-Urbild einer Menge A" C A.
Fir A’ gilt also A’ € £¢ und \¥(A’) = 0 als Teilmenge einer A\%-Nullmenge. Wegen
B = ¢ }(A") ¢ £? steht dies im Widerspruch zur Annahme der Lebesgue-Messbarkeit
von . Also muss A% (¢~1(A)) = 0 gelten.

Die Lebesgue-Messbarkeit von ¢ ist also dquivalent dazu, dass p-Urbilder von A%-Null-
mengen wieder A-Nullmengen sind, d.h. dazu, dass fir alle N € ¢ mit
M(N) = 0 auch p~1(N) € £ und X (¢~ 1(N)) = 0. Da jede A4-Nullmenge Teilmenge
einer B%-Nullmenge ist, ist dies dquivalent dazu, dass ¢-Urbilder von A9-Nullmengen

wieder %-Nullmengen sind, also ¢! B9-Nullmengen auf S%-Nullmengen abbildet. [

Beispiel. Wir betrachten die Cantor-Funktion f : R — R und die Cantor-Menge C'.
[ ist stetig, floq : [0,1] — [0,1] surjektiv und wir finden eine abzéhlbare Menge
M C [0,1], sodass f|c: C — [0,1] \ M sogar bijektiv ist. Es gilt C' = f~1([0,1] \ M)
und \(C) = 0, jedoch

MUY = A0, 1]\ M) = AY([0, 1]\ M) =1
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II. Integrationstheorie

I1.1. Messbare Funktionen

Definition II.1 (numerische Funktion). Sei X eine Menge. Wir nennen eine Funktion

f: X — R, d.h. eine R-wertige Funktion, eine numerische Funktion.

Definition I1.2 (Borel-o-Algebra, erweitert). R trigt eine natiirliche messbare Struktur,
namlich die erweiterte Borel-o-Algebra 2. Sie wird jeweils erzeugt von den Mengen
{[—OO,CL] |CL€R}, { [—OO,G) | QER}7 { [G,OO] | GER} SOWiG{((LOO] | GGR}'

Definition I1.3 (Lebesgue-Borel-MafB, erweitert). Wir erweitern nun das Lebesgue-
Borel-Ma8 auf die o-Algebra %. Wir bezeichnen das entstehende Maf weiterhin mit 5,
setzen jedoch zusitzlich B%({ +o00 }) := 0 sowie B¢4({ —c0 }) := 0.

Definition II.4 ((Borel-)Messbarkeit, Funktion). Sei (X,.4) ein Messraum und
f : X — R eine numerische Funktion. Wir nennen f (Borel-)messbar g.d.w. f A-

PB-messhar ist.

Lemma II.1. Sei (X,A) ein Messraum und f : X — R eine numerische Funktion.

Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) f ist messbar

(i) firallea e Rgilt { f<a} € Abzw. { f <a} € A D.h. alle Subniveaumengen
sind also in der o-Algebra A.

(iii) firallea e Rgilt { f >a} € Abzw. { f >a} € A. D.h. alle Supniveaumengen
sind also in der o-Algebra A.

Definition II.5 (Raum der messbaren Funktionen; Raum der nichtnegativen Funktio-
nen; Raum der endlichwertigen Funktionen). Sei (X, .4) ein Messraum. Wir bezeichnen
mit Ag(X, A) = {f eR" ‘ f ist messbar} den Raum der messbaren numerischen
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Funktionen. Ist klar, welcher Messraum gemeint wird, schreiben wir #g := #x(X, A).
Wir definieren weiter den Unterraum 4o = { f € Mg |Vr e X : f(x) >0} der
nichtnegativen — messbaren  numerischen  Funktionen  sowie den  Unterraum
My = {feMz|VreX: f(x)eR} der endlichwertigen messbaren numerischen

Funktionen.

Bemerkung. .#% ist ein R-Vektorraum beziiglich der punktweisen Addition und Ska-
larmultiplikation. .# o, #r C A5 sind Untervektorraume.

Im Folgenden fithren wir Operationen wie Rechenoperationen oder die Bildung von Ma-

xima, Minima, Suprema, Infima sowie Limites punktweise aus.

Lemma II.2. Sei (X,.A) ein Messraum und (f,)neny € (#g)"Y eine Folge messba-
rer numerischer Funktionen. Die Funktionen sup,,cy fr, inf,en fr, limsup,,_, . f, sowie

lim inf,,_, f, sind messbar, liegen also in .Z%.

Beweis. sup,,cy fn ist messbar, denn es gilt { sup,cn fn <a} = Muen{ fn <a} € A,
demnach also sup, .y fn € 4. Analog ist auch inf,cy messbar. Es gilt namlich
{inf,enfn > a} = Upen{ fn > a} € A, also inf, ey f, € Az. Die Messbarkeit von

inf, ey f,, folgt auch aus inf, ey fr, = —(sup,en(—£n))-

Die Messbarkeit von limsup,,_,. f, und liminf, . f, folgt aus den Darstellungen
limsup,, ., fn = infpensupys, fv € Mg und liminf, o f, = sup,cyinfi>, fr € 5.
O

Korollar IL.3. Sei (X,A) ein Messrtaum, n € N und fi,...,f, € #g Dann ist
max(fi,..., fn) € Ay und min(fy, ..., f,) € M.

Definition I1.6 (Positivanteil, Funktion; Negativanteil, Funktion; Absolutbetrag, Funk-
tion). Sei (X,A) ein Messraum und f € 4z Wir bezeichnen mit f* := max(f,0)
den Positivanteil von f, mit f~ := max(—f,0) den Negativanteil von f und mit
|f| == fT+ f~ =max(fT, f7) den Absolutbetrag von f.

Korollar I1.4. Ist f € .z, so sind f*, f~ und |f| messbar.

Definition I1.7 (Fortsetzung durch 0). Sei X eine Menge, M C X eine Teilmenge und

fu : M — R eine numerische Funktion. Wir koénnen fy; durch 0 fortsetzen zu der
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Abbildung fi; : X — R, die fiir alle z € X gegeben ist durch

Farl(e) = fu(x) [ fallsz e M
MV 0 ,falls o ¢ M

Definition II.8 (Abschneiden, Funktion). Sei X eine Menge, M C X eine Teilmenge
und f : X — R eine numerische Funktion. Wir bezeichnen mit y; die charakteristische
Funktion von M. Wir kénnen f auflerhalb der Teilmenge M abschneiden, indem wir
ibergehen zur Abbildung xaf = xm - f : X — R, die fiir alle x € X gegeben ist
durch

Xarf () i= xm(x) - f(x) =

flz) fallsze M
0 , falls v ¢ M

Bemerkung. Es gilt xaf = flar, d.h. xarf setzt f|a durch 0 fort.

Lemma IIL.5. Sei (X,.A) ein Messraum, A € A und f : X — R eine messbare
Funktion. Dann ist xaf € #g(X,A) g.d.w. fla € M5x(A, Al4), wobeil mit Al die
Spur-o-Algebra gemeint ist. Letzteres tritt ein g.d. w. f € #x(X, A).

Bemerkung. Bei Rechenoperationen auf numerischen Funktionen sind die resultieren-
den Funktionen i. A. nicht tiberall auf dem gemeinsamen Definitionsbereich definiert.
Wir betrachten dazu n € N, einen Messraum (X,.4) und fir ¢ € {1,...,n} Mengen
A; C X. Die Summe ", fi = fi+---+ f, ist in allen Punkten definiert, in denen auch
alle f; definiert sind und nicht gleichzeitig oo und —oco als Werte der f; auftreten, d. h.
auf der Menge

n

(qfl L {m})ﬂ(qffl({—%}))) -

*R))U((ﬂAz)ﬂ((Uf (oo D)2 (U £~ 1))

=1 =1 i=1
::Ae ::Au

N
|
—~
N
—
7N\

@
I

-

.

Dabei ist >, fi(x) € R, d.h. endlich, fir z € A, und >0, fi(x) € {£oo}, d.h.
unendlich, fir z € A,. Ist fir alle i € {1,....,n} A; € Aund f; € #x( 4;)s SO
ist auch A € Aund Y7, fi € #5x(A, Al4). Auf den Bereichen endlicher Werte ist die
Funktion Y7 ; f; ndmlich die Komposition der Abbildung (fi,..., f,) : A — R"™ und
der Addition Y7 ; : R" — R mit (xq,...,2,) — 20, @;.

%9
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05. Dezember 2019

Beispiel. Sei (X,7) ein topologischer Raum. Dann tragt er die natiirliche o-Algebra
AB(X) = o(T). Eine Abbildung f : X — R ist messbar g.d.w. sie Borel-messbar ist.

Insbesondere sind stetige numerische Funktionen messbar.

I11.2. Konstruktion des Lebesgue-Integrals

Wir kénnen die Integration auffassen als Volumenberechnung. Sei also X eine Menge und
f: X — R eine Abbildung. Wir werden das Integral [ f du als orientiertes Volumen

des Bereichs ,,zwischen graph f und X-Achse® interpretieren, genauer als Differenz

/deuzvol{(:r,y)EXXR\O<y<f(x)}—vol{(:c,y)GXXR|f(x)<y<O}

Das Integral ist dann definiert, solange hochstens eines dieser Volumina unendlich ist.
Als Volumenmaf werden wir fiir einen Mafraum (X, A, u) das Produktma pu ® 3!
verwenden. Es ist die, falls 41 o-endlich ist, eindeutige, Fortsetzung des Pramafes p X 31
von dem Ring A X % auf die o-Algebra A® B, d.h. p® B = (1 X B)*| 40z

I1.2.1. Integral nichtnegativer Funktionen

Definition I1.9 (Lebesgue-Integral, nichtnegativ). Sei (X, A, 1) ein Mafiraum und f €

Mz eine messbare numerische Funktion. Das Lebesque-Integral von f ist definiert als

| fau=(nep") {(@.y) € X xR0 <y < f(x)}) € [0,o0]

Wir fassen das Lebesgue-Integral als Funktional .#y (X, A) — [0,00] mit f
Jx F'du auf.

Bemerkung. Da sicherlich { (z,y) € X xR |0 <y < f(z) } € A® A, die Menge also

jedenfalls messbar ist, ist das nichtnegative Lebesgue-Integral wohldefiniert.

Beispiel. Fir besonders einfache Funktionen ist der Bereich zwischen Graph und X-
Achse eine Figur (d.h. eine endliche Vereinigung von Quadern). In diesem Fall konnen

wir das Integral direkt angeben. Z.B. gilt fir A € A und x4 die charakteristische
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Funktion von A, dass
Joxadu= (ne 8) (A% (0,1)) = u(4) - B((0,1)) = p(A) - 1 = p(4)

Definition II.10 (Treppenfunktion). Sei (X,.A) ein Messraum und 7 € .#jy o €ine
messbare numerische Funktion. Wir nennen 7 eine Treppenfunktion g.d.w. 7 nur endlich
viele Werte annimmt, also g.d.w. n € N, ay,...,a, € [0,00] und Ay,..., A, € A mit

X = p_q Ay existieren, sodass 7 = Y74 ak - X4,

Satz I1.6 (Lebesgue-Integral, Treppenfunktion). Sei (X, .4, 1) ein Maraum und 7 €
M eine Treppenfunktion, d. h. wir findenn € N, a4,...,a, € [0,00] und 4;,..., 4, € A
mit X = Jj_; Ay, sodass 7 = 37, ai - xa,. Es gilt

du = / d LA
/XTM kZ::lakXXAku (ILA)

Beweis. Es folgt mit der Definition des nichtnegativen Lebesgue-Integrals, dass

/XTd,U:(PJ@ﬁl)({(IE,y)6X><]R|O<y<r(x)}):
:(#®ﬁl)({(a:,y)6X><R|O<y<zn:ak.XAk($)}):

k=1

= (p® B (U (z,y) GAkXR|0<y<ak})

=(p®ph) (O Ap X (Q%))) :iaiM(Ai):iak'/XXAkdﬂ

k=1

]

Lemma I1.7. Sei (X, A, 1) ein Mafiraum. Das Integral auf nichtnegativen Treppenfunk-

tionen besitzt folgende Eigenschaften:

(i) Linearitét, d.h. fir Treppenfunktionen 7,7y € .#y ) sowie a, 3 € [0, 0o] gilt
/ (an%—ﬁ@)duza-/ Tldu+ﬁ-/ To dp
X X X

(ii) Monotonie, d.h. fiir Treppenfunktionen 71,75 € Ao mit 7 < 7o gilt
/ idp < / Todp
X X
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Satz I1.8 (monotone Konvergenz, B. Levi). Sei (X, A4, 1) ein Mafiraum und eine punkt-
weise schwach monoton steigende Folge (f,)nen € (///[0700})1\] nichtnegativer messbarer

numerischer Funktionen, d.h. fir alle x € X und n,m € N mit n < m gilt, dass

fn(z) < fin(z). Es gilt
i (f fnan) = [ (i ) a

Anschaulich kénnen also Integral und Limes vertauscht werden.

Beweis. limy, o0 fr 1 X — [0,00] € My~ ist iiberall definiert. Dabei gilt

[y [0<y < ful@)} 7 { (@) [0<y< lim fu(2)}
fiir n — oco. Aufgrund der Stetigkeit des MaBes u ® 3! von unten gilt dann also

lim </andu) = lim (u@ ) ({ (1) € X xR0 <y < fu(z) }) &

2 (e p)(lim (@) e X xRI0<y<f)}) =

— (e ) ({(ey) € X xR0 <y < lim ful@)}) = [ (Jim £.) dn
n—o0 X n—oo
wobei die Stetigkeit von unten explizit bei (x) verwendet wurde. O

Bemerkung. Eine solche Konvergenzaussage gilt nicht ohne Monotonievoraussetzung.
Sei beispielsweise (A,),en € AY eine Folge paarweise disjunkter messbarer Mengen.
Dann gilt x4, — 0, [x x4, du kann aber eine beliebige Folge sein. Verzichten wir auf
die Monotonievoraussetzung, gilt jedoch noch eine Ungleichung. Diese gilt ganz allgemein

und auch ohne Konvergenzannahmen.

Satz I1.9 (Lemma von Fatou). Sei (X, A, p) ein Mafraum und (f,)nen € (Ao,00)"

eine Folge nichtnegativer messbarer numerischer Funktionen. Es gilt

J. (it £ ) dpe < tinnint ([ g
Beweis. Seien m,n € N, mit n < m. Es gilt infy>, fr < fn. Mit der Monotonie des
Integrals folgt dann [y (infg>, fr) dp < [y fim du. Hieraus folgt weiter

/X (égﬁfk) du < Igzlg/xfk dp
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Wegen infy>,, fr / liminf, . f, folgt mit dem Satz der monotonen Konvergenz

[ (1) |, ()

Fiir die rechte Seite der Ungleichung gilt

ot ([ ) i (] o0

Fiihrt man nun den Grenziibergang n — oo auf beiden Seiten der Ungleichung durch,

so erhalt man
 (mint gui) < it ([ 50
O

Mithilfe der Konvergenzresultate kénnen wir die Linearitdt des Integrals von nichtne-
gativen messbaren Treppenfunktionen auf beliebige nichtnegative messbare Funktionen

verallgemeinern.

Lemma I1.10. Jede nichtnegative messbare Funktion ist der monotone Grenzwert ei-
ner aufsteigenden Folge von Treppenfunktionen. D.h. | ist (X,.A4) ein Messraum und
[ € M) eine nichtnegative messbare Funktion, so existiert eine aufsteigende Folge

(Tn)nen € (Mp,00))" von Treppenfunktionen, sodass 7, / f.

Lemma II.11. Sei (X, A, p) ein Mafiraum. Das Integral nichtnegativer Funktionen hat
folgende Eigenschaften:

(i) Linearitdt, d.h. fiir nichtnegative messbare Funktionen f,g € [y sowie
a, € [0, 00] gilt

/ (Oéf+ﬁg)du=a-/ fdwrﬁ-/ gdp
X X X
(ii) Monotonie, d.h. fiir nichtnegative messbare Funktionen f, g € #jg o mit f < g

| rans< [ gan

Beweis. (i): Nach Lemmal/|II.10|finden wir Folgen (7{9),cn, (7{2),en € (Mo,00) (X, AN,

n

gilt

sodass 7(!) 2 f und 7(2) 7 g. Fiir jedes n € N gilt aufgrund der Linearitit des Integrals
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auf Treppenfunktionen (Lemma |I1.7), dass

f or 4 prP)dp=a- [ ol dut s [ 7P
X ¥ .

Wegen arlV) + gr® A af + Bg sowie 70 2 f und 72} g folgt mittels des
Satzes der monotonen Konvergenz |I1.8] dass [y ( (1) —I—BTQ) S Ix(af + Bg)du
sowie [y 70dp & [y fdu und [y 7P dp 2 [y gdu. Fithren wir also bei der obigen

Gleichung auf beiden Seiten einen Grenziibergang durch, erhalten wir

/X(Ozf+ﬁg)du=a-/xfdﬂ+ﬁ-/xgdﬂ

(ii): Nach Lemma I1.10| finden wir wieder Folgen (7{"),en, (7)) nen € (Ao o (X, AN,

n ’VL

sodass 7! 7 f und 72 7 g. Gelte 0.B.d. A. fiir alle n € N, das 7(Y) < 7(3). Sonst
wahlten wir einfach entsprechende Tellfolgen Aufgrund der Monotonie des Integrals auf
Treppenfunktionen (Lemma [[1.7) gilt [y 7V du < [y 73 du fiir alle n € N. Mit dem
Satz der monotonen Konvergenz _folgt dann

_ (1)
/fd,u / (nhn%oT >du nhrr})o </X T, d,u> <

]

I1.2.2. Integral allgemeiner numerischer Funktionen

Im Folgenden soll das Integral allgemeiner numerischer Funktionen definiert werden. Da-
fiir muss der Definitionsbereich aber geeignet beschrinkt werden. Es muss sichergestellt

werden, dass die positiven und negativen Beitrage jeweils nicht unendlich sind.

Definition II.11 (1-Norm). Sei (X, A, p) ein MaBraum und f € .#% eine messbare

numerische Funktion. Wir definieren die 1-Norm von f durch
1Al = [ A= [ prdu+ [ £ du
X X X
Bemerkung.

(i) Da || f|| € A, ist || f||; wohldefiniert.
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(ii) Die 1-Norm bildet auf dem Raum .#g der messbaren numerischen Funktionen
keine Norm im eigentlichen Sinne. Auf geeigneten Unterrdumen wird die 1-Norm

jedoch wirklich eine Halbnorm bzw. eine Norm bilden (s. u.).

Definition II.12 (p-Integrierbarkeit). Sei (X, A, 1) ein Mafiraum und f € . f heifit
p-integrierbar g.d. w. || ], < oo.

Bemerkung. Esgilt f = fT— [~ [fl=/fT+f und 0 < f*, f~ < |f]. Also folgt aus
der p-Integrierbarkeit von f auch die u-Integrierbarkeit von f* und f~.

Definition I1.13 (Lebesgue-Integral, allgemein). Sei (X, A, 1) ein Mafiraum und f €
AMz. Das Lebesgue-Integral von f ist definiert als

[oran= [ rrau= [ ap= s, - |, 1LE)

Bemerkung.

(i) Dies ist konsistent mit der bisherigen Definition des Integrals auf .#y .
(i) Esgilt |[x fdul == = 171D < I+ 171 =1L

Notation II.14. In manchen Féllen ist es sinnvoll, in der Notation des Lebesgue-

Integrals das Argument der zu integrierenden Funktion mitanzugeben. Wir setzen daher
[ f@)du(@) = [ rap
X X

Definition I1.15 (u-Quasiintegrierbarkeit). Sei (X, A, i) ein Mafiraum und f € #5.

Wir nennen [ p-quasiintegrierbar g.d.w. f* oder f~ integrierbar ist.
Beispiel. Alle Funktionen f € .#|y ) sind quasiintegrierbar.

Lemma I1.12. Sei (X, A, p1) ein Maraum, C' > 0 und f € .#5 eine durch C beschrank-
te messbare numerische Funktion, d.h. gelte |f| < C. Habe zudem die Trigermenge
endliches Maf}, d. h. gelte u({ f # 0 }) < oo, so ist f integrierbar.

Beweis. Es gilt |[f|l, < (sup|f]) - n({f#0}) <C-u({f#0}) <oo =

Korollar I1.13. Sei (X, T) ein topologischer Raum und (X, Z(X), 1) ein MaBraum, in
dem zu jedem z € X eine offene Umgebung U von x existiert, sodass u(U) < oo. Ist

[ € My stetig und sei die Tragermenge { f # 0 } kompakt, so ist f integrierbar.
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Korollar II.14. Auf dem Mafraum (R? %%, 3%) sind stetige Funktionen mit kompak-
tem Trager { f # 0 } integrierbar.

Beweis. Nach dem Satz von Heine-Borel sind Kompakta beschrinkt, haben also insbe-

sondere endliches \%-Maf3. Weiters haben stetige Funktionen von Kompakta beschrinktes
Bild. Mit Lemma [I1.12] folgt die Behauptung. O]

09. Dezember 2019

Definition I1.16 (Lokalisierung, Integral; Integral auf Teilmengen). Sei (X, .4, ) ein
MafBraum, f € .#g integrierbar, A € A sowie Al4 die Spur-o-Algebra und p|4 die
Einschrankung von p auf A|4. Wir definieren die Lokalisierung [, f dp des Integrals

Jx fdp durch
[ rani= [ xardu= [ fladpla
A X A
und nennen sie das Integral von f auf der Teilmenge A.

Lemma II.15. Sei (X, A, n) ein Mafiraum, f € 45 integrierbar und N € A eine
pu-Nullmenge, d.h. u(N) = 0. Es gilt [y fdu = 0.

Beweis. Sei zunéchst f > 0. Wegen { (z,y) e N xR |0 <y < f(z) } € N xR und der
Monotonie des ProduktmaBes p ® (5 gilt

/Nfdu:(u@)ﬁl)({(x,y)eNxR]O<y<f(a:)})g
< (4@ BN x B) = u(N) - BA(R) =000 = 0

Sei nun allgemein f € .#g integrierbar. Dann gilt also

/Nfd#:/NI:d,u—/Ni;dM:O_O:O
>0 5

]

Definition I1.17 (u-fast tiberall, p-fast alle). Sei (X, .A, u) ein Maraum und E eine
Eigenschaft. Wir sagen FE gilt fiir p-fast alle Punkte von X bzw. p-fast iiberall g.d. w.
eine u-Nullmenge N € A existiert, sodass E fir alle z € X \ N gilt.
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Definition I1.18 (u-fast-Ubereinstimmung). Sei (X, A, u) ein Maraum. Wir definieren
eine Aquivalenzrelation =, mit f =, g g.d.w. f(z) = g(z) fir p-fast alle z € X gilt,
also g.d. w. eine y-Nullmenge N € A existiert, sodass f(z) = g(x) fur alle X \ N gilt, fiir
alle f,g € A% Wir bezeichnen mit ///R/:# den R-Vektorraum der Aquivalenzklassen

der p-fast tiberall iibereinstimmenden messbaren numerischen Funktionen.

Lemma II1.16. Seien (X, A, i) ein Mafiraum und f, g € .4 messbare numerische Funk-
tionen mit f =, g. Es gilt:

(i) [Ifll; = llgll;, also ist insbesondere f p-integrierbar g.d.w. g p-integrierbar ist.

(ii) Sind f, g p-integrierbar, so gilt

/deuz/xgdu

Beweis. (i): Per Annahme ist { f # g } eine p-Nullmenge. Es gilt

11 = [t s=orf + xesrar S|, = |xer=or |, + |xszor ], =
=0
= |xcr=aral, + |xir2019] = |Xt =01 ] + X0 1203 £, = lglly
| —

=0

(ii): Seien f, g p-integrierbar. Es gilt f* =, ¢t und f~ =, ¢, also mit (i)

foaw= 1l = Lo, - o), = f, o

]

Lemma II.17. Sei (X, A, p) ein Mafiraum, f,g € .#z und o € R. Dann hat die 1-Norm
|||, folgende Eigenschaften:

(i) positive Semidefinitheit, d.h. es gilt f =, 0 g.d.w. || f||; = 0.

(ii) positive Homogenitat, d.h. ||a- f]|; = |e| - || f]|;- Wir verwenden dabei die Kon-

vention 0 - oo = 0.

(ili) Dreiecksungleichung, d.h. [[f+gll; < ||fll; + |lgll;- Hier bezeichnet f + g eine
Funktion, die p-fast tiberall mit der p-fast iiberall definierten Summe f + g iiber-

einstimmt.
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Beweis. (i): Nach Lemma|I1.16|folgt aus f =, 0, dass || f||, = ||0]|; = 0. Sei umgekehrt
| fll; = 0. Wir betrachten den Absolutanteil |f|. Es gilt fir alle n € N die Ungleichung

X{lfziy < | f| und weiter durch Integrieren, dass

M({fZi} /X{\f|> }d#</ fhdp=n- /|f|d,u—n 1f]l, =0

—0

Wegen UneN{ fl>2 } =Unen{|1f| >0} ={f #0} und der Stetigkeit von unten des
Mafes p folgt also u({ f #0}) =0,d.h. f =

(ii) folgt aus der Linearitat, speziell aus der positiven Homogenitét, des Integrals nicht-
negativer Funktionen (Lemma [II.11)), denn es gilt

loc £l = 11Ce- )TN+ (e )71 = llled - fTI + Nl - £ =
= [Gal-rHydu+ [ (al- fyan=lal- [ frdu+lal- [ f~an=
=fol- ([ £ aut [ = du) = lal- (17 + 177 ) = ol - 11,
(iii): Wir finden eine p-Nullmenge N C X, sodass f + g iberall auf X \ N definiert
ist. Dort gilt die Dreiecksungleichung |f + g| < |f| + |g| in R beziiglich des euklidischen
Abstands, d.h. fir alle v € X \ N gilt [(f+g)(z)| < |f(z)] + |g(x)|. Aufgrund der

Linearitét, genauer der Additivitédt, und der Monotonie von Integralen auf nichtnegativen
Funktionen (Lemma [II.11) folgt

/ |f+g|du§/ Ifldu+/ lg| dp
X\N X\N X\N

Sei h € /g eine integrierbare Funktion. Es gilt || = xx\n |h| + xn |h|. Mit der
Linearitdt des Integrals nichtnegativer Funktionen (Lemma |II.11), und, weil N eine
u-Nullmenge ist, folgt dann

[l = [ Goew 0]+ B dpr = [ e il da+ [ bl dp =

= [ nldut [ pldu= [ (pl
X\N N X\N
=0
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Also gelten die Gleichheiten [\ |f + gl du = [x |f + gl dp, [x\y |f[dp = [x |f|dp und
Jx\w gl dp =[x g dps, somit also mit der obigen Ungleichung

Jof+gldn< [ 1ftan+ [ lgldp
X X X
O]

Lemma II.18. Sei (X, A, ), und f € A5 p-integrierbar. Es gilt u({ |f| =00 }) = 0.

D. h. p-integrierbare Funktionen nehmen p-fast iiberall endliche Werte an.

Beweis. Sein € N. Es gilt u({|f| >n}) < [x Xqif1zn) 2 dp =L || f]l,. Es folgt

n

p{ fl=00}) =p( lim {|f|>n})= lim p({[f|>n}) < lim i-nful:o

n——aoo n—aoo n—:aoo

]

Definition I1.19 (Raum der endlichwertigen p-integrierbaren Funktionen). Sei im Fol-
genden (X, A, 1) ein Mairaum. Nach dem letzten Lemma verlieren wir keine In-
formation beim Betrachten des Integrals auf lediglich endlichwertigen Funktionen. Wir
nennen £'(X, A, u) C Mz(X, A) den Raum der endlichwertigen p-integrierbaren Funk-

tionen auf X. Falls klar ist, welcher Mafiraum gemeint ist, setzen wir £' := £1(X, A, ).

Korollar I1.19.

(i) Die 1-Norm |||, : £' — [0, 00) ist eine Halbnorm. Zur Norm fehlt die strikte
Positivitét.
(ii) £' C 5 ist ein Untervektorraum beziiglich der punktweisen Addition und Ska-

larmultiplikation, also insbesondere selbst ein R-Vektorraum.

Bemerkung. Die Halbnorm |[|-||, auf £' liefert eine translationsinvariante Pseudometrik
d auf £' gegben durch d(f,g) := ||f — g||, fur alle f,g € £ ||-||, ist nicht strikt positiv,
da fiir Funktionen i € £', die nur auf y-Nullmengen ungleich 0 sind, sicherlich |||, = 0
gilt. Somit kénnen auch verschiedene Funktionen f, g € £' Abstand 0 haben, denn z. B.,
falls g := f + h, mit h wie vorher, d.h. h # 0 und ||h|, = 0, dann ist d(f, f + h) =
If =+ M)y = [[rll, =0.

Lemma I1.20. Sei (X, A, p) ein Mafiraum, n € N, Ay,..., A, € A paarweise disjunkt,

und f € 4. flU’.L_lAi ist u|U@_1Ai—integrierbar g.d.w. fir jedesi € {1,...,n} fla,
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| a,-integrierbar ist. In diesem Fall ist

Jor

i=1

Aifdu:g;</Aifdu>

Beweis. Es gilt x| 4, = 2iZ1 Xa,, somit also ft= XU’,L_lAier =>", xa,f" und auch
fm= XUTLIAifi = > xa,f . [ ist genau dann p-integrierbar, wenn f* und f~ p-
integrierbar sind, also g.d.w. fir alle : € {1,...,n} xa,fT und xa,f~ p-integrierbar

sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn fir alle ¢ € {1,...,n } die Funktionen f7|4,

und f7|Ai 2

4;-integrierbar sind.

Sei nun f p-integrierbar. Dann gilt mit der Linearitit des Integrals auf nichtnegativen
Funktionen (Lemma [II.11)

/U" A-fd'u:/XxuyzlAifd'u:/XXU?:lAif—i_dH_/XXU:;Aif_ dy —

=171

:/X@;Xmﬁ)du—/){(gmf)duzii;(/)(xA,.f*du)—i(/XMfdu>:

n

=Z</X><Aif+du—/xmfdu> :iz:;(AXAifdﬂjzg(Aide)

=1

O

Satz I1.21. Sei (X, A, i) ein Mafiraum. Das Lebesgue-Integral £' — R, f — [ fdpu
besitzt folgende Eigenschaften:

(i) Linearitit, d.h. fiir f,g € £! und «, 3 € R gilt
/ (Oéf+ﬁg)du=a-/ fdwrﬁ-/ gdp
X X X

(ii) Monotonie, d. h. fiir f,g € £' mit f < g gilt

[ ran< [ gan

iii) 1-Lipschitz-Eigenschaft, d.h. fir f,g € €' gilt
(iii) g g g

’/deu—/ngu‘SHf—ng
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Beweis. (i): Gelte 0.B.d. A. a > 0. Es gilt (af)™ = af" und (af~) = af~, somit also
|(af)*]l, = a-||fT]], und || (af) ||, = a-||f~ ||, aufgrund der positiven Homogenitat der

1-Norm. Demnach ist [x oof dp = [laf ¥ ||y = llaf~|ly = - (If Tl = 7 M1) = e Jx fdp.
Das Integral ist also homogen.

Es bleibt die Additivitdt zu zeigen. Es gilt

X={f920}u{fg<0}u{f=209<0}tu{f<0,9=0}

Wegen Lemma gilt die Additivitat auf X g.d.w. sie auf allen partitionierenden
Teilmengen gilt. Die Additivitédt ist klar, falls die Vorzeichen von f und ¢ gleich sind,
d.h. f,g > 0bzw. f,g < 0. Es bleibt der Fall verschiedener Vorzeichen zu zeigen. Gelte
0.B.d.A. f > 0 > ¢g. Da wir die Teilmenge weiter partitionieren diirfen, kénnen wir
annehmen, dass auch f+ ¢ ein Vorzeichen hat. Sei 0. B.d. A. f+ g > 0. Die Behauptung
folgt dann ebenfalls aus der Additivitdt des Integrals auf nichtnegativen Funktionen,

denn f + g < f ist integrierbar und es gilt

/X(f+g)du=/(f+g d,u—/gdu—i—/gd,u:
—/ (f+9) dﬂ"’/ dM+/ng / (f+9)— d,u—i—/ng,u:

Z/deuﬂL/ngu

Also ist das Integral auf £! linear.

(ii): Die Monotonie folgt aus der Additivitét, denn, falls f < g, so gilt g = f + (g9 — f)
mit g — f > 0. Also ist wegen der Linearitit

/nguz/deuﬂL/X(g—f)duz/deu
| A —

>0

(iii): Die 1-Lipschitz-Eigenschaft folgt aus der Linearitét (i) und der Monotonie (ii), denn

(/ fdu— /gdu> / +(f—9)du<|f -yl

<\f gl

es gilt
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12. Dezember 2019

Definition I1.20 (L'-Raum). Sei (X, A, 1) ein Mafiraum. Wir definieren den L'-Raum
durch

1 1
LA = & A S EXAR L e 4 F =0

Falls klar ist, welcher MaBraum gemeint ist, setzen wir L' := L1(X, A, ).

Bemerkung. Nach Lemma|ll.18nehmen p-integrierbare Funktionen p-fast iiberall end-
liche Werte an. Jede Aquivalenzklasse a € ‘///@/:M hat demnach einen Repréasentanten
[ € Mg, sodass also [f] = a. Somit gilt

1

=%, ={e, |Ifl, <o} ={Ifle D=, | Ifl, <o}

Definition II.21 (1-Norm, L'). Sei (X, A, i) ein MaBraum. Wir definieren die Abbil-
dung |||, : LY(X, A, ) — [0,00) durch ||a]|, := ||f]|, fir alle a € L*(X, A, u) und
[ € £YX, A, u), sodass a = [f], wobei mit || f||, die 1-Norm der Funktion f gemeint ist.
Wir nennen ||-||, dann die 1-Norm auf L'(X, A, u).

Definition I1.22 (Lebesgue-Integral, L'). Sei (X, A, ) ein Mafiraum. Wir definieren
das Lebesque-Integral auf L' als Funktional L'(X, A, 1) — R gegeben durch

/XadM::/deu

fir alle a € L' und f € £1(X, A, u), sodass a = [f].

Satz 11.22. Sei (X, A, p) ein Mafiraum. Es gelten die folgenden Aussagen:

(i) L' ist auf natirliche Weise ein R-Vektorraum. Genauer ist L' C ‘///@/:M ein Un-

tervektorraum.
(i) Die 1-Norm ||-||, auf L' ist wohldefiniert und eine Norm.

(ili) Das Lebesgue-Integral ist wohldefiniert und 1-lipschitz beziiglich |||, .

Beweis. (i): {fe L'|f=,0} C £' ist ein Untervektorraum. Also ist die Menge
Lol . N . . I ]
L=~/ (feg'|f=,0} als Quotient zweier R-Vektorraume wieder ein R-Vektor

raum, genauer ein Untervektorraum von '///R/:u.
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(ii): Die Wohldefiniertheit folgt daraus, dass zwei Reprisentanten f,g € £' von a € L'
p-fast iberall gleich sind, d.h. f =, ¢g. Nach Lemma gilt dann ndmlich auch
|f1l; = llgll,- Die Halbnormeigenschaften von ||-||, auf £' iibertragen sich auf ||-||, auf
L'. Per Konstruktion ist die 1-Norm auf L' jedoch sogar positiv definit. Ist namlich
a € L' und f € £, sodass a = [f] und ||a||, = 0, so ist 0 = ||a||, = ||f]l,, also f =, 0.

Also ist a = [f] = [0] = 0. ||-||, ist also positiv definit und somit eine Norm.

(iii): Die Wohldefiniertheit folgt wieder daraus, dass zwei Représentanten f, g € £! von
a € L' p-fast iiberall gleich sind. Dann ist ndmlich nach Lemmaauch Jx fdu =
Jx gdpu. Die 1-Lipschitz-Eigenschaft folgt aus der 1-Lipschitz-Eigenschaft des Integrals
auf £! (Satz[[1.21). Sind némlich a,b € L' und f, g € £', sodass a = [f] und b = [g], so

gilt
[oaan— [ vau|=|[ rau~ [ gan <t =gl =lla b,
X X X X

Bemerkung.
(i) Der normierte Vektorraum (L, ||-||,) ist vollstindig (Riesz-Fischer, 1907) (s.u.).

(ii) Die Monotonie des Integrals driickt sich darin aus, dass es auf dem homogenen kon-
vexen Kegel der Aquivalenzklassen nichtnegativer Funktionen nichtnegative Werte

annimmt.

Definition I1.23 (u-fast iiberall messbar, u-fast tiberall integrierbar). Sei (X, .A, i) ein
MaBraum und f : X — R eine numerische Funktion. Wir nennen f p-fast diberall mess-
bar g.d.w. f p-fast iberall mit einer messbaren Funktion iibereinstimmt, d.h. g.d. w.
eine Funktion g € .#% existiert, sodass f =, g. Analog nennen wir f pu-fast diberall
integrierbar g.d.w. f p-fast iiberall mit einer integrierbaren Funktion iibereinstimmt,

d.h. g.d. w. eine Funktion g € £ existiert, sodass f =, g.
Wir kénnen das Integral auf p-fast tiberall integrierbare Funktionen verallgemeinern.

Definition I1.24 (Lebesgue-Integral, p-fast tiberall integrierbare Funktionen). Sei im
Folgenden (X, A, ) ein Mafiraum und f : X — R pu-fast tiberall integrierbar, d.h. sei
g € £' sodass f =, g. Wir definieren dann das Integral von f durch [y fdu := [y gdp.
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I1.2.3. Integral vektorwertiger Funktionen

Das Integral C- oder allgemein vektorwertiger Funktionen werden wir komponentenweise

durchfithren und somit auf das Integral R-wertiger Funktionen zurtickfithren.

.....

.....

Sei v € V. Dann kann v geschrieben werden als v = > | ef(v) - ¢;.

Seien f: X — V und a = (aq,...,a,) € V* Abbildungen. Dann gilt f = >, el (f)-e;
und oo = Y7, o - €. Fiir die Abbildung a(f) =« o f: X — R gilt dann

a(f) = i (ef o f) = Zaz e;

Definition I1.25 (Messbarkeit, vektorwertige Funktion, Raum der messbaren vektor-
wertigen Funktionen). Sei (X, A, ) ein MaBiraum, n € N und V' ein n-dimensionaler
g.d.w. fur alle « € V* die Funktion a(f) = ao f : X — R messbar ist, bzw. dquivalent
dazu, dass fiir alle i € {1,...,n} die Funktion e;(f) = e; o f, also die i-te Kompo-
nente von f, messbar ist. Wir definieren weiter .#y (X, A, n) den Raum der messbaren

V-wertigen Funktionen.

Definition I1.26 (1-Norm, vektorwertige Funktion; p-Integrierbarkeit, vektorwertige
Funktion, Raum der pu-integrierbaren vektorwertigen Funktionen). Sei (X, A, p) ein
Mafraum, n € N und (V,|[]-||;/) ein normierter n-dimensionaler R-Vektorraum. Wir

definieren die 1-Norm ||-||, : 4y — [0, 00) durch

£l = [ £l dn

fur alle f € .#y. Wir nennen f € 4y p-integrierbar g.d.w. || f||; < oco. Wir definie-
ren weiter den Raum £3,(X, A, n) der p-integrierbaren V -wertigen Funktionen. Ist klar,

welcher Mafiraum und welcher Vektorraum gemeint ist, so setzen wir £}, := £{,(X, A, p).

Bemerkung. Die Norm ||-||;, auf V' kann beliebig gewéhlt werden, da auf dem endlich-

dimensionalen Vektorraum V alle Normen aquivalent sind.
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Lemma II.23. Sei (X, A, p) ein Mafiraum, n € N und (V,|-||;;) ein normierter n-

.....

Aussagen aquivalent:

(i) fesgy
(ii) fir alle @ € V* gilt a(f) € £
(iii) fir allez € {1,...,n} gilt ef(f) € £

Beweis. (i)« (iii): Aufgrund der Aquivalenz der Normen auf V kénnen wir o.B.d. A.
annehmen, dass ||-||,, die 1-Norm beziiglich der Basis (e;) ist, d.h. , dass fir alle v € V
und vy, ...,v, € R, sodass v = Y1 v; - e, gilt, dass ||v]|,, = |25, vi - el = X il
Dann ist also || f||; = X0, |lef(f)]l, und somit gilt die Aquivalenz der Aussagen (i) und
(ii).

(ii)<(iii): Sicherlich ist (iii) eine Spezialisierung von (ii), d.h. es gilt (ii)=-(iii). Ande-
rerseit ist, da £! ein Vektorraum ist, a(f) = 37, a; - e (f) € £! als Linearkombination
von Abbildungen e} (f) € £. Also gilt auch (ii)=-(iii). O

Korollar I1.24. £}, ist ein Vektorraum.

Wir wollen nun das Integral auf dem Raum £{, konstruieren. Wir betrachten das lineare
Funktional ¢ : V* — R gegeben durch o — [y a(f)dpu. Es gilt also ¢ € (V*)*, d.h.
¢ liegt im Bidualraum von V. Da V' endlichdimensional ist, ist V' = (V*)* mit dem
natirlichen Isomorphismus v — (a — «a(v)), wobei mit a — a(v) die Funktion gemeint
ist, die ein o € V* auf a(v) abbildet.

Es gibt also einen eindeutigen Vektor w € V, sodass [y a(f)du = a(w) fir alle a € V*.

Definition II.27 (Lebesgue-Integral, vektorwertige Funktion). Sei (X, .A, p) ein Ma§-
raum, n € N und (V, [|-||,,) ein normierter n-dimensionaler R-Vektorraum. Ist f € £},

so definieren wir das Lebesgue-Integral von f durch

/deu::w

wobei w € V der eindeutig bestimmte Vektor ist, sodass [y a(f)du = a(w) fir alle
acV”.

Lemma II.25. Sei (X, A, p) ein Mafiraum, n € N und (V,||-||,,) ein normierter n-

,,,,,
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das Lebesgue-Integral von f explizit angeben, denn es ist

fofan=3( [ a0 -«

Beweis. Es gilt

/deﬂzgf?(/xfdu)-ei=§(/xe:<f>du)-ei
[l

Beispiel. Wir kénnen C als R-Vektorraum auffassen. Sei dann f € £} eine C-wertige

integrierbare Funktion. Es gilt somit

[ fau= [ Re(ydu+i [ tm(f)d

I1.2.4. Vergleich mit Integral auf Regelfunktionen

In Analysis I wurde das Integral [’ f(z)dz fiir Regelfunktionen f : [a,b] — R ein-
gefiihrt. Wir analysieren im Folgenden den Zusammenhang zwischen dem Integral auf

Regelfunktionen und dem Lebesgue-Integral.

Proposition I1.26. Seien a,b € R, a < bund f : [a,b] — R eine Regelfunktion. Dann
ist f Bl-integrierbar und es gilt

b
o 1
/a f(x)de = /Mf df | [a)

Beweis. Beide Integrale stimmen iiberein flir charakteristische Funktionen von Inter-
vallen, d.h. fir ¢,d € R mit a < ¢ < d < b gilt f;’ Xieq (z) dr = f[a,b] Xle,q dpt. Die
Linearitdat beider Integrale impliziert nun die Gleichheit der Integrale fiir Treppen-
funktionen, die Linearkombinationen charakteristischer Funktionen, d.h. fir n € N,
A1y ..y pybyy by ey cp € Rmit by < ¢ fiir alled € {1,...,n} und einer Trep-

penfunktion 7= >7" | a; X, ¢, gilt

/[b]Tdﬁll[a,b} :Z(/[ b X 48" ot) = 3 / X (2) do) :/ Te)de
a, =1 7% =1 ‘
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Sei nun f eine Regelfunktion. Die Existenz der einseitigen Limites lim, »,, f(x) und
lim, ., f(x) fir alle zy € [a, b] ist dquivalent zu gleichméaBigen Approximierbarkeit von
f durch Treppenfunktionen. Sei also (7, ),en eine Folge solcher speziellen Treppenfunk-
tionen, die f gleichméfig approximieren, d. h. 7,, — f. Per Definition des Integrals von

Regelfunktionen gilt dann

/aan(a:) dr — /abf(x) dz

Andererseits gilt fiir Lebesgue-Integrale:

<

< [\ =7l 8 < b= al -sup | f =] " 0

ag' ~ [ mdd
/[a,b]f b [a,b]T 8 |[ )

d. h. f[a,b} T dB [y — f[a’b] fdp 4. Hierbei wurde im ersten Schritt die Linearitét
und am Ende die Tatsache, dass fiir n — oo ndmlich sup |f — 7,,| — 0 gilt, verwendet.

Dies impliziert wiederum, dass die Grenzwerte der Integrale gleich sein miissen, d. h.

b b
1 L L o B
/[a,b] f a8y = fim_( /[a,b] 70 dB'liay) = lim_( / Tu(2) dz) = / fz)dz

]

Notation I1.28. Seien a,b € R mit a < b. In Anbetracht der Resultate von Pro-
position [[1.26|setzen wir auch fiir allgemeine Lebesgue-Integrale messbarer Funktionen

f € Mx([a,b], Bap), Biai)
b b
._ ._ 1
/a fdz .—/a f(z)dx = /[a,b}fdﬂ la.]

Auch uneigentliche Integrale, d.h. Integrale iiber nichtkompakten Intervallen sind vom
Lebesgue Integral erfasst. Dafiir verallgemeinern wir die Approximation durch Treppen-

funktionen.

Definition I1.29 (Treppenfunktion, verallgemeinert). Sei (X, .4, ) ein MaBiraum. Wir
nennen eine Abbildung 7 € .#% eine verallgemeinerte Treppenfunktion g.d.w. Folgen
(Ad)ien € AY und (a;)ien € R existieren, sodass 7 = Y%, a; - xa,. D.h. wir erlauben

bei verallgemeinerten Treppenfunktionen auch abzéhlbar viele Treppen.
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Proposition I1.27. Seien a,b € R mit a < bund f € #z((a,b), B*|(ap), 5'](ap))- Dann
ist f B'|(ap-integrierbar g. d. w. das uneigentliche Integral f; f(x) dz absolut konvergiert.
In diesem Fall gilt

b b
r)dr = lim / r)dx) = lim dla,,:/ dst .
[ r@de= dim ([ f@ydn) =t ([ Fa8es) = [ Fa5 w

I11.3. Konvergenzsatze

Im Folgenden sollen die Konvergenzresultate fiir nichtnegative Funktionen (Satz der
monotonen Konvergenz Lemma von Fatou verallgemeinert werden. Es sollen
Situationen identifiziert werden, in denen Integration und Limesbildung kommutieren.
Um von punktweiser Konvergenz auf Konvergenz der Integrale schlieflen zu kénnen,
missen wir Funktionen gemeinsam lokalisieren, d. h. die ,,Integrationsmasse* darf nicht

in die Unendlichkeit wegwandern.

Satz I1.28 (majorisierte Konvergenz, Lebesgue). Sei (X, A, ) ein MaBraum und
(fu)nen € (Ag)N eine Folge messbarer Funktionen, sodass f, — [ € gz p-fast
iiberall. Existiert eine p-integrierbare absolute Majorante g € g N £ filr alle f,,,
d.h. gilt | f,| < g p-fast iberall fiir alle n € N, so ist f p-integrierbar und es gilt

s ([ ducn) = [ Jim f.) d

Beweis. Wir konnen o.B.d. A. annehmen, dass die Eigenschaften auf dem gesamten
Definitionsbereich X gelten und, dass alle Funktionswerte von (f,), f und g endlich

sind. Wir koénnen sonst nadmlich (f,,), f und g auf p-Nullmengen geeignet abéndern.

Wegen |f,| < ¢ fir alle n € N gilt auch |f| < g. Wir erhalten ||f,|/; < |lg|l; < oo und
1 fll; < llgll < oo, d.h. f und f, sind integrierbar fiir alle n € N.

Es genitigt zu zeigen, dass lim,, (fX(fn - du) = 0. Dann kénnen wir auch 0. B.d. A.
annehmen, dass f = 0, d.h. f,, — 0 p-fast iiberall. Da das Vorzeichen ebenfalls keine

Rolle spielt, konnen wir auch noch o.B.d. A. annehmen, dass f,, > 0 fir alle n € N.

Da f, — O und f,, > 0 fiir alle n € N kénnen wir zusétzlich noch o. B.d. A. annehmen,
dass f, N\, 0, d.h. | dass (f,) monoton fallend ist. Sonst konnen wir einfach zu einer
monotonen Teilfolge iibergehen. Da f,, < g, also g—f,, > O fiirallen € Nund g—f,, — ¢

fir n — oo, kénnen wir den Satz der monotonen Konvergenz anwenden und wir
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erhalten

/ng“_él%uxf”d“) :JLIEO(/X@_fn)d“) :/)((Jgfgo(g—fn))duz/xgdu
d.h. Timy, oo (S fodpt) = 0. O

Beispiel. Ist die Voraussetzung, dass eine absolute Majorante g € £! existiert, sodass
|f| < g p-fast iberall, so ist sind Integral- und Limesbildung i. A. nicht vertausch-
bar. Betrachten wir namlich die Folge (X{nn+1])nen € (///@)N . Wir sehen, dass fiir alle
n €N [y Xpnt1dp =1 < 0o gilt, also X1 € £'. AuBerdem konvergiert (xpm, 1))

punktweise, denn es gilt lim,, o X{n,nt1) = 0. Allerdings ist

Jim ([ Xy din) =1#0= [ 0du= [ (lim xguoe) dp
Es gibt jedoch keine integrierbare Majorante, denn es gilt
min{ g € My ‘ Vn € N Xjnnt1) < g } = X[L,o]

und [y X[1,00) dpt = 00, also ist schon diese kleinste Majorante nicht integrierbar.

16. Dezember 2019

Korollar I1.29. Sei (X, A, 1) ein Mafiraum und (f,,)nen € (#z)" eine Folge messbarer
Funktionen, sodass f, — f € .#% p-fast tiberall. Existiert eine p-integrierbare absolute
Majorante g € My ) N L fir alle f,, so gilt lim, , || f» — fI|, = 0.

Beweis. Mit der Dreiecksungleichung gilt | f,, — f| < |ful +|f] < 2g € £! fiir alle n € N,
| fn — f| wird also absolut von einer integrierbaren Funktion majorisiert. Nach dem Satz
der majorisierten Konvergenz |II.28|gilt dann

lim || f, — fll; =

n—oo n—oo

lim (£, — )| = 1101, =0
[]

Aus dem letzten Korollar leitet sich ein weiterer natirlicher Konvergenzbegriff fir Funk-

tionenfolgen ab.
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Definition II.30 (Konvergenz im Mittel). Sei (X,A,p) ein Mafiraum sowie
(fu)nen € (LYY eine Folge integrierbarer Funktionen. Wir sagen, (f,,) konvergiert fiir
n — oo im Mittel gegen eine integrierbare Funktion f € €', g.d.w. ||f, — fll, — O

flir n — 0.

Satz II.30 (majorisierte Konvergenz, Reformulierung). Sei (X, A, ) ein Mafiraum und
(fu)nen € (Az)N eine Folge messbarer Funktionen, sodass f,, — f € .4 p-fast iiberall.
Existiert eine p-integrierbare absolute Majorante g € Ay N £ fir alle f,, d.h. gilt
|ful < g p-fast iberall fur alle n € N; so ist f u-integrierbar und (f,,) konvergiert im
Mittel gegen f, d.h. ||f, — f||; — 0 fiir n — 0.

Bemerkung. Umgekehrt impliziert die Konvergenz im Mittel jedoch nicht die punktwei-
se Konvergenz. Sei dazu (A,)nen € AV eine Folge messbarer Mengen, sodass
Ixa,ll; = p(4,) — 0 fir n — oo und Y72, pu(A4,) = oo, d.h. u(A4,) soll zwar
gegen 0 konvergieren, das aber so langsam, dass die Reihe noch bestimmt divergiert.
Dann konvergiert (xa,) zwar per Annahme im Mittel gegen 0, jedoch konvergiert (x4, )

nicht punktweise p-fast tiberall.

Fiir ein anderes, konkreteres Beispiel betrachten wir die Familie (I,,),en von Intervallen,
die fiir jedes n € N definiert ist durch

I, i= [271 (n — 20 271 (i — 21 4 7))

wobei wiederum i(n) definiert ist durch i(n) := max{ keN ’ 28 <n } I,,, ein Intervall
der Linge 27" durchliuft fiir i(n) < n < i(n + 1) das Einheitsintervall vollstindig,
d. h. U;(Zj(:l)) I, = [0, 1]. Die Intervalllinge nimmt im néchsten Zyklus um die Hélfte ab.
Insgesamt ist dann also

. . . o1
Jim [, = Jim [, AN = lim W (1) = lim o =0

X1, konvergiert also im Mittel gegen 0. Jedoch durchlauft 7, in jedem Zyklus das Ein-
heitsintervall vollstandig, x;, konvergiert in ganz [0, 1] demnach nicht punktweise gegen

0.

Satz I1.31. Sei (X, A, ) ein MaBraum und (f,)nen € (€YY eine ||-||,-Cauchy-Folge

integrierbarer Funktionen. Es gelten folgende Aussagen:

(i) (f.) konvergiert im Mittel gegen eine integrierbare Funktion f € £' d.h. es gilt
| fn. — fll; — O filr n — oo.
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(ii) Es existiert eine Teilfolge (fn,)ien von (f,), sodass (f,,) p-fast tiberall gegen eine

integrierbare Funktion f € £! konvergiert.

Beweis. Per Annahme gilt Ve > 0:3n € N:Vm € N3, : ||f, — full; < e. Wir kénnen

0.B.d. A. annehmen, dass fiir alle n € N und m € N, gilt, dass || f, — fm||; < 5+, denn

ansonsten konnen wir zu einer geeigneten Teilfolge iibergehen. Dann gilt auch

S o= futly £ 5r =D e~ 1= 1=
n=1 n—1 =0

r—1=1<o00
2

Wegen 334 | fo = frsi1| € Mo fiir allen € Nund 3500, [ f — faial /7 20 [ fa = fosal
ist somit wegen des Satzes der Monotonen Konvergenz S0 = fara] € £1 also
insbesondere Y0 |fn — fni1] < 0o p-fast iiberall.

Somit ist fi — fay1 = o1 (fn = fas1) < 202y [fo = faga| < oo p-fast iiberall. Somit
konvergiert auch (f,,) selbst p-fast iiberall, d.h. es gilt (ii).

Auflerdem gilt weiter wegen |fi1 — foi1| < Yr|fa — fora] fir alle n € N, dass

|fro1l < Al + 25 | fo + fura| € £ fir alle n € N wird |f, 11| bzw. |f,| also von

einer integrierbaren Funktion absolut majorisiert. Mit dem Satz der monotonen Konver-
genz folgt dann || f, — f|l; — 0, also (i). O

Korollar I1.32 (Satz von Riesz-Fischer). Der normierte Vektorraum (L, ||-||,) ist voll-

standig.

11.4. Maf3e mit Dichten

Definition II.31 (Dichte, relativ). Sei (X, A, ) ein Mafiraum und p € #jo (X, A).
Sei weiter v := pu : A — [0, 00] das Maf} auf (X, .A) definiert durch

v(4) = (p)(4) = [ xapdu= [ pau
fiir alle A € A. Wir nennen dann p die Dichte von v relativ zu p.

Lemma II.33. Sei (X, A, p) ein Mafiraum und p € #jy(X,.A). Die Abbildung
pi : A — [0, 00] ist wirklich ein Maf auf (X, .A).

Beweis. Es gilt (pu)(0) = [y xopdp = [y 0dp = 0. Um die o-Additivitat zu zeigen, sei

(A)nen €  AY eine Folge paarweise disjunkter messbarer Mengen. Wegen
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XU, A ya XU, A somit also XU, AP ya XU, AP und XU, 4P > 0 fir allen € N
folgt mit der Linearitat des Integrals und dem Satz der monotonen Konvergenz dass

@
JA) =[xy, apdn

D tim ([ g, aodn) @ Jim (3o (A)) = Do(om)(A)

i=1 i=1

wobei der Satz der monotonen Konvergenz explizit bei (i) und die Linearitat des
Integrals auf charakteristischen Funktionen bei (ii) verwendet wurde. Also ist pu o-

additiv und somit insgesamt ein Maf. O]

Lemma II.34. Sei (X, A, ;1) ein MaBraum und p, p' € Ay . Es gelten folgende Aus-

sagen:

(i) Fur alle Mengen N € A mit u(N) = 0 gilt (pu)(N) = 0, d. h. p-Nullmengen sind
auch (pu)-Nullmengen.

(ii) Fiir alle nichtnegativen messbaren Funktionen f € .o ist
/ fd(pp) = / (fp)du (IL.C)
X X

iii) Eine messbare numerische Funktionen f € .#% ist genau dann -integrierbar,
R PH

wenn fp p-integrierbar ist.
(iv) Es gilt p'(pp) = (o'p)n

Beweis. (i): Sei N € Aund p(N) = 0. Es gilt

(em)(N) = [ i < (@ 8 (N x [0.5up p()]) = () -6*[0.5up p()]) =0

wobei wir die Konvention 0 - co = 0 verwenden, falls sup,.y p(z) = co. Also ist N auch

eine (pu)-Nullmenge.
(ii): Die Gleichung (II.C) gilt fiir charakteristische Funktionen, denn fiir A € A ist

/X xad(pp) = (pp)(A) = /X (xap) dp

Aufgrund der Linearitat des Integrals gilt (II.C) auch fiir nichtnegative Linearkombi-

nationen charakteristischer Funktionen, d. h. fiir nichtnegative Treppenfunktionen. Sind
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namlich 7 € #z[0,00], sodass fir n € N, A;,..., A4, € A und a,...,a, € [0,00]
T =31 ,a; X4, so gilt

/XTd /X(iai'x“‘i)d(pu):;ai'(/XXAid(pM)>:
S oraot) = (S xan)on= [ ((Soora)e)e- o

Schliellich gilt auch auf ganz .#| ], denn jede nichtnegative Funktion ist der
monotone Limes einer aufsteigenden Folge von nichtnegativen messbaren Treppenfunk-
tionen. Sei ndmlich f € .#|p ). Dann finden wir eine Folge nichtnegativer messbarer
Treppenfunktionen (7,,)nen € (Ag)N mit 7, 7 f. Es gilt

_ ; ) _
[ ratm = [ (tim 7)) @ tim ([ 7ad(om) =
= lim ( / (Tup) dM) - / (lim Tnp) dp = / (fp)du
n— oo X X \n—0 X
wobei bei (x) jeweils der Satz der monotonen Konvergenz verwendet wurde.

(iii): Sei f € . Es gilt

U = 1 = [+t~ [ 5 o
:/X(ﬁﬂ)du—/x(f’p)du:/x(fp *du—/x fp)”du =
= [[Eo]; = oy

1

= [I7pllY

wobei |- die 1-Norm beziiglich pu und ||-|* die 1-Norm beziiglich 1 bezeichnet.
Also ist || £ < oo g.d.w. ||fp]l" < oo, d.h. es gilt f € 81X, A, pp) g.d.w. fp €
£1(X, A, ). Mit anderen Worten ist also f genau dann (ppu)-integrierbar, wenn fp u-

integrierbar ist.

(iv): Sei A € A. Es gilt
/ — / *) / _ /
(0" (p))(A) = / (xap') d(pp) = / (xap'p) dp = ((p'p)1)(A)
b X
wobei bei (k) die Gleichung (I1.C|) verwendet wurde. O

Lemma II.35. Sei (X, A, p1) ein Mafiraum und pi1, po € Ao N L. Ist p endlich, so
gilt prp = popr g.d.w. p1 =y po.
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Beweis. Sei A € A und zunachst p; =, ps. Es gilt

(o) (4) = [ Ccap) din = [ (eape) die = (pan) (4)

Also ist p1p = pop.

Sei nun pypu = pop und weiter € > 0. Wir betrachten im Folgenden die Menge
A ={p1>ps+e} €A Esgilt

0= (pn)(A) ~ (pa)(Ae) = [ (xaclpr = p2)) 2 - (A2)

<o <o

Daher ist € - u(A:) = 0 und, wegen ¢ > 0, u(A.) = 0. Somit gilt fiir die Menge
{p1 = p2} = Unen Az, dass

u({plng}zu(UA;)Ziu(A;)IiOZO

Analog ist auch { p; < p2 } eine p-Nullmenge. Insgesamt ist demnach

p{or#p ) =p{pm=p})+p{p<p2})=0
und somit p; =, pa. O]

Im Folgenden suchen wir ein Kriterium dafiir, wann ein Maf} relativ zu einem anderen
Maf eine Dichte besitzt:

Definition I1.32 (absolute Stetigkeit). Sei (X, .4, 1) ein MaBraum und v ein weiteres
MaB auf (X, A). v heiit absolut stetig g.d.w. alle u-Nullmengen auch v-Nullmengen
sind, also g.d.w. fir alle N € A mit u(N) = 0 gilt, dass ¥(N) = 0. Wir schreiben in
diesem Fall v < p.

Satz 11.36 (Radon-Nikodym). Sei (X, A, 1) ein Mafiraum und v ein weiteres Maf auf
(X, A). Ist u o-endlich und v < p, so besitzt v eine Dichte relativ zu p, d. h. es existiert

eine messbare numerische Funktion p € .#)y o), sodass v = pp.

Korollar I1.37. Sei (X, A, 1) ein Mafiraum und v ein weiteres Maf auf (X, .A). Ist p o-
endlich, so ist ¥ < p g.d. w. v eine Dichte relativ zu p besitzt, also g. d. w. eine messbare

numerische Funktion p € .#)y ) existiert, sodass v = pp.
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Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus Lemma [I1.35[und dem Satz von Radon-
Nikodym |I1.36 O]

Beispiel (Stieltjes-Inhalt). Sei F': R — R monoton wachsend. Dann ist der Stieltjes-
Inhalt auf 2! definiert durch pr|9:([a,b)) := F(b) — F(a). Wir konnen jpp|o: eindeutig
zu einem Inhalt pp|z auf dem Ring .Z! fortsetzen. pup|z1 ist genau dann ein Pramas,
wenn F' rechtsseitig stetig ist. In diesem Fall ist | #1 o-endlich, lasst sich also eindeutig
zu einem Maf pp auf %! fortsetzen. Ist F' von der Klasse C!, so gilt mit dem Hauptsatz

der Differential- und Integralrechnung, dass

pea.0) = FO)~ Fla) = [ Flayde= [ Fag' = [, Fa8 = (F8)([a.)

a [a,b]

Also ist pp|or = (F'')] 2 und weiter, aufgrund der Eindeutigkeit der Fortsetung auf
den Ring F#!, up|z = (F'8')|#1. Wegen der eindeutigen Fortsetzbarkeit c-endlicher
PriamaBe, ist dann schlieSlich pr = F'3L.

1

Ist F ein C'-Diffeomorphismus gilt yup = F~', ', analog wie zuvor zunichst auf 2!,

dann auf .Z#' und letztlich auf #'. Daher ist F~' 3! = F'S'. Dies ist ein Spezialfall

(d = 1) der allgemeinen Transformationsformel (s.u.).

Beispiel (Volumen, d-dimensionale Kugel). Sei d € N und 7 : R? — [0, 00) die Radius-
funktion gegeben durch 7(z) = ||z||,, wobei ||-||, die d-dimensionale euklidische 2-Norm
bezeichnet. Wir betrachten im Folgenden das BildmaB 7, A\ auf [0, c0).

Sei R > 0. Es gilt
(7 A0, R)) = X7 H([0, R])) = A (Bg(0)) = R* - X(B\(0))
und weiter fir Rs > Ry > 0

(F A ([R1, Ro]) = X ([Ry, Ral)) = X(Br,(0) \ B, (0))
= \(Br,(0)) = M(Br,(0)) = Ry - M(B1(0)) — By - A(B1(0))

— N(BL0)) - (R — R = N(By(0)) -d- | o]
= X(B1(0)) - d - ( /R R =t dr) = M(B1(0)) - d - ( /{RhRﬂ it dAN(r))

= (d - M(B1(0)) - 7" )M |j0.00) ([ R1, R2])

105



Somit ist r A\ = (d - A(B1(0)) -Td_1>)\1|[07oo) zunichst auf 2!, dann durch eindeutige
Fortsetzung auf .#!, und schlieSlich auf %% bzw. £?, denn beide MaBe verschwinden

auf B%Nullmengen.

I11.5. Produktmafle und Mehrfachintegrale

I1.5.1. Integraldarstellung von Produktmaflen und

Cavalieri-Prinzip

Seien (Xi, Ay, 1) und (X, As, p2) zwei o-endliche Mafirdume. Wir wissen, dass es ein
eindeutiges Maf 11q ® pus auf A; ® Ay gibt, sodass (p1 ® po) (A1 X Ag) := pu1(Aq) - ua(Asz)
fir alle A; € A; und Ay € Ay. Im Folgenden werden wir eine Integraldarstellung von

11 @ po im Sinne von Cavalieri angeben.

Definition I1.33 (Querschnitt). Sei n € N und X3, ..., X,, Mengen und M C I, X.
Wir definieren fir x; € X; den Querschnitt von M durch z; als Menge M,, C [T, X,
sodass M N ({1 } x Xo X -+ x X)) ={21 } x M,,.

Bemerkung.
(i) st MCA® - ®A,, sogilt M,, € 4, ®---® A, fur alle z; € X;.

(ii) Analog definiert man den Querschnitt durch ein z, € X, bzw. allgemeiner den

Durchschnitt durch ein x; € X; miti € {1,...,n }.

Satz I1.38. Seien (X, A;,p1) und (Xs, Ag, p2) zwei o-endliche Mafraume sowie
M € A; ® Ay. Die Funktion ¢ : X; — [0,00]| gegeben durch zy — puo(M,,) ist
messbar, d.h. ¢ € A o)(X1,A1) und es gilt

(@) (M) = [ pdi = [ (M) dyun(a)
X1 X1
18. Dezember 2019

Beweis. Sei F C A; ® Ay die Familie der Mengen M, fiir die die Aussage des Satzes
gilt. Zu zeigen ist dann, dass F = A; ® A,.
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Zuerst beobachten wir, dass A; * Ay C F, denn fir A; € A; und A, € A, gilt

(11 © pa) (A1 x Ax) = () - paa(da) = [ Xaupia(de) dyn = [ (M) dyn ()

Als néchstes sehen wir, dass F ein Dynkin-System ist, F also die Eigenschaften
(a) 0 € F, (B) o-WU-Stabilitdt und (y) C-Stabilitét erfiillt:

(o) Wegen @ € Ay x Ay ist 0 € F.

(B): Sei (M,)nen € FY eine Familie paarweise disjunkter Mengen aus F. Es gilt

(111 ® oa) UNM .) 2 2:: p ® p2)(My)
DS ([ () ()
(i) /X1 <Zl‘2((M")m>> dpr (1)

Dabei benétigen wir bei (i) die o-Additivitat von uy ® us, bei (ii), dass M,, € F fir alle
n € N, bei (iii) den Satz der monotonen Konvergenz [I1.8] bei (iv) die o-Additivitét von
w2 und bei (v), dass (Uney M)z, = Unen(Mp),, fur alle z; € X;.

(v) Sei M € A, ® As.

107



Fall 1: Sei py ® pso endlich. Dann gilt

(11 ® p2) (CM) = (11 ® Mz)((Xl x X3) \ M)
(11 ® p2) (X1 X2) (1 @ p2) (M)
(——)/ (X1 % Xa)a, ) dpsn (21) / pio(Mz, ) dpiy (1)
X1 Xl
(i) /Xl <M2<(X1 X Xa)a, ) — 1)) dp (2
= / M2 X1 X X2)a, \Mxl) dpur (1)
(l) /X ILLQ( X1 X XQ) \ M)m1> d,ul(xl)

=/ 12((CM)a, ) dpss (1)

Dabei wurde bei (i) verwendet, dass (u1 ® p2)(X; x X3) < oo und bei (ii), dass
X1 x Xo € Ay x Ay C F sowie M € F. (iii) folgt dann mit der Linearitit des In-
tegrals und (iv) mit (X7 X X3),, \ My, = ((X1 X Xo) \ M),, fiur alle x; € X7.

Fall 2: Seien nun (X1, Ay, p11) und (Xa, Ay, 12) o-endlich. Dann ist nach Lemmal|[.63[auch
(X1 % Xy, A1 ® Ay, 111 ®12) c-endlich. Wir finden aufsteigende Familien (A1), cy € (AN
und (A®),cn € (A2)Y messbarer Mengen mit A%V 2 X, und A® 7 X, sodass
p(AWD), 1(A®) < oo fiir alle n € N. Es gilt dann A x A® 2 X; x X, und
(11 @ ) (A x AP = 1y (AD) - pa(AP) < oo fiir alle n € N. Es folgt

(111 ® p2)( hm

)
/ XA 1) iL‘l Mg’A(z ((CMﬂ (Agbl) X A"2)))z1) dﬂl(w1)>
2 Jim ( [ e (EM 0 (4D % AD)) Y dpu(e))
(vi) /X XX(xl)ug((EM N (X x Xg))xl) Ay (1)

-/ 12((CM)a, ) dprs (1)

Dabei wurde bei (i) die Stetigkeit von unten des MaBes 11 ® po und bei (ii) die Defini-
tion der Einschrénkung eines Mafles verwendet. (iii) folgt dann aus Fall 1, da fir jedes
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n € N der Mafiraum (A;U x AP, A1l \0 @ Ao| @, pa| 00 ® quA@)) endlich ist. Weiter
gilt (iv) mit der Definition der Lokalisierung des Integrals, d. h. der Einschrankung des
Integrals auf Teilmengen, (v) mit der Definition der Einschrankung eines Mafles und

schlieflich (vi) mit dem Satz der monotonen Konvergenz|IL.§|

Also ist F ein Dynkin-System. Es gilt demnach insgesamt
D(Al * AQ) g FQ .Al ®A2 :0'(./41 * ./42)

Da aber A; * Ay N-stabil ist, ist nach Satz D(A; * A3) = 0(A; * Az) und somit
.F - Al ® AQ. D

Korollar I1.39 (Cavalieri-Prinzip). Seien (X1, Ay, 1) und (Xs, A, p2) zwei o-endliche
MafBrdume, sowie M, M’ € A; ® Ay. Gilt pa(M.) =, pe(M!), d.h. po(M,) = pe(My,)
fir py-fast alle x; € X, so ist (1 ® po) (M) = (1 @ p2)(M').

Bemerkung. Vgl. Kunstinstallation mit Leuchtstoffrohren ,, ;monuments* for V. Tatlin®

von Dan Flavin in der Pinakothek der Moderne.

Beweis. Nach Satz[I1.38] gilt

(111 ® po)(M) = /Xl pio( My, ) dp (1) = /Xl pa(M,,) dpy (1) = (1 @ po) (M)
0

Beispiel (Volumen, Kegel). Ein messbarer d-dimensionaler Kegel K besteht aus einer
(R4~1-dimensionalen) messbaren Grundfliche B C R? und einer Héhe h € R Wir
kénnen somit den RY geeignet isometrisch transformieren, um eine geeignete Zerlegung
R? = R%! x R zu finden, sodass B=B x {0} CR* ' x {0} und h = (0,...,0,h) €
{0}"" x R. Dann gilt

d _ d—1 _ o tiar ya :E_ d—1
A(K) = [o,mA (Kt)dk(t)—/[oﬁ](l 7)T ATHB) A = - AT(B)

Bezeichnet conv die Konvexe Hiille und ist (e;) die Standardbasis des R?, so gilt fiir das
d-dimensionale Standard-Simplex Ay = conv {0, ¢1,...,eq } C R? die Rekursionsformel

AM(Ag) = - M1 (Ag-y). Mit Induktion folgt dann A% (Ag) = 4.

Beispiel (Volumen, Kugel).
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I1.5.2. Mehrfachintegrale und Satz von Fubini

Satz I1.40 (Fubini, nichtnegative Funktionen). Seien (X1, Ay, 111) und (Xs, As, p2) zwei
o-endliche Mafiraume und f € [y (X1 x Xo, 41 ® Ay). Die Abbildung ¢ : X; — R
mit ¥ — [, f(21,-) dup ist gy-messbar, d.h. ¢ € Ay o)(X1, A1) und es gilt

/Xl><X2 (i ® o) = /X1 pdp = /X1 (/X2 f(x1, 72) dﬂQ(%)) dpr (1)

Beweis. Die Aussage gilt fiir charakteristische Funktionen messbarer Teilmengen. Ist

namlich M € A; ® A,, so gilt

/ X d(pn ® p2) = (pn @ p2)(M =/ pro(My,) dp (1) =
X1 x X2 X1

= X1 ( . X, (T2) dMQ(%)) dp (1) = / </ X (21, 22) dm(@)) dpi (1)

Mit der Linearitdt des Integrals folgt die Behauptung dann fiir alle nichtnegativen mess-
baren Treppenfunktionen: Ist 7 eine solche nichtnegative messbare Treppenfunktion, so
finden wirn € N, aq,...,a, € [0,00] und Ay,..., A, € A1 ® Ay, sodass 7 = 31" | a;Xa,-
Dann gilt

(iazXA ) (11 ® p2)

=1

Q; - / /Jd ®M2)>
X1>< 2

(
(/ ( X4 Qilafz)dﬂz(%))dﬂl(h))

i ([ xaorma) dpalaz) ) o))

o
T
X
&

/ 7d(p1 @ pe)
X1 ><X2

I
M:

.
I
_.

ﬁ

Il
\ \ HM:

</_ ZQ’XA L1 xQ)) d#2($2)> dper (1)
= /. (/X2 T($1,$2)dM2(I2)> dps (1)

Mit dem Satz der monotonen Konvergenz gilt die Aussage dann fir alle nichtnega-
tiven messbaren Funktionen: Ist nun f € .#|y ), so finden wir eine monoton wachsende

Folge (7,)nen € (Ap,o0))" nichtnegativer messbarer Treppenfunktionen mit 7,  f fir
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n — 00. Es gilt dann

/ fd(p @ p2) = / ( lim Tn) d(p @ p2)
X1><X2 X1><X2

n—0o0

= lim </ T d(p ®u2)>
n—0o0 X1><X2

= nh—>I£IO </X1 (/X2 Tn(-Tl,l'g)d[LQ(ZUQ)) dul(a:l))
/ ( hm / To(x1, T2) d,ug(xz))> dpy (1)

n—0o0

/ (/XQ i Tn(l’h%)) duz(:c2)) dpy (21)
/)(1 (/ (1, 22) d/@(x?)) dp (1)

]

Satz I1.41 (Fubini, integrierbare Funktionen). Seien (X7, Ay, p1) und (Xo, As, o) zwei
o-endliche Mafiriume und f € £1(X] x Xy, A1 @ Ao, pty @ p12). Es gilt:

(i) Fuar py-fast alle z; € X; ist die Funktion f(zy,-) pe-integrierbar, d.h.
f(x1,-) € £1(Xs, Ag, o)

(ii) Die ps-fast iberall definierte Funktion ¢ : X3 — R mit @y — [y, f(@1,-) dpo ist
pi-integrierbar, d.h. o € (X, Ay, po)

(iii)
/Xl><X2 (i @ p2) = /X1 pdun = /X1 (/X2 f(z1,72) dﬂz(%)) dptg (1)

Beweis. Aus der (p; ® uo)-Integrierbarkeit von f folgt die (u; ® po)-Integrierbarkeit des
Positivanteils f* bzw. des Negativanteils f~. Mit dem Satz von Fubini fiir nichtnegative

Funktionen folgt dann jeweils fiir Positiv- und Negativanteil

/X1 < X2 fi(mla@)d/ﬁz(%)) dp(z1) = /X1><X2 (2, 22) d(py @ pg) < 00

Also ist [, f=(x1,-) dug < oo fiir py-fast alle 2y € X;. Somit gilt fiir p;-fast alle

1ol = [ ) dne+ |7 di < oo

D.h. f(z1,-) € £(Xs, As, o) fiir py-fast alle z; € X, also (i).
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Weiter ist die Abbildung ¢ : X; — R mit z; Iy fH(xy, ) dpg — [x, [ (21, ) dpo
pi-fast tiberall definiert und es gilt v = ¢. Fiir das Integral ist dann

Joedm= [ ( / F(o1,22) dpa(an) ) (o)
(L
(.

[ (@) = @) duaes) ) dp ()

/X (o e dusten) = [ (e dus(es) ) din o)
= [ ([ 7t @) dinaes) ) dino)-

([ 7 @) da(e)) die)

X1
= fr (M1®M2)—/ fmd(m @ p2)
X1xXo X1x X2
= fd(u ® po)
X1>< 2
D.h. es gilt (iii) und weiter p € £'(X;, Ay, pt1), demnach also auch (ii). O

Korollar II1.42. Seien (X, Ay, p1) und (Xo, As, p2) zwei o-endliche Mafirdume und
fe LX) x Xy, A1 ® Ao, i1 @ po). Die Integrationsreihenfolge darf vertauscht werden,
d. h. es gilt

/X1 </X2 f(z1,22) dHQ(l’Q)) dpq (z1) = /X2 </Xl f(xq, x2) du1($1)> dpaa(22)

Beweis. Mit dem Satz von Fubini fiir integrierbare Funktionen und der Tatsache,
dass wir die Reihenfolge der Faktoren in X; x X5, A; ® As bzw. py ® pe vertauschen
diirfen (Lemma |I.62)), folgt

/x1 </_><2 f(@r,z2) dﬂ2(902)> dpn (1) = /XlxXz Fd(n @ po) =
B /ngxl Jdluz @ pn) = /X2 </X1 f(z1,22) d#l(m)) dpa(w2)

]

19. Dezember 2019
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I1.6. Transformation von Maflen und Integration

unter Abbildungen
I1.6.1. Allgemeine Transformationsformel: Integration relativ
zu Bildmafien

Satz I1.43 (Transfomationssatz). Sei (X, A, u) ein Mafiraum, (Y, B) ein Messraum und
®: X — Y eine A-B-messbare Abbildung. Es gelten folgenden Aussagen:

(i) Ist f € M) (Y, B), so gilt

J fd@um) = [ (fo®)an

(ii) Eine Abbildung f € #x(Y,B) ist (®,p)-integrierbar g.d. w. f o ® p-integrierbar
ist. In diesem Fall gilt ebenfalls

[ fd@m) = [ (fo®)an

Beweis. (i): Sei f € M ~)(Y,B). Die Aussage gilt fiir charakteristische Funktionen
messbarer Mengen, denn fiir B € B gilt

| xpd@p) = @0)(B) = 1 (27(B) = [ xorrmdu= [ (s o ®)dp

Mit der Linearitat des Integrals (Satz|I1.21)) folgt die Behauptung nun fiir nichtnegative
Treppenfunktionen aus .o (Y, B). Ist nédmlich 7 € .#|y (Y, B) eine solche nichtne-
gative Treppenfunktion, d. h. finden wir n € N, a,...,a, € [0,00] und A4,..., A, € B,

sodass 7 = >_1" ; auXxa,, SO gilt

/Td /(Z%XA) *M):zn:ai'</ XA,-d(‘I’*M))
:izlai.</ Aoq)d,u) /(Zaz Ao@)d
:A((iz:;%XAi) o @)d,u:/x(ro ®)dp

Der Satz der Monotonen Konvergenz liefert die Behauptung schliefflich fir alle
[ € Mo)(Y,B). Ist namlich f € #jy(Y,B), so finden wir eine monotone Folge
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(Tn)nen € (Ao )(Y, B))Y von Treppenfunktionen, sodass 7, /' f fir n — oo. Es gilt

dann

[ ra@ = [ (Jm ) d@ = lim ([ ma@.m) =
— lim (/X(Tn 0 (I>)d,u> :/X(nmm 0 (I)))duz/x(f o @) dy

n—oo n—oo

(ii) Sei nun f € #F(Y,B). f ist genau dann (P, u)-integrierbar, wenn sowohl der Po-
sitivanteil f* als auch der Negativanteil f~ (®,u)-integrierbar ist. Fiir Positiv- und

Negativanteil gilt nach (i) jeweils

/Yfid(CI)*M)Z/X(fi o @)duz/X(f o B)*dy

f* ist also genau dann (@, u)-integrierbar, wenn (f o ®)* p-integrierbar ist. Insgesamt
ist also f € £4Y, B, @ ) g.d.w. f o ® € £(X, A, n). Fiir das Integral gilt dann

| @ = [ rra@um - [ 5@ =
= [ (o @) du= [ (fo®)du= [ (fo @)

O

Definition I1.34 (Rotationssymmetrie, Funktion). Sei d € N, X eine Menge sowie
f: R* — X eine Funktion und bezeichne mit r : R? — [0, 00) die Radiusfunktion.
Wir nennen f rotationssymmetrisch g.d.w. es eine Funktion f : [0,00) — X gibt,

sodass f = f o r.

Beispiel (Integration rotationssymmetrischer Funktionen). Sei f € .#z(R¢, £) eine
messbare rotationssymmetrische Funktion, d.h. sei f, sodass f = f o r. Dann ist auch

f messbar und nach dem Transfomationssatz [I1.43[ist f € £'(R%, .24 \Y) g.d.w. f €
LR, L, r ). Fir die Integrale gilt im integrierbaren Fall

/Rdfdxi _ /Rfd(r*xl) — /[o,oo) Fd(rx9)
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Wir wissen bereits, dass 7, \? = (d-)\d(E(O)) -rd_1>)\1][0700). Mit dem Transfomationssatz

11.43|erhalten wir somit

L Iax = [ Far ) = d XB©)- [ () ax(r)

[0,00)

Beispielsweise gilt fiir d = 2

/R fdN =2r /[o,oo)( Fr) -y dA ()

Diese Tatsache erlaubt uns, durch geschicktes Umformen, das uneigentliche Integral
Ja e dA\!(z) berechnen:

(o ave)

—F AN xl)) : </R e "3 d)\l(xQ)>

(e

[([ettania) ax @)
/ e T x2d)\2 (21, 22)
2 e
2

=

~[l* d\%(z

(i)
- d\!
- ) (r)
[0,00)
e

L
- 27r/ (- ;e—”)’dxl(r)
27r[

1 ,,zr
R =T
2 0

Dabei verwenden wir bei (i) den Satz von Fubini[I[I.41] bei (ii) die Erkenntnisse tiber die
Integration rotationssymmetrischer Funktionen und bei (iii) die Definition der 2-Norm,
d.h. hier — ||z||> = —(22 4 22) = —22 — 22 fiir alle © = (21, 25) € R2. Insgesamt gilt also

e A\ () = /.

Beispiel (Volumen, Kugel, Forts.).

I1.6.2. Transformation des Lebesgue-Mafles unter

Diffeomorphismen

Das Transformationsverhalten von A% unter affinen Transformationen kennen wir bereits

Satz (.78, Anm.): Fiir A € GL(d,R) und v € R? gilt ®4,,A\? = |det A|” Y\, Also ist
*
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P 4,2 < A4, und die Konstante |detAF1 die Dichte von ®4,,A? relativ zu A%. Dass
man sich anschaulich Diffeomorphismen als ,,infinitsimal affin® vorstellen kann, motiviert

den folgenden Satz.

Satz I1.44 (Transformationsformel). Sei d € N, U,V C R? offene Teilmengen und
® : U — V ein Cl-Diffeomorphismus. Es gilt

P, (3%y) = |det d®~"| gy,

Also ist @, (ﬁﬂy) < 3%y und |det d®~!| die Dichte von ® (%) relativ zu 8%y Sie

ist mindestens von der Klasse C°, also stetig.

Beweis. Ist das Differential konstant, d.h. ® selbst linear, so gilt die Behauptung nach
Satz Um die Aussage allgemein zu zeigen, werden wir zuerst den wesentlichen Fall,
niamlich den mit fast konstantem Differential, betrachten und die Erkenntnisse dann auf

beliebige Diffeomorphismen anwenden.

Fall 1: Sei das Differential iiberall fast konstant, also A € GL(d,R) eine invertierbare
lineare Abbildung, sodass d®, ~ A fir alle x € U. Genauer gelte fir 1 > ¢ > 0 sowohl
die Abschitzung |det(A™' d®,) — 1] < € als auch ||A™' d®, — idga|| < € fiir alle z € U,

wobei ||-|| hier die Operatornorm bezeichnen soll.

.....

und e = YL e; = (1,...,1)],). Dann ist W := [a,] - e) ein Wirfel. Es gilt dann

(ei

(d(A7'® — idga)), = A71d®, — idge, dess Operatornorm per Annahme durch ¢ be-
schrankt ist. Mit dem Schrankensatz aus Analysis II folgt fur x1,20 € W

(A7) — A1 D(21)) — (w2 — 1) | = (A7 B(22) — 32) — (A" D(21) — 1)

=[|(A71® — idpa)(22) — (A7'® — idga) (z1)
<e-|lwg—m|,<e-1-Vd

Daraus folgt, dass ein v € R? existiert, sodass (A™'®)(W) in der abgeschlossenen Tube-

numgebung vom Radius ¢-1-v/d um T, (W) liegt. Da A~'® eine offene Abbildung ist, ist

(A71®)(W) sogar in der entsprechenden offenen Tubenumgebung von T, (W) enthalten,
d.h. (A7'®)(W) C N_, z(T,(W)). Damit ist (A~'®) (W) insgesamt in einem Wiirfel
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der Kantenlinge [ +2-¢-1-v/d =1 - (14 2ev/d) enthalten. Es folgt also

(@71 B ) (W) = B (®(W)) = 3% (AAT'R(W)) = (A7, By ) (A7 (W) =
= |det A 5%y (A S(W)) < (1+25v/d)" |det A] 5 (W)

Da sich jeder achsenparallele Quader in 2¢ als abzéihlbare, disjunkte Vereinigung offener
oder abgeschlossener achsenparalleler Wiirfel darstellen ldsst, lasst sich auch jede achsen-
parallele Figur in .# ¢ als abzihlbare, disjunkte Vereinigung offener oder abgeschlossener
Wiirfel darstellen und die Ungleichung gilt fiir ganz .#9|y;. Ist ndmlich F € %4, so

finden wir eine Familie (W,,)nen von Wiirfeln in U, sodass F' = |J,,cy W, und es gilt

(@1 81 )(F) = B (0(F)) = 8 (@( | Wa)

= (1 #()) = imv(@(W
€ 31+ 26t A 7 OV;) = (1 22V den 4] 57 (L )

= (1 + 2eVd)? |det A| 87y (F)

Wir erhalten also den Vergleich von Pramafien
(@718 ) 5oy, < (1+26Vd) |det A] 5% 5,

Die gleiche Ungleichung folgt fiir die assoziierten dueren Mafle auf §2(U), also auch fiir
die Einschriankungen auf die von .| erzeugte Borel-o-Algebra %%|y, d. h. die eindeu-
tigen, die PramaBe fortsetzenden MaBe ®~1,(84/) und (1 + 2ev/d)? |det A| 3] 74, Es
folgt also insgesamt

o7 By < (14 2eVd)|det A B4y

Per Annahme gilt [det(A™'d®,) — 1] < ¢, also 1 —e < 9892 < ] 4 ¢ fiir alle z € U.

Wir erhalten also

(1+2€\/_)
1-—

o7t 3%y < (14 2eVd)|det A| 4y < |det d®| 5|

Fall 2: Sei nun ® : U — V ein beliebiger C'-Diffeomorphismus. Dann finden wir um
jeden Punkt xy € U eine hinreichend kleine offene Umgebung O,, C U, sodass d®,
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auf O,, fast konstant im Sinne von Fall 1, d.h. beschrankt durch 1 > ¢ > 0, ist. Im

Grenzwert € — 0 erhalten wir somit die Abschétzung
o' By < |detd®| By
Analog erhalten wir fiir die Umkehrabbildung ®~!

®, 3%y < |detd®| ' g4y

Die Kombination dieser beiden letzten Resultate liefert uns schliefllich die verbleibende

Ungleichung
det d®| ' p4|y = |detd®| ' @, 071, 5y

< |d®|™" @, (|det dD| 5°|U)
= [d®| " |d®| P,y
N————

=1

= q)*6d|U
Insgesamt folgt die Gleichheit @ (3%|r;) = |det d®~!| 3%y, also die Behauptung. O

Korollar I1.45. Sei d € N, U,V C R? offene Teilmengen und ® : U — V ein

C'-Diffeomorphismus. Es gilt allgemeiner
O Ny = |det d®| ' M|y,

Beweis. C'-Diffeomorphismen offener Teilmengen des R? erhalten 3%-Nullmengen. Sie
sind also auch A%-messbar. Wir kénnen somit beide Mafe der Gleichung in Satz |I1.44]
d.h. @39y und |det d®| " 3%y, von B¢, fortsetzen zu den MaBen ® Ay und |det d®| ™" A7y,
auf #4|;;. Die Gleichheit der MaBe bleibt dabei erhalten. O

09. Janner 2020
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III. Mannigfaltigkeiten

II1.1. Etwas lineare Algebra

Definition III.1 (multilineare Abbildung; Multilinearform; symmetrische multilineare
Abbildung; symmterische Multilinearform; alternierende multilineare Abbildung; alter-
nierende Multilinearform). Sei K ein Korper, K € Nund V, Vi, ..., Vi, W K-Vektorrdume.
Eine Abbildung p : Hle Vi, — W heiflt k-fach K-multlinear, kurz k-multilinear, g. d. w.
firallei e {1,...,k},v; e Vifirje{1l,....,k}\{i}, v,w e V,und o, 8 € K gilt,

dass

p(vr, - Vi1, QU+ Bw, Vit -, V)

:a~,LL(U1,...,Ui,l,v,viﬂ,...,vk)—I—B-u(vl,...,vi,l,w,viﬂ,...,vk)

Wir bezeichnen den Raum der k-Multilinearformen mit der Signatur Hle Vi — W mit
Multy(Vi, ..., Vis W). Ist Vi = -+ = Vi, = V, so schreiben wir kurz Mult,(V, W). Ist
W =K, dh. p:II", Vi — K eine k-multilineare Abbildung, so nennen wir p eine

k- Multilinearform.

Eine multilineare Abbildung o : [I¥_, V. — W heiit symmetrisch g.d.w. fiir jede Per-
mutation m € Sy, gilt, dass o(vx(1), .. Vr)) = o(v1, ..., vp) fiir alle vy ... v € V. Wir
bezeichnen den Raum der symmetrischen k-multilinearen Abbildungen mit der Signatur
[1F, V — W mit Mult?™ (V,W).Ist W = K, d.h. ¢ : [[*., — K eine symmetrische
k-multilineare Abbildung, so nennen wir o eine symmetrische k- Multilinearform. Wir be-

zeichnen den Raum der symmetrischen k-Multilinearformen von V' mit Mult;”™™ (V).

Eine multilineare Abbildung o : [[*.,V — W heiBit alternierend g.d.w. fiir alle
U1, ..., €V ogilt, dass a(vq,...,v5) =0, wenn i, 7 € {1,...,k} mit i # j existieren,
sodass v; = v;. Wir bezeichnen den Raum der alternierenden k-multilinearen Abbildun-
gen mit der Signatur [T, V — W mit Alt,(V,W). Ist W = K, d.h. o : [[., —

K eine alternierende k-multilineare Abbildung, so nennen wir « eine alternierende k-
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Multilinearform. Wir bezeichnen den Raum der alternierenden k-Multilinearformen mit
Alt, (V).

Bemerkung. Ist char K # 2, so ist die Eigenschaft der Alternierung einer multilinearen

Abbildung o dquivalent dazu, dass fiir jede Permutation 7 € S, gilt, dass
(Vn(1), -+, Un(r)) = sgn(m) - a(vr, ..., vg)
fir alle vy ...,v, € V.

Lemma III.1. Sei k£ € N, K ein Korper und V, W K-Vektorraume. Ist dim V' < oo und
dim W < o0, so gilt

dim Mult, (V, W) = (dim V)* - dim W
dimV +k —1

dim Mult?™™(V, W) = ( f

) -dim W

dim Alt, (V, W) = (dnz V) - dim W

Korollar II1.2. Sei k£ € N, K ein Korper und V ein K-Vektorraum mit dimV < oc.
Es gilt

dim Mult, (V, K) = (dim V)*

dim Mult™™ (V) = <dlm V;r b= 1)
dim Alt,,(V) = <dHZ V)

Definition III.2 (Determinante, Matrix). Sein € N, K ein Korper und (as;); jeq1,..k} €

K™ Dann ist die Determinante von (a;;) definiert durch

det(a;) = > sgn(o) - [] aiwwy € K
i=1

€Sk

Definition ITI.3 (Determinante, Endomorphismus). Sei n € N, K ein Koérper und V

ein K-Vektorraum mit dim V' = n. Fir einen Endomorphismus A € End(V) existiert

120



eine Abbildung A* : Alt,, (V) — Alt,, (V') mit

A¥(p) = A*p € Alt, (V)
A*p(vg, .. vy) == pu(Avy, ... Avy)

fir alle p € Alt, (V) und vq,...,v, € V. Wir definieren die Funktion det : End(V) —
K mit der Eigenschaft det(A)-iday, v) = A*, d. h. det(A)-o = A%, fiir alle A € End(V)
und a € Alt, (V). Wir nennen det(A) dann die Determinante von A.

Bemerkung. Wegen dim Alt,, (V) = (Z) = 1, also dim End(Alt,(V)) = 1-1 = 1,
sind alle Abbildungen A* voneinander linear abhangig, d.h. Vielfache voneinander. So-
mit ist die Determinante durch die obige Eigenschaft eindeutig festgelegt. det |au(v) :
Aut(V) — K* = K\ {0} ist ein Gruppenhomomorphismus.

Lemma IIL.3. Sei n € N und V ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Bezeichne mit
B(V) die Menge der Basen von V. B(V) ist eine dichte offene Teilmenge von V' und

B(V') hat genau zwei Pfadzusammenhangskomponenten.

Definition ITI.4 (Orientierung). Sei n € N und V ein n-dimensionaler R-Vektorraum.
Wir nennen eine Pfadzusammenhangskomponente [a] C B(V') eine Orientierung auf V.

Wir bezeichnen die beiden Orientierungen mit + und —.

Definition IIL.5 (Tensorprodukt, 2 Faktoren). Sei K ein Kérper und U,V zwei K-
Vektorraume. Das Tensorprodukt von U und V ist ein K-Vektorraum U ® V' zusammen

mit einer bilinearen Abbildung
R:UXV —UV

sodass fiir jeden K-Vektorraum W und jede bilineare Abbildung 5 : U x V — W eine
eindeutige lineare Abbildung A : U ® V' — W existiert, sodass

B=Xo® (ITLA)

Bemerkung. Eigenschaft (III.A)) nennt man auch die universelle Eigenschaft des Ten-
sorprodukts. Jede bilineare Abbildung lasst sich also als Verkniipfung des Tensorpro-
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UxV 2w

@i 3

UV

dukts mit einer eindeutigen linearen Abbildung schreiben. Mit anderen Worten ist die
lineare Abbildung Hom(U @ V, W) — Multy(U, V; W) mit A — A® ein Isomorphismus.

Satz I11.4. Sei K ein Korper und U,V zwei K-Vektorraume. Das Tensorprodukt exis-
tiert und ist eindeutig bis auf Isomorphie. Dies rechtfertigt, dass wir von dem Tensor-

produkt sprechen konnen.

Lemma IIIL.5. Sei K ein Korper und U,V zwei K-Vektorraume. Seien {w; |i € I}
und {v; | j € J} Basen von U bzw. V. Dann ist {u; ® v; | i € I Aj € J } eine Basis
von U @ V. Ist dimU < oo und dim V' < oo, so gilt

dmU QV =dimU -dimV

Definition IT1.6 (Tensorprodukt, n Faktoren). Sei n € N, K ein Korper und fiir jedes
ie€{1l,...,n} U; ein K-Vektorraum. Wir definieren das Tensorprodukt von Uy,... U,

als K-Vektorraum ;" ; U; zusammen mit einer n-multilinearen Abbildung

n n

sodass fir jeden K-Vektorraum W und jede n-multilineare Abbildung p : [T, U; — W
eine eindeutige lineare Abbildung A : Q. , U; — W existiert, sodass

L=Ao® (II1.B)
[Mu. —+—w
=1

®J’ P
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Bemerkung. Wir bezeichnen auch (III.B) als die universelle Figenschaft des Tensor-
produkts. Die Eigenschaften des Tensorprodukts zweier Faktoren gelten analog auch fiir

das Tensorprodukt von n-Faktoren.

Definition IT1.7 (Tensorpotenz; Tensoralgebra; Tensor; Einfachheit, Tensor). Sei m €
Ny, K ein Korper und U ein K-Vektorraum. Wir nennen 7,,U := Q;~, U die m-te
(kovariante) Tensorpotenz von U und T™U = T,,(U*) = Q*,(U*) die m-te kontrava-
riante Tensorpotenz von U. Seien weiter r, s € Ny. Dann nennen wir 7°U := T, U @ T°U
die gemischte Tensorpotenz vom Bigrad (r,s). Wir verwenden dabei die Konvention

ToU =TU = K.

Wir definieren weiter K-Algebren T,.U = @,._,1,,U und T*U = @;._,T™U sowie
schlief3lich -
TWU):=T;U):= @ T;U

r,5=0

die Tensoralgebra von U.

Die Elemente dieser soeben definierten Mengen heiflen Tensoren. Tensoren der Form

v ® -+ ® v, heillen einfach.

Bemerkung. Es existieren natiirliche Produktabbildungen ® : T,,U x T,,U — T, ,U
und ® : T,U x T,U — T,U. Analoge Produktabbildungen existieren auch fiir die

kontravarianten Potenzen.

Beispiel. Tensoren vom Typ (1,0) heiflen Vektoren und solche vom Typ (0, 1) heiflen
Kowvektoren. Letztere sind Linearformen. Tensoren vom Typ (0, 2) werden mit bilinearen

Abbildungen identifiziert, und Tensoren vom Typ (1,1) mit Endomorphismen.

Lemma III.6. Seien r, s € Ny, K ein Kérper und U ein K-Vektorraum mit dim U < oo.
Dann gilt
(XU =TU=T(U)

Korollar II1.7. Es gilt somit Mult,(U) = (T,U)* = T,(U*) =T"U.

Wir wollen nun die Betrachtungen tiber das Tensorprodukt, insbesondere die universelle

Eigenschaft, auf alternierende multilineare Abbildungen tibertragen.
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Definition III.8 (duflere Potenz; duBeres Produkt). Sei k € Ny, K ein Koérper und V

ein K-Vektorraum. Wir definieren den linearen Unterraum
Li={un® - @u|v,...,0up€e VAT, je{l,....n},i#j:v=v;}) CT;V

der von den einfachen Tensoren, die zwei mal das gleiche Argument ,,enthalten®, erzeugt
wird. Die k-te duflere Potenz V ist definiert als der Vektorraum A,V = TkV/IkV
versehen mit der alternierend k-multilinearen Abbildung A : V¥ — A,V sodass fiir
jeden K-Vektorraum W und jede alternierende k-multilineare Abbildung o : V¥ — W
eine eindeutige lineare Abbildung A € Hom(A,V, W) existiert, sodass

a=XoA (I11.C)

Die Abbildung A heifit das duflere Produkt. Wir setzen AgV = K und A,V = V.

vk =W

A
J ED)

ALV
Analog zum Tensorprodukt definieren wir AV := A (V*), LV := @2, I,V sowie

AV i=@av bV,

k=0

k=0

Bemerkung. Die Eigenschaft der Alternierung erhélt A genau durch das Herausteilen
von I,V. (II1.C)) wird wieder die universelle Figenschaft von A genannt.

Lemma ITI.8. Sei k € Ny, K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Sei weiter { e, | ¢ € I }

eine Basis von V' versehen mit der Totalordnung <. Dann ist
{eil/\---/\eik ‘il,...,ikEI/\il < .- <Z]C}
eine Basis von A,V

Lemma III.9. Sei k € Ny, K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit dim V' < oo. Es

gilt dim(A;V) = (") und dim(A, V) = 24V
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Lemma ITI.10. Es gilt auf natiirliche Weise mit der universellen Eigenschaft Alt, (V') =
(AV)*. Ist dim V' < oo, so gilt insgesamt

Al (V) =2 (A V)" 2 A (VF) = AFV

II1.2. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Wir erinnern uns zuriick an den Begriff der Untermannigfaltigkeit des euklidischen

Raums (vgl. Analysis II).

Definition IIL.9 (differenzierbare Untermannigfaltigkeit, euklidischer Raum). Seien
m,n € Ngmit m <n, k € NU{ oo} und M C R". Wir nennen M eine m-dimensionale
C*-Untermannigfaltigkeit von R" g.d. w. fiir jeden Punkt p € M eine offene Umgebung
U C R" von p, eine offene Menge V' C R" sowie ein C*-Diffeomorphismus ® : U — V

existieren, sodass

SMNU)={z€R" |1 = =3, =0}NV = (R" x { Ognmn } ) NV

Bemerkung. Im Folgenden werden wir R™ x { Ogn—m } mit R™ identifizieren und nennen
R™ dann das Modell von M. Wir schreiben auch R™" NV := (Rm X { Ogn—m }) nv.

Definition III.10 (lokale Karte, Untermannigfaltigkeit, euklidischer Raum). Seien
m,n € Ng mit m < n, k € NU{oo}, M C R" eine m-dimensional C*-Unterman-
nigfaltigkeit von R” und p € M. Dann finden wir also eine offene Umgebung U C R",
cine offene Menge V' C R”™ und einen C*-Diffeomorphismus ® : U — V, sodass
O(M NU) = R"N V. Wir nennen die Abbildung k = ®|yny die von & induzierte
lokale Karte von M in p.

Bemerkung. Der Name ,lokale Karte“ ist darauf zuriickzufiithren, dass « die Unter-

mannigfaltigkeit M lokal mit Koordinaten belegt.

Definition III.11 (Koordinatentransformation, Untermannigfaltigkeit, euklidischer
Raum). Sei wieder m,n € Ny mit m <n, k € NU{ oo}, M C R" eine m-dimensionale
C*-Untermannigfaltigkeit von R” und p € M. Seien weiter Uy, U, C R™ offene Umge-
bungen von p und Vi, Vs, C R™ offene Mengen, sodass k1 : M NU; — R™ N Vi und
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ko : M NUy; — R™N V5 zwei lokale Karten von M in p sind. Wir nennen die Abbildung

-1
_ -1
K2|M0U1|’]U2 o <K1|MQU1QU2) - ("QQ o Hl >|H1(MﬂUlﬂU2)

eine Koordinatentransformation bzw. einen Koordinatenwechsel von der lokalen Karte

k1 zur lokalen Karte k.

Lemma III.11. Je zwei Karten sind zueinander C*-kompatibel in dem Sinne, dass

Koordinatentransformationen selbst C*-Diffeomorphismen sind

Beweis. Die Aussage gilt, da x; und ky jeweils die Einschrinkungen der C*-Diffeomor-
phismen @1 |y, ~y, und ®1|y,qp, sind. Dabei sind Verkniipfungen von C*-Diffeomorphis-
men wieder C*-Diffeomorphismen und Einschrinkungen der Definitionsmenge bewirken

keine Verminderung der Regularitéat. O]

Die C*-Kompatibilitdt der Karten ermdglicht uns, Differentialrechnung auf M zu be-

treiben, ohne den umgebenden euklidischen Raum R"™ zu benétigen.

Definition ITI.12 (Differenzierbarkeit, Untermannigfaltigkeit, euklidischer Raum). Sei-
enn €N, kle€NU{oco} mitl <k, M eine C*-Untermannigfaltigkeit, # eine lokale
Karte in p € M und f : M — R eine Funktion. f heifit [-fach-differenzierbar in p,
wenn die auf einer offenen Menge definierte lokale Koordinatendarstellung f o =% im

Punkt k(p) [-fach differenzierbar ist.

Bemerkung. Hohere als k-fache Differenzierbarkeit kann nicht sinnvoll definiert wer-

den.

Lemma II1.12. Die Differenzierbarkeit in p ist wohldefiniert, d. h. unabhéngig von der

gewahlten lokalen Karte.
Beweis. Seien xk und & lokale Karten in p. Es gilt
fort=forto (RO/%_l)

nahe %(p). f o &' ist genau dann [-fach differenzierbar in %(p), wenn f o k! I-fach

differenzierbar in x(p) ist. O
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Im Folgenden sollen nun ,abstrakte®, d.h. a priori nicht in einen euklidischen Raum
eingebettete, differenzierbare Mannigfaltigkeiten definiert werden. Sie werden gewisse
topologische Raume mit Zusatzstruktur sein, die uns eine sinnvolle Differentialrechnung

ermoglichen.

Definition III.13 (lokal euklidischer Raum; lokale Karte; Kartengebiet; Modell). Sei
(X,T) ein topologischer Raum und m € N. Wir nennen X m-dimensional lokal eu-
klidisch g.d.w. jeder Punkt eine Umgebung besitzt, die homéomorph zu einer offenen
Teilmenge in R™ ist, d.h. g.d. w. zu jedem Punkt p € X eine offene Umgebung U € T,
eine offene Menge V' C R™ und einen Homéomorphismus ® : U — V existiert. Wir
nennen dann (U, ®) eine (lokale) Karte bzw. ein lokales Koordinatensystem in p und U
ein Kartengebiet. Ist klar, welches Kartengebiet gemeint ist, bezeichnen wir auch ® als
lokale Karte. Wir bezeichnen dann R™ als Modell von X.

Bemerkung. Die Definition eines m-dimensionalen lokal euklidischen Raumes nach
Deﬁnition ist aquivalent dazu, dass eine Indexmenge [ existiert sowie fiir jedes
v € I offene Mengen U, € 7 und V, C R™ und ein Homéomorphismus ®, : U, — V/,
sodass X = U,e; U,. D. h. anschaulich, dass X lokal euklidisch ist g.d. w. X von Karten
iiberdeckt wird.

Notation III.14. Sei m € N und X ein topologischer Raum. Um auszudriicken, dass

X m-dimensional lokal euklidisch ist, schreiben wir auch kurz X™.

Lemma ITI.13. Seien m € N und X ein m-dimensionaler lokal euklidischer topologi-
scher Raum, p € X und (Uy, k1) sowie (Us, ko) zwei lokale Karten in p. Der Kartenwechsel

Ky o Ky ist ein Homdomorphismus offener Teilmengen des Modells R™.

Definition III.15 (Atlas). Sei X ein lokal euklidischer topologischer Raum und [ eine
Indexmenge. Sei weiter fir « € I p, € X und (U,, k,) eine lokale Karte in p,. Wir nennen
die Familie A := { (U,,k,) | ¢t € I } von lokalen Karten einen Atlas von X g.d.w. die
Kartengebiete U, den ganzen Raum iiberdecken, d.h. g.d. w. X = U,/ U,.

Definition I11.16 (C*-Kompatibilitit; Differenzierbarkeit, Atlas). Sei k € NU { oo },
X ein lokal euklidischer topologischer Raum, pi,ps € X und (U, k1) bzw. (Us, k2)
zwei lokale Karten in p; bzw. py. Wir sagen, (Uy, k) und (Us, k) sind zueinander C*-
kompatibel, g. d. w. der Kartenwechsel sy o x7', und folglich auch der umgekeherte Kar-
tenwechsel k1 o ky', ein C*-Diffeomorphismus ist. Ein Atlas A = { (U,,k,) |t €T}
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von X heiBt C*-differenzierbar, g. d. w. seine Karten paarweise C*-kompatibel sind, d. h.
g.d.w. fir alle i,j € I gilt, dass (U;, k;) und (Uj, k;) zueinander C*-kompatibel sind.
Sind A und B zwei C*-differenzierbare Atlanten von X, so bezeichnen wir 4 und B als
zueinander C*-kompatibel g.d. w. AU B C*-differenzierbar ist.

Lemma III.14. Sei £k € NU { 0o } und X ein lokal euklidischer topologischer Raum.
Die Relation ~, die fiir zwei Atlanten A und B auf X gegeben ist durch

A~ B:+<= Aund B sind C*-kompatibel
stellt eine Aquivalenzrelation dar.

Definition II1.17 (differenzierbare Struktur). Sei k € NU{ 0o }, X ein lokal euklidi-

scher Raum und A ein Atlas auf X. Wir nennen den maximalen Atlas, der A enthélt,

U { B ‘ B ist Atlas von X A A und B sind C*-kompatibel } = U B
Be[A]~

die von A induzierte C*-Struktur auf X.

Eine differenzierbare Struktur erlaubt es, differenzierbare Konzepte vom euklidischen
Raum auf beliebige differenzierbare Mannigfaltigkeiten zu iibertragen. So z. B. den Be-

griff der Differenzierbarkeit von Abbildungen:

Definition ITI.18 (lokale Koordinatendarstellung). Seien m,n € N, k € NU{ oo } und
X™ sowie Y™ lokal euklidische Rédume, jeweils versehen mit den C*-Strukturen Ax bzw
Ay. Sei weiter F' : X — Y eine stetige Abbildung und fir p € X (U,k) € Ax eine
lokale Karte von X in p und (U’, k') € Ay eine lokale Karte von Y in F(p). Die auf
einer offenen Menge des R™ definierte R™-wertige Abbildung

K o For!

heifit eine lokale Koordinatendarstellung von F' nahe p.

Definition III.19 (Differenzierbarkeit; Diffeomorphismus, lokal euklidische Raume).
Seien k,l € NU{ oo } mit [ <k, X™ und Y™ lokal euklidische Raume, jeweils versehen
mit den C*-differenzierbaren Strukturen Ax bzw. Ay, sowie F': X — Y eine stetige
Abbildung. Sei weiter p € X und (U, k) € Ax sowie (U', k") € Ay lokale Karten von
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X bzw. Y in p bzw. F(p), sodass k¥ o F o k™! eine lokale Koordinatendarstellung
von F mnahe p ist. F' heifit im Punkt p [-fach differenzierbar, g.d.w. K o F o x!
im Punkt x(p) [-fach differenzierbar ist. Dartiber hinaus nennen wir F im Punkt p
l-fach stetig differenzierbar g.d.w. F' in p [-fach differenzierbar ist und das Differential
d(k' o F o k1) stetig ist. Den Raum der [-fach stetig differenzierbaren Abbildungen
X — Y bezeichen wir mit C! := CY(X,Y). Ist F € C'(X,Y), so heiit F von der Klasse
Ct.

Wir nennen F' [-fach (stetig) differenzierbar, g.d.w. F in jedem Punkt p € X (stetig)
differenzierbar ist. Wie gewohnt nennen wir F einen C'-Diffeomorphismus g.d.w. F
bijektiv sowie von der Klasse C'(X,Y) ist, und die Umkehrabbildung F~! von der Klasse
CU(Y, X) ist.

Lemma III.15. Die Differenzierbarkeit ist wohldefiniert, d. h. unabhéngig von der lo-

kalen Koordinatendarstellung.

Beweis. Seien k' o Forx *und & o F o &1

p € X. Es gilt

zwei lokale Koordinatendarstellungen nahe

FoFokt'=(Fo ok )oK oFokrk?')o(koi"

1 1

als Abbildungen euklidischer Raume von der Klasse
CF. k' o F o i7! besitzt also mindestens dieselbe Regularitit | < k wie k' o F o k71,
d.h. & o F o k™! ist [-fach (stetig) differenzierbar in #(p) g.d.w. ¥ o F o k=1 I-fach

(stetig) differenzierbar in k(p) ist. O

Dabei sind &' o ¥t und K o &~

Definition IIT.20 (Basis, topologischer Raum). Sei (X,7) ein topologischer Raum.
Eine Menge B C T heifit Basis des topologischen Raumes (X, 7") g.d. w. sich jede offene
Menge als Vereinigung von Mengen aus B schreiben lasst, d.h. g.d.w. wir fiir jedes
O € T eine Indexmenge I und eine Familie (B,),e; € B! von Mengen aus B finden,
sodass O = U,cr B..

Definition IIT1.21 (Mannigfaltigkeit, topologisch, differenzierbar). Seien k € NU{ oo },
m € N und (X, 7) ein topologischer Raum. Wir nennen X eine

(i) m-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit g.d.w. (X, T) ein m-dimensionaler

lokal euklidischer Hausdorflraum ist und eine abzahlbare Basis besitzt
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(ii) m-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit g.d.w. (X, T) eine m-dimensionale topologi-

sche Mannigfaltigkeit ist und auf X zusétzlich eine C*-Struktur A existiert.

Bemerkung. Die Hausdorff Eigenschaft stellt sicher, dass wir Punkte durch stetige
Funktionen trennen koénnen. Die abzahlbare Basis der Topologie sichert die Existenz

einer abzahlbaren Partition der Eins.

Definition IT1.22 (Untermannigfaltigkeit, topologisch, differenzierbar). Seien k € N U
{0}, m,n € Nmit m < nund N" eine n-dimensionale topologische bzw. C*-Mannigfaltigkeit
mit einem Atlas A. Eine Teilmenge M™ C N™ heifit eine m-dimensionale bzw. (n —m)-
kodimensionale topologische bzw. C*-Mannigfaltigkeit g.d.w. in jedem Punkt p € M
eine Umgebung U C R” von p, eine offene Menge V' C R™ und ein Homéomorphismus

bzw. ein C*-Diffeomorphismus (® : U — V') € A existiert, sodass

®UNM) = (R" x {Ogwn } )NV =R™" NV

Beispiel.

(i) Die nattirliche C*°-differenzierbare Struktur auf R" besteht aus idg» zusammen
mit allen C*°-kompatiblen Karten, d.h. U4e({ (rd idgn)}). A- R ist also selbst eine
C*°-Mannigfaltigkeit.

(ii) Eine m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit M des euklidischen Raumes R"
versehen mit der Relativtopologie ist ein lokal euklidischer Raum. Sie tragt eine

Ck-differenzierbare Struktur induziert durch die Karten ®|ynp.

(iii) Endliche Produkte von C*-Mannigfaltigkeiten sind auf natiirliche Art C*-Mannig-
faltigkeiten.

(iv) Jede C*-differenzierbare Struktur kann zu einer C'-differenzierbaren Struktur fiir
[ < k abgeschwiicht werden. D. h. jede C*-Mannigfaltigkeit ist fiir [ < k auch eine
C'-Mannigfaltigkeit. Die differenzierbare Struktur bleibt aber i. A. nicht gleich.
Indem eine niedrigere Regularitit gefordert wird, kommen namlich i. A. neue lokale

Karten hinzu.

13. Janner 2020
Man kann, ausgehend von einer Menge, mit Hilfe eines geeigneten Atlas direkt sowohl die
topologische als auch die differenzierbare Struktur einer Mannigfaltigkeit identifizieren.

Dies ist oft niitzlich fiir die Konstruktion von Mannigfaltigkeiten.
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Satz ITI.16. Sei k € NU{ 0o }, m € Ny und M eine Menge. Sei weiter I eine Indexmenge
und zu jedem ¢ € I U, C M eine Teilmenge und V, C R™ eine offene Teilmenge, sodass
k, die Signatur U, — V, trédgt und M = U,c; U,. Sei zudem fiir alle 7,7 € I der

1

Definitionsbereich der Abbildung x; o x; " offen und die Abbildung x; o x~!selbst von

der Klasse C*. Sei schliefllich A := {, |+ € I} die Menge aller dieser Abbildungen.
Dann existiert auf M eine eindeutige m-dimensionale lokale euklidische Topologie T,
fiir die A ein Atlas ist und auf (M, T) eine eindeutige C*-Struktur fiir die A ein C*-
Atlas ist.

Bemerkung. Anschaulich erhalten wir auf unserer Menge eine differenzierbare Struk-
tur, indem wir die s, als lokale Karten (mit Koordinatenwechseln von der Klasse C*)

und die Menge A als Atlas interpretieren.

Beweis. Wir betrachten die die Familie
T:={O0OCM|Veel:k(0ONU,) ist offen }

T ist eine Topologie auf M. Sie wird von dem Mengensystem

{r71(0)

LGI/\@LQVListOffen}

erzeugt. Genauer gesagt ist dann fiir « € I die Menge U, offen und die bijektive Ab-
bildung k, ein Homéomorphismus. Weiter folgt mit der Annahme der Regularitit der

Kartenwechsel x; o lij_l, dass A einen C*-Atlas liefert. O

Proposition II1.17. Kehren wir zur Situation von Satz [II1.16| zuriick. Wir konnen
zusétzliche Aussagen iiber die Topologie T treffen, insbesondere dann, ob es sich bei
(M, T) um eine Mannigfaltigkeit handelt. Es gilt ndmlich:

(i) (M, T) ist hausdorffsch, wenn sich je zwei Punkte entweder im selben Kartengebiet
oder in disjunkten Kartengebieten befinden, d.h. , wenn wir fir alle p,q € M
entweder ¢ € [ finden, sodass p,q € U,, oder ¢, j € I finden, sodass p € U;, ¢ € U;
und U; N U; = 0.

(ii) (M,T) hat eine abzdhlbare Basis, wenn M durch abzéhlbar viele U, iiberdeckt

wird, d. h., wenn eine abzahlbare Indexmenge J C [ existiert, sodass M = U,c;U,.

Beweis. Ubung. [
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Beispiel (reell-projektiver Raum). Fir d € N ist der d-dimensionale reell-projektive
Raum RP? definiert als die Menge der Ursprungsgeraden des R¥*!. Genauer gesagt:
Fiir ~ die Aquivalenzrelation ,liegen auf derselben Ursprungsgeraden® auf R4 ist R P?
definiert als RP? := R\ {0 }/N. r € R reprisentiert dabei die Gerade Rx. Dieser
ordnen wir fiir z = (o, . .., zq4) € R4 die homogenen Koordinaten [zq : ... : x4] zu, d. h.
wir schreiben [z] = [zo : ... : x4). Die homogenen Koordinaten sind bis auf Skalierung
eindeutig, es gilt also fiir [2], [y] € RPY, dass [z] = [y] g.d. w. wir ein A € R\ { 0 } finden,

sodass \r = y.

Wir definieren fiir i € {0,...,d } dann die Mengen
Uz:{[x]ERPd‘xz#O}, ‘/z:{l’z:l}ng

sowie die bijektiven Abbildungen

Ki: Ui — Vi, Jxo:...ixgl = —(20,...,2q) = . 1, e, —

1 (96’0 Ticl | Tigl 9€d)
X €T " X X X

Die k; heilen die affinen Koordinaten. Sie besitzen die Umkehrabbildungen

Kt (Yo, s ya) F Yo st vl

Wir priifen nun, dass die Familie der x; die Voraussetzungen des Satzes |I11.16|erfiillt.
Dazu stellen wir fest, dass fiiri € {0,...,d } #;(U;) = V; 2 R%, also Uj sicher offen. RP?
wird dabei von den U; iiberdeckt. Weiter sind fiir ¢ # j die Mengen

(ki o n;l)_l({xeRdH’xizl/\xj#O})

als Urbilder von Komponenten von Hyperebenen, d. h. Urbilder offener Mengen, unter

1 als rationale Funktionen

rationalen Funktionen wieder offen. Dabei sind die x; o x;
offener Mengen glatt, also von der Klasse C*>. Nach Satz induzieren die x; dann
den Atlas einer glatten Struktur. Da wir fiir [z],[y] € RP? immer ein i € {0,...,d }
finden kénnen, sodass [z],[y] € U;, und, da RPY = UL, U;, d.h. RP? endlich, also
insbesondere abzahlbar, iiberdeckt wird, folgt mit Proposition dass RP? eine

d-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit ist.

Bemerkung. Die Aussagen von Satz [[11.16| und Proposition |I11.17| gelten auch, wenn
die V, selbst C*-Mannigfaltigkeiten und die x, C*-Diffeomorphismen sind. Dies ist ins-

besondere fur Verklebekonstruktionen niitzlich.
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I11.3. Tangentialbiindel und Differential

Wir approximieren nun differenzierbare Mannigfaltigkeiten lokal durch Vektorrdume,
indem wir den Begriff des Tangentialraums an eine Untermannigfaltigkeit des R™ aus

Analysis 11 adaptieren.

Definition IT1.23 (Ubereinstimmung erster Ordnung; 1-Jet). Sei k € NU{ oo }, m € N
und M eine m-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit. Sei p € M, (U, z) eine lokale Karte
in p, ¢ > 0 hinreichend klein und c¢1,¢5 : (—¢,6) — M mit ¢1(0) = ¢2(0) = p zwei

C'-Kurven durch einen Punkt p. Wir definieren die Aquivalenzrelation ~ durch
1~ eyt (x0c)(0)=(z o) (0)

Wir sagen, ¢; und ¢y stimmen in ¢t = 0 erster Ordnung tberein g.d.w. ¢; ~ co. Ist ¢ :
(—e,e) — M mit ¢(0) = p eine C*-Kurve durch p, so nennen wir die Aquivalenzklasse
von ¢, d. h. [c], den 1-Jet der Kurve ¢ durch den Punkt p.

Lemma III.18. Die Ubereinstimmung erster Ordnung ist wohldefiniert, d.h. sie ist

unabhéngig von der gewahlten Karte.

Beweis. Ist also k € NU {00}, m € N, M eine m-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit,
p € M und (U, z), sowie (U, %) lokale Karten in p, so gilt

(7 0 0)(0) = d(E 0 2™ )a(e(on (= © )(0)) (IL.D)
]

Definition IT1.24 (Tangentialvektor; Tangentialraum; Tangentialbiindel). Sei k € NU
{0}, m €N, M eine m-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit und p € M.

(i) Wir nennen einen 1-Jet durch p einen Tangentialvektor am Punkt p.

(ii) Wir nennen die Menge T,M := { [c] | [¢] ist Tangentialvektor am Punkt p } aller

Tangentialvektoren am Punkt p den Tangentialraum an M im Punkt p.

(iii) Wir nennen die disjunkte Vereinigung

T™ := | T,M

peEM
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aller Tangentialrdume zusammen mit der Fupunktprojektion 7 : TM — M,
gegeben durch [c] — p, falls [¢] € T,M, das Tangentialbiindel von M. Wir nennen
das Tangentialbiindel TM auch den Totalraum und 7= *({p }) = T, M eine Faser.

Bemerkung. Die Vereinigung T'M = J,ep T, M ist wirklich disjunkt, da die Aquiva-
lenzklassen von Kurven in verschiedenen Tangentialraumen 7, M, T, M zu unterschied-
lichen Punkten p, g assoziiert sind. Da M hausdorffsch ist, konnen wir p, ¢ durch offene
Umgebungen O, O, trennen. Kurven, die nur auf der Umgebung O, definiert sind, sind
zwar in einer Aquivalenzklasse von T, M enthalten, jedoch nicht in einer Aquivalenzklasse
von Ty M.

Lemma III1.19. Sei k € NU{ oo}, m € Nund M eine m-dimensionale C*-Mannigfal-
tigkeit. Fiir jedes p € M ist T, M ein m-dimensionaler R-Vektorraum, d.h. T, M = R™.

Beweis. Seien x, 7 zwei lokale Karten auf M in p. Da die Differentiale d(Z o 271),(c(0)) der
Kartenwechsel lineare Automorphismen sind, existiert angesichts (III.D]) und der Ket-
tenregel eine eindeutige lineare Struktur als m-dimensionaler R-Vektorraum auf 7,,M.

Dabei ist fiir jede Karte = in p die lineare Abbildung 7,,M — R™, gegeben durch
[c] = (x o ¢)'(0) (IILE)
ein Isomorphismus. O

Definition ITI.25 (Standardbasis, Tangentialraum). Seim € N, M eine m-dimensionale

differenzierbare Mannigfaltigkeit, p € M und z eine lokale Karte in p. Bezeichne mit

-----

0
= [t Y (x(p) +t &) € T,M
al‘i P
den i-ten Standardbasisvektor von T,M beziiglich . Wir nennen ( a?:- )'e{ Lo} die
i Ip/Jief{1,..., m

Standardbasis von T,,M beziiglich x.

Bemerkung. Die Notation in Definition [ITT.25]reflektiert also, dass Tangentialvektoren

Richtungsableitungen entsprechen.
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Lemma III.20. Die Standardbasis von 7, M beziiglich x in Definition |I1I.25|ist wirklich
eine Basis von T,,M. Jeder Tangentialvektor [¢] € T,M hat dann die Darstellung

)

wobei fiir jedes ¢ € {1,...,m } mit x; die i-te Komponente der Abbildung = gemeint

Mzi@m@mw(ii

i=1

ist.

Beweis. Unter dem Isomorphismus (IT1.E|) wird fir jedes i € { 1,...,m } der i-te Stan-

ol
ox;

Da Isomorphismen Basen erhalten, ist die Standardbasis von T, M beziiglich x wirklich

dardbasisvektor

beztiglich x auf den i-ten Standardbasisvektor des R™ abgebildet.
p

eine Basis von T,M.

Sei [c] € T,M. Wegen (z o ¢)'(0) = >, (z; o ¢)’(0) - e; hat [c] die Darstellung

y

Lemma III.21. Tangentialbtindel von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten sind selbst

Mzium@mV(ii

=1

]

wieder differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Genauer ist fir ¥ € NU {oco}, m € N
und M eine m-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit das Tangentialbiindel 7'M eine

(2m)-dimensionale C*~!-Mannigfaltigkeit.

Beweis. Sei M eine m-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit. Eine Karte (U, x) von M in-
duziert durch den Isomorphismus (III.E) eine Karte

T,:TU = |- T,M — z(U) x R™
[ = (& © ¢)(0), (z o ¢)'(0)) (IILF)

auf TU. Ist (U, %) eine weitere Karte auf M, so ist der Kartenwechsel

T;:nglzx(Uﬂﬁ)XRme((UﬂU)XRm)
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auf T'M gegeben durch

((z 0 )(0), (x 0 &)'(0)) = ((& 0 )(0), (& © ¢)(0)) =
= <(ii’ o xfl)(x(c(()))),d(i o 1371)z(c(0))((l’ o C)/(O)))

Bezeichnen wir suggestiver die Koordinaten in M beziiglich der Karten x bzw. ¥ selbst
mit = bzw. Z und den Kartenwechsel dann mit Z(z), so nimmt der Kartenwechsel auf
TM die Form (z,v) — (Z(z),dZ,(v)) an

Das Differential einer Abbildung Z(x) zwischen offenen Teilmengen euklidischer Rdume

ist explizit gegeben durch

m

5.0 = 5 (0,250

i=1j=1

wobei wir die symbolische Kurzschreibweise

-----

der j-te Standardbasisvektor 52-| dem Differential dz,(e;). Also ist
J1p
o :i 0
II1.G
p p

bzw. in der symbolischen Notation, d.h. ohne ein p € M zu fixieren,

8% fj( % o x)- 8% (IIL.H)

=1

Da das Differential dz bzw. die Eintrage der Jacobi-Matrix 275’; mindestens von der Klasse
C*~1 sind, sind also die Kartenwechsel T; o 7! fiir TM von der Klasse C*~1. Nach Satz
existiert zur Menge { (TU,T,) | (U,x) ist Karte von M } eine eindeutige (2m)-
dimensionale lokal euklidische Topologie auf 7'M und eine eindeutige C*~!-Struktur auf

TM.
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Weiter hat der topologische Raum T'M eine abzahlbare Basis, weil auch M eine
abzahlbare Basis hat. T'M ist auch wieder hausdorffsch. Insgesamt ist also T'M eine
(2m)-dimensionale C*~'-Mannigfaltigkeit. O

16. Janner 2020

Beispiel. Sei W C R™ offen, dann ist idyy eine globale Karte. Es gilt der Isomorphismus
aus (IILE), d.h. T,IW — R™, [¢] = ¢(0). Der Totalraum TW ist also durch die Karte

T™W =) T,W — W x R"

peW

[c] = (c(0),¢(0))

gegeben. Damit erhalt man das Standardbasenfeld

0
aSCi

Definition IT1.26 (Ableitung, Geschwindigkeit, differenzierbare Kurve). Sei M eine dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeit, I C R ein Intervall und ¢ : I — M eine differenzierbare

.....

Kurve. Dann ist die Ableitung bzw. Geschwindigkeit von ¢ zum Zeitpunkt T definiert

durch
de

(=@ = e+ )] = [t et +7)

Im Folgenden sollen differenzierbare Abbildungen lokal durch lineare Abbildungen der
Tangentialrdume approximiert werden. Dies wird den Begriff des Differentials fiir Abbil-

dungen von Untermannigfaltigkeiten verallgemeinern.

Definition II1.27 (Differential, differenzierbare Mannigfaltigkeit). Sei k € NU { oo },
m,n € N, M™ N™ C*-Mannigfaltigkeiten und F : M™ — N" cine differenzierbare
Abbildung. Wir definieren dann dann die Abbildung

dF : TM — TN
[c] = [F o (] (I1LI)

Wir nennen dF das Differential von F. Wir definieren weiter fiir p € M die Abbildung

de = dF’TpM
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dF, heifit dann das Differential von F' im Punkt p.

Lemma III1.22. Das Differential dF aus (III.I) ist wohldefiniert, d. h. nur von ¢ abhén-
gig.

Beweis. Sei (U, x) eine Karte auf M und (V,y) eine Karte auf N, sodass 7([c]) € U und
m([F o ¢]) € V. Es gilt

(yo (Foc)0)=(yoFox'ouxoc)0)
=d(y o F o 2 ) @ogo((z 0 ¢)(0))

Somit hingt [F' o ¢] nur von [c] ab. O

Bemerkung. Das Differential bildet Tangentialrdume auf Tangentialraume ab:

T,M — s Ty, N

‘/ d(yoFoxz™1) ‘/

R™ ————YRr

Im Fall von Abbildungen offener Teilmengen euklidischer Réume ist das Differential
aus Definition [[I1I1.27|konsistent mit dem Differential auf euklidischen Rdumen, d. h. hier
d(y o F' o 271),), denn letzteres bildet ¢/(0) — (F o ¢)'(0) ab.

Lemma II1.23 (Kettenregel; Differential der Umkehrfunktion). Seien XY, Z differen-
zierbare Mannigfaltigkeiten sowie F' : X — Y und G : Y — Z differenzierbare
Abbildungen. Es gilt:

(i) Kettenregel: d(G o F') =dG o dF
(ii) Ist F ein Diffeomorphismus, so gilt d(F'~1) = (dF)~*
(iii) Es gilt d(idy) = idra

Beweis. (i): Es gilt fir [c] € TX

d(G o F)([¢]) =[G o (F o ¢)] =dG([F o ¢]) = (dG o dF)([c])
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Bemerkung. Die von einer Karte (U, z) auf M induzierte Biindelkarte T, auf T'M ist
das Differential dz. Ist (U,Z) eine weitere Karte auf M, so stimmt der Biindelkarten-
wechsel T; o (T,)~' modulo der Identifikation T'(x(U)) = z(U) x R™ iiberein mit dem

Differential d(Z o x7!) des Kartenwechsels 7 o =1 auf M.

TU —5 s 2(U) x R™

Ny

ey

Lemma III.24. Seien m,n € N, M™ N™ differenzierbare Mannigfaltigkeiten, (U, x)
eine Karte auf M, (V,y) eine Karte auf N und F : M — N eine differenzierbare
Abbildung. Ist p € U und F(p) € V, so ist das Differential dF}, relativ zu den Standard-

basen (8 ) und (88_
P/ je{1,..m} vi

81’j
die Jacobi-Matrix der lokalen Koordinatendarstellung y o F' o x~
0
dF, | —
b ( 836]-

Bemerkung. Dies verallgemeinert eine frithere Formel fiir den Wechsel zwischen von

von T,M bzw. Tk N gegeben durch

-----

1

" I(y; o F o x) 0

) =3 S G)

Wi | py)

lokalen Karten induzierten Basen der Tangentialrdume.

Lemma III.25. Seien m,n € N, M™ N™ differenzierbare Mannigfaltigkeiten, (U, x)
eine Karte auf M, (V,y) eine Karte auf N und F' : M — N eine differenzierbare
Abbildung. Die lokale Koordinatendarstellung 7, o dF o T, ! des Differentials stimmt

modulo der Identifikationen
T(x(U)) =2x(U)xR™, T(yV)) =y(V)xR"

mit dem Differential dy von y(z) tiberein, d. h. es hat die Form
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I1I1.4. Totales Differential, 1-Formen und
Kotangentialbiindel

111.4.1. Definitionen

Definition I11.28 (totales Differential). Sei k € NU{ oo }, M eine C*-Mannigfaltigkeit
und f : M — R eine differenzierbare Abbildung. Wir nennen die Abbildung
df : TM — TR das totale Differential von f.

Bemerkung. Das totale Differential ist eine Familie

df = (dfp : TpM — Tf(,p)R)

peEM

von linearen Abbildungen. Mit der natiirlichen Isomorphie TR = R ist d f eine Familie
von Linearformen auf Tangentialrdumen, d. h. df, € (T,M)*. Dies motiviert die folgende

Definition.

Definition ITI.29 (Kotangentialraum; Kotangentialbiindel; Schnitt). Sei M eine diffe-

renzierbare Mannigfaltigkeit.

(i) Wir nennen fiir p € M den Vektorraum T;M := (1,M)* den Kotangentialraum
an M in p.

(ii) Wir nennen die disjunkte Vereinigung 7% M := [, Ty M aller Kotangentialrdume
zusammen mit der Fulpunktprojektion wp s : T*M — M das Kotangentialbiin-
del an M.

(iii) Wir nennen eine Abbildung o : M — T*M mit der Eigenschaft mp«p; o o = idyy
einen Schnitt des Kotangentialbtindels T M.
Bemerkung.

(i) Anschaulich ist ein Schnitt also eine Abbildung, die einem p € M ein Element aus
Ty M zuordnet.

(ii) Das totale Differential df ist also die Abbildung df : M — T*M mit
p > df, € TyM. Genauer ist df ein Schnitt von T*M, denn es gilt wr«y o df =

idyy.

20. Janner 2020
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Definition IT1.30 (1-Form). Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Wir nennen
einen Schnitt «, d.h. eine Abbildung oo : M — T*M mit der Eigenschaft w7« o a =

idy, eine Differentialform vom Grad 1, kurz 1-Form.

Bemerkung. Eine 1-Form « ist also eine Familie (a,)penr := (a(p))penr-

TM Tp*M
/—\\ /\
/ \\ \
T*M
Bildung der Dualrdume
™ der Fasern
______________ > ||
/—_ —— /
/ \\ a
n U= Tpey
t t t + M
p p

Abbildung III.1.: Veranschaulichung einer 1-Form

Beispiel. Totale Differentiale sind 1-Formen.

Lemma III.26 (Rechenregeln fiir totale Differentiale). Seien M, N differenzierbare
Mannigfaltigkeiten, f,g : M —— N differenzierbare Funktionen und a,3 € R. Das
totale Differential hat folgende Eigenschaften:

(i) R-Linearitit, d.h. d(af + 8g) = adf + Bdg.
(ii) Produktregel, d.h. d(fg) = (df)g + f(dg).
Lemma II1.27. Sei m € N und M eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltig-

keit. Sei « eine 1-Form, p € M und (U, ) eine lokale Karte fiir M in p. (d(2:)p)icf1,..m}
bildet eine Basis von Ty M. Wir finden demnach fiir alle ¢ € U eindeutige agq), a9 e

R, sodass
alg) = Yo (i),
i=1
bzw. eindeutige Abbildungen ay, ..., a, : U — R, sodass a|y = X", a; d(z;).

Beweis. Dual zum Differential dz, finden wir die Abbildung (dz,)* : (R™)* — TyM
mit A = d(A o x), = dA\; o dz, = (da,)* A
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..........

(R™)*. Dann gilt e — (dz,)*e; = d(x;),. Dabei ist (d(x;)p)icq1,..,m} dual zur Basis

v TN\TY/prT s e E AT P Ly
9
Ox;

> von T, M, also insbesondere selbst eine Basis. Es gilt namlich
p

) — (p) = Aaioa™) xil)(p) =0y

0
(d(l’z)P) (6% ) - axj axj

Beziiglich der Standardbasen schreibt sich «(q) also

a(g) = X a” d(a),
i=1
fiir eindeutige agq),...,agﬂb) € R. Definieren wir fir ¢ € {1,...,m} die Abbildung

(@)

a; : U — R durch a;(q) := a;", so erhalten wir aulerdem

alg) = Y_ai(q) d(z:),

=1

also a|ly = X0, a; d(z;). O

Korollar ITI.28. Sei f : M — R eine differenzierbare Abbildung. Das totale Differen-
tial d f lasst sich lokal bei p schreiben als

o =3 (M550 o o) aw)

i=1 I

Beweis. Es gilt

Definition III1.31 (Regularitit, 1-Form). Sei k,k € NU {00}, m € N, M eine m-

dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, I eine Indexmenge, (U,).er eine Uberdeckung von
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M durch Kartengebiete U, und « eine 1-Form auf M. Nach Lemma [II1.27| finden wir

fiir jedes ¢ € I Funktionen al, . .. ,aW U, — R, sodass a|p, = X", a zL) d(z;). Wir
sagen, « ist stetig g.d.w. fir alle ¢ € [ agb), ...,al) stetig sind. Wir sagen, dass o k-
fach differenzierbar ist g.d. w. fir alle . € agb), e (‘) k-fach differenzierbar sind. Wir

sagen, dass a von der Klasse CF ist g.d.w. fiir Jedes Lel a()

C*-sind.

..,a von der Klasse

Lemma ITI.29. Analog zum Tangentialbiindel ist auch das Kotangentialbiindel eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit. Sei £ € NU{ oo }, m € N und M eine m-dimensionale
Ck-Mannigfaltigkeit. Dann ist T*M eine (2m)-dimensionale C*~!-Mannigfaltigkeit.

Beweis. T*M erbt von M bzw. T'M ebenfalls eine Struktur als differenzierbare Mannig-
faltigkeit, indem Karten fiir M entsprechende Karten fiir 7" M induzieren.

Sei (U, x) eine lokale Karte fur M. (U, z) induziert, durch faserweises Zurtickziehen, dual

zur Karte T, = dz : TU — z(U) x R™ eine lokale Parametrisierung
T,*:x(U) x (R™)" — T*U
(+(v Zaz ) Zaz zi)p = d(a o o), = (d,)*a

wobei wir a = Y. a;x; als lineare Abbildung auf z(U) C R™ auffassen. Thre Umkeh-
rung, d. h. (7,*)~" dient als lokale Karte fiir T*M.

Wir zeigen nun, dass Kartenwechsel mindestens von der Klasse C*~! sind. Sei dazu

(U, %) eine weitere Karte fiir M. Dann haben wir dual zum Basiswechsel

0F; 0 " 0T 0 7Y 0
(%] ;(ﬁx] )&B _Z( 0z ° x>87
auf den Tangentialraumen den Basiswechsel der Kotangentialrdaume

07,

djl:i(ax] o [L‘) dilfj

denn es gilt
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Auch haben wir dual zum Kartenwechsel Tz o 77! auf TM den Kartenwechsel

=252 #(0)

wobei wir wieder a = Y1, a;z; als lineare Abbildung auf z(U) sehen und die Abbildung
(a o 2)(Z) = (z*a)(Z) (wobei hier wieder a o x kurz fiir a o z o 71 ist, Anm.) auf Z(U)
als ihre Verkniipfung, d. h. ihr Riickzug, mit dem Kartenwechsel z(Z). Wir kénnen also
die Abbildungsvorschrift von (73*)™! o T,.* schreiben als

(z(p), a) = (Z(p), d(z*a)s() = (Z(p), d(a © 2)s())

Dabei ist (T3*)~! o T,* von der Klasse C*~L.

Wir erhalten also einen C*~'-Atlas auf T*M. Analog zu TM ist auch T*M selbst ein
Hausdorffraum und die topologische Basis von T*M ist abzahlbar. Insgesamt ist also
T*M eine (2m)-dimensionale C*~!-Mannigfaltigkeit. O

Bemerkung. Sei W C R™ eine offene Teilmenge und betrachten wir den von { idgm | w }
induzierten Atlas. 1-Formen « lassen sich nach LemmallII.27|schreiben als v = Y21, a; d(x;).
Das totale Differential einer Funktion f : W — R lasst sich also schreiben als df =

ity C% d(ﬁz)

I11.4.2. Riickzug von 1-Formen

Mit differenzierbaren Abbildungen kénnen wir 1-Formen zuriickziehen. Seien m,n € N,
M™ N™ differenzierbare Mannigfaltigkeiten, p € M und F : M — N eine differenzier-
bare Abbildung. Dual zu dF}, : T,M — TN haben wir lineare Riickzugsabbildungen
dF,* : Ti N — Ty M. Wir kénnen damit eine 1-Form « : N — R zuriickziehen zu

einer 1-Form F*a auf M mit

(F*a), = (dFy)*ap@p) = app) o dF,
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Sei p € M und (U, x) eine lokale Karte fiir M in p sowie (V,y) eine lokale Karte fiir
F(p). Wir betrachten die 1-Form d(y;). In lokalen Koordinaten gilt

" [ OF;
Frd(y:) = ( ‘o x) dz;
jgl 837]' J

denn mit der lokalen Koordinatendarstellung von dF' gilt

a0 (o) = (a5 (1)) = 52 o0

I11.4.3. Integration von 1-Formen iiber Kurven

Definition III1.32 (Kurvenintegral). Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit,
a: M — TM eine stetige 1-form auf M, a,b € R mit @ < b und ¢ : [a,0] — M

eine C'-Kurve. Das Kurven- bzw. Wegintegral von o lings der Kurve c ist definiert als
/ = /[ ) dx' = /[ () ()
c a,b a,b

Bemerkung. Wegen ¢ = dc (Q) ist somit a(c’) = (a o de) (Q) und es gilt

at at
/a :/ Fad\!
c [a,b]

Lemma II1.30. Sei M eine Mannigfaltigkeit, f : M — R von der Klasse C!. Seien
weiter p,q € M aus der selben Zusammenhangskomponente, a,b0 € R mit a < b und

c: [a,b] — M eine C'-Kurve mit ¢(a) = p und ¢(b) = ¢. Dann gilt
flo= /[ , (Ao (@) )

Bemerkung. Das Kurvenintegral ist also in geeignetem Sinne die Umkehrung des tota-
len Differentials. Modulo einer additiven Konstante kann f auf jeder Zusammenhangs-
komponente durch ,, Aufintegrieren“ aus dem totalen Differential d f rekonstrukiert wer-

den.
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Beweis. Es gilt

fli=focl /[a’b}(f o ¢)(t)dA () = / (dfen((2))) dN' (1)

[a,b]
wobei wir bei (%) den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung aus Analysis I

verwendet haben. O

Das Kurvenintegral ist invariant unter orientierungserhaltenden Reparametrisierungen,
also Solchen, bei denen Anfangs- und Endpunkt der Kurve gleich bleiben, d.h. nicht

getauscht werden.

Lemma III1.31. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, o« : M — TM eine
stetige 1-form, a,b € R mit @ < b und ¢ : [a,b] — M eine C'-Kurve. Sind weiter
a,b € Rmit @ < bund ¢ : [@,b] — [a,b] ein C'-Diffeomorphismus mit (@) = a und

©(b) = b, d.h. ¢ o p eine orientierungserhaltende Reparametrisierung von ¢. Dann gilt

/ o = (0%
cop c

Beweis. Es gilt

Dabei benutzen wir bei (i) die Kettenregel in der Form (c o ¢)'(f) = (p(1)) - ¢'(%)
und bei (ii), dass ¢'(t) € R und oy, linear ist. Schlieflich fithren wir bei (iii) eine

Substitution durch, wenden also den Transformationssatz in Dimension 1 an. n

23. Janner 2020

Beispiel. Sei I C R ein durch die glatte Kurve ¢ = id; parametrisiert ist. Wir betrachten

eine Riemann-integrierbare Funktion ¢ : I/ — R und die 1-Form a = gd¢. Dann wird

146



das Kurvenintegral zu
gdt = /id[ kg dt = /gdt
I I

Dabei ist Ersteres ein Kurvenintegral iiber die 1-Form g d¢ und Zweiteres das aus Analysis

idy
I bekannte Riemann-Integral iiber die Funktion g.

Lemma II1.32. Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, F' : M — N eine
C'-Abbildung und ¢ eine C'-Kurve in M. Fiir eine stetige 1-Form f3 gilt

Jooi#= 5

Das Kurvenintegral verhélt sich also gut unter stetig differenzierbaren Abbildungen.
Beweis. Es gilt
(Foco)s=po(Foc)=00dF od=(F*3) ocd=c*F*p)

Ist also I C R die Definitionsmenge von ¢, so folgt

Juo 8= f(Foams= [ s = [ 17

I11.5. Hohere Differentialformen

1-Formen sind Familien von Linearformen auf Tangentialrdumen. Es treten ebenfalls
andere Familien von Objekten der linearen Algebra auf Tangentialriumen natiirlicher-
weise auf. Es bietet sich deshalb an, weitere natiirliche Biindel und deren Schnitte zu
betrachten. Im Rahmen dieser Vorlesung sind Familien alternierender Multilinearformen
relevant. Diese ermoglichen schliellich infinitesimale Volumenmessung und sind damit

natiirliche Objekte fiir die Integration iiber Untermannigfaltigkeiten.

Es gibt aber auch viele andere wichtige Typen. Zu erwahnen wéren z. B. Riemannsche
Metriken, also Familien von Skalarprodukten, d. h. Tensorfelder vom Typ (0, 2). Sie sind
insbesondere in der Differentialgeometrie von Bedeutung, da es sich bei ihnen um eine

natirliche Art handelt, Langenmessung auf Mannigfaltigkeiten einzufiihren.
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I11.5.1. Definitionen

Definition III.33 (dufleres Algebrenbiindel). Sei m € N, r € Ny und M eine m-

dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Wir definieren das Vektorbiindel

A'TM = | A" (T,M)

peEM

zusammen mit der FuBBpunktprojektion warrpys : A"T'M — M. Weiters definieren wir
das dufere Algebrenbiindel A*T'M durch

ATM = |- A*(T,M)

peEM

und versehen es ebenfalls mit der FuBBpunktprojektion wp«pps : A*T'M — M.

Bemerkung. Es gilt A'TM = T*M. Fir r = 0 und im Topgrad r = m sind die
Biindel der auBeren Potenzen, also A°T'M und A™T M, eindimensional. Sie werden auch
Linienbiindel genannt. Wahrend AT M = R ist A™T'M i. A. nicht trivial. Fiir r > m ist
A'TM trivial, denn es gilt dim(A"(T,M)) = (:) =0 fur allep € M.

Definition I11.34 (r-Form; gemischte Differentialform). Sei m € N, r € Ny und M
eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine Differentialform vom Grad
r, kurz r-Form, auf M ist ein Schnitt des Vektorbiindels A"T'M, d.h. eine Abbildung
a: M — A"T'M, sodass marrys © a = idys. Eine gemischte Differentialform auf M ist
ein Schnitt des dueren Algebren-Biindels A*T'M — M.

Analog zum Tangentialbiindel und Kotangentialbiindel sind die Biindel der d&ufleren Po-

tenzen wieder differenzierbare Mannigfaltigkeiten.

Lemma II1.33. Sei £ € NU{oo}, m € N, r € Ny und M eine m-dimensionale
Ck-Mannigfaltigkeit. Dann ist A"T'M eine C*~'-Mannigfaltigkeit. Ist weiter (U, z) eine
Karte fiir M, so ist

{dﬂ?“/\/\dxlr‘ll,lre{l,,m}/\21<<Z7«}
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ein lokales Basenfeld fir A"T'M|y = A™TU. Fir eine r-Form « auf M finden wir also
(2)  €ERfird; ..., € {1...,m}miti <--- <4, sodass

(AR

fir p € U Koeflizienten a

a(p) = Z a’l(i)...,z dry, A~ Aday,
i1..ire{1,....,m}
1 <<
Wir finden also fir ¢;...,4, € {1...,m} mit 44 < --- < 4, eine Abbildung
aiy, .4 U — Rmit a;,, ;. (p) = al(‘f?._.,”, sodass wir a lokal in U schreiben kénnen als
aly = Z iy, - Ay, Ao Ada,
i1..ir€{1,...,m}
1< <bp

Bemerkung. Im Fall » > m ist
{dl’il/\"'/\lﬂir’il...,irE{l,...,m}/\il<"'<’ir}:@
und es gilt () = {0 }.

Definition II1.35 (Regularitit, 7-Form). Seien k,k € NU{oco0}, m € N, r € Ny, M
eine m-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, I eine Indexmenge, (U,),er eine Uberdeckung
von M durch Kartengebiete U, und « eine r-Form auf M. Nach Lemma [TII.33] konnen
wir fiir jedes ¢« € I und alle 4y,...,i. € {1,...,m } mit iy < --- < i, eine Abbildung

a;,. .+ U — R finden, sodass fir alle « € I gilt, dass
aly, = >, afi), ~da, A--- Aday,
i1eyir€{1,...,m}
11 <<y

Wir sagen, a hat die Regularitiat R g.d. w. fiir jedes ¢ € Tund alleéy ...,i, € {1,...,m}
(v) ;die Regularitat R hat. Also ist « stetig, differenzier-

mit iy < --- 4, die Funktion a;’ ;

bar bzw. von der Klasse C* g.d.w. alle Koeffizientenfunktionen stetig, differenzierbar

bzw. von der Klasse C* sind.

I11.5.2. Riickzug von r-Formen

Analog zu 1-Formen koénnen wir auch allgemeiner r-Formen mit differenzierbaren Ab-
bildungen zurtiickkziehen. Seien m,n € N, r € Ny, M™, N" differenzierbare Mannig-
faltigkeiten, p € M und FF : M — N eine differenzierbare Abbildung. Dual zu

149



dF, : T,M — Tp@,) N haben wir lineare Riickzugsabbildungen dF),* : T;(p)N — Ty M.
Wir kénnen damit eine r-Form « : N — R" zuriickziehen zu einer r-Form F*«a auf M
mit

(F*a), = (dFy) app) = app) o dF,

Der Riickzug von r-Formen vertauscht ob seiner Natiirlichkeit mit dem Dachprodukt,
d.h. fir r-Formen «, g auf M gilt

F*(a A B) = (F*a) A (F*3) (I11.J)

Sei p € M und (U, x) eine lokale Karte von M in p sowie (V,y) eine lokale Karte von N
in F(p). Fir 1-Formen gilt (s.o0.) fur allei € {1,...,n }:

J

i=1

Dabei ist fir alle j € {1,...,m } der Ausdruck gTF; definiert auf z(U), der Ausdruck

(% o x) definiert auf U, dy; eine 1-Form auf V' und dz; eine 1-Form auf U.

Seien i1,...,4- € {1,...,n } mit iy < --- < i,. Fir beliebige r-Formen gilt dann:
F*(dyi, Ao Ady, ) = (FFdyi ) A A (F*dy;, )

r aE
= Z ((H(f) ox)dle/\.../\dmjr
oegr€{ 1,om 3 N\ Ni=1 9L
J1<<gr

F;
= Z det (3) ox|dx; A---ANdxj,
j a'rjt ste{l,..,r}

Joegr€{ Loemy \ N0/ speqa,.,
J1<-<Jr

Im Fall » = m > n erhilt man die Vereinfachung

F;
FX*(dy A+ ANdy,) = det(a ) ox|dz; A---Ada,,
O ijef{1,m}

II1.6. Partition der Eins

Die Partition der Eins ist ein topologisches Hilfsmittel um durch Verklebung von lokalen

zu globalen Konstruktionen zu gelangen.

150



Definition IT1.36 (topologischer Triager, Funktion). Sei X ein topologischer Raum, Y
ein Vektorraum und ¢ : X — Y eine Abbildung. Der topologische Trager supp ¢ von
@ ist definiert durch

suppp :=={p #0}

Definition IT1.37 (lokale Endlichkeit). Sei X ein topologischer Raum und M € §£(X)
eine Familie von Mengen. M heifit lokal endlich g.d. w. zu jedem Punkt eine Umgebung
dieses Punktes existiert, die nur endlich viele Elemente von M schneidet. Anschaulich
ydriftet M dann nach unendlich ab.

Bemerkung. Lokale Endlichkeit von M ist aquivalent dazu, dass jedes Kompaktum

nur endlich viele Elemente von M schneidet.

Definition I11.38 (Partition der Eins; untergeordnete Partition der Eins). Seien k, k €
NU{ 00 } mit k < k und M eine C*-Mannigfaltigkeit. Sei I eine Indexmenge und (¢, ),
eine Familie von C*-Funktionen ¢, : M — [0,1]. Wir nennen (p,) eine C*-Partition
der Fins g.d. w. gilt:

(i) die Familie der topologischen Tréager (supp ¢,).es ist lokal endlich
(i) Y o =1
el
Sei A eine weitere Indexmenge und (U,)aca eine Uberdeckung von M, d.h.
M C Upea Us. Wir sagen (p,) ist der Uberdeckung (U,) untergeordnet g.d.w. eine
Abbildung « : I — A existiert, sodass supp ¢, C Uy, fiir alle © € I.

Bemerkung. Obwohl die Summe }°,.; ¢, moéglicherweise iiberabzahlbar viele Summan-
den hat, ist sie wohldefiniert, da, aufgrund der lokalen Endlichkeit der topologischen

Trager, punktweise sogar nur endlich viele Summanden ungleich 0 sind.

Satz II1.34. Seien k, k € NU{ 0o } mit k& < k und M eine C*-Mannigfaltigkeit. Fiir jede
offene Uberdeckung von M existiert eine ihr untergeordnete C*-Partition der Eins iiber
einer abzdhlbaren Indexmenge und kompakten topologischen Trégern. D.h. ist A eine
Indexmenge und (U, )aca eine offene Uberdeckung von M, so existiert eine abzihlbare
Indexmenge I und C*-Partition der Eins (¢,),c;, sodass (,) (U,) untergeordnet ist und
fir jedes ¢ € I der topologische Trager supp ¢, kompakt ist.
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II1.7. Orientierungen von Manngifaltigkeiten

Definition II1.39 (Orientierung; Orientierbarkeit; Orientierungserhaltung, Diffeomor-
phismus; Standardorientierung, R™). Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine
Orientierung von M ist eine Familie (0,),ea von Orientierungen o, der Tangentialraume
T,M, sodass fir jede lokale Karte (U, x) das Vorzeichen der Orientierung der Standard-
basis (fxi ‘p)i als Funktion in Abhéngigkeit von p € U lokal konstant ist. M heifit
orientierbar g.d. w. eine Orientierung von M existiert. Ist (0,),en eine Orientierung auf

M, so nennen wir M orientiert durch (o,).

Seien M und N orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeiten und ® : M — N ein lo-
kaler Diffeomorphismus. ® heifit orientierungserhaltend, g.d. w. sein Differential punkt-
weise orientierungserhaltend ist, also g.d. w. das Bild (®(b,)),cs einer positiv orientierte

Basis (b,) e, fiir eine totalgeordnete Indexmenge I, wieder positiv orientiert ist.

Die Standardorientierung von R™ ist die Orientierung, fiir die das Standardbasenfeld

( o .., 2 ) positiv orientiert ist.

oz’ ) OTm

Bemerkung. Eine Karte (U, z) einer orientierten Mannigfaltigkeit ist also orientie-
rungserhaltend, wenn sie orientierungserhaltend relativ zur Standardorientierung auf
z(U) C R™ ist.

Definition IT1.40 (Volumenform). Sei m € N und M eine m-dimensionale differenzier-
bare Mannigfaltigkeit. Sei w : M — A™T'M eine m-Form auf M. Wir nennen w eine
Volumenform auf M g.d.w. w nirgends verschwindet, d.h. g.d. w. fiir alle p € M gilt,
dass 0 # w, € A™T,M (w, also nicht die Nullabbildung ist, Anm.). Dabei ist w, selbst

eine Volumenform auf 7, M.

Definition III.41 (induzierte Orientierung, Volumenform). Sei m € N, M eine m-
dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit und w eine stetige Volumenform auf M.
w induziert eine Orientierung o) von M. Fiir p € M ist dann eine geordnete Basis

(Vi)ieq1,..,m} von T, M positiv orientiert g.d. w. wy(vi,...,vpm) > 0.

Beispiel. Die Standardorientierung von R™ wird induziert von dxy A - - - Adx,,. Sie wird

auch Standardvolumenform von R™ genannt.

Lemma II1.35. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und w,w’ Volumenformen

auf M. w,w’ induzieren die selbe Orientierung g.d. w. es ein f > 0 gibt, sodass W’ = f-w.
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Beweis. Wegen dim(A™7T,M) = 1 sind alle Volumenformen Vielfache voneinander, d. h.
wir finden f € R, sodass w’ = f - w. w,w’ induzieren dieselbe Orientierung g.d. w. fir

alle geordneten Basen (v;)ic(1,...m} von T, M gilt, dass

sgn(w(vy, ..., vy)) =sgn(w' (v, ..., vm))
Dies ist genau der Fall, wenn f > 0. [

Proposition IT1.36. Orientierungen differenzierbarer Mannigfaltigkeiten werden immer
von Volumenformen induziert. Sei also k € NU{ 0o } eine C*-Mannigfaltigkeit versehen
mit einer Orientierung o. Dann existiert eine C*-Volumenform w, sodass o von w induziert

ist.

Beweis. Wir betrachten fiir eine Indexmenge A eine Uberdeckung (U, )aea von M durch
Kartengebiete. Fiir jedes o finden wir eine C*-Volumenform w, auf U,, die beziiglich der
Orientierung o positiv orientiert ist. Wir Wahlen nun eine Partition der Eins (¢,),e; fiir
eine Indexmenge I, die der Uberdeckung (U, ) untergeordnet ist. Es gilt also 3,c; 0, = 1
und wir finden eine Abbildung o« : I — A, sodass supp ¢, C Uy, fiir alle c € I.

Wir definieren dann w := - o5 p,wa() als die gesuchte globale Volumenform positiver
Orientierung auf M. Da die Summe lokal endlich ist, d. h. punktweise nur endlich viele
Summanden ungleich 0 sind, und, weil Konvexkombinationen von Volumenformen wieder

Volumenformen sind, ist w wohldefiniert. ]

Korollar IT1.37. Auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M existieren genau dann

Volumenformen, wenn M orientierbar ist.

27. Janner 2020

I11.8. Integration von Differentialformen

Wir wollen nun unsere Erkenntnisse tiber das Kurvenintegral, d. h. die Integration von 1-
Formen iiber C'-Kurven verallgemeinern. Unser Ziel ist die Integration von Differential-
formen beliebigen Grades tiber Untermannigfaltigkeiten bzw. allgemeiner die Integration
langs Abbildungen orientierter differenzierbarer Mannigfaltigkeiten der entsprechenden

Dimension.
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Eine r-Form auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit weist r-dimensionalen Parallel-
epipeden in den Tangentialrdumen orientierte Volumina zu. Sie erlauben uns also eine
infinitesimale Volumenmessung in der Dimension r. Durch Integration gelangen wir dann
zu einer globalen Volumenmessung. Wir fassen dabei Integrale als orientierte Volumina

auf.

Im Folgenden werden wir zuerst das Integral von m-Formen auf offenen Teilmengen
des R™ betrachten. Anschliefend werden wir diese Betrachtungen auf das Integral von

m-Formen auf beliebigen orientierten differenzierbaren Mannigfaltigkeiten erweitern.

Definition II1.42 (Integral, Differentialform, R™). Sei m € N, U C R™ eine offene
Teilmenge und « eine stetige m-Form auf U mit kompaktem Trager. Dann finden wir
nach Lemma [[II.33|eine stetige Funktion f : U — R mit kompaktem Tréager, sodass

a = f-dziA---Adx,,. Das Standardparallelepiped hat dann das infinitesimale a-Volumen

o[22
* 8x1

Wir definieren dann das Integral [; o durch

/UQ:Z/U%(;%

Lemma ITI.38. Das Integral von Differentialformen ist invariant unter orientierungser-

0

7--;77
N 0T,

) - f(@)

0

,...’7
. 3xmx

)dAm(x):/de)\m:/dea:l---dxm

haltenden Diffeomorphismen. Sei also m € N, U,V C R™ offene Teilmengen, « eine ste-
tige m-Form auf V mit kompaktem Triager und F : U — V ein C'-Diffeomorphismus.
Es gilt [, F*a = [, a.

Bemerkung. Ist F' orientierungsumkehrend, so gilt [, F*a = — [, a.

Beweis. Wir finden nach Lemma |[I1.33|eine stetige Funktion f : V' — R mit kompak-
tem Trager, sodass a = f-dy; A --- Ady,,. Es gilt

OF;
&Uj

F*(dyl/\---/\dym):det< ) ~dxy Ao Aday,
i,5€{1,...m}

)
925/ je{1,..m}
orientierungserhaltend ist. Die Jacobi-Determinante gibt die infinitesimale orientierte

wobei fiir die Jacobi-Determinante gilt, dass det ( > 0, da F' per Annahme
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Volumenverzerrung an. Insgesamt ist dann also

F
F*Oz:(fOF)det<a Z) ~dxy Ao ANdagy,
j ,j€{1,...m}

-----

Fiir das Integral gilt dann also

-----

wobei bei (%) die Transformationsformel [IT.44] verwendet wurde. O

Da das Integral von Formen iiber offene Mengen euklidischer Rdume also auch invariant
unter orientierungserhaltenden Koordinatenwechseln ist, konnen wir das Integral auch
sinnvoll auf allgemeine differenzierbare Mannigfaltigkeiten tibertragen. Wir definieren
dabei zuerst den Lokalen Fall, bei dem der Trager der Differentialform bereits vollsténdig

in einem der Kartenbereiche enthalten ist.

Definition I11.43 (Integral, Differentialform, Mannigfaltigkeit, lokaler Fall). Seim € N,
M eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit und « eine stetige m-Form
mit kompaktem Trager, sodass ein Kartengebiet U einer orientierungserhaltenden Karte
(U, z) von M existiert, sodass supp a C U. Wir fithren dann das Integral iber M zuriick
auf das Integral tiber z(U) C R™ und definieren

/M “= /J;(U) (&™)a

Lemma II1.39. Das Integral von Differentialformen tber differenzierbaren Mannig-
faltigkeiten aus Definition ist wohldefiniert, also unabhingig von der gewahlten
Karte.

Beweis. Sei m € N, M eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit und «

eine stetige m-Form mit kompaktem Tréiger. Seien (U, z), (U, #) zwei Karten von M mit
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suppa C U, U. Dann gilt

wobei wir bei (%) Lemma [II11.38| verwenden. O
Fiir den allgemeinen Fall benotigen wir eine Partition der Eins.

Definition I11.44 (Integral, Differentialform, Mannigfaltigkeit). Sei m € N, M eine m-
dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, o eine stetige m-Form mit kompaktem
Triiger, A eine Indexmenge, sodass (U, )aca eine Uberdeckung von M durch Kartengebie-
te ist, und I eine Indexmenge, sodass (¢,),c; eine der Uberdeckung (U, ) untegeordnete

C*-Partition der Eins ist. Dann fithren wir den globalen Fall zuriick auf den lokalen Fall

fo=5 ()

el

und definieren

Bemerkung. Wir fassen [,; a als das a-Volumen von M auf.

Lemma II11.40. Das Integral von Differentialformen iiber differenzierbare Mannigfal-
tigkeiten aus Definition |[I1.44|ist wohldefiniert, d. h. die Summe ist immer definiert und

das Integral ist unabhéngig von der gewahlten Partition der Eins.

Beweis. Seim € N, M eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, a eine ste-
tige m-Form mit kompaktem Triger, A eine Indexmenge, sodass (U, )aca eine Uberde-
ckung von M durch Kartengebiete ist, und I, J Indexmengen, sodass (¢;)icr, (¢;) e zwei
der Uberdeckung (U, ) untergeordnete C*-Partitionen der eins. Die Summe 3¢ ([3; pict)
ist immer definiert, da (supp ¢;);cs eine lokal endliche Familie ist und aufgrund der Kom-
paktheit von supp a nur fur endlich viele ¢ € I gilt, dass supp «a N supp @; # 0. Weiters
gilt

> (o) =2 (5 (o) =S (S (L)) =S (f,00)

iel jeJ

wobei wir die Summationsreihenfolge vertauschen diirfen, da nur endlich viele Summan-

den ungleich 0 sind. O
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Proposition III.41. Sei m € N, M, N m-dimensionale orientierte C*-Mannigfaltigkeiten,
F : M — N ein orientierungserhaltender C!-Diffeomorphismus, und « eine stetige m-

Form auf N mit kompaktem Trager. Es gilt

/F*a:/a
M N

Beweis. Sei A eine Indexmenge, (Uy)aca eine Uberdeckung von N durch Kartengebiete
und I eine Indexmenge, sodass (¢,),c; eine der Uberdeckung (U,) untergeordnete C*-
Partition der Eins. Sei weiter (1,),e; die C*-Partition der Eins, die unter F' der Partition

(i) entspricht. Es gilt

forre=S(fyrea) =X (fone) = [ e

el

]

Beispiel. In Dimension 0 reduziert sich die Integration zur Summation. Ist M eine
0-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, so ist M ein diskreter topologischer
Raum. Wir finden also eine Orientierung ¢ : M — { +1 }. Dann gilt fiir jede stetige
Funktion, d. h. jede stetige O-Form, f : M — R mit endlichem Trager:

| =3 =) £)

peEM

Im Folgenden werden wir Formen beliebigen Grades iiber Untermannigfaltigkeiten der
entsprechenden Dimension, bzw. allgemeiner iiber Abbildungen von differenzierbaren

Mannigfaltigkeiten integrieren.

Definition ITI.45 (Integral, Abbildungen von Mannigfaltigkeiten). Sei k € NUy,, m,n €
N, M eine m-dimensionale orientierte und kompakte C*-Mannigfaltigkeit und N eine
nicht notwendigerweise orientierte n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit. Sei weiters o ei-
ne stetige m-Form auf M und F : M — N eine C'-Abbildung. Wir definieren das
Integral von « ldngs der Abbildung F' als

/ F*o
M

Bemerkung. Wir fassen [,, F*a als das a-Volumen der Abbildung F auf.
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Beispiel. Wir konnen iiber eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeiten M von N
integrieren, indem wir fir F' die Inklusionsabbildung ¢ : M —— N wahlen und somit

das Integral [y t*a betrachten.

I11.9. Auflere Ableitung

Das totale Differential bildet Funktionen, d.h. 0-Formen, auf 1-Formen ab. Die duflere
Ableitung verallgemeinert das totale Differential in der Hinsicht, dass es eine k-Form
auf eine (k + 1)-Form abbildet. Induktiv gelangen wir so von 0-Formen zu beliebigen
n-Formen. Eine weitere Motivation fiir die &uflere Ableitung folgt a posteriori mit dem

Satz von Stokes und dem Poincaré-Lemma (s.u.).

Satz I11.42. Sei M eine C2-Mannigfaltigkeit. Es existiert eine eindeutige Fortsetzung
des totalen Differentials auf differenzierbaren Funktionen zu einem R-linearen Operator

d auf differenzierbaren Differentialformen, sodass gilt:

(i) d ist antiderivativ vom Grad 1, d.h. d bildet fir & € Ny k-Formen auf
(k 4+ 1)-Formen ab und es erfillt die Produktregel

d(a A p) = (da) A B+ (=1)fa A (dB)

fiir alle differenzierbaren k-Formen « und beliebigen Differentialformen /.

(ii) Auf zweifach differenzierbaren Formen gilt d2 = 0, d. h. fiir jede zweifach differen-

zierbare Form « gilt d?a = d(da) = 0.
Bemerkung. Eigenschaft (ii) rithrt von der de-Rham-Kohomologie.

Definition II1.46 (iuBere Ableitung). Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit. Der Operator
d aus Satz|I11.42|heifit die dufiere Ableitung.

Beweis. Sei a eine differenzierbare Form. Wir iiberzeugen uns, dass eine auflere Ablei-
tung d notwendigerweise ein lokaler Operator ist, d.h. (da), in p € M nur vom lokalen
Verhalten von a nahe p abhéngt. Aquivalent dazu ist, dass (da), = 0, wenn « = 0 nahe
p. Wir wihlen dann eine C?-Buckelfunktion ¢ auf M, sodass ¢ = 1 nahe p und pa = 0
auf ganz M. Dann gilt

O:dOQd(goa)(i:i)dnp/\(x—i—wda(i)()%—lda:da
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Dabei wurde bei (i) verwendet, dass pa = 0 auf ganz M. (ii) folgt als Spezialfall
d(fp) = (df) A B+ fdg, fur eine differenzierbare Abbildung f und eine differenzier-
bare Differenzialform (3, der Produktregel. Schliefllich folgt (iii), da dp = 0 nahe p also
(de) A @ = 0 nahe p sowie ¢ = 1 nahe p. Insbesondere gilt dann (dar), = 0.

Als Folge der Lokalitat konnen wir d auf offene Teilmengen einschrénken, d. h. fiir eine
Karte (U, x) liefert die d&uflere Ableitung d auf M die &uBere Ableitung dyy auf U, sodass
gilt dy(aly) = (da)|y.

Als néchstes beweisen wir die Aussage, dass d eine globale duflere Ableitung darstellt,
im Spezialfall, dass M = U C R™ eine offene Teilmenge des R™ ist.

30. Janner 2020
Sei k € Ny und « eine k-Form auf M. Wir finden also fir iy,...,7 € {1,...,m } mit

11 < --- <1y eine Funktion, d.h. eine 0-Form a;, . ;, : M — R, sodass

77777

da=d Z Qi ... ig 'd.Til /\/\dl’lk>

= Z dail 77777 i AN diL’il VANRERWAN dl‘zk (IIIK)

Wir iiberprifen nun, dass dies in der Tat eine duflere Ableitung definiert, d.h. die
Eigenschaften (i) und (ii) erfiillt. Aufgrund der Linearitidt geniigt es, die Eigenschaf-
ten der auBeren Ableitung fiir Monome zu zeigen. Seien a,b : M — R, k,l € N
und @y, ... 0k, 1,50 € {1, m Y mit i < -0 < gy gy < - < g sowie a =
adx;, A---ANdz; und B :=bdxz;, A--- Adxj, eine k- bzw. eine [-Form auf M. Es gilt
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d(aAp) =d(adzy A--- Adz, Abdxy, A--- Adzy,)
=d(abdx;, A--- Adx;, Adxjy, A~ Adey,)

(ab) Ndxyy A--- ANday, Adzy, A - Adag,
= (d(a)b+ a(db)) Adziy A--- Adx, Adzj, A--- Aday,
= ((da
+ (a
=da Adz;, A--- Adx;, Abdxy, A Aday,

)b) Aday, A Ada, Adxg, A - Aday,
(db)) Adxi, A - Aday, Adxg, A Aday,

+ (=DFadw, A Ada, AdbAdzy, A--- Aday,
=daAdz; A--- Adx;, Abdzj, A--- Aday,

+ (=D)*adz;, A--- Adx;, AdbAdzj, A Ada,
=d(adz; A--- Adzg,) Abdzj, A--- Aday,

+ (=Dfadxy, A--- Aday, Ad(bday, A+ Aday,)
= (da) A B+ (-1) A (dB)

also (i). Als néchstes tiberpriifen wir Eigenschaft (ii). Wir verfizieren zuerst fiir 0-Formen,

also Funktionen. Sei [ zweifach differenzierbar. Dann gilt

d2f = d(df) :d(igdxi> :fj(dggf) Adz; =

=1 =1
m m m azf a2f
B lel ( dx]) A dl’z - ‘El (8:1;]8901 B 81‘]61'1) dJ?j A dxl =0
7 7 )=
1<J

=0

Sei dann « wie oben eine Differentialform vom Grad k > 1 und zudem zweifach diffe-

renzierbar. Es gilt
d*(adzy, A+ Axy) =d(da Adxy, A+ Aday,) =0

wobei die letzte Gleichheit aus Eigenschaft (i) und d = 0 fiir zweimal differenzierbare 0-
Formen folgt. Aufgrund der Linearitét gilt also d?a = 0 fiir alle zweifach differenzierbaren

Formen auf U. Insgesamt ist also dy eine auflere Ableitung auf U C R™.
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Kehren wir zuriick zum allgemeinen Fall, dass M eine m-dimensionale C2-Mannigfaltigkeit
ist. Wir wissen bereits, dass auf jedem Kartengebiet U C M eine eindeutige duflere Ab-

leitung existiert. Also ist eine &uflere Ableitung auf M eindeutig, falls existent.

Zur Existenz: Seien (U, z), (U, %) zwei Karten von M. Wegen der Eindeutigkeit lokaler
auflerer Ableitungen schranken dy und dgy auf U N U ein zu einer duBeren Ableitung

dynp- Sel a eine differenzierbare Form aut M. Es gilt

(dv(elo)lpne = dpne (@lpng) = (dg(alg)) lone

Also sind dy und dj zueinander kompatibel. Wir definieren dann also fiir p € U (da),, :=
(dy(aly)),. Aufgrund der vorherigen Uberlegung ist die &uBere Ableitung d unabhéngig
von der gewédhlten Karte. Wir setzen also die lokal definierten dufleren Ableitungen d;;
auf Kartengebieten U zusammen zu einer globalen dufleren Ableitung d auf M, sodass

also gilt, dass
(do)ly = du(alv)

]

Definition IIT1.47 (exakte Form). Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und «
eine Differentialform auf M. Wir nennen « ezakt g.d.w. eine Differentialform beta auf

M existiert, sodass a = df.

Bemerkung. Ein notwendiges Kriterium fiir die Exaktheit einer Differentialform « ist
da = 0. Ist ndmlich o = d3, so gilt da = d28 = 0.

Lemma III.43. Die dulere Ableitung vertauscht mit dem Riickzug. Seien also m,n €
Ny und M, N m- bzw. n-dimensionale differenzierbare C?-Mannigfaltigkeiten. Sei F :
M — N eine differenzierbare Abbildung. Es gilt dann dy; o F* = F* o dy wobei dy,

und dy jeweils die dufleren Ableitungen auf M bzw. N darstellen.

Beweis. Seizunachst f : N — R eine differenzierbare 0-Form, d. h. eine differenzierbare
Funktion. Es gilt
A(F*f) = d(f o F) 2 df o dF = F*(df)

wobei bei (%) die Kettenregel verwendet wurde.
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Sei dann « eine exakte differenzierbare 1-Form, d.h. wir finden eine zweifach differen-

zierbare 0-Form ¢, sodass a = dg. Es gilt
d(F*a) = d(F*(dg)) = d(d(F*g)) = d*(F*g) = 0 = F*(d*(¢)) = F*(d(dg))

Betrachten wir nun eine differenzierbare k-Form 5 von der Form 5 = fdg; A --- A dgx

fiir zweifach differenzierbare 0-Formen g, ..., gi. Es gilt

d(F*g) = d(F*(fdgi A -+ Adgr))

D a((Ff) - (Frdg) A A (F*dgy)
= d(F*f) A (F*dg)) A -+ A (F*dgy)
= (F*df) A (F*dgi) A--- A (F*dgy)
W prdf Adgy A - dgp)
=F*d(fdg A+ Agr)

= F*(dp)

Dabei wurde bei (%) jeweils Gleichung (III.J), d.h. die Vertauschbarkeit von Riickzug

und duBerem Produkt, verwendet.

Aufgrund der Linearitdt der &ufleren Ableitung, und, da sich jede Differentialform lokal
als eine Linearkombination von Formen derselben Gestalt wie 8 oben darstellen lasst,
gilt die Behauptung tiberall lokal. Insgesamt gilt die Aussage dann allgemein global auf
ganz, M. 0

IT1.10. Satz von Stokes (absolut)

Der Satz von Stokes verallgemeinert den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
von Intervallen auf differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Zunéchst betrachten wir den Satz

von Stokes im absoluten Fall, d. h. denn Fall ohne Randterme.

Proposition I11.44. Sei (a,b) C R eine offenes Intervall und f : (a,b) — R eine
C'-Abbildung, d.h. eine C'-Form vom Grad 0. (a,b) ist eine durch f orientierte 1-
dimensionale C*°-Untermannigfaltigkeit des R!. Ist supp f kompakt, so gilt

)dfd)\lzo

(a,b

162



Beweis. Ist supp f kompakt, d.h. hier abgeschlossen und beschrinkt, so kénnen wir f

in den Randpunkten a, b stetig fortsetzen zu f(a) = f(b) = 0. Dann ist also

b
/[ , 4f :/ FAN = f(b) — fla)=0—-0=0
nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. ]

Satz III1.45 (Stokes, absoluter Fall). Sei m € N und M eine m-dimensionale orientierte

O2-Mannigfaltigkeit. Dann gilt fiir eine C'-Form o vom Grad m — 1 mit kompaktem

/dazO
M

Beweis. Wir betrachten zunachst den ,lokalen® Fall M = R™. Wir konnen « dann

Trager supp a:

schreiben als .
a=Y fidey A---Adz A Aday,
i—1

fir C1-Formen fi,..., f;, : M — R vom Grad 0 jeweils mit kompaktem Trager, wobei

* bedeuten soll, dass der Faktor x ausgelassen wird. Es gilt

Adry A Adag A -+ Aday,

d

=3 Zax'dxj Adzy A Adxg A Ada,
J

Ofi

X

do; Adazy A - Adx A -+ Ada,,

= Z(—l)i_lga‘]} dey A~ Az,

Somit gilt

[ da= /Rm (g(—ni—lgﬁ) Ay — i(—w’—l( ok d)\m>

= R™ OX;

Mit dem Satz von Fubini|ll.41| reduziert sich die Aussage [zm da = 0 dann zu

m a af
_ 1)1 7 ) 1 ) —
Rmda_;:l( 1) ( Raxi(xl,...,xl,...,xm)d/\ (xl)> 0
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fir alle x1,...,7;, ..., 2, € R. Nach Proposition |[11.44] gilt dies, da jeder einzelne Sum-
mand gleich 0 ist.

Der globale Fall, d.h. , dass M eine beliebige m-dimensionale C?-Mannigfaltigkeit ist,
folgt unmittelbar. Aus der Aussage im ,lokalen“ Fall folgt, dass die Behauptung fiir
von Kartengebieten getragene Differentialformen gilt. Aufgrund der Linearitét des Inte-
grals gilt die Behauptung dann auch fiir endliche Linearkombinationen solcher Formen.
Mithilfe einer Partition der Eins gilt die Aussage dann fiir alle C''-Formen vom Grad
m — 1. [
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IV. Mannigfaltigkeiten mit Rand

Im Folgenden verallgemeinern wir das Konzept einer Mannigfaltigkeit. Mannigfaltigkei-
ten haben als lokales Modell den Raum R™. Mannigfaltigkeiten mit Rand werden als
lokales Modell den abgeschlossenen Halbraum H™ haben.

Definition IV.1 (abgeschlossener Halbraum H™). Sei m € N. Wir nennen die Menge
H" :={(x1,...,xp) e R" |2, <0} ={2, <0} CR"

versehen mit der Relativtopologie des R™ den m-dimensionalen abgeschlossenen Halb-

raum.

Bemerkung. Fur das Innere bzw. den Rand von H™ gilt Hm = {1 <0} bzw.
OH™ = {x; =0}. Da auf H™ die Relativtopologie betrachtet wird, ist insbesondere
H™ offen und abgeschlossen, d.h. clopen. Wenn im Folgenden von ,offen in H™* die

m e

Rede ist, so ist ,offen beziiglich der Relativtopologie von H™* gemeint.

Definition IV.2 (lokal euklidischer Raum mit Rand; topologische Mannigfaltigkeit mit
Rand; Karte; Kartengebiet). Sei m € N und (X, T) ein topologischer Raum. Wir nennen
X

(i) einen m-dimensionalen lokal euklidischen Raum mit Rand g.d.w. X lokal homd6o-
morph zu H™ ist, d.h. zu jedem Punkt p € X eine Umgebung U € T von p und

eine offene Menge V' C R™ sowie ein Homoomorphismus ® : U — V' existieren.

(ii) eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand g.d.w. X ein m-dimensional lokal

euklidischer Hausdorfiraum ist und 7 eine abzéhlbare Basis besitzt.

Analog zu topologischen Mannigfaltigkeiten bezeichnen wir den Homéomorphismus zu-
sammen mit seiner Definitionsmenge als Karte von X und die Definitionsmenge alleine

als Kartengebiet.
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Bemerkung. Der Begriff der topologischen Mannigfaltigkeit mit Rand ist kein Spe-
zialfall einer topologischen Mannigfaltigkeit, sondern eine Verallgemeinerung. Im All-
gemeinen ist eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand nadmlich keine topologische
Mannigfaltigkeit, aber umgekehrt jede topologische Mannigfaltigkeit eine topologische
Mannigfaltigkeit mit Rand.

Analog zu topologischen Mannigfaltigkeiten sind Kartenwechsel Homéomorphismen zwi-

schen offenen Teilmengen von H™.

Proposition IV.1. Sei m € N. Homéomorphismen von offenen Teilmengen von H™
erhalten innere Punkte und Randpunkte. Sind also U,V C H™ offene Teilmengen be-
ziiglich der Relativtopologie von H™ und ® : U — V' ein Homéomorphismus. Dann ist
p € U ein innerer Punkt von U, d.h. p € & g.d.w. ®(p) inner Punkt von V ist, d.h.
d(p) € V. Also ist p €U g.d.w. (p) € IV.

Bemerkung. Der Beweis fiir die Aussage benotigt Methoden aus der algebraischen
Topologie. Da wir im Folgenden aber ohnehin héhere Regularitét fordern werden, werden

wir die Proposition in dieser allgemeinen Form gar nicht benétigen.

Definition IV.3 (Inneres; Rand, Mannigfaltigkeit mit Rand). Sei m € N und M eine
m-~dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand. Das Innere ]\OJ von M ist die Teilmenge der
Punkte von M, die von allen lokalen Karten auf das Innere von H™, also auf { x; < 0},
abgebildet werden. Analog ist der Rand OM von M definiert als die Teilmenge der
Punkte von M, die von allen lokalen Karten auf den Rand von H™, also auf { z; =0 },

abgebildet werden.

Bemerkung. Die Definition ist angesichts der Proposition|IV.1|sinnvoll, da Homoomor-
phismen (also insbesondere lokale Karten) innere und dufiere Punkte von Mannigfaltig-
keiten mit Rand erhalten. Insbesondere geniigt also fiir die Zugehorigkeit eines Punktes

p zZu Z\O/[ bzw. OM bereits, dass eine lokale karte existiert, die p ins Innere bzw. den Rand
von H™ abbildet.

Wir kénnen den Differenzierbarkeitsbegriff auf Abbildungen zwischen offenen Teilmen-

gen von H™ ausweiten.

Definition IV.4 (Differenzierbarkeit, H™; Regularitat, H™). Seien m,n € N, V. C H™
und F': V — R"™. Wir sagen, F' besitzt die Regularitit R g.d. w. fir jeden Punkt x € V
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eine offene Umgebung W C H™ von x sowie eine Abbildung Fy, : W — R™ von der
Regularitat R existiert, sodass F|yaw = Fw|vaw. Insbesondere ist fir k € NgU { oo }
F' k-fach differenzierbar g.d. w. Fyy, wie eben definiert, k-fach differenzierbar ist und F

ist von der Klasse C* g.d.w. Fyy von der Klasse C*-ist.

03. Feber 2020

IV.1. Gebiete mit differenzierbarem Rand

Definition IV.5 (Gebiet). Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Wir nennen eine
offene Menge U C M ein Gebiet von M.

Wir kénnen bereits analytische Betrachtungen tiber Abbildungen von Gebieten einer dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeit anstellen. Im Folgenden werden wir diese bis zum Rand
der entsprechenden Gebiete fortsetzen. Dazu miissen die Rénder jedoch besondere Anfor-
derungen erfiillen, also z. B. differenzierbare Hyperflichen, d. h. Untermannigfaltigkeiten

von Kodimension 1, sein.

Definition IV.6 (Differenzierbarkeit, Rand). Sei k € NU{ o0}, m € N, M eine m-
dimensionale C*-Mannigfaltigkeit und W C M ein Gebiet von M. Fiir [ < k ist 9W von
der Klasse C' g.d.w. in jedem Punkt p € W eine offene Umgebung U von p und eine
C'-Abbildung z : U — R™ existiert, sodass

x(WnU)=H"Nxz(U)
Wir sagen dann auch, W habe C'-Rand.

Bemerkung. Mit der selben Notation wie oben und im Fall des C'-Randes gilt dann
stets c(WNU)=H"Nz(U) und z(0W NU) = 0H™ Nz(U). Als Konsequenz ist also
OW eine C'-Hyperfliche.

Beispiel. Sei ¥k € NU{oo}, m € N, M eine m-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit,
f: M — R eine C*-Abbildung und a ein regulirer Wert. Die Subniveaumenge { f < a }
hat C*-Rand. Beispielsweise ist fiir die C*°-Abbildung f = || ||§ jeder Wert 72 > 0 regulir
fir f und alle Subninveaumengen r-Bélle beziiglich der 2-Norm. Balle beziiglich der 2-

Norm in R™ haben somit C'*°-Rand.
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Definition IV.7 (Regularitit, Abbildung offener Mengen mit Rand). Seien k,l € NU
{0}, I <k, R eine Regularitit schwiicher oder gleich stark wie die Klasse C!, M, n
C*-Mannigfaltigkeiten und W C M ein Gebiet von M mit C'-Rand. Eine Abbildung
f: W — N heiBt von der Regularitit R g.d.w. eine offene Umgebung W von W in M
und eine Abbildung f : W — N mit der Regularitit R existiert, sodass f = f Iy, d. h.
mit anderen Worten g. d. w. sie sich zu einer R-Abbildung f auf einer groBeren offenen

Menge W fortsetzen lésst.

Aufgrund der Existenz von C*-Partitionen der Eins ist die Forderung #quivalent da-
zu, dass in jedem Punkt p € OW eine Umgebung U, von p in M und eine Abbildung
fp : Up — N mit der Regularitdt R existiert, sodass f |WmUp =f |WmUp~ Anders formu-
liert muss in jedem Punkt p des Randes eine Fortsetzung von f zu einer R-Abbildung

fp auf einer Umgebung U, von p existieren.

Definition IV.8 (Tangentialraum; Tangentialbiindel; duflere Potenz, differenzierbarer
Rand). Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und W C M eine offene Menge.
Fiir jeden Punkt p € W definieren wir den Tangentialraum an W im Punkt p durch
T,W :=T,M. Das Tangentialbiindel von W ist definiert durch

TW :=TM|w = U T,M
pEW
gemeinsam mit der Fuipunktprojektion m : TW — W, gegeben durch [¢] — p, wenn

[c] € T,W. In analoger Weise verallgemeinert man auch das Kotangentialbiindel sowie

die dufferen Potenzen.

Bemerkung. Ist W von der Klasse C* fiir ein & € N U oo, so hat TW selbst einen
C*~1-Rand. Es gilt
NTW)=a""oW)= ) T,M

peEOW

sowie (TW)" =TW =7~'(W) und TW = TW.

Bemerkung (Differentialformen). Die Begriffe des Kalkiils der Differentialformen in-
klusive der Integration kénnen ohne Anderungen fiir Gebiete mit differenzierbarem Rand

ubernommen werden.

Wir kénnen nun den Begriff der differenzierbaren Mannigfaltigkeit mit Rand definieren.
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Definition IV.9 (differenzierbare Struktur, differenzierbarer Rand; Mannigfaltigkeit
mit Rand, differenzierbar). Sei k € NU { oo } und X ein lokal euklidischer Raum mit
Rand.

(i) Eine C*-Struktur auf X ist ein maximaler C*-Atlas auf X.

(i) Wir nennen X eine C*-Mannigfaltigkeit mit Rand g.d.w. X eine topologische
Mannigfaltigkeit mit Rand ist und zusétzlich eine C*-Struktur auf X existiert.

Lemma IV.2. Sei k € NU{ 00 }, m € Nund M eine m-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit
mit Rand. Das Innere M bildet eine m-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit. Der Rand 9M

ist selbst eine (m — 1)-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit.

Korollar IV.3. Mannigfaltigkeiten sind Mannigfaltigkeiten mit leerem Rand, also Man-
nigfaltigkeiten mit Rand, deren Rand die leere Menge ist.

Definition IV.10 (Regularitét, differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand). Sei k €
NU{ oo}, M,N C*Mannigfaltigkeiten mit Rand, R eine Regularitit schwiicher oder
gleich stark wie die Klasse C* und f : M — N eine stetige Abbildung. Wir sagen, f ist
von der Regularitiat R g.d. w. alle lokalen Koordinatendarstellungen von der Regularitat
R sind.

IV.2. Tangentialbiindel

Da wir im Falle der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten mit Rand Tangentialvektoren
in Randpunkten nicht durch Kurven repréasentieren kénnen, miissen wir bei der Kon-
struktion anders vorgehen. Wir realisieren im Folgenden die Tangentialvektoren an eine
Mannigfaltigkeit mit Rand als Aquivalenzklassen von Tangentialvektoren an die (Bilder
der) Karten. Das Tangentialbiindel entsteht dann durch Verkleben der Tangentialbtindel
an die (Bilder der) Karten.

Definition IV.11 (Tangentialvektor; Tangentialraum; Tangentialbiindel, Mannigfal-
tigkeit mit Rand). Sei £k € NU{oo}, k£ > 2, m € N und M eine m-dimensionale
C*-Mannigfaltigkeit. Wir definieren fiir v, € TH™ die Aquivalenzrelation

v~ D= 9 =d(Z o a7 ) (v)
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falls (U, z), (U, #) Karten von M sind und v € Ty, (2(U)) sowie & € Ty (2(U)) fiir ein
peUnU gilt.

Wir bezeichnen eine Aquivalenzklasse [v] mit v € T, (2(U)) fiir eine Karte (U, z) und
ein p € U als Tangentialvektor an M im Punkt p. Wir definieren dazu den Tangenti-
alraum an M im Punkt p durch T,M := T(x (U))/N. Das Tangentialbiindel von M ist

dann definiert durch

TM = L) TeW), > | 1,M

(U,z) ist Karte von M peEM

gemeinsam mit der FuBpunktprojektion 7 = 7p,, : TM — M mit [¢] — p, falls
[c] € T,M.

Bemerkung.

(i) Es existiert der kanonische lineare Isomorphismus

T(x(U)) 2 2(U) x R™ C H™ x R™

(ii) In analoger Weise werden auch das Kotangentialbiindel sowie die duferen Potenzen
definiert.

Lemma IV.4. Die Definitionen von Tangentialvektor, Tangentialraum und Tangen-
tialbiindel an eine m-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit M wie in Definition |IV.11|ist

sinnvoll, d. h. insbesondere ist ~ wohldefiniert, also wirklich eine Aquivalenzrelation.
Beweis. Die Behauptung folgt aus der Kettenregel. O

Satz IV.5. Sei k € NU{oo}, k > 2, m € N und M eine m-dimensionale C*-
Mannigfaltigkeit mit Rand. TM ist eine (2m)-dimensionale C*~!-Mannigfaltigkeit.

Bemerkung. Es gilt 9(TM) = T(0M).

Beweis. Sei (U, x) eine Karte von M. Dann setzen wir TU := |J,cy T, M. Es existiert
die natiirliche bijektive Abbildung T}, : TU — T'(z(U)). Ist (U,Z) eine weitere Karte,
so liefert das Differential des Kartenwechsels Z o ' : z(UNU) — (U NU), also die
Abbildung

d(# o 2™ : T(x(UNU)) — T(EUNT))

170



einen natiirlichen C*~!-Diffeomorphismus von Tangentialbiindeln. d(# o ') nimmt
dabei die Rolle des Kartenwechsels des Tangentialbtlindels, aufgefasst als eigenstandige

Mannigfaltigkeit mit Rand, ein.

Nach Satz bzw. dessen Fortsetzung auf offenen Mengen mit C*-Rand, existiert
dann zur Menge { (TU,T,) | (U, x) ist Karte von M } eine eindeutige (2m)-dimensionale
lokal euklidische Topologie mit Rand mit einer eindeutigen C*~'-Struktur auf 7M. Die
Hausdorff-Eigenschaft sowie die Abzédhlbarkeit der Topologie tibertragen sich direkt von
M auf TM. TM ist also eine (2m)-dimensionale C*~!-Mannigfaltigkeit mit Rand. [

Bemerkung. Sei k e NU{ oo}, k> 2, m,n €N, M™ N" zwei C*-Mannigfaltigkeiten
und F' : M — N differenzierbar. F' hat das Differential dF' : TM — TN und fiir
Karten (U, z), (V, y) von M bzw. N besitzt dF die Koordinatendarstellung T;, o df o T/,
Sie ist das Differential der lokalen Koordinatendarstellung y o F o x7!. Ist F von der
Klasse C*, so ist dF von der Klasse C*1.

Definition IV.12 (Richtung, Mannigfaltigkeit mit Rand). Sei M eine differenzierbare

Mannigfaltigkeit mit Rand, p € OM und v € T,M. Wir sagen, v ist (schwach) nach

8 -
oz

nach innen gerichtet g. d. w. die %—Komponente negativ (oder 0) ist und v ist tangential

auflen gerichtet g.d.w. die Komponente positiv (oder 0) ist. Analog ist v (schwach)

an den Rand von M g.d.w. die %—Kompentente gleich 0 ist.

Lemma IV.6. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, p € M und v € T,M.
Fiir ein € > 0 ldsst sich v fir eine differenzierbare Kurve ¢ : [0,e) — M mit ¢(0) = p

als Geschwindigkeitsvektor ¢/(0) darstellen g.d. w. v nicht nach auflen zeigt.

Bemerkung. Intuitiv lasst sich jeder (also insbesondere auch jeder nach aufien gerichte-
te) Tangentialvektor in p als Geschwindigkeitsvektor ¢/(0) einer differenzierbaren Kurve
¢:(—e,e) — U mit ¢(0) = p darstellen, wobei U aus M durch ,Erweiterung tiber den
Rand hinaus“ entsteht. Zeigt ein Tangentialvektor nach aufien, so verlauf ¢ dann fiir ein
0 < 0 < € auBerhalb von M.

IV.3. Orientierung des Randes

Wir haben bereits festgestellt, dass der Rand einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit

mit Rand selbst wieder eine differenzierbare Mannigfaltigkeit bildet, und zwar von einer

171



Dimension weniger aber von der selben Regularitat. Im Folgenden betrachten wir die

induzierten Orientierungen auf dem Rand orientierter Mannigfaltigkeiten mit Rand.

Lemma IV.7. Sei k € NU{ o0}, m € N mit m > 2 und M eine m-dimensionale ori-
entierte C*-Mannigfaltigkeit mit Rand. Sei weiter I eine Indexmenge und ((U,, z,)),c; die
Familie aller orientierungserhaltenden Karten fiir M. Dann ist die Familie
(UNOM, z,

seln.

v.ron ) )eer ein CF-Atlas fiir M mit orientierungserhaltenden Kartenwech-

Beweis. Es ist klar, dass die Einschrankungen einen C*-Atlas bilden. Es geniigt also zu

zeigen, dass die Kartenwechsel orientierungserhaltend sind.

Seien dazu (U, z), (U, %) orientierungserhaltende Karten in p € M. Das Differenti-

al d(Z o 7)) : R™ — R™ des Kartenwechsels & o z7*

, mit der Jacobi-Matrix
A = (a;j)ijeq1,..my bezliglich der Standardbasen des R™, erhilt sowohl die Richtung in

x(p) als auch die Orientierung, d.h. es gilt det A > 0.

In OM hat die Jacobi-Matrix eine besondere Struktur: Da 8%1 ) nach auflen zeigt,
a(p

nach auflen. Demnach ist a;; > 0. Da A den Rand erhélt, ist fiir

zeigt auch A 8%1 (o)

j€{2,...,m} die erste Komponente von A %ﬂ_ N

) gleich 0. A hat dann also die Form
p

a1 0 0
ag1  A22 Ao2m
Am1 Am2 ... QAmm

Somit gilt det A = aq; - det Algp und wegen det A, aq; > 0 ist somit auch det A|gy, > 0.
Also ist die Kartenwechsel der auf M eingeschrankten Karten Z|ga0 © (2|unon)

ebenfalls orientierungserhaltend. O

Definition IV.13 (induzierte Orientierung, Rand). Sei m € N mit m > 2 und M

eine m-dimensionale orientierbare differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand. Sei w ei-

ne Volumenform auf R™, sodass also die Standardbasis (ey,...,e,) die Orientierung
w(ei,...,en) besitzt. Der Vektorraum 0H™ hat dann die von der Volumenform i,,w =
w(ey, -, ..., ) determinierte Orientierung. Diese Orientierung von dH™ legt durch die

orientierungserhaltenden Karten, die nach Lemma einen Atlas bilden, wiederum

die Orientierung von OM fest. Wir nennen Diese die induzierte Orientierung von OM.
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Bemerkung. Wéhlen wir die Orientierung von 0 H™ so, dass die Standardbasis (es, . . ., €,)

positiv orientiert ist und ist (U, x) eine orientierungserhaltende Karte von M, dann ist

0 0 ‘ )
Oxz lynom 77 9zm lUnOM
lokale Volumenform d(z3|pnaa) A -+ A d(zm|unan) positiv beziiglich der Orientierung

des Randes.

das lokale Koordinatenbasenfeld ( positiv orientiert und die

Definition IV.14 (Vektorfeld). Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand.
Ein Vektorfeld ist ein Schnitt des Tangentialbiindels, also eine Abbildung v : M — T M

mit TTpm © V= ldM

Bemerkung. Anschaulich ordnet ein Vektorfeld jedem Punkt der Mannigfaltigkeit einen
(Richtungs-)Vektor in dem dem Punkt zugehorigen Tangentialraum zu. Vektorfelder sind

also zu 1-Formen duale Objekte.

Setzen wir das Vektorfeld v in die 1-Form « ein, so erhalten wir eine Funktion, genauer
eine 0-Form, a(v) : M — R mit p — a,(v(p)) € R. Allgemeiner kénnen wir v auch in

eine beliebige r-Form (3 einsetzen und erhalten die (r — 1)-Form i,8 = B(v, -, ..., .

Lemma IV.8. Sei k € NU{ 0o }, m € Nund M eine m-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit
mit Rand. Es existiert ein C*~!-Vektorfeld auf M, das lings des Randes nach aufien zeigt.

Beweis. Der lokale Fall ist direkt auf die Existenz am Rand nach aulen gerichteter
Vektorfelder in H™ zuriickzufithren. Ist V' ein solches Vektorfeld und (U, x) eine lokale
Karte von M, so wird die Richtung des Vektorfelds von 27! erhalten. V o x ist somit ein
am Rand nach auflen gerichtetes Vektorfeld. In den Punkten, die nicht im Kartengebiet

U liegen, setzen wir V' o x durch 0 zu einem Vektorfeld auf ganz M fort.

Sei A eine Indexmenge und ((U,, %))aca ein C*-Atlas fiir M. Fiir jedes a € A finden
wir im lokalen Fall ein Vektorfeld v,, dass langs des Randes nach auflen zeigt. Fiir den
globalen Fall benotigen wir nun die Existenz einer dem Atlas ((U,, 2%))aca unterge-
ordneten abzéahlbare Partition der Eins mit kompakten Tragern (Satz . Sei dazu
I eine abzdhlbare Indexmenge und (¢,), die entsprechende untergeordnete abzéhlba-
re Partition der Eins mit kompakten Trigern, wobei o : I — A, so sein soll, dass
supp ¢, C Ua(L)Fijr jedes ¢ € I zeigt ¢, - v4(,) entlang des Randes schwach nach aufien,
da die Summe von schwach nach auflen zeigenden Vektoren wieder schwach nach auflien
zeigt. Das Vektkorfeld v := 3=, c; ¢, - v4(,) zeigt demnach iiberall entlang des Randes nach

auflen. O]
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Wir koénnen die induzierte Orientierung aus Definition |IV.13[auch anders charakterisie-

rern.

Lemma IV.9. Sei m € N mit m > 2 und M eine m-dimensionale orientierbare diffe-
renzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand. Sei weiter v : 9M — T'M ein lings des Randes
definiertes, nach auflen gerichtetes stetiges Vektorfeld und p € OM.

(i) Eine geordnete Basis (va,...,v,) von T,0M ist positiv orientiert beziiglich der
induzierten Orientierung auf OM g.d.w. die ergédnzende Basis (v(p),va, ..., Vm)

von T, M beziiglich der Orientierung von M positiv orientiert ist.

(ii) Ist wys eine positive Volumenform auf M, so ist die Volumenform

wor = tu(p)(Watlonr) = war(V(p), - - )lom
positiv beztiglich der induzierten Orientierung auf M.

Beispiel. In einer Dimension, d.h. m = 1, gibt es um einen Randpunkt nur entweder
orientierungserhaltende oder orientierungsumkehrende Karten, je nachdem, ob der nach
auBen zeigenden Normalenvektor positiv oder negativ orientiert ist. Man gibt entspre-

chend dem Randpunkt die Orientierung + bzw. —.

Betrachten wir nun die Charakterisierung mithilfe von Volumenformen. Sei M eine dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeit und dazu wj; eine positive 1-Form auf M und v ein nach
aulen weisendes Vektorfeld langs OM. Die Orientierung eines Randpunktes p € oM

wird vom Vorzeichen von i, w = w(v(p)) bestimmt.

Konkret bedeutet dies fiir ein Intervall [a, 0], also eine 1-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit
mit Rand, versehen mit der Standardorientierung, dass a negativ und b positiv orientiert

beziiglich der induzierten Orientierung ist.

05. Feber 2020

IV.4. Satz von Stokes (relativ)

Satz IV.10 (Stokes, relativ). Sei k € NU{ oo }, k > 2, m € N, M eine m-dimensionale
Ck-Mannigfaltigkeit mit Rand und « eine C*-(m — 1)-Form M mit kompaktem Triger.

Es gilt
/ da = / «Q
M oM
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Beweis.
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1.4.2 Dynkin-Systeme

Wird bei der Diskussion von Produktmafien und Fubini verwendet, siehe 2.5.

Die folgende Abschwéchung des Begriffs der o-Algebra tritt natiirlich auf.
Definition. Eine Familie D < P(X) heifit ein Dynkin-System auf X, falls gilt:

(i) geD

(ii) C-stabil: Ae D=CAeD

(iii) Fiir jede Folge (A, )nen paarweise disjunkter Teilmengen A, € D gilt U,enA, € D.

Der Unterschied zur Definition von o-Algebren liegt darin, dafl wir nur die Abgeschlossenheit
unter abzihlbaren disjunkten Vereinigungen fordern.

Offensichtlich sind o-Algebren Dynkin-Systeme. Die Bedeutung des Begriffs des Dynkin-
Systems beruht darauf, dafl umgekehrt gilt:

Proposition. n-stabile Dynkin-Systeme sind o-Algebren.

Beweis: Die Abgeschlossenheit unter der Bildung von Komplementen und endlichen Durch-
schnitten impliziert die Abgeschlossenheit unter endlichen Vereinigungen, dh n-stabile Dynkin-
Systeme sind Algebren. Abzé&hlbare Vereinigungen lassen sich dann als abzdhlbare disjunkte
Vereinigungen ausdriicken, also sind n-stabile Dynkin-Systeme auch o-Algebren. O

Dies liefert eine Methode nachzuweisen, dafl Teilmengenfamilien o-Algebren sind. Wir in-
teressieren uns deshalb fiir Kriterien dafiir, dafl Dynkin-Systeme n-stabil sind.

Sei D <« P(X) ein Dynkin-System. Wir beobachten:

Lemma. Falls Dy, Dy € D mit Dy < D, so auch Dy\D; € D.

Beweis: Dies folgt aus der disjunkten Zerlegung C(Do\D;) = Dq 1 CDs. O
Als Konsequenz vererbt sich die Dynkin-Eigenschaft bei gewissen Konstruktionen:

Folgerung. Fiir D € D ist die Spur
Dlp:={M c D|M e D} cP(D)
von D auf D ein Dynkin-System auf D. Ebenso ist
Dp:={Mc X|MnDeD}cP(X)
ein Dynkin-System auf X.

Beweis: Die C-Stabilitdat von D|p folgt aus dem Lemma und Eigenschaft (iii) aus der Definition
von Dynkin-Systemen ist klar. Die zweite Behauptung sieht man genauso. Ol

Weil beliebige Durchschnitte von Dynkin-Systemen wieder Dynkin-Systeme sind, gibt es fiir
jede Familie £ ¢ P(X) ein kleinstes sie enthaltendes Dynkin-System D(£) < P(X), genannt
das von & erzeugte Dynkin-System. Es gilt D(€) < o(E).
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Satz 1.13. Von n-stabilen Familien erzeugte Dynkin-Systeme sind n-stabil, also o-Algebren.

Beweis: Sei £ < P(X) n-stabil. Dann ' n E € £ <« D(E) fiwr E,E' € &, also E' € D(€)E.
Daher £ < D(€)g, also
D(€) = D(€)e

fiir alle E' € £. Dies bedeutet, dal D n E € D(E) fir D € D(€) und E € £, was wiederum dazu
dquivalent ist, dafl

g - D(S)D

fir D € D(E). Es folgt D(E) < D(E)p. Dies bedeutet, dal D~ D’ € D(E) fiir alle D, D’ € D(E),
daB also D(E) n-stabil ist. Aufgrund der letzten Proposition ist D(E) daher eine o-Algebra. [

Ist £ n-stabil, so gilt also D(E) = o(&).
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2.2 Konstruktion des Lebesgue-Integrals

Integration kann als Volumenberechnung aufgefafit werden. Man interpretiert das Integral einer
Funktion f : X — R als das Volumen des Bereichs in X x R ,zwischen dem Graphen von f
und der X-Achse“, genauer als ,,orientiertes“ Volumen im Sinne, dafy das Volumen des Bereichs
,iber” der Achse positiv und des Bereichs ,,darunter® negativ gezihlt wird, also als

vol{(z,y) e X x R|0 <y < f(z)} —vol{(z,y) e X x R| f(z) <y < 0}.

Die Volumenmessung in X x R ergibt sich dabei aus der Volumenmessung auf X, die durch ein
Maf} vorgegeben werden muf, sowie auf R durch das Lebesgue-(Borel-)Ma8. Die Volumendiffe-
renz ist wohldefiniert, solange hochstens eines der Teilvolumina unendlich ist.

Ist also (X, A, ) ein Mafiraum, so entspricht die Konstruktion des Lebesque-Integrals
fro | g | @ duto
X b's
fiir meBbare Funktionen f : X — R der Konstruktion des Produktmafes u® ' auf X x R. Da
wir letzteres schon konstruiert haben, leiten wir die Konstruktion des Integrals daraus ab.
2.2.1 Das Integral nichtnegativer Funktionen

Sei (X, A, ) ein Mafiraum.

Wir kénnen dann den Produktraum (X x R, A® B, p® ') bilden. Im Fall, wenn p nicht o-
endlich ist, nehmen wir als Produktmafl ©® 3! die Einschrinkung des dufieren MaBes (ux51)*,
vgl Kap 1.5.11. Wesentlich ist aber der Fall, wenn p o-endlich ist.

Fiir eine mefibare Funktion f : X — [0, co] ist die Teilmenge {(z,y) € X xR |0 <y < f(z)}
mefbar v*° und wir definieren das (u-)Integral von f als ihr Volumen,

Lfmu=W®EMKLMGXxRW<y<ﬂ@D€Nw} (2.1)

Wir fassen das (u-)Integral auf als Funktional

M (X, 4) = [0.2], = | f iy (2:2)

auf dem Raum der nichtnegativen meflbaren numerischen Funktionen.

Fiir besonders einfache Funktionen ist der Bereich zwischen Graph und X-Achse eine Figur,
dh endliche Vereinigung von Quadern, und wir konnen das Integral direkt angeben.

Fiir die charakteristische Funktion x 4 einer Teilmenge A € A gilt
| xadi = (@ B <y < xal@))) = ) 100 1)) = ()

—
Ax(0,1) 1

2Sie besitzt die Darstellung {(z,y) € X x R| f(z) < y} = Ugea(f " ([g,0)) x (-0, q)).
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Eine Treppenfunktion ist eine Funktion, die nur endlich viele Werte annimmt. Fiir eine nichtne-
gative meBbare Treppenfunktion, also eine Funktion der Form 7 = 7" | a; - x4, mit a; € [0, o0]
und disjunkten A; € A, gilt

| rin= o8 <u < ) = Yo i) (2.3
Ui(A;x(0,a:)) =1

Diese Formel bleibt auch richtig, wenn die A; nicht paarweise disjunkt sind, weil wir sie dann si-
multan disjunkt (in Teilmengen des von ihnen erzeugten Rings) zerlegen kénnen, also annehmen
konnen, dafl je zwei von ihnen disjunkt sind oder iibereinstimmen.

Im Hinblick auf die Linearitit des Integrals schreiben wir (2.3) noch um. Fiir a; € [0, o]

und beliebige A; € A gilt
Tdu= ) a;- f Xa, dft,

Daraus folgt direkt die Additivitdt und positive Homogenitit des Integrals auf nichtnegativen
mefBbaren Treppenfunktionen, dh fiir Treppenfunktionen 7,7 € Mg ) und c1, ¢y € [0, 0] gilt

f (e + comy) dp = Clj TLdp+ sz T dj. (2.4)
X X X

Weiter folgt direkt aus der Definition des Integrals seine Monotonie auf beliebigen nichtne-
gativen meBbaren Funktionen, dh fiir fi, fo € Mg ) gilt

fi<h = Lﬁw<Lﬁw. (2.5)

Dies entspricht der Monotonie des ProduktmaBes p ® 3.

Auch grundlegende Konvergenzeigenschaften des Integrals auf nichtnegativen Funktionen
lassen sich unmittelbar aus den Eigenschaften des Produktmafles ableiten, ndmlich aus seinen
Stetigkeitseigenschaften als MaSf.

Wir betrachten Folgen (f,,)neny von Funktionen f, : X — [0, oo].

Zunéchst nehmen wir an, da8 die Folge (f,,) schwach monoton wachsend ist, f, /', wo-
bei diese Eigenschaft wieder punktweise zu verstehen ist. Die Funktionen konvergieren dann
punktweise, dh die Limesfunktion f = lim, . f, : X — [0,00] ist iiberall definiert. Ebenso
konvergieren die Bereiche zwischen Graphen und X-Achse,

{(z,9) [0 <y < fule)} 7 {(z,9) [0 <y < fla)}. (2.6)

Sind die Funktionen f,, mefbar, so auch die Limesfunktion f. Wegen der Monotonie des Integrals
wachsen die Integrale der Funktionen monoton, SX fndp /', und sind durch das Integral der
Limesfunktion {, fdu nach oben beschriinkt. Angesichts der Ausschopfung (2.6) liefert die
Stetigkeit von unten des Mafles u ® (1, da8 Limes und Integral vertauscht werden koénnen:
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Satz 2.7 (Monotone Konvergenz (B. Levi)). Fiir eine schwach monoton wachsende Folge
(fn) von Funktionen f,, € Mo (X, A) gilt

n—0o0

[ Gt g = tim [ £

Ohne Voraussetzung von Monotonie gilt diese Konvergenzaussage nicht. (Man betrachte zB
eine Folge disjunkter Teilmengen A,, € A. Dann x4, — 0, die Folge der Integrale SX Xa, dpu =
1(A;,) kann sich jedoch beliebig verhalten.) Es gilt jedoch noch eine Ungleichung. Diese gilt ganz
allgemein fiir beliebige Folgen nichtnegativer mefibarer Funktionen, ohne Konvergenzannahme.

Satz 2.8 (Lemma von Fatou). Fiir jede Folge (f,,) von Funktionen f,, € Mo (X, A) gilt

f (liminf f,) dp < liminf J fndp
X

n—0o0 n—0o0

Beweis: Die Monotonie des Integrals impliziert wegen inf~,, fr < f; fiir alle [ > n, daf§

k=n

J(mffk \mff jxm

WEeil beide Seiten schwach monoton wachsen,

]inf fx /" liminf f, und mff fedp / hm 1nfj frndpu,
=n n—0

folgt mit dem Satz von der Monotonen Konvergenz die Behauptung. O]

Mit Hilfe der Konvergenzeigenschaften konnen wir die Additivitdt und positive Homogenitdt
(2.4) des Integrals auf nichtnegativen mefibaren Treppenfunktionen auf allgemeine nichtnegative
mefibare numerische Funktionen ausdehnen.

Lemma. Fiir fi, fo € Mg und ¢1, ¢, € [0, 0] gilt:
J (01f1+02f2)d/1:01'f fldM+02'J fadp (2.9)
X X X

Beweis: Fiir Treppenfunktionen wissen wir dies bereits, siehe (2.4).

Allgemeine Funktionen f; € Mg o) kénnen durch Treppenfunktionen 7, € Mjg ] monoton
approximiert werden, 7;,, /' fi (0). Dann auch ¢17,, + co72, /" ¢1f1 + c2fo. Aus der Giiltigkeit
der Aussage fiir Treppenfunktionen folgt mit dem Satz von der Monotonen Konvergenz

f (171 + CoTop) dp = ¢y - f
X

Tl,n d/~L + Co f T2,n dﬂ?
X

X

S eifiteafz)dp Ay fidu Ay fedu

also die Aussage im allgemeinen Fall. O]
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2.2.2 Das Integral allgemeiner numerischer Funktionen

Wir dehnen die Definition des Integrals und die Untersuchung seiner Eigenschaften auf allge-
meine Funktionen mit moéglicherweise wechselndem Vorzeichen aus.

Damit das Integral definiert werden kann, miissen wir die Funktionen geeignet beschrdinken.

Definition (Integrierbar). Eine Funktion f € Mg heifit (u-)integrierbar, falls
Il i= | 1f1de <.
X

In diesem Fall sind auch die Anteile f* integrierbar, denn |f*|; < ||f|i = /|1 + [/~ |1,
und wir definieren das (p-)Integral der Funktion f als

J;Nw=chm—LfduﬂUh—Ufr (2.10)

Dies ist konsistent mit unserer Definition des Integrals auf My ). Es gilt die Abschitzung:

[ rau| <151
X
Beispiel. Ist f € Mg beschrinkt und hat {f # 0} endliches Ma8}, so ist f p-integrierbar, denn

[ £l < (sup[f]) - n({f # 0}).

Insbesondere sind stetige Funktionen auf R? mit kompaktem Triger f%integrierbar. Dies gilt
allgemeiner fiir stetige Funktionen mit kompaktem Trager auf topologischen Hausdorff-Raumen
versehen mit einem Borel-Maf.3° Der Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Triiger
auf einem topologischen Raum X wird mit C.(X) bezeichnet.

Bemerkung. Die Definition (2.10) bleibt sinnvoll, solange f* oder f~ integrierbar ist. Solche
Funktionen nennt man quasi-integrierbar. ZB sind die Funktionen in Mg ) quasi-integrierbar.

Ist f € Mg integrierbar, so gilt fiir ¢ > 0

mm>m<LmW$§w<

——
ZX{|f|=c}

1
- |fli =0 fiir ¢ - o0.
c

Insbesondere ist {f = tow} = {|f| = oo} eine p-Nullmenge, dh p-integrierbare Funktionen
haben pu-fast diberall endliche Werte. Deshalb verliert man keine Information, wenn man das
Integral auf R-wertigen Funktionen betrachtet. Wir bezeichnen mit

LNX, A, p) € Mg(X,A)

den Raum der p-integrierbaren R-wertigen Funktionen auf X.

30Ein Borel-Maf auf einem Hausdorff-Raum ist ein MaB, so daf} jeder Punkt eine offene Umgebung endlichen
Volumens besitzt.
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Das Integral kann auf Teilmengen von X lokalisiert werden.

Ist f e Mg(X,A) und A € A, so ist die abgeschnittene Funktion y.f genau dann p-
integrierbar, wenn f|4 u|a-integrierbar ist. In diesem Fall nennen wir f dber A integrierbar und
definieren das (u-)Integral von f iber A als

JA fdu:= L xafdp = L flad(pla).

Gegeben endlich viele disjunkte mef3bare Teilmengen, so konnen wir ein Integral iiber ihre
Vereinigung aufspalten als Summe der Integrale iiber die einzelnen Teilmengen:

Lemma. Sind Ay,..., A, € A paarweise disjunkt, so ist eine Funktion f € Mg(X, A) genau
dann {iber A; U ... U A, integrierbar, wenn sie iiber jedes A; integrierbar ist, und es gilt dann

f fdu = fdu—k...—i—f fdu. (2.11)
Ar0...UA, Ay A

Beweis: Es gilt xa,0..04, = Xa; + -+ + Xa, und xa,0..oa,f5 = xa, S5 + ...+ xa,f* Die
Additivitét (2.9) des Integrals auf Mg o) liefert daher

J frdu = f+d,u+...+f f*du,
AjuU...UA, Aq An

und damit die Behauptung. O]

Wir beschreiben nun die grundlegenden Eigenschaften des Funktionals |-[; und des Integrals.

Proposition 2.12. Fiir das Funktional
|l Me(X.A) = [0,2], 7= | [fld

gilt (f,9 € Mg(X, A) und ce R):
(i) Positive Homogenitdt: |cf|ly = |¢|- | f]1 (mit der Konvention 0 - co = 0)

(ii) Dreiecksungleichung: | f + g1 < | f]1 + |gl1, falls f + g iiberall definiert ist.

Beweis: (i) folgt aus der positiven Homogenitét (2.9) des Integrals nichtnegativer Funktionen.
(i) ergibt sich durch Integrieren der punktweisen Dreiecksungleichung |f +g| < |f| +|g| aus
Monotonie (2.5) und Additivitét (2.9) des Integrals nichtnegativer Funktionen. O
Korollar. (i) £1(X, A, u) € Mg(X, A) ist ein Untervektorraum, also selbst ein R-Vektorraum
bzgl punktweiser Addition und Skalarmultiplikation von Funktionen.
(ii) Das Funktional
|l £4(X A ) — [0, 0)

ist eine Halbnorm auf dem R-Vektorraum £'(X, A, i), dh es ist nichtnegativ, positiv homogen
und erfiillt die Dreiecksungleichung.
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Bemerkung. Eine Halbnorm | - | auf einem R-Vektorraum V' induziert eine translationsinva-
riante Pseudometrik®' d auf V durch d(v,w) := |v — w/|, diese wiederum eine Topologie.

Wir dehnen jetzt die fiir das Integral nichtnegativer Funktionen bewiesenen Eigenschaften
auf allgemeine Funktionen aus.

Satz. Das durch das p-Integral gegebene Funktional
LXAR) R o | fd
X

ist (i) R-linear, dh fiir f1, fo € £' und ¢y, ¢y € R gilt:
J (C1f1+02f2)duzcl'f fldu—I—CQ-J fadu (2.13)
X X X

(ii) monoton, dh fir f,ge L' gilt: f <g={, fdu<§, gdu
(iii) I-Lipschitz bzgl der Halbnorm || - |1, dh fiir f,g € £ gilt:

| ran | gdn] <1l (2.14)
X X
Beweis: (i) Fiir f € £ und ¢ > 0 gilt (c¢f)* = cf* und |(cf)*||y = ¢ ||f*]1, also

jd@:cﬁhwdm:ojfw
X X

analog fiir ¢ < 0. Dies zeigt die Homogenitét des Integrals.

Um die Additivitdt des Integrals einzusehen, nutzen wir jetzt aus, dafl wir Integrale fiir
endliche mefibare Zerlegungen von X als Summen der Integrale iiber die Zerlegungsmengen
aufspalten konnen, siche (2.11). Fiir fy, fo € £ gilt also die Additivitét

JX(fl + fo) dp = JX Jidp + fx Jadu

wenn sie fiir die Teilintegrale iiber die Teilmengen einer Zerlegung gilt. Wir diirfen deshalb
annehmen, dafl beide Funktionen fi, fo ein Vorzeichen haben. In den Féllen gleichen Vorzei-
chens, fi, fo = 0 oder f1, fo < 0, gilt die Behauptung wegen der Additivitat des Integrals auf
M{o,01, vgl (2.9). Es bleibt der Fall verschiedener Vorzeichen zu verifizieren, oBdA f; > 0> fs.
Wiederum nach Aufspalten der Integrale diirfen wir zusitzlich annehmen, dal f; + f ein Vor-
zeichen hat, oBdA f; + fo > 0. Dann aber folgt die Behauptung ebenfalls aus der Additivitéit
auf Mo 1, denn fi + fo < fi ist integrierbar und (2.9) liefert

| san- waﬁ)&ﬁpw=Lm+mw+Lemw

=0
7SX f2 d:u'

31Von einer Pseudometrik verlangt man dieselben Eigenschaften wie von einer Metrik mit der Ausnahme, daf
verschiedene Punkte Abstand Null haben diirfen.
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Dies zeigt die Linearitédt des Integrals.
(ii) Die Monotonie des Integrals folgt sofort aus seiner Additivitét.

(iii) Die 1-Lipschitz-Eigenschaft ergibt sich aus Linearitdt und Monotonie, denn

e([ rin= | gdu) = | @0 =0 dn <l
<[f~gl

Damit ist der Beweis des Satzes vollstandig. O

Man sagt, daBl zwei numerische Funktionen f, g : X — R u-fast iberall gleich sind, notiert

f:uga

falls f(z) = g(x) fiir p-fast alle Punkte x € X, dh falls {f # g} in einer pu-Nullmenge enthalten
ist. Wenn f, g € Mg, so bedeutet dies, dal pu({f # ¢}) = 0. Wir betrachten den Raum

M@ /:,u
der Aquivalenzklassen p-fast tiberall ibereinstimmender mefbarer numerischer Funktionen.
Fiir melbare Funktionen, die fast iiberall iibereinstimmen, ist die Integrierbarkeit dquivalent
und die Werte ihrer Integrale sind dann gleich:
Lemma. Secien f,g e Mg mit f =, g. Dann:

(i) [f]1 = |lglli- Insbesondere ist f genau dann p-integrierbar, wenn g es ist.

(ii) In diesem Fall gilt {, fdu = §, gdpu.

Beweis: (i) Das Integral mefibarer Funktionen iiber Nullmengen verschwindet. Ist ndmlich N <
X eine p-Nullmenge, so ist N x R eine g ® A\'-Nullmenge und deshalb §, f* du = 0, also

| ran=o

Weil wir Integrale {iber X als Summen von Integralen iiber Teilmengen aufspalten kénnen, folgt

1flh = 1 xtr=atln + 1 FXtr2at ]t = loxir=atln + 9X (72611 = lgll1-
— —
0 0

(ii) Da auch f* =, g%, gilt im integrierbaren Fall

jfdu=||f+|1—|f-1=||g+||1—|g—||1=f gdu O
X X

Es ist deshalb natiirlich, das p-Integral als Funktional auf Aquivalenzklassen meBbarer Funk-
tionen zu betrachten, die sich nur auf u-Nullmengen unterscheiden.

Zunichst steigt das Funktional | - |, : Mg — [0, 0] ab zu dem wohldefinierten Funktional

Il Mg /=, = [0, 0], [f1 = [ f]1.

Dieses ist auBerhalb des , Ursprungs“ [0] strikt positiv, denn ob mefibare Funktionen p-fast
tiberall verschwinden, 148t sich mit Hilfe des Funktionals | - ||; charakterisieren:
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Lemma. Fiir f e Mg gilt: f=,0< |f|1 =0.

Beweis: Es bleibt nur die Richtung ,,<*“ zu zeigen. OBdA f > 0, weil wir f durch |f]| ersetzen
kénnen. Integrieren von x5 1, < nf fiir n € N liefert u({f > L) <n|flli =0.Da{f =1} ~
{f > 0}, folgt mit der Stetigkeit von unten von MaBen, da§ u({f > 0}) = 0. O

Weil p-integrierbare Funktionen p-fast iiberall endliche Werte annehmen (vgl oben), haben
ihre Aquivalenzklassen R-wertige Reprisentanten. Daher besteht die natiirliche Identifikation

LNX, A p) o= LNX, A p) /-, = {[f] € Me(X,A) /o [ If | < o0} @ Mg(X,A) /-,

Da die p-fast iiberall verschwindenden Funktionen in £' einen Untervektorraum bilden, ist L?
ein Quotient von R-Vektorrdumen,

L' =LV {f|f =.0},
und damit selber in natiirlicher Weise ein R-Vektorraum. Unsere Diskussion zeigt:
Satz. (i) Der Raum L'(X, A, 1) von Aquivalenzklassen fast iiberall iibereinstimmender inte-

grierbarer R-wertiger Funktionen tragt eine natiirliche Struktur als R- Vektorraum.

(ii) Die Einschrinkung des Funktionals | - [; von Mg(X, A, ) /-, auf L'(X, A, p) ist eine
Norm, die sogenannte 1-Norm.

(iii) Das p-Integral steigt ab zu dem wohldefinierten linearen Funktional

(X, Au) >R, [/] Hf fdu.
X

Es ist I1-Lipschitz bzgl der Norm | - ||;.

Bemerkung. (i) Wir werden sehen, dafi der normierte Vektorraum (L', | - |) vollstindig, also
ein Banachraum ist (Satz von Riesz-Fischer). Damit ist er ein schones geometrisches Objekt
und ein sehr befriedigender Definitionsbereich fiir das Integral als stetigem linearen Funktional.

(ii) Die Monotonie des Integrals driickt sich darin aus, dafl seine Werte auf dem konvezen
Kegel
{tF1lf=0}= L

abgesehen von der Spitze [0] strikt positiv sind.

Das Integral kann noch allgemeiner fiir ,,fast {iberall meBbare Funktionen definiert werden.
Damit meinen wir numerische Funktionen f : X — R, fiir welche Funktionen g € Mg existieren
mit f =, g. Ist g integrierbar, so definiert man

Dies ist wohldefiniert, weil die verschiedenen moglichen Funktionen g pu-fast iiberall iiberein-
stimmen. Ahnlich definiert man das Integral fiir p-fast tiberall definierte mefbare Funktionen.
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Das Integral fiir kompler- und allgemeiner vektorwertige Funktionen 148t sich auf das Inte-
gral fiir reellwertige Funktionen zuriickfithren, indem man es komponentenweise definiert bzw,
anders gesagt, die vektorwertigen Funktionen mit Linearformen komponiert.

Es sei V' ein endlich-dim R-Vektorraum. Weiter bezeichne (e;) eine Basis von V' und (ef)
die zu ihr duale Basis des Dualraums V*.

Wir betrachten Funktionen f : X — V. Fiir jede Linearform A\ € V* ist dann ihre Ko-
moposition A(f) = Ao f mit f eine R-wertige Funktion. Insbesondere sind f; := ef(f) die
Komponenten von f bzgl der Basis (e;), dh wir haben die Darstellung f = > eX(f) - e;. Fiir
eine allgemeine Linearform A = Y \el gilt A(f) = >, \ifi.

Definition (Meflbar, vektorwertig). Eine Funktion f : X — V heifit mefibar, falls die
Funktionen A(f) fiir alle A € V* meBbar sind.

Dies ist dquivalent dazu, dafl alle Funktionen f; meBbar sind. Wir bezeichnen den Raum
der meBbaren Funktionen X — V mit My = My (X, A).

Wir fixieren nun eine Norm | - ||y auf V.

Definition (Integrierbar, vektorwertig). FEine Funktion f € My heifit (u-)integrierbar,
falls

Ifl1 = JX | fllv du < oo.

WEeil alle Normen auf V' zueinander dquivalent sind, ist dies unabhiingig von der gew&ahlten
Norm. Wir bezeichnen mit

L= LY, A V) © My(X, A)
den Raum der p-integrierbaren V-wertigen Funktionen auf X.

Lemma. fe My sind dquivalent: (i) f € L}
(i) A(f) € £ fiir alle A e V*.
(ii") f; € £ fiir alle 1.
Beweis: Wir diirfen oBdA annehmen, daf ||| die 1-Norm bzgl der Basis (e;) ist, dh | >, vie;|v =

> [vil. Dann entsprechend || f[1 = X, [ fi1. Also (1)< (ii’). Weil £ ein Vektorraum ist, gilt au-
Berdem (ii)<(ii’). O

Korollar. £}, ist ein R-Vektorraum.

Um das Integral
Ly —V

zu erkldren, betrachten wir fiir eine Funktion f € £}, das lineare Funktional

Ao L A(f) dp (2.15)
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auf V*. Es liegt in (V*)* =~ V. Wir erinnern an den natiirliche Isomorphismus
V— (V5 v— (A A0)).

Also ist das lineare Funktional (2.15) durch Einsetzen eines eindeutig bestimmten Vektors aus
V gegeben, den wir mit

JdeueV

bezeichnen und das (u-)Integral der Funktion f nennen.?? Es gilt demnach

M| raw) = | 2y

fir alle A € V*. Fiir eine (beliebige!) Basis (e;) von V' haben wir

JX fan = ;<JX I d,u) N

Insbesondere gilt im Fall V' = C, also fiir komplexwertige Funktionen f : X — C, dafl

fod,u = L{(Ref)du_m'.f (Im f) dp.

X

U L-Approximation von integrierbaren Funktionen auf R? durch stetige Funktionen mit kompaktem Triger: Der Raum

Cc(R9Y) der stetigen Funktionen mit kompaktem Triger liegt dicht in £'(R%) bzgl der 1-Norm.

2.2.3 Vergleich mit dem Integral fiir Regelfunktionen auf R

Wir hatten (vgl Analysis I) das Integral

Lb f(z)dx

von Regelfunktionen f : [a,b] — R erkliart. Regelfunktionen sind Funktionen, die sich gleichmd-
f$ig durch Treppenfunktionen approximieren lassen, die ihrerseits Linearkombinationen charak-
teristischer Funktionen von Intervallen sind. Regelfunktionen sind dadurch charakterisiert, dafl
die einseitigen Grenzwerte lim, ~,, f(z) und lim, ,, f(z) iiberall existieren. Regelfunktionen
sind also sehr spezielle Borel-mefibare Funktionen. Sie umfassen die stetigen Funktionen.

Das Integral von Regelfunktionen wird vom Lebesgue-Integral subsumiert. Als beschrinkte

mefbare Funktionen sind sie Lebesgue-integrierbar und:

Proposition. Fiir Regelfunktionen f : [a,b] — R gilt:

b
f f(z)dx = fd)\1|[ayb]

[a,b]
32Da dimV < oo, ist der natiirliche Homomorphismus V — (V*)*, gegeben durch v + (A — A(v)) ein

Isomorphismus.

74



Beweis: Beide Integrale stimmen auf charakteristischen Funktionen von Intervallen {iberein,
aufgrund ihrer Linearitédt also auch auf Linearkombinationen solcher.

Sei nun 7,, — f eine gleichméflige Approximation einer Regelfunktion durch solche speziellen
Treppenfunktionen. Nach Definition des Integrals von Regelfunktionen gilt dann

J;an(m) dz — Lbf(x) dx

Andererseits gilt fiir die Lebesgue-Integrale:

‘J fd)‘1|[avb]_f Tnd)\ll[a,b]‘ gj |f—7—n|d>‘1|[a,b] <|b—al-sup|f —7,] — 0
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b]

/
~ [ —
S[a,b](f_Tn) d)\l‘[a,b] —0

Also auch § 7,(z) dz = §iat 0 A 1) = Spogy £ AN 1an)- O

Wir verwenden auch fiir mefibare numerische Funktionen f : [a,b] — R die Schreibweise:

b
§ Aoy :f f(x) da
[ab] S>—— a
kurz dA!

Die ebenfalls frither definierten uneigentlichen Integrale iiber nichtkompakte Intervalle werden
auch vom Lebesgue-Integral erfafit. Ist zB —o0 < a < b < oo und f : (a,b) — R eine Regelfunk-
tion (im Sinne der Existenz einseitiger Limiten), so

[a’,b'],(a,b

bl
Jf ydr %' lim Jf(m)d:vz Fd\,
) (a,b)
Star by F AN

falls f Lebesgue-integrierbar ist, bzw dquivalent dazu, falls (in der Terminologie von Analysis
I) das Integral SZ f(x)dx absolut konvergiert.
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2.4 Mafle mit Dichten

Wir betrachten Mafle auf einem festen Mefiraum (X, .A).

Ist p ein MaB auf A, so definieren wir fiir eine Funktion p € Mo (X, A) das MaB pu auf
A durch

(pr)(A) = f pdp = f Xapdp
A X
fir A € A. Die o-Additivitét folgt aus dem Satz von der Monotonen Konvergenz.

Definition. Das Mafl pu heiit das Mafl mit Dichte p relativ zu p.

p-Nullmengen sind auch pp-Nullmengen.

Fiir die Integration von Funktionen gilt:

Lemma 2.16. (i) Falls f € Mg, so

L fd(pn) = L fpdp. (2.17)

(ii) Eine Funktion f € Mg ist genau dann pp-integrierbar, wenn die Funktion fp u-integrierbar
ist, und in diesem Fall gilt auch (2.17).

Beweis: (i) Zunéchst gilt (2.17) fir charakteristische Funktionen x4, A € A,

L xad(pn) = (ou)(A) = L xapd.

Wegen der Linearitdt des Integrals gilt sie allgemeiner fiir nichtnegative Treppenfunktionen,
und wegen des Satzes von der Monotonen Konvergenz sowie der Approximierbarkeit durch
Treppenfunktionen auf ganz Mg ).

(ii) folgt durch Anwenden von (i) auf die Anteile f*. O
Aus (2.17) folgt die Assoziativitét
p'(on) = (p'p)p

fiir Dichten p, p’ € Mg}, denn fiir A € A gilt

(o (o1)) (A) = L o d{py) = f Fodu = (0 p)u)(A).

Das Maf3 pp ist genau dann endlich, wenn p p-integrierbar ist.

U Ein MaB p ist genau dann o-endlich, wenn eine Dichte p > 0 existiert, so daB8 pu endlich ist.

Zur FEindeutigkeit von Dichten gilt im Fall endlicher Mafe:

Lemma. Sind py, py € M[g ) und ist p;p = pop ein endliches MaB, so p1 =, ps.
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Beweis: Fiir € > 0 und A, := {p1 = ps + €} € A gilt

0= ()4 ~(pa(A) = | (1= pa) du > en(A),
— Ac ‘/;

Also sind die A p-Nullmengen, und damit auch {p; > po} = U, Ay, ebenso {p1 < pa}. O

Es gibt eine elegante Charakterisierung dafiir, wann ein Maf} relativ zu einem anderen eine
Dichte besitzt. Die folgende Eigenschaft ist notwendig:

Definition (Absolut stetige Mafle). Sind p, v Mafle auf A, so heifit v absolut stetig bzgl p,
kurz p-stetig, notiert v « u, falls py-Nullmengen auch v-Nullmengen sind.

Sie ist im o-endlichen Fall auch hinreichend. Wir erwahnen dazu ohne Beweis:

Satz (Radon-Nikodym). Ist p o-endlich und ist v absolut stetig bzgl u, so besitzt v eine
Dichte relativ zu p, dh v = pp mit p € Mg ).

Siehe Elstrodt p 280-282, Bauer p 89-93.

Die Eindeutigkeit von Dichten gilt relativ zu o-endlichen Maflen allgemein: Ist p o-endlich und ist v = pu ein Mafl mit Dichte
p relativ zu p, so ist p durch v p-fast iiberall eindeutig bestimmt. Das Maf v ist genau dann o-endlich, wenn p p-fast iiberall endlich
dv

ist. Es ist in diesem Fall daher sinnvoll, von der Radon-Nikodym-Ableitung p = an 7u sprechen. Siehe Bauer p 93.

U Ein endliches MaB v ist genau dann absolut stetig bzgl p, wenn zu jedem e > 0 ein § > 0 existiert, so daB fiir A € A gilt:

wA) <d=>rv(4) <e

Beispiel. Einer schwach monoton wachsenden Funktion F' : R — R entspricht der Stieltjes-
Inhalt pp|7 : F* — [0,0) auf dem Ring der Figuren gegeben durch

prlr([a,b)) = F(b) - F(a).

Ist F' rechtsseitig stetig, so ist dieser Inhalt ein o-endliches Pramafl (&) und setzt sich daher
eindeutig zu einem Maf} pp auf B* = B(R) fort (Korollar 1.23).

Ist F' C!, so gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

b

pra. ) = |

a

F'(z)dx = J[

Fld\' = f F'd\.
a,b] [a,b)
Folglich
pr = F'G!
zuniichst auf !, und wegen der Eindeutigkeit der Fortsetzung von pg|z zu pp auf ganz B'.

Ist F ein C!-Diffeomorphismus, so pup = F, 13!, ebenfalls zunichst auf F* und folglich auf
ganz B!, und es gilt daher
Ffl/é)l _ F//Bl.
Dies ist der 1-dim Spezialfall der spéter zu beweisenden Transformationsformel fiir das d-dim
Lebesgue-Maf3 unter C'-Diffeomorphismen (siche Kap 2.6.2).
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Beispiel 2.18. Wir betrachten fiir d > 1 die Radius- bzw Abstandsfunktion 7 : R? — [0, o)
und das Bildmaf
A

auf [0,00). Fiir R > 0 gilt
(X0 ) = | X7 = vl Bn(0) = - ol (B 0)

——

=q
geméf dem Verhalten des Lebesgue-Mafles unter Streckungen. Fiir Ry > Ry > 0 folgt
Ry
(T*)\d)([Rh RQ)) = Uq - (Rg — Rtli) = d SUg - J Td71 d'l"

Ry
=i8d-1

=(r4=1A[0,0)) ([R1,R2))
Folglich besitzt das Bildma8 r,\? eine Dichte relativ zu A\', namlich
Tt = 544 'Td_l)\l‘[o,oo)y

wie im letzten Beispiel wieder zunéchst auf Figuren, dann auf Borel-Mengen und schliefllich,
da beide MaBe auf S*-Nullmengen verschwinden, weiter auf Lebesgue-mefbaren Teilmengen.

Wir interpretieren s;_; als das (d — 1)-dimensionale Volumen der Einheitssphdre S¢—! < R?,
das mit unserem bisher entwickelten Begriffsapparat allerdings noch nicht definiert werden kann!
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2.5 Produktmafle und Mehrfachintegrale

Wir setzen die Diskussion von Produktmafien (in Kap 1.5.11) fort.

2.5.1 Integraldarstellung von Produktmaflen und Cavalieri-Prinzip

Seien (X, A;, p;) o-endliche MaBrdume fiir ¢ = 1,2. Wir haben gezeigt, daf ein eindeutiges
Produktmaf p; ® pe auf A; ® As existiert mit der Eigenschaft, daf3

(11 @ p2)(Ar x Az) i= 1 (A1) - p2(Az)

fiir Ai € Ai.

Wir geben eine Integraldarstellung des Produktmafles im Sinne des Cavalieri-Prinzips. Fiir
eine Teilmenge M < X; x X, definieren wir fiir 1 € X; den Querschnitt M,, < X, durch

{1} x My, := M n ({21} x Xs).

Satz. Falls M € A;®A,, so M, € A, fiir alle x; € X;. Weiter ist die Funktion x1 +— ps(M,,) €
[0, 0] dann meBbar, dh liegt in Mg .1(X1,.A1), und es gilt:

(11 ® pig) (M) = J pra (Mg, ) dps (1) (2.19)

X1

Beweis: Wir bezeichnen mit F ¢ A; ® A, die Familie der mefibaren Teilmengen M, fiir welche
die Behauptung gilt. Zu zeigen ist F = A; ® A;. Wir beobachten iiber F:

In F enthalten ist der Halbring A; * A aller Quader @ = A; x Ay mit A; € A;. Denn
Qz, = Ay fiir 21 € A; und ansonsten leer, so daB pa(Q.,) = x4, (21) - p2(A2) und (2.19) folgt.

Weiter ist F abgeschlossen unter abzihlbaren disjunkten Vereinigungen. Denn ist eine Folge
paarweise disjunkter Teilmengen M, € F gegeben, so gilt fiir ihre Vereinigung M = u, M,,, dal
M,, = UM, ., wegen der o-Additivitdt von po daher po(M,y,) = ) po(M, ), und mit dem
Satz von der Monotonen Konvergenz und der o-Additivitat von py ® pe schlieflich

| ) dnte) = 2 | o) dinten) = (@ m) (30

_/

(1 @p12) (M)

also M e F.
Wir wenden jetzt unsere Uberlegungen zu Dynkin-Systemen an (Kap 1.4.2).

Wir betrachten erst den Fall endlicher Totalvolumina p;(X;) < co. Dann ist F auch C-stabil,
denn fiir M € F gilt (CM),, = CM,, und ps((CM),,) = po(Xa) — pua(M,,), also

f o (CM)ay) dpis (1) = i (X0) - o X) — j o (May) djis (1) = (2 ® ) CM).
X1 —_— X1
(1 ®p2) (X1 xX2) ~~ -
(11 ®u2) (M)
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Folglich ist F ein Dynkin-System. Weil der in F enthaltene Halbring A; * A; n-stabil ist, ist
das von ihm erzeugte Dynkin-System eine o-Algebra (Satz 1.13), also die von A; * Ay erzeugte
o-Algebra A; ® Aj, und es folgt F = A; ® A,.

Im allgemeinen o-endlichen Fall betrachten wir ausschépfende Folgen E;,, / X; von Teil-
mengen F;, € A; fir n € N mit endlichen Volumina p;(E;,) < co. Fiir eine beliebige Teil-
menge M € A; ® Ay gilt dann nach obigem M, := M n (E;, x E,,) € F und ebenso
M) = M,\M,_, € F, wobei wir My := J setzen. Weil M als die disjunkte Vereinigung der
M zerfillt, folgt M € F. Also F = A; ® As. O

Korollar (Cavalieri-Prinzip). Gilt fiir M, M’ € A, ® A, daB pio(M,,) = po(M,,)) fiir py-fast
alle 1 € Xy, so (11 @ p2) (M) = (1 @ p2)(M").

Vgl in der Pinakothek der Moderne die Skulpturen aus Leuchtstoffrohren ,,Monuments* for V. Tatlin von Dan Flavin ...

Beispiel (Volumen von Kegeln). Wir zerlegen RY = R?! x R und betrachten fiir eine
Lebesgue-meBbare Teilmenge B < R%! =~ R4 x {0} den Kegel K < R? mit Basis B, Hohe
h > 0 und Spitze p € R¥! x {h}. Dann sind die Querschnitte Q; = K n (R¥ x {t}) fiir
0 <t < h isometrisch zu (1 — £) - B Daher liefert (2.19) fiir das Kegelvolumen:

M(K) = Lh ATHQy) dt = \7Y(B) - Lh<1 — %)dildt - é h-XY(B)

als <

ZB erhalten wir fiir das Volumen des d-dim Standardsimpler Ay < R?, also der konvexen Hiille
von Ursprung und Standardbasis in R%:

1 nduktion 1
)\d(Ad) _ g . )\d_l(Ad,1> I d:kt E

Beispiel (Volumen euklidischer Bille). Wir interessieren uns fiir das Volumen

va = M(B} (0))

des d-dim euklidischen Einheitsballes. Wir zerlegen R? = R?"! x R. Dann
Rd Rd_l

By (0) n (R x {h}) = By_p2y2(0) x {h}

fir —1 < h < 1. Mit (2.19) erhalten wir die Rekursion

_ —R4 bl R ! d—1
vg = (AP @ AN (B; (0)) =J AN By _p2y12(0)) dh = vdl-f (1—h%)T dh,
~—— —1 ~- -/ —1
Ad d—1 ~ N~ 4
(1=h2)"2 wg_4 -1,

also
Vg = Vg—1 Id.

Das Integral {iberfithren wir durch die Substitution A = sinu in ein trigonometrisches Integral,

1 i1 /2 /2
j (1—h*"2 dh = J cos®™ T usin’ u du = j costudu =: I,.
-1 —7/2 —7/2
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ZB erhalten wir fiir die Kreisscheibe (d = 2):

/2 /2 T
12=2J COSQUdUZJ (Cos2u+sin2u)du=§ = vo =0 -y =7
0 0

Und fiir die Kugel (d = 3):

! 4 4
Ing (1—h2)dh=7 = 1)321)2'[321
1 3 3

Das Integral I, 148t sich rekursiv durch partielle Integration berechnen (vgl die Diskussion des
Wallis-Produkts in Analysis I). Fiir d > 2 gilt

/2 /2
_ . _ . 2 — .
I; = J cos?™ xsin’ x dr = cos’ ' xsinz | i (d — 1)J cos? 2z (—sin® z) da,

771—/2 [\ ~ _ﬂ-/g B 771./2 W_J
— cos® x—1
Idjlfd—z
also
dlg = (d—1)142
Es folgt
d — ]. nduktion 1
I, = Iy (1, o Zdvktion Gl
——
2T
Also gilt fiir d > 2:
Vg 27
_— 2.20
s~ d (2.20)
7B in Dimension 4:
T 2
=gy

Vgl unten Beispiel 2.24.

Beispiel (Berechnung des 3-dim Kugelvolumens nach Archimedes). Archimedes be-
trachtete einen Zylinder Z mit Radius 1 und Hohe 1, eine einbeschriebene Halbkugel H vom
Radius 1, deren Randscheibe die Zylinderbasis B ist, sowie einen einbeschriebenen Kegel K,
dessen Spitze der Mittelpunkt der Zylinderbasis und dessen Basisscheibe der Zylinderdeckel
ist. Er beobachtete, dal sich die horizontalen Querschnittsflichen aufaddieren. Sind ndmlich
Zylinderbasis und -deckel in den Ebenen z = 0 bzw z = 1 enthalten, so haben die Schnitte von
Z, H und K mit der Ebene z = h, 0 < h < 1, die Flichen 7, (1 — h?) bzw 7h%. Mit dem
Cavalieri-Prinzip folgt
N(Z) = N(H) + N (K)

und mit (2.19) ergibt sich fiir den Kegel

N(K) = X2(B) - f: B2dh — % N(B) = % ¥ (2).

Das Volumina verhalten sich also wie:
N(Z): N (H): W (K)~3:2:1
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2.5.2 Mehrfachintegrale: Der Satz von Fubini

Wir kommen nun zur Berechnung von Integralen auf Produktrdumen.

Wir behalten die obigen Annahmen und Bezeichnungen. Wir beobachten, daf} fiir eine nu-
merische Funktion f € Mg(X; x X, A1 ®.Ay) die Einschriankungen auf Querschnitte wiederum
meBbar sind, f(z1,-) € Mg(Xs, As).

Zunéchst der Fall nichtnegativer Funktionen:
Satz (Fubini, fiir nichtnegative Funktionen). Seien (X, A;, it;) o-endliche Mafiraume fiir
i=1,2und sei f e Mjg)(X1 x X, A1 ® Az). Dann:
(i) Die Funktion z; — SX2 f(x1,-) dus ist meBbar, dh liegt in Mo (X1, A1).
(ii) Es gilt:
J fd(pn ® p2) = J ( f(z1,°) dﬂ2> dpa (1) (2.21)
X1 ><X2 Xl

X2
Beweis: Fiir charakteristische Funktionen x,;, M € A; ® A, reduziert sich die Aussage auf
den obigen Satz iiber die Integraldarstellung von Produktmafien. Wegen der Additivitéit des
Integrals gilt sie allgemeiner fiir Treppenfunktionen in Mg (X1 x Xo, A1 ® Az). Mit Hilfe des
Satzes von der Monotonen Konvergenz iibertrégt sie sich weiter auf monotone Limiten solcher
Treppenfunktionen, also auf ganz Mg ,)(X; x X3, A1 ® As). O

Im allgemeinen Fall R-wertiger Funktionen miissen wir Integrierbarkeit voraussetzen:
Satz (Fubini, fiir integrierbare Funktionen). Seien (X;, A;, i1;) o-endliche MaBrdume fiir
i=1,2und sei f e Mg(X; x X9, A1 ® As) eine (3 ® po)-integrierbare Funktion. Dann:

(i) Die Funktionen f(z1,-) € Mg(Xs, As) sind fiir p-fast alle x; € X po-integrierbar.

(ii) Die py-fast tiberall definierte Funktion z; — SXQ f(zq,+) dus ist py-integrierbar.

(iii) Es gilt (2.21).

Beweis: Wir wenden die obige Version von Fubini fiir nichtnegative Funktionen auf f* an und
erhalten

L - frd(u @ ps) = L ( FE (1, .)dm) dpy (21). (2.22)

Xo
Die (11 ® ug2)-Integrierbarkeit von f ist dquivalent dazu, dafl die Integrale (2.22) endlich sind.
Dies wiederum dazu, daf**

fi(Il,')dM2<OO Vul I1€X1,
Xo

also die Funktionen f*(x;,-) € Mo,:0) (X2, Ag) fiir pi-fast alle 2y € Xy po-integrierbar sind,
und daf die tiberall definierten [0, co]-wertigen Funktionen

Ty — fi(i’ly')d/m
X2

34Wir verwenden die Notation v, fiir , u-fast alle®.
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p1-integrierbar sind. Daraus folgt, dal die {iberall definierte Funktion
[y, ) = fT(21, ) = [ (21, -) € Mg(Xa, Ag)

fiir pi-fast alle 21 € Xy po-integrierbar ist, also (i), und dal die py-fast iiberall definierte und
R-wertige Funktion

Ty > [z, ) dps = [ (@, ) dpo — . [ (z1,-) dpo

X2 X2

p-integrierbar ist, also (ii). Fiir ihr Integral gilt dann mit Fubinipg o

| () s dm)dmy = | (] rrdm)dn) - [ (|5 dw) dog)

Xo Xo Xo

fxl X Xs I dan @ piz) = f f7d(p ® pe)

X1 ><X2

= J fd(p ® pa),
X1 ><X2

also (iii). O
Insbesondere konnen wir beim Doppelintegral die Integrationsrethenfolge vertauschen:

Korollar. Fiir (11 ® p2)-integrierbare Funktionen f € Mg(X; x Xo, 4 ® Ay) gilt:

Ll( . f(xl,.)dug) dpy = LZ( N () dul) At

U Fiir Funktionen fie LN Xy, Ay, ;) ist die Funktion (x1,22) — fi(z1)f2(x2) auf X1 x X2 (u1 ® p2)-integrierbar und es gilt

§x, xx, f1(@1) f2(22) d(p1 @ p2) (w1, 22) = (5, frdpa) - (§x, f2 du2).
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1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Wir erinnern an den Begriff der Untermannigfaltigkeit eines euklidischen Raums (—Ana II):

Definition 1.1 (Differenzierbare Untermannigfaltigkeit). Fiir O<m <n und 1 <k < o0
heiBt eine Teilmenge M ¢ R” eine m-dimensionale C*(-differenzierbare) Untermannigfaltigkeit,
falls fiir jeden Punkt p € M ein C*-Diffeomorphismus ® : U — V einer offenen Umgebung U c R"
von p auf eine offene Teilmenge V' c R" existiert, so daf3

O(MnU)={xeR"|xpps1=...=2,=0}nV.

=:R™x {ORnfm }

Wir werden im Folgenden R™ x {Ogn-m } mit R™ identifizieren.

Der Ck-Diffeomorphismus ® induziert durch Einschrinkung einen Homdomorphismus
Hizq)|MnU1MﬁU—)RmﬂV (12)

der offenen Umgebung M n U von p in M auf eine offene Teilmenge des ,Modells* R™. Er
belegt M nahe p mit lokalen Koordinaten und man spricht von einer lokalen Karte fiir M in p.

Je zwei solche Karten x; : M nU; - R™ NV fiir ¢ = 1,2 sind miteinander C*-kompatibel im
Sinne, dafl der Koordinaten- oder Kartenwechsel

HgomI

1
K,l(MﬂUl ﬂUQ) — KQ(MﬂUl ﬂUg),

ein Homoomorphismus offener Teilmengen des R™, tatsichlich ein C*-Diffeomorphismus ist,
denn er ist Einschriankung des C*-Diffeomorphismus
Poodyt
(I)l(Ul N Ug) 2—>1 (I)Q(Ul N UQ)

offener Teilmengen des R"™, wobei die Karten x; Einschrinkungen von C*-Diffeomorphismen
®, : U; - V; wie in der Definition seien.

Die Ck-Kompatibilitit der Karten ermoglicht es, Differentialrechnung auf M zu betreiben,
ohne den umgebenden euklidischen Raum R™ zu bendtigen. ZB koénnen wir von der bis zu k-
fachen Differenzierbarkeit nur auf M definierter Funktionen f : M — R sprechen: f heifit in
einem Punkt p € M [-fach differenzierbar fiir 1 <1 < k, wenn fiir eine Karte x in p ihre auf einer
offenen Teilmenge von R™ definierte lokale Koordinatendarstellung for~! im Punkt x(p) I-fach



differenzierbar ist. Dies ist unabhéngig von der gewahlten Karte. Denn ist & eine weitere Karte
in p, so gilt
fort=(for)o(kor)

—_—
Ck-Diffeo

nahe £(p), und f o k~! ist daher genau dann [-fach differenzierbar in &(p), wenn f o k=1 [-fach
differenzierbar in k(p) ist. Hohere als k-fache Differenzierbarkeit kann hingegen nicht sinnvoll
definiert werden, weil sie fiir lokale Koordinatendarstellungen von der Karte abhéngt.

Wir definieren nun ,,abstrakte®, dh nicht von vorneherein in einen euklidischen Raum ein-
gebettete, differenzierbare Mannigfaltigkeiten als gewisse topologische Radume mit einer Zusatz-
struktur, die es erlaubt, auf ihnen Differentialrechnung zu betreiben.

Die wesentliche Anforderung an die topologischen Raume ist die folgende:

Definition (Lokal euklidischer Raum). Ein topologischer Raum X heifit m-dim lokal eu-
klidisch, falls er lokal homéomorph zum R™ ist, dh jeder Punkt eine offene Umgebung besitzt,
die zu einer offenen Teilmenge des R™ homoéomorph ist.

Einen Homéomorphismus U > V einer offenen Teilmenge U ¢ X auf eine offene Teilmenge
V ¢ R™ nennt man lokale Karte oder lokales Koordinatensystem, und U heifit Kartengebiet.
(Die Teilmenge U spielt jetzt die Rolle von M nU oben im Fall von Untermannigfaltigkeiten.)
Wir werden eine solche Karte auch mit (U, k) bezeichnen.

Sind (U;, k;) fur i = 1,2 zwei Karten, so ist der Koordinaten- bzw Kartenwechsel

KoorT !
Kfl(Ul N UQ) 2—; /ﬂ?g(Ul N UQ),
vgl oben, ein Homéomorphismus offener (moglicherweise leerer) Teilmengen des Modells R™.
Ein Atlas ist eine Familie A von Karten (U,, «,) fiir ¢ € I, die X iiberdecken, X =u,U,.

Um Differentialrechnung betreiben zu kénnen, fordern wir dieselbe Vertréglichkeit der Kar-
ten im Atlas, wie sie im Fall der natiirlichen Karten (1.2) differenzierbarer Untermannigfaltigkei-
ten vorliegt. Zwei Karten heiflen C*-kompatibel, falls der Kartenwechsel ein Ck-Diffeomorphismus
ist. Ein Atlas A heifit C*-differenzierbar, falls seine Karten paarweise C*-kompatibel sind. Jeder
Ck-Atlas ist in einem eindeutigen mazximalen C*-Atlas enthalten, der durch Hinzunahme aller
Karten entsteht, die mit all seinen Karten C*-kompatibel sind.

Definition (Differenzierbare Struktur). Eine C*-differenzierbare Struktur auf einem m-dim
lokal euklidischen Raum ist ein maximaler C*-differenzierbarer Atlas.

Eine differenzierbare Struktur erlaubt, differenzierbare Konzepte von euklidischen Rdumen
zu tbertragen. So zB den Begriff der Differenzierbarkeit von Abbildungen:

Seien X™ und Y lokal euklidische Réaume versehen mit C*-differenzierbaren Strukturen
und sei F': X — Y eine stetige Abbildung. Ist p € X ein Punkt und sind (U, k) und (U’, k')
lokale Karten fiir X bzw Y in p bzw F(p), so nennen wir die auf einer offenen Umgebung von
k(p) definierte R"-wertige Abbildung

K'oFog™t



eine lokale Koordinatendarstellung von F in p. Fiir den Ubergang zwischen lokalen Koordina-
tendarstellungen bei Koordinatenwechseln gilt

oFoit=(iok No(koFokr)o(koi™)
—_— —_———
Ck-Diffeo C*-Diffeo

nahe %(p). Daher ist sinnvoll:

Definition (Differenzierbare Abbildung). Eine stetige Abbildung F' : X — Y heifit im
Punkt p € X [-fach differenzierbar, 1 <1 < k, falls eine und damit alle ihrer lokalen Koordina-
tendarstellungen in p im Punkt x(p) [-fach differenzierbar sind.

Analog definiert man C!-Differenzierbarkeit. Den Raum aller C'-Abbildungen X — Y be-
zeichnet man mit C/(X,Y"), und speziell den Raum der C!-Funktionen X — R auch mit C!(X).

Ein Diffeomorphismus X — Y ist wieder eine bijektive differenzierbare Abbildung, deren

Umkehrung ebefalls differenzierbar ist.

Die Karten einer Ck-differenzierbaren Struktur sind C*-Diffeomorphismen.

Um gewisse Phanomene auszuschliefen bzw gewisse Konstruktionen zu ermoglichen, stellt
man noch weitere topologische Bedingungen an die zugrundeliegenden lokal euklidischen Rédume:

Definition (Mannigfaltigkeit). (i) Eine m-dim topologische Mannigfaltigkeit ist ein m-dim
lokal euklidischer Hausdorff-Raum, dessen Topologie eine abzidhlbare Basis besitzt.

(i) Eine m-dim C*(-differenzierbare) Mannigfaltigkeit ist eine m-dim topologische Mannig-
faltigkeit zusammen mit einer C*-differenzierbaren Struktur.

Die Hausdorft-Eigenschaft stellt sicher, dafl Punkte durch stetige Funktionen getrennt wer-
den konnen, und die zusitzliche Forderung einer abzidhlbaren Basis fiir die Topologie, daf3
Partitionen der Eins existieren.

U (abzihlbare) Basen von Topologien U Partition der Eins.
Bem/ﬁ Topologische Mannigfaltigkeiten sind metrisierbar.

Bem/ U Jede kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit 148t sich in einen euklidischen Raum einbetten, dh sie ist diffeomorph

zu einer differenzierbaren Untermannigfaltigkeit.

Beispiele. (o) Die Standard-C*-differenzierbare Struktur auf dem Modell R™ besteht aus allen
mit der Karte idgm C*°-kompatiblen Karten. So wird R™ zu einer C*-Mannigfaltigkeit.

(i) Eine m-dim C*- Untermannigfaltigkeit M c R™ ist, versehen mit der von R™ induzierten
Relativtopologie, ein m-dim lokal euklidischer Raum. Sie trigt eine natiirliche C*-differenzier-
bare Struktur erzeugt von den Karten x = ®|pqp, vgl (1.2).

(i) Sei N™ eine n-dim C*-Mannigfaltigkeit. Dann heifit fiir 0 < m < n eine Teilmenge M c N
eine m-dim bzw (n - m)-kodim C*-Untermannigfaltigkeit von N, falls in jedem Punkt p € N
eine Karte ® : U - V c R” im CF-Atlas von N existiert, so da ®(M nU) eine m-dim C*-
Untermannigfaltigkeit der offenen Teilmenge (V') c R™ ist. In diesem Fall erbt M von N eine
natiirliche Struktur als m-dim C*-Mannigfaltigkeit.
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Die 0-kodim Untermannigfaltigkeiten sind genau die offenen Teilmengen.

(i) Endliche Produkte von C*-Mannigfaltigkeiten tragen natiirliche Strukturen als C*-Mannig-
faltigkeiten.

(iii) Jede Ck-differenzierbare Struktur kann fiir 1 < [ < k zu einer C!-differenzierbaren Struktur
abgeschwicht werden, indem man den Atlas durch Hinzunahme aller C'-kompatiblen Karten
erweitert.

Man kann, ausgehend nur von einer Menge, mit Hilfe eines geeigneten ,, Atlas® direkt sowohl
die topologische als auch die differenzierbare Struktur einer Mannigfaltigkeit induzieren. Dies
ist oft niitzlich fiir die Konstruktion von Mannigfaltigkeiten.

Satz 1.3. Sei M eine Menge, und seien m > 0 und k£ > 1. Wir nehmen an:

(i) A ist eine Familie bijektiver Abbildungen (,Karten“) ,:U, = V,, ¢ € I, von Teilmengen
U, ¢ M auf offene Teilmengen V, c R™, so dafi M von den U, iiberdeckt wird.

(ii) Die Definitionsbereiche der Abbildungen (,,Koordinatenwechsel*) k. o k7! sind offene
Teilmengen (der V,’s) und die k, o k! sind CF-differenzierbar.

Dann existieren auf M eine eindeutige m-dim lokal euklidische Topologie T sowie auf (M, T)
eine eindeutige Ck-differenzierbare Struktur, so dal A fiir sie ein C*-differenzierbarer Atlas ist,
dh so daf die U, offene Teilmengen und die , C*-Diffeomorphismen sind.

Beweisskizze: Wir betrachten die Familie T aller Teilmenge O ¢ M mit der Eigenschaft, daf
fiir alle ¢ die Teilmengen ,(O nU,) in V, offen sind. Sie ist eine Topologie auf M (©). Sie wird
von den Teilmengen der Form x;'(O!) fiir offene Teilmengen O’ c V, erzeugt. Genauer gesagt,

sind die U, offen bzgl T und die k, sind Homéomorphismen (). Also ist der topologische Raum
(M, T) m-dim lokal euklidisch. Weiter folgt, dal A ein C*-differenzierbarer Atlas ist. O

Man kann auch Kriterien angeben, wann eine Mannigfaltigkeit vorliegt:

Zusatz 1.4. (i) Die Topologie T ist Hausdorffsch, wenn je zwei Punkte in M in einer gemein-
samen Teilmenge U, enthalten sind oder in zwei disjunkten U,’s (). Nicht notwendig!

(i) 7 hat eine abzihlbare Basis, wenn M von abzéhlbar vielen U,’s iiberdeckt wird.

Beweis: © O]

Das folgende ist ein natiirliches und wichtiges Beispiel fiir eine ,,abstrakte Mannigfaltigkeit
im Sinne, daf sie keine bevorzugte Einbettung in einen euklidischen Raum besitzt.

Beispiel. (i) Reell-projektive Raume. Der d-dim reell-projektive Raum RP? ist die Menge der
Geraden in R%! durch den Ursprung, dh als die Menge der 1-dim linearen Unterrdume. Dem
Punkt Rz € RP? reprisentiert von z € R4+! — {0} ordnet man die homogenen Koordinaten

[z] =[z0:... 24]
zu. Sie sind eindeutig bis auf Skalierung:

[x]=[2'] < 3FJNeR* sodaBl 2’ =)z



Wir betrachten nun fiir ¢ = 0,...,d die wohldefinierten Bijektionen,

Up={[0] e RPY |2y 0} 5 {; = 1} = RY, [g:img] > (22, 2 2

genannt affine Karten, mit den Umkehrabbildungen

[yrsoiyis Lsgias o gal < (0 a).
O]
Wir iiberpriifen, daf§ die Familie der Abbildungen x; die Voraussetzungen von Satz 1.3 erfiillt.
Dazu stellen wir fest, dal x;(U;) =: V; = R4, also sicherlich offen in R? ist, und daf RP¢ von den
U; iiberdeckt wird. Weiter sind fiir ¢ # j die Definitionsbereiche {z; =1 A z; # 0} c {z; = 1} der
Ubergangsabbildungen rk;ok; ! Komplemente von Hyperebenen, also auch offen, und die x;0x;!
sind als rationale Abbildungen glatt. Also induziert dieser Atlas eine d-dim lokal euklidische
Topologie mit abzihlbarer Basis auf RP¢ zusammen mit einer glatten Struktur. Man verifiziert
leicht (), dafl die Topologie auch Hausdorffsch ist. Damit wird RP? so zu einer d-dim glatten

Mannigfaltigkeit.

Fiir Verklebekonstruktionen niitzlich ist die folgende Verallgemeinerung des Satzes, die man
mit denselben Argumenten erhélt:

Verallgemeinerung. Die Aussagen von 1.3 und 1.4 gelten auch, wenn die V, C*-Mannigfal-
tigkeiten und die x, C*-Diffeomorphismen sind.

U Stereographische Projektion, um einen Atlas fiir die C*°-Struktur der Einheitssphire S% c R4*! anzugeben.

U Quotienten unter freien Operationen endlicher Gruppen. (i) Es sei M eine Ck-Mannigfaltigkeit und G ~ M eine freie
Ck-Operation einer endlichen Gruppe G. Dann ist der Bahnenraum M/G eine Ck—Mannigfaltigkeit und die Quotientenprojektion
7 M — M/G ein lokaler C*-Diffeomorphismus. (ii) Ist {+1} ~ S? die Operation der Gruppe {+1} = Z/2Z auf der Einheitssphire
S4 c R bei der -1 durch die Antipodeninvolution — idga+1 |ga * « = —x operiert, so ist die natiirliche Abbildung S4/{x1} - RP?

ein C*°-Diffeomorphismus.
U Komplex- und quaternional projektive Riume, GraBmann-Mannigfaltigkeiten, Stiefel-Mannigfaltigkeiten.
U Verklebekonstruktionen, zB zusammenhiingende Summen.

U Nicht-Hausdorff-Tripoden und Blitterungen. Lange Gerade.

2 Tangentialbiindel und Differential

Wir approximieren nun differenzierbare Mannigfaltigkeiten lokal durch Vektorrdume, indem wir
den Begriff des Tangentialraums an eine Untermannigfaltigkeit adaptieren. (Die Diskussion
kann genauso fiir lokal euklidische Rdume mit differenzierbaren Strukturen gefithrt werden.)

Sei M™ eine C*-Mannigfaltigkeit.

Wir betrachten C!-Kurven ¢ : (—¢,¢) — M durch einen Punkt p € M. Wir sagen, daf} zwei
solche Kurven ¢; : (-¢;,¢;) > M durch p in ¢ = 0 erster Ordnung tbereinstimmen, falls fiir eine
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Karte! (U, x) in p gilt, dal (x o¢;)’(0) = (z 0 ¢2)’(0). Dies ist unabhéngig von der Karte, denn
nach der Kettenregel (fiir Abbildungen zwischen offenen Teilmengen euklidischer Rédume) gilt

(F0¢:)(0) = d(i 0 2™ )agp o (x 0.¢;)'(0). (2.1)

Eine Aquivalenzklasse in ¢ = 0 erster Ordnung {ibereinstimmender Kurven nennt man einen
1-Jet von Kurven durch p. Wir bezeichnen den von einer Kurve ¢ reprisentierten 1-Jet mit [c].

Definition (Tangentialvektoren, -rdume und biindel). (i) Ein Tangentialvektor an M in
p e M ist ein 1-Jet von Kurven durch p.
(ii) Der Tangentialraum T,M an M in p ist die Menge aller Tangentialvektoren in p.

(iii) Das Tangentialbiindel an M ist die disjunkte Vereinigung T'M = UpepT, M zusammen
mit der Fulpunktprojektion m = wpp : TM - M.

Die Tangentialraume an die verschiedenen Punkte einer Mannigfaltigkeit sind also disjunkt.

Sie tragen natiirliche lineare Strukturen. Denn weil die Differentiale d(Z o 271),(,) der Kar-
tenwechsel lineare Automorphismen sind, existiert angesichts (2.1) sowie der Kettenregel auf
T,M eine eindeutige Struktur als m-dim Vektorraum, so daf die Bijektionen

T,M -5 R™, [c] = (z0c)(0) (2.2)

fiir alle Karten z in p lineare Automorphismen sind.

Jede Karte z zeichnet die Basis des Tangentialraums 7),M aus, die aus den Koordinaten-
richtungen

0 i
= [t = 27 (x(p) + te;)] e T,M

bzgl = besteht, unter der Identifikation (2.2) also in die Standardbasis (e;) von R™ iibergeht.
Die Notation reflektiert, dafi Tangentialvektoren Richtungsableitungen entsprechen, hier den

partiellen Ableitungen bzgl der lokalen Koordinaten x. Wir nennen (a%i|p) die Standardbasis
von T,M bzgl der Karte x in p. Bzgl ihrer hat ein allgemeiner Tangentialvektor [c] € T,M
angesichts (z o c)'(0) = X% (x; 0 ¢)'(0) - e; die Darstellung

= 30/ ©) | (2.3

Eine Karte (U, x) fir M induziert, indem man die Identifikationen (2.2) in den verschiedenen
Punkten von U zusammennimmt, insgesamt eine Karte

Tx:TU = | |TyM -5 2(U) xR™ cR?™,  [c] = ((xoc)(0),(zoc)'(0))  (24)

pelU

fiir den entsprechenden Teil TU von T'M.

Ist (U,%) eine weitere Karte, so ist der Kartenwechsel

Tio(Tz) ' :2(UnU)xR™ =5 #(UnTU) xR™ (2.5)

'Wir bezeichnen Karten jetzt im Sinne lokaler Koordinaten suggestiver mit (U, z).
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auf dem Tangentialbiindel gegeben durch

((wec)(0),(z0c)(0)) =  ((Zoc)(0),(Z0c)(0))
= ((@oa™)((x0¢)(0)),d(F 027" (roey(0) (0 €)'(0))),
vgl (2.1). Bezeichnen wir suggestiver die Koordinaten der Punkte in M bzgl der beiden Karten

mit & bzw & und den Koordinatenwechsel zwischen ihnen mit Z(z), so nimmt der Koordina-
tenwechsel auf dem Tangentialbiindel die Form

(z,v) (ij(x),di’m(v)) (2.6)

an. Das Differential dZ von Z(z), einer Abbildung offener Teilmengen euklidischer Réume, ist
expliziter gegeben durch

(x)) (2.7)

Insbesondere kann man hieraus den Basiswechsel in den Tangentialrdumen ablesen. Weil die
Basisvektoren % bzgl T'x Vektorkoordinate v = e; haben, und entsprechend % bzgl Tz, gilt?

dz,(v) = Z(

m m axz
i=1 j=1

&%’l a (’/3 ~ m a:z,l a
Z axi‘p baw E_Z(axj a:)aji. (2.8)

ax] i=1

Die induzierten Kartenwechsel T'% o (T'z)™' auf dem Tangentialbiindel sind C¥-1, wie (2.7)
zeigt, denn die partiellen Ableitungen gﬁf (z) der Ck-Kartenwechsel Z(z) auf M sind C*1. Es
folgt mit Satz 1.3 und Zusatz 1.4, daB die Familie der Karten Tz auf der Menge T'M eine
natiirliche Struktur als 2m-dim C*~1-Mannigfaltigkeit induziert. (T M erbt von M die Existenz
abzahlbarer Basen fiir seine Topologie. Die Hausdorff-Eigenschaft ist fiir T'M ebenfalls erfiillt,

weil je zwel Punkte entweder in einer gemeinsamen oder in zwei disjunkten Karten liegen.) Die
FuBpunktprojektion 7y : TM — M hat in lokalen Koo die Form (z,v) ~ z, ist also C*~1.

Im Fall einer offenen Teilmenge W c R™, die wir als C*-Mannigfaltigkeit auffassen, werden
die Identifikationen (2.2) von Tangentialriumen vermittels der natiirlichen globalen Karte idy,
zu linearen Isomorphismen

T,W —=R™, [c]~ (0)
und die Biindelkarte (2.4) zum C*-Diffeomorphismus

™W = | | TL,W — W xR™, [c] = (c(0),c'(0)). (2.9)
peW
Das Standardbasenfeld fiir TW ist jetzt gegeben durch:

0

(3.’]7@' T

=t x+te] e T,W (2.10)

Jetzt approximieren wir differenzierbare Abbildungen von Mannigfaltigkeiten lokal durch
lineare Abbildungen ihrer Tangentialraume, indem wir den Begriff des Differentials von Abbil-
dungen von Untermannigfaltigkeiten anpassen.

~ (& ox~ L ~ -
’In (2.8) ist % eine Kurznotation fiir die partielle Ableitung % des Kartenwechsels & o 271
J J
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Eine differenzierbare Abbildung F : M — N von CF-Mannigfaltigkeiten induziert eine
natiirliche Abbildung
TM TN, [e] = [Foc]

ihrer Tangentialbiindel. Diese ist wohldefiniert, dh der 1-Jet [ F oc] hingt nur vom 1-Jet [c] ab,
denn fiir lokale Karten (U, x) in ¢(0) und (U’,y) in F(c(0)) gilt

(yo(Foc)(0)=d(yoFox™)((xoc)(0)) (2.11)

Definition (Differential). dF heiit das Differential von F'.

Das Differential bildet Tangentialrdaume linear auf Tangentialrdume ab,
de = dF|TpM . TPM g TF(p)N,

wobei sich die Linearitét angesichts (2.11) aus der Linearitit der Identifikationen (2.2) fiir  und
y sowie der Differentiale der lokalen Koordinatendarstellungen yo Flox~! ergibt. Das Differential
dF' ist also eine Familie linearer Abbildungen dF, von Tangentialrdumen, der Differentiale von
F in den Punkten p e M.

Im Fall von Abbildungen offener Teilmengen euklidischer Rdume ist das Differential mit
dem friiher eingefiihrten Differential konsistent, denn dieses bildet ¢/(0) — (F o ¢)’(0) ab.

Fiir Kompositionen G o F differenzierbarer Abbildungen gilt die Kettenregel
d(Go F)=dG odF,

denn

d(Go F)([c]) =[G o Foc]=dG([Foc]) =dG(dF([c])).
Fiir die Identitdt idy, : M — M gilt
didys =idpyy,

und das Differential der Umkehrabbildung eines Diffeomorphismus F' : M — N ist die Umkeh-

rung seines Differentials,
d(F™) = (dF)™.

Nachdem wir den Begriff des Differentials nun allgemein fiir Abbildungen zwischen Mannig-
faltigkeiten eingefiihrt haben, stellen wir fest, dafl die Biindelkarten (2.4) Tx : TU — x(U) xR™
modulo der natiirlichen Identifikation (2.9) T'(z(U)) = x(U) x R™ mit den Differentialen dx :
TU - T(x(U)),[c] » [z oc] der Kartenabbildungen tibereinstimmen; insbesondere ist die
Identifikation (2.2) des Tangetialraums das Differential dz,.

Im Einklang hiermit stimmen die Biindelkartenwechsel (2.5) T'Z o (Tx)~! modulo der Identi-
fikationen (2.9) mit den Differentialen T'(z(U)) - T'(Z(U)), [z o c] = [Z o ¢] der Kartenwechsel
auf M iiberein und (2.6) ist das Differential dz des Koordinatenwechsels Z(x).



Wir sehen: Die induzierten Karten fir TM sind also die Differentiale der Karten fir M,
und die Kartenwechsel auf TM sind die Differentiale der Kartenwechsel auf M.

Wir stellen noch Differentiale in lokalen Koordinaten dar. Sei wieder F' : M — N diffe-
renzierbar. Weil sich unter den Identifikationen (2.2) die Standardbasen der Tangentialrdume
T,M bzw Tr@)yN und der euklidischen Rdume R™ bzw R™ entsprechen, ist das Differential
dF, relativ zu den Standardbasen der Tangentialrdume durch die Jacobi-Matrix der lokalen
Koordinatendarstellung von F' gegeben,

0 2 0(y;o Foxt) 0
()= . 2.12
d p(ﬁxj p> ; 8% (x(p)) ayz F(p) ( )
—_—
dy;
oz

Dies verallgemeinert (2.8). Wir bezeichnen hier die lokalen Koordinaten auf M bzw N mit z
bzw y und die lokale Koordinatendarstellung von F kurz mit y(x). Die lokale Koordinatendar-
stellung Ty o dF o Tx! des Differentials bzgl der induzierten Biindelkarten stimmt modulo der
Identifikationen (2.9) fiir M und N mit dem Differential dy von y(x) iiberein und hat die Form

n

(2.0) % (y(a). (gvj%(x))ei), (2.13)

=1 .

dyz ('U)

vgl (2.6) und (2.7). Wir sehen insbesondere, dafl Differentiale von C*-Abbildungen C*~! sind.

Dieselbe Form (2.13) hat auch das Differential einer differenzierbaren Abbildung y(x) offener
Teilmengen euklidischer Raume.

Die Ableitung oder Geschwindigkeit einer differenzierbaren Kurve ¢ : I — M ist gegeben
durch
(1) =[c(-+71)] € ToryM,

wobei ¢(-+7) : t = ¢(t + 7) die durch Zeitverschiebung reparametrisierte Kurve meint. Sie ist
das Bild des Standardvektorfelds 7~ 2|, = [t = 7 +t] € T,1 = T,R auf I unter dem Differential
der Kurve,

¢(r) = de(21,). (2.14)

3 Totales Differential, 1-Formen und Kotangentialbiindel

Sei M eine Ck-Mannigfaltigkeit.

Ist f: M — R eine differenzierbare Funktion, so nennt man ihr Differential df : TM — TR
auch das totale Differential von f. Es ist eine Familie linearer Abbildungen df,, : T,M — Ty,)R
fir p e M, die man vermittels der natiirlichen Identifikationen T%,)R =R als Linearformen

dfp
T,M =5 R
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auf den Tangentialriumen, also Elemente von deren Dualrdumen auffassen kann, df, € (T,M)*.
Hier tritt auf natiirliche Weise das zum Tangentialbiindel duale Vektorbiindel® auf:

Definition (Kotangentialriume und -biindel). (i) Der Dualraum T; M := (T,,M)* heif}t
der Kotangentialraum an M in p.

(ii) Das Kotangentialbiindel an M ist die disjunkte Vereinigung T*M = U,ep Ty M zusammen
mit der Fulpunktprojektion m = mpspr : T*M - M.

Das totale Differential df kann dann als Abbildung M — T*M aufgefafit werden. Weil die
Werte df, € Ty M iiber* den Punkten p € M liegen, anders ausgedriickt, weil

T o df =idyy,
spricht man von einem Schnitt des Biindels.* Allgemein definiert man:

Definition (1-Form). Eine Differentialform vom Grad 1, kurz eine 1-Form, auf M ist ein
Schnitt des Kotangentialbiindels 7r+y;, dh eine Abbildung o : M — T* M mit 7p«y o a0 = idyy.

Eine 1-Form « ist also eine Familie von Linearformen a,, := o(p) auf den Tangentialrdumen.
Totale Differentiale sind 1-Formen.

Das totale Differential df einer differenzierbaren Funktion f : M — R ist per Definition
gegeben durch
df([c]) = [f e c] = (f 2 ¢)(0), (3.1)
wobei wir wieder die Identifikation T foc)(0)R 2 R verwenden. Anhand dieser Darstellung (3.1)
werden die folgenden grundlegenden Rechenregeln fiir totale Differentiale ersichtlich. Fiir diffe-
renzierbare Funktionen f;, f, ¢ und Skalare ¢; € R gilt:

(i) R-Linearitit: d(cy f1 + cafa) = c1dfy + cadfa
(ii) Produktregel: d(fg) = (df) g+ f (dg)

Das Kotangentialbiindel erbt von M ebenfalls eine Struktur als differenzierbare Mannigfal-
tigkeit, indem Karten fiir M entsprechende Karten fiir 7% M induzieren.

dzy
Sei (U, z) eine Karte fiir M in p. Dual zu den linearen Identifikationen (2.2) T,M — R™
bestehen die linearen Identifikationen

dat s (R™) =T M, M\wd(M\ox), (3.2)

durch Zuriickziehen, denn d(\ o ), = dA() o dx, wegen der Kettenregel und dA,¢, = A, da A
eine lineare Funktion ist. (Die Funktion Aoz und ihr totales Differential sind nur lokal auf dem
Kartengebiet erklért.) Wir bestétigen (3.2) noch ergédnzend durch die Rechnung

((dz;)N)([e]) = (Aodz,)([e]) = Adz([e])) T A((woe)'(0)) = (Now o e)'(0) 2 d(Aow),([c]).
=((Xoz)oc)’(0)

3Darunter versteht man, grob gesagt, eine , stetige* Familie von Vektorriumen gleicher endlicher Dimension.
4Geometrisch stellt man sich die Fasern des Biindels, dh die Vektorriume Ty M, vertikal vor, und mpps als
vertikale Projektion des Totalraums T M auf die Basis M des Biindels.
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*

dx
Insbesondere e} ~ (dx;), fiir die zur Standardbasis (e;) von R™ duale Standardbasis (e}) von
(Rm)~*. Folglich ist ((dx;),) die zur Basis (a%i|p) von T, M duale Basis von Ty M, genannt die
Standardbasis von T,) M relativ zur Karte x in p. In der Tat gilt

(d%)p(a%iL) a ~(p) = 0.

Hier bezeichnen wir mit x; sowohl die Koordinatenfunktionen auf U als auch diejenigen auf
z(U), die sich aus ihnen durch Komposition mit = ergeben.?

Bzgl der Standardbasen der Kotangentialrdume, gegeben durch die auf dem Kartengebiet
definierten Differentiale dx; der Koordinatenfunktionen, hat eine allgemeine 1-Form « auf M
lokal die Darstellung

aly =Y a; dz; (3.3)
i=1

mit Koeffizientenfunktionen a; : U — R. Totale Differentiale lassen sich in lokalen Koordinaten
schreiben als

= Z((Xgo—fi_l) ox)dr;, (3.4)

vgl (2.12), denn dfy(Z|,) = Llio(f o 271 (2(p) + te;) = L2 (2(p)).

Die Karte (U, z) induziert nun durch faserweises Zuriickziehen dual zur Karte (2.4) fiir TM
eine lokale Parametrisierung

Trw:o(U)x (R™) —TU=[|T;M,  (a(p), Y ae}) » Y ai(dn),  (35)
cU i=1 1=
P —_—— \1—,—/
a d(aozx)p=dz}a

fiir den entsprechenden Teil T*U von T* M. IThre Umkehrung (7*z)! ist eine lokale Karte.

Ist (U, ) eine weitere Karte fiir M, so hat man dual zum Basiswechsel (2.8) der Tangenti-
alrdume den Basiswechsel

Z( & ox)dz; (3.6)

der Kotangentialrdume, denn di;=2- 3; =dr; (X2 (5L 6“’7 o) ﬁzl) ggl ox.

Dual zum Kartenwechsel (2.5) auf dem Tangentlalbundel haben wir den Kartenwechsel
(T*%) P oT*z: (UnU) x (R™)* = U nT) x (R™)* (3.7)

auf dem Kotangentialbiindel dual zu (2.6) und (2.7) gegeben durch

COES AT 303 (-CION AR TN )

=1 j=1 Jj=1 =

Ui 0:76Z

.z (3(1)) )

:—522"]?) (&(p))

=d(aox)z(p)=d(z*a) z(p)

°Es ist dz; das totale Differential der Koordinatenfunktion x; auf U, withrend g% eine Kurznotation fiir die
partielle Ableitung der Koordinatenfunktion z; o 2™ auf z(U) ist.
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wobei a = ¥, a;x; als lineare Funktion auf z(U) c R™ angesehen wird und die Funktion (a o
x)(Z) = (z*a)(Z) auf £(U) ihre Verkniipfung (Riickzug) mit dem Kartenwechsel z(z), also ihre
lokale Darstellung als Funktion der Koordinaten Z, bedeutet.5
Also
(z,a) (i(ﬁ),d(x*a)j(x)).
Wie im Fall des Tangentialbiindels folgt, daf§ der Atlas auf T*M bestehend aus den Karten
(T*x)~! eine Struktur als C*~1-Mannigfaltigkeit erzeugt. Die Fupunktprojektion mp«y, ist CF-1.

Ist W c R™ offen so lassen sich 1-Formen « auf W als Linearkombinationen

der totalen Differentiale dx; der Koordinatenfunktionen ausdriicken, und totale Differentiale
lassen sich schreiben als

vgl (3.3) und (3.4).

U Explizite Rechnungen mit totalen Differentialen in Koordinaten, zB Polarkoordinaten.

Pull-back. Mit differenzierbaren Abbildungen kann man 1-Formen zuriickziehen. Ist ndmlich
F:M™— N™ differenzierbar, so induzieren die Differentiale dF, : T, M — Tp, N duale lineare
Riickzugs-Abbildungen

dFy : Tr,

Indem man diese punktweise anwendet, kann man 1-Formen « auf N zu 1-Formen F*a auf M

N — T: M. (3.8)

zuriickziehen,
(F ), = dF} ap@) = app) o dF,. (3.9)

In lokalen Koordinaten, mit Notation wie oben, hat F*dy; = dy; o dF die lokale Darstellung

j=10%;

Frdy; = i(syl o:c) dz;, (3.10)

denn wegen (2.12) gilt (F*dyi)(a%j) = dyi(dF(a%j)) = % o 1. Dies verallgemeinert (3.6).

A -
ox4

3.1 Integration von 1-Formen lings Kurven

Die Operation des totalen Differentials auf Funktionen wird umgekehrt durch das Wegintegral.

Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit und sei f : M — R eine C'-Funktion. Man kann die Funktion
f auf jeder Zusammenhangskomponente von M bis auf additive Konstante aus ihrem totalen
Differential df zuriickgewinnen, indem man dieses geeignet aufintegriert. Sind namlich p,q € M
Punkte in derselben Zusammenhangskomponente, so konnen wir sie durch eine C!-Kurve ¢ :

SHier ist a o x eine Kurznotation fiir a o (z0771).
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I =[a,b] > M verbinden, also ¢(a) = p und ¢(b) = g. Mit dem ,,Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung® kénnen wir dann die Differenz der Werte in diesen Punkten darstellen als

flg = focll= lb(foc)’(t) dt = fabdfc(t)(c’(t))dt, (3.11)

also als das Integral des totalen Differentials langs einer Verbindungskurve im folgenden Sinne.

Fiir eine beliebige stetige” 1-Form « auf M ist es natiirlich, ihr Integral lings einer C'-Kurve
c: 1 =[a,b] > M zu definieren als

[C o = [1 a(d)dt = fI oy (¢! (£)) dt. (3.12)

Der letzte Integrand ist stetig. Man nennt ein solches Integral [, o ein Kurven- oder Wegintegral.

Wie schon (3.11) nahelegt, ist das Wegintegral invariant unter orientierungserhaltender
Reparametrisierung: Ist ¢ : I = [a,b] — I C' mit ¢(d) = a und ¢(b) = b, zB ein monoton
wachsender C!-Diffeomorphismus, so erhalten wir fiir das Integral von « lings der Kurve ¢ = co¢
mit der Substitutionsregel:

[a= [axo@@)di= [ oo (@@ @ di= [ aw@®)dt=[a

Diese Invarianz ermoglicht es, das Integral

Lo

einer stetigen 1-Form « auf M dber eine 1-dim Untermannigfaltigkeit C ¢ M, zB einen einge-
betteten Kreis, zu definieren, indem man letztere in Bogen aufteilt, diese parametrisiert und die
resultierenden Wegintegrale bildet und aufsummiert. Wir werden dies spéter in groflerer Allge-
meinheit (fiir Integrale von Differentialformen beliebigen Grades iiber Untermannigfaltigkeiten
der entsprechenden Dimension) genauer ausfiihren.

Wegen ¢ = de(£) und a(c’) = (aode)(Z) = (c*a)(£), vgl (2.14) und (3.9), kénnen wir das
Wegintegral auch schreiben als
/a = / ca.
c idy

Im Spezialfall ¢ = id; und einer 1-Form « = g dt auf I ¢ R wird die Definition des Wegintegrals

f gdtzfgdt,
iy I

dh das Wegintegral f; 4, 9dt der 1-Form gdt ist das Integral [; gdt der Funktion g.

zu

Das Wegintegral verhalt sich gut unter differenzierbaren Abbildungen: Ist F' : M — N C!
und S eine stetige 1-Form auf N, so gilt

s fro

"Eine 1-Form ist stetig, wenn ihre Koeffizientenfunktionen bzgl lokaler Koordinaten stetig sind.
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denn B((Foc))=(BodF)(c) = (F*B)(c), alternativ, (F oc)*f = c*(F*[).

_yj;:;g dy auf RQ

U Berechne das Wegintegral der 1-Form

~{(0,0)} lings des im positiven Sinn durchlaufenen Einheitskreises.

Bem/U Eine 1-Form heiBt ezakt, falls sie das totale Differential einer Funktion ist. Diese nennt man dann ein Potential der
1-Form. (i) Eine 1-Form ist genau dann exakt, wenn ihre Wegintegrale nur von den Endpunkten der Integrationswege abhiingen.

(ii) In Dim 1 sind alle 1-Formen exakt (1-dim Poincaré-Lemma).

Erginzen: Untermannigfaltigkeit einer Mannigfaltigkeit. Tangentialbiindel ist Untervektorbiindel.

4 Hohere Differentialformen

Sei M™ eine C*-Mannigfaltigkeit.

1-Formen auf M sind Familien von Linearformen auf den Tangentialraumen, und sie treten
natiirlich auf als totale Differentiale von Funktionen.

Auch Familien anderer Typen von ,Lineare Algebra-Objekte, dh Tensoren, auf den Tan-
gentialrdumen treten in der Geometrie natiirlich auf. Fiir uns relevant sind Familien alternie-
render Multilinearformen, die sog Differentialformen. Ein anderes wichtiges Beispiel aus der
Differentialgeometrie, das hier nicht diskutiert wird, sind Familien von Skalarprodukten auf den
Tangentialrdumen, die sog Riemannschen Metriken. Diese Familien von Tensoren bzw Formen
nehmen ihre Werte in entsprechenden Vektorbiindeln iiber M an, die aus dem Tangentialbiindel
T'M hervorgehen, indem faserweise auf die Tangentialrdume 7, M eine bestimmter Funktor, also
eine Konstruktion der (Multi)Linearen Algebra angewandt wird. So entsteht das Kotangenti-
albiindel durch die faserweise Bildung des Dualraums.

Ein wichtiger Grund, um Familien alternierender Multilinearformen zu betrachten, ist, dafl
diese eine Volumenmessung (in der ihrem Grad entsprechenden intermedidren Dimension) in-
duzieren und in natiirlicher Weise tiber Untermannigfaltigkeiten integriert werden koénnen.

Fir 0 < r <m betrachtet man das Vektorbiindel

ATM = | | A'T,M > M,

peM

die sog r-te duflere Potenz von T*M. Seine Fasern A"T,M = A, T;M = Alt,(T,M) sind die
Vektorrdume der alternierenden r-Linearformen auf den Tangentialrdumen 7,V . Kombiniert
man diese Biindel fiir alle r, so erhélt man das duffere Algebrenbiindel

NTM = | | NT,M 5 M,

peM

dessen Fasern A*T,M = &L )A"T,,M die dufleren Algebren der Kotangentialrdume 7,y M sind
(= Multilin Alg). A°T'M =R ist das triviale Linienbiindel und AYT'M =T*M das Kotangenti-
albiindel. Das i.a. nichttriviale Linienbiindel A™7T'M nennt man das Determinantenlinienbiindel.

15



Definition 4.1 (Differentialform). Eine Differentialform vom Grad r, kurz r-Form, auf M
ist ein Schnitt des Biindels A"T'M — M. Eine gemischte Differentialform ist ein Schnitt des
Biindels A*T'M — M.

Eine r-Form « ist also eine Familie alternierender r-Linearformen «, := a(p) auf den Tan-
gentialrdumen 7, M.

Die algebraische Operationen auf alternierenden Multilinearformen, also Addition und A-
Multiplikation, iibertragen sich auf Formen, indem man sie punktweise ausgefiihrt,

(a+B)p =y + By, (@A B)pi=ayA By

Die Struktur von M als C*-Mannigfaltigkeit induziert auf A"T'M wiederum eine Struktur als
Ck-1-Mannigfaltigkeit. Ist (U, x) eine Karte fiir M, so sind die punktweisen Dachprodukte dx;, A
...Adzx;, fiir i; < ... <14, r-Formen auf U und bilden ein lokales Basenfeld fiir das eingeschrankte
Biindel A"T'M|y = Upey A"T,M — U, das durch die Karte ausgezeichnete Standardbasenfeld.
Relativ zu ihm hat eine allgemeine r-Form o auf M die lokale Koordinatendarstellung

Oé|U = Z Ay . dxzj AN A d[[‘l‘r
11<...<lp

mit Koeffizientenfunktionen a;, ;. In Verallgemeinerung von (3.5) liefern die Karten (U, x)
lokale Parametrisierungen z(U) x A"R™ — A"TU mit

(x(p), Zailmire; A e;) > Z aiy i, (dxiy Ao A dTy)),p,

11<...<lp

fiir A"T'M . Thre Umkehrungen sind Karten fiir die Struktur von A"T'M als C*~'-Mannigfaltigkeit,
analog fiir A*T'M.

Ist W c R™ offen, so lassen sich r-Formen « auf W mit Hilfe der totalen Differentiale der

Koordinatenfunktionen schreiben als

a= Y ay. . drg Ao Ad,
11<...<lp

Pull-back. Mit differenzierbaren Abbildungen kann man Differentialformen beliebiger Grade
zuriickziehen, vgl die Diskussion fiir 1-Formen in Kap 3. Ist wieder F': M™ — N™ differenzierbar,

so setzen sich die linearen Riickzugsabbildungen (3.8) dF} : TipN = T, M der Kotangenti-

alrdume fort zu Homomorphismen
dF; : N'TppyN — NT,M

der von ihnen erzeugten dufleren Algebren. Diese ziehen alternierende Multilinearformen ap,) €
AN'TppyN auf Tr) N zuriick zu alternierenden Multilinearformen dF; ap(,) € AT, M auf T, M,

(dF; aF(p))(vlv s 7UT) = aF(p)(de(vl)a s 7de(UT))
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fiir v; € T, M. Wieder kann man durch punktweise Anwendung Differentialformen o auf N zu
Differentialformen F*« auf M zuriickziehen,

(F ), = dE] apg)-
Das Dachprodukt wird dabei respektiert, dh es vertauscht mit dem Riickzug,
Fr(anp) = (Fra)n (F73)
fiir Differentialformen «, 5 auf N.
In lokalen Koordinaten verallgemeinert (3.10) zu

F*(dyi, n...Ady;,) = Z ((ﬁ%)ox)dxh/\.../\dxﬁ

1<j1,dr<m - 1=1 oz,

S (et(S8)  ow)dey, andy,

ax‘]t EAREE)

1<j1<...<jr<m
Im Fall » = m = n vereinfacht sich die Formel zu

A
oyY;
(7xj

F*(dyl/\.../\dym):(det( ) X kox)dxl/\.../\d:vm. (4.2)
ij=1,,

U Beispiele fiir die Berechnung zuriickgezogener Formen.

Bsp/U Volumenform auf der Einheitssphire S™1 ¢ R™.

5 Lokal-nach-global: Partition der Eins

Oft konstruiert man globale (stetige und differenzierbare) Objekte auf Mannigfaltigkeiten durch
Interpolation bzw Verkleben lokaler Objekte (zB Funktionen, Volumenformen, Riemannsche
Metriken, Integrale von Differentialformen, s.u.). Als topologisches Hilfsmittel bendtigt dafiir
man eine sog Partition der Fins, dh eine Zerlegung der konstanten Einsfunktion als Summe
lokal getragener (stetiger oder differenzierbarer) Funktionen.

Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit.®
Definition (Partition der Eins). Eine C*-Partition der Eins auf M ist eine Familie (,)
von Ck-Funktionen ¢, : M — [0, 1], so daf} gilt:

(i) Die Familie der Trager (supp ¢, ).s ist lokal endlich, dh jedes Kompaktum in M schneidet
nur endlich viele dieser Trager.

(ii) ¥, ¢, = 1. (Die Summe ist iiberall lokal endlich.)

Die Partition der Eins ist einer Uberdeckung (Ua)aeca von M untergeordnet, falls eine Ab-
bildung o : I - A von Indexmengen existiert, so dafl supp ¢, c Uy, fiir alle ¢ € I.

8Die Ergebnisse in diesem Abschnitt gelten mit denselben Argumenten allgemeiner fiir Mannigfaltigkeiten
mit Rand oder mit Ecken.
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Ziel dieses Kapitels ist es, zu zeigen:

Satz. Fiir jede offene Uberdeckung (Uy )aca von M existiert eine ihr untergeordnete C*-Partition
der Eins(y,).; mit kompakten Tragern supp ¢, und abzdhlbarer Indexmenge 1.

Die Existenz von Partitionen der Eins ist eine topologische Eigenschaft. Sie ist eine Konse-
quenz aus der Existenz abzihlbarer Basen fiir die Topologie und wird aus der Existenz kom-
pakter Ausschopfungen abgeleitet, die wir zuerst beweisen.

Definition (Kompakte Ausschopfung). Eine kompakte Ausschipfung eines topologischen
Raums X ist eine geschachtelte Folge relativ kompakter? offener Teilmengen

GicGyc...cG,c...cX,
so daB G, c G,,,; fiir alle n und U,,G,, = X.

Proposition. Jede Mannigfaltigkeit 1&8t eine kompakte Ausschépfung zu.

Beweis: Ist B eine Basis fiir die Topologie, so bilden die relativ kompakten Basismengen auch
noch eine Basis. (Denn jede Umgebung jedes Punktes enthilt eine kompakte Umgebung, und
diese wiederum eine offene Umgebung, die eine Basismenge ist.) Es existiert also eine abzdhlbare
Basis {B;|i € N} fiir die Topologie bestehend aus relativ kompakten Teilmengen.

Wir konstruieren folgendermafien induktiv eine aufsteigende Sequenz (i, ),y von Indizes:
(i) Wir setzen i, := 1.

(ii) Sei i, bereits bestimmt. Dann ist G,, := Uﬁlei relativ kompakt und wird daher von
endlich vielen der B; iiberdeckt. Wir wahlen 4,,1 >, + 1, so dafl G, c UéZIlBi.

Die Folge der Teilmengen G,, hat die gewiinschten Eigenschaften. n

Bemerkung. Die Proposition gilt allgemeiner fiir lokal-kompakte topologische Rdume, deren
Topologie eine abzihlbare Basis besitzt. 10

Beweis des Satzes. Nach der Proposition 148t M eine kompakte Ausschépfung (G,,) wie oben
zu. Fiir jeden Punkt p im kompakten , Annulus“ G, — G,,_; wéhlen wir eine offene Umgebung
V,, € Gpy1 — Grg und eine C*-Funktion v, : M — [0, 00), so daB suppp, c V, und w,(p) > 0.
Wegen Kompaktheit wird G, — G,,-1 von endlich vielen offenen Teilmengen {1, > 0} iiberdeckt.
Es existiert daher eine abzéhlbare diskrete abgeschlossene Teilmenge I ¢ M, die also mit jedem
Kompaktum in M endlichen Durchschnitt hat, so daB ({¢, > 0}),e; eine offene Uberdeckung

von M ist. Die Familie von Teilmengen (V},),er ist lokal endlich und

%Zf = Z ¢p
pel
ist eine wohldefinierte und strikt positive C*-Funktion. Die normalisierten Funktionen ¢, := %

bilden eine Partition der Eins mit kompakten Trégern.

9Eine Teilmenge eines topologischen Raums heifit relativ kompakt, wenn ihr Abschlul kompakt ist.
0Fin topologischer Raum heiBt lokal-kompakt, wenn jede Umgebung eines Punktes eine kompakte Umgebung
enthélt. Ist der Raum Hausdorffsch, so geniigt dazu, dal jeder Punkt eine kompakte Umgebung besitzt.
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Um eine Partition der Eins zu erhalten, die einer offenen Uberdeckung (Us)aea untergeord-
net ist, wihlen wir jede Umgebung V), so, daf} sie in einer Teilmenge U,(,) enthalten ist. O

U (i) Ist B eine Basis fiir die Topologie eines topologischen Raums und ist (Uy)aea eine offene Uberdeckung, so bilden die
Teilmengen B € B, die in einem U, enthalten sind, ebenfalls eine Basis. (ii) Mannigfaltigkeiten besitzen abzéhlbare Uberdeckungen

durch Kartengebiete.

U Existenz von Buckel- bzw Abschneidefunktionen. Es existierten C*-Funktionen (i) ¢ : R — [0,1] mit ¢(x) = 0 fiir = <0 und
¢(x) =1 fiir z > 1. (Dies wurde schon in Analysis I gezeigt, siehe Blatt 13, Aufgabe 4.) (ii) ¢ : R™ — [0,1] mit ¢(z) = 0 fiir |z| > 1
und ¥ (z) =1 fir |z < %

U Anwendungen: (i) Approzimation stetiger Funktionen durch differenzierbare. Sind g1 < go stetige Funktionen auf einer

C*-Mannigfaltigkeit M, so existiert eine C*-Funktion f mit g; < f < go. (ii) Jede glatte Mannigfaltigkeit trigt glatte Riemannsche

Metriken.

6 Orientierung von Mannigfaltigkeiten

Der Begriff der Orientierung von Mannigfaltigkeiten beruht auf dem Begriff der Orientierung
von Vektorrdumen (— LinAlg). Eine Orientierung einer Mannigfaltigkeit ist, grob gesprochen,
eine ,stetige” Familie von Orientierungen der Tangentialrdume.

Sei M™ eine C*-Mannigfaltigkeit.
Definition (Orientierung). Eine Orientierung von M ist eine Familie o = (0,)pens von Ori-

entierungen o, der Tangentialraume 7),M, so daB fiir jede lokale Karte (U,z) das Vorzeichen
der Orientierung der Standardbasis (a%|p) als Funktion von p € U lokal konstant ist.

Eine Mannigfaltigkeit heifit orientierbar, falls sie eine Orientierung zulaf}t.

Im 0-dim Fall besteht eine Orientierung aus der Wahl eines Vorzeichens + in jedem Punkt.
In Dim m =1, 2 ist eine Orientierung die Wahl einer Richtung bzw eines Drehsinns.

Die Standard-Orientierung von R™ als C*-Mannigfaltigkeit ist diejenige, fiir die das Stan-
dardbasenfeld (a%i) iiberall positiv orientiert ist.

Wir nennen einen lokalen Diffeomorphismus orientierter Mannigfaltigkeiten orientierungs-
erhaltend, wenn sein Differential punktweise orientierungserhaltend ist, dh positiv orientierte
Basen von Tangentialrdume wieder in solche abbildet.

Insbesondere nennen wir eine Karte einer orientierten Mannigfaltigkeit orientierungserhal-
tend, wenn sie es bzgl der Standard-Orientierung des euklidischen Modellraumes ist. Die ori-
entierungserhaltenden Ck-Karten einer orientierten C*-Mannigfaltigkeit bilden einen Unteratlas
ihrer differenzierbaren Struktur, nidmlich einen maximalen C*-Atlas mit orientierungserhalten-
den Kartenwechseln. Einen solchen Atlas nennt man eine orientierte Ck-Struktur.

Orientierungen konnen mit Hilfe von Volumenformen beschrieben werden.

Definition (Volumenform). Eine Volumenform auf M™ ist eine nirgends verschwindende
m-Form w auf M, dh fiir alle p € M ist w, # 0 eine Volumenform auf 7, M.
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Eine stetige Volumenform w induziert eine Orientierung. Eine Basis (v;) eines Tangential-
raums 7, M ist relativ zu ihr positiv orientiert, wenn

Wy(V1,y -y U ) > 0.

Wir nennen die Volumenform positiv bzgl der von ihr induzierten Orientierung.

Zwei stetige Volumenformen w,w’ induzieren dieselbe Orientierung genau dann, wenn w’ =
fw mit einer (notwendigerweise stetigen) Funktion f > 0.

Die Standard-Volumenform dxq A ... A dx,, auf R™ induziert die Standardorientierung.

Proposition 6.1. Orientierungen von C*-Mannigfaltigkeit werden immer von C*-Volumenfor-
men induziert.

Beweis: Sei M™ eine orientierte C*-Mannigfaltigkeit. Auf jeder Karte existiert eine Volumen-
form, welche die gegebene Orientierung induziert. Wir verkleben diese lokalen positiven Vo-
lumenformen mit Hilfe einer Partition der Eins zu einer globalen. Genauer sei (¢,).s eine
abzihlbare Ck-Partition der Eins, so dafl jede Funktion ¢, von einem Kartengebiet getragen
wird, und w, seien lokale positive C*-Volumenformen definiert auf offenen Umgebungen der
Tréger supp ,. Dann ist w := ¥, p,w, eine wohldefinierte globale positive C*-Volumenform. [

Korollar. Auf einer C*-Mannigfaltigkeit existieren genau dann C*-Volumenformen, wenn sie
orientierbar ist.

U Es sei M eine C*-Mannigfaltigkeit und G ~ M eine freie C¥-Operation einer endlichen Gruppe G. (i) Die Quotientenmannig-
faltigkeit M /G ist genau dann orientierbar, wenn M orientierbar und die G-Operation orientierungserhaltend ist. (ii) Volumenformen

auf M /G entsprechen via Zuriickziehen G-invarianten Volumenformen auf M.

U (i) S? ist orientierbar. (ii) Das Mébiusband und die Kleinsche Flasche sind nicht orientierbar. (Das Mobiusband entsteht
als Quotient des Zylinders Z2 = S x R ¢ R? bei Division durch den orientierungsumkehrenden Diffeomorphismus —idps |z der
Ordnung 2. Die Kleinsche Flasche entsteht als Quotient des Torus ST x S c C? bei Division durch den orientierungsumkehrenden
Diffeomorphismus (z1,22) = (-21,%2) der Ordnung 2.) (iii) Der d-dim reell-projektive Raum RP? ist genau dann orientierbar,
wenn d ungerade ist. (RP? entsteht als Quotient von S¢ c R4+ bei Division durch den Diffeomorphismus —idga+1 |ga der Ordnung

2. Dieser ist orientierungserhaltend genau fiir ungerade d.)

7 Integration von Differentialformen

Das Wegintegral verallgemeinernd kann man Differentialformen beliebigen Grades iiber orien-
tierte Untermannigfaltigkeiten und allgemeiner lings Abbildungen von orientierten Mannigfal-
tigkeiten der entsprechenden Dimension (gleich dem Grad der Form) integrieren.

Eine r-Form auf einer C¥-Mannigfaltigkeit liefert zunéchst eine infinitesimale Volumenmes-
sung in Dim r (- Multilin Alg), indem sie r-dim Parallelepipeden in den Tangentialrdumen
orientierte Volumina zuweist. Daraus ergibt sich durch Integration eine globale Volumenmes-
sung. Intuitiv denkt man sich ein r-dim orientiertes Objekt in der Mannigfaltigkeit, etwa eine
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Untermannigfaltigkeit, in orientierte r-dim infinitesimale Parallelepipede zerlegt, deren Volu-
mina zum Gesamtvolumen des Objekts aufintegriert werden. Man kann Integrale von Formen
in diesem Sinne als orientierte Volumina auffassen.

Modulo des Zuriickziehens von Formen ist der wesentliche Fall die Integration von m-Formen
iiber orientierte m-Mannigfaltigkeiten. Wir beginnen mit dem ,lokalen® Fall kompakt getrage-
ner m-Formen auf offenen Teilmengen des R™, den wir mit seiner Standardorientierung verse-
hen. Sei U c R™ offen und « eine stetige m-Form auf U mit kompaktem Trager. Wir konnen
sie schreiben als «a = fdxy A ... A dx, mit einer stetigen Funktion f : U — R mit kompaktem
Tréger. Sie weist dem orientierten m-dim Standard-Parallelepiped in T, U aufgespannt von der
Standardbasis (a%|x) das Volumen f(z) = afc(%h, e %b) zu und wir definieren dement-
sprechend das a-Volume von U als

- o
Joa= JoatiE

also als das Integral der Funktion f {iber U bzgl des Lebesgue-Mafles.

0

x,...,axm

m)d:vl...dxm:ffdxl...dxm,
U

Der Riickzug von Differentialformen ist so konstruiert, dafl differenzierbare Abbildungen in-
finitesimale Volumina (bzgl einer Form und ihres Riickzugs) erhalten. Wir erwarten daher nach
Aufintegrieren die Invarianz der eben definierten orientierten Volumina unter orientierungser-
haltenden Diffeomorphismen. In der Tat entspricht diese Invarianz der Transformationsformel
fiir die Integrale von Funktionen (— Ana IIla).

Lemma. Fiir orientierungserhaltende C!'-Diffeomorphismen F': U — V offener Teilmengen von
R™ und stetige m-Formen « auf V' mit kompaktem Trager gilt

fUF*azfva. (7.1)

Beweis: Wir bezeichnen die Koordinaten auf U und V' mit z bzw y und schreiben a = fdy; A
... Ady,, mit einer stetigen Funktion f:V — R mit kompaktem Triger. Dann

F*(dyy A ... Ady) = det(Z2) day A ... A dayy,

ox;

vgl (4.2), also
Fra=(foF)det(Zi)duy A ... Adxy,.

ox;

Der Determinantenfaktor gibt die orientierte infinitesimale Volumendistortion von F' an. Er ist
positiv, weil F' die Orientierung erhélt. Die Transformationsformel fiir Integrale auf R™ unter

C!'-Diffeomorphismen liefert nun
[F*Ozz [(fOF)det(gf?) dzy...dx, = [ fdyy...dyn, = [a,
U U i 1% v
>0

— —

wie behauptet. O

Kehrt F' die Orientierung um, so hat das Integral der zuriickgezogenen Form das umgekehrte
Vorzeichen.
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Das Lemma besagt, dafl unser Integral von Formen iiber Gebiete in euklidischen Rédumen
mvariant unter orientierungserhaltendem Koordinatenwechsel ist und erméglicht deshalb, es
auf Mannigfaltigkeiten zu iibertragen.

Sei M™ eine orientierte C*-Mannigfaltigkeit und « eine stetige m-Form auf M mit kompak-
tem Trager. Wir betrachten erst den lokalen Fall, dafl der Tréiger im Gebiet einer orientierungs-
erhaltenden Karte (U, x) enthalten ist, und setzen

/Ma = (z7H)*a. (7.2)

z(U)

Aufgrund des Lemmas ist dies von der Karte unabhéngig, denn ist (U ,T) eine weitere solche
Karte, so hat o Tréger in U n U und es gilt

“1yx -1 (7.1) / O R P : :f ~ 1y
[ aa= [ @) () = [ @ed ) @) () = [ G
(:E_l)*

Im allgemeinen Fall lokalisieren wir das Integral mit Hilfe einer Partition der Eins. Ist > ,;.; ¢; = 1
eine abzihlbare Ck-Partition der Eins, die der Uberdeckung von M durch Kartengebiete unter-
geordnet ist, dh fiir welche die Partitionsfunktionen ; von Kartengebieten getragen werden,

[Ma:;/];[goia. (7.3)

Die einzelnen Summanden sind durch (7.2) definiert. Wir bemerken, daf nur endlich viele von

so setzen wir

ihnen nicht verschwinden, denn die Familie der Tréger supp ¢; ist lokal endlich und der Tréger
von « ist nach Annahme kompakt. Das Integral [,, « ist auf diese Weise wohldefiniert, denn
ist 3;c;%; = 1 eine andere solche Partition der Eins, so

’L' = /L . = - 3 7.4
R R G (7.4)
—— ’
:Zj fM LPHZJJ'O&
wobel alle Summen endlich sind. Wir fassen [ 1 @ als das a-Volumen von M auf.

Das Lemma verallgemeinert sich unmittelbar:

Proposition (Invarianz unter Zuriickziehen). Fiir orientierungserhaltende C!-Diffeomor-
phismen F': M™ — M orientierter Ck-Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension m und fiir stetige
m-Formen « auf My mit kompaktem Trager gilt

Fra= f Q.
My Mo

Beweis: Ist },.; ¢; = 1 eine Partition der Eins auf M, wie in (7.3) verwendet, so ziehen wir sie
zuriick zur Partition der Eins ¥,.;(¢;0 F') = 1 auf M;. Die zuriickgezogenen Partitionsfunktionen
w; o F'= F*p; sind dann ebenfalls von Kartengebieten getragen, und mit dem Lemma gilt

. 71) 7.
Y[ e nE) LY [ ™ [ o
M iel iel Mo
_F*(SOZOC)
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wie behauptet. O

In Dimension 0 reduziert sich Integration zu Summation: Ist M° ein diskreter topologischer
Raum und €: M — {+1} eine Orientierung auf M, so ist das Integral einer Funktion f: M — R
mit endlichem Tréager gegeben durch die Summe

JuF= T o) 1)

Allgemeiner kann man Differentialformen beliebigen Grades iiber geometrische Objekte der
entsprechenden Dimension integrieren: Ist a eine stetige n-Form (nicht notwendig mit kompak-
tem Triger) auf einer (nicht notwendig orientierten) C*-Mannigfaltigkeit M™, so ist fiir jede C'-
Abbildung F : N - M von einer orientierten kompakten n-dimensionalen Ck¥-Mannigfaltigkeit

fF*a
N

definiert, welches wir als das a-Volumen der Abbildung F interpretieren. (Eine mogliche Varia-

N™ das Integral von « lings F'

tion dieser Annahmen ist, dal o kompakten Triger hat und F' eine eigentliche Abbildung von
einer (nicht notwendig kompakten) orientierten Mannigfaltigkeit N™ ist.)

Ist insbesondere N™ c M™ eine kompakte C*- Untermannigfaltigkeit versehen mit einer Ori-
entierung und ist ¢ : N — M die Inklusion, so ist das Integral von « ldngs ¢ das Integral der
eingeschriankten Form ¢*« iiber N.

Ein wichtiger Spezialfall des Integrals von Differentialformen ldngs Abbildungen ist das
Wegintegral von 1-Formen langs Kurven, siehe Kap 3.1.

Ergénzung.

Allgemeiner kann man die Integrierbarkeit und, in diesem Fall, das Integral fiir mef$bare
Formen auf orientierten Mannigfaltigkeiten erkldren. Dabei soll eine Differentialform mefbar
heiflen, wenn ihre Koeffizienten in lokalen Koordinaten Borel-mefibar sind.

Sei wieder M™ eine orientierte C*-Mannigfaltigkeit und sei « eine meibare m-Form auf M.
Wir erkléren zunéchst eine lokale Version des Integrals [, &, ndmlich das Integral [, o iiber
eine Borel-Menge W c M, die in einem Kartengebiet enthalten ist.

Fiir jede Ck-Karte (U,z) kénnen wir (z71)*a = f(wrm|s(ry) schreiben mit einer mefibaren
Funktion f : z(U) — R, wobei wgm := dx; A ... A dx,, die Standard-Volumenform auf R™

bezeichnet. Der Quotient
() a

meLc(U) -
von Formen ist also wohldefiniert. Ist W c U und die Kartenabbildung x orientierungserhaltend,
So setzen wir (1)
T o
||CY|W||13=/ ‘ ‘da:l...dxme[(),oo]
(W) Rm|x(U)

———
Il

23



und sagen, dafl « iiber W integrierbar ist, falls ||aly |1 < co. In diesem Fall definieren wir das

Integral von « diber W als
-1
z(W) me|m(U)

Wie oben im Lemma, sind Integrierbarkeit und Integral unabhéngig von der Wahl der Karte.

Jetzt konnen wir das Integral global erkldren. Wenn man mit meBbaren (statt stetigen)
Objekten auf Mannigfaltigkeiten arbeitet, mufl man fiir eine lokal->global-Konstruktion nicht
verkleben, sondern kann einfach zusammensetzen. Wir zerlegen M als abzéhlbare disjunkte
Vereinigung M = u;W; einer lokal endlichen Familie mefibarer Teilmengen W; c M, die in
Kartengebieten enthalten sind, und definieren

lafly = 1 €[0,00].

Falls || < o0, so nennen wir « integrierbar und definieren das Integral von « als

fMa;:;fWia

Die Wohldefiniertheit des Integrals folgt wie in (7.4), diesmal mit dem Satz von der Majorisier-
ten Konvergenz und dem Umordnungssatz fiir absolut konvergente Reihen.

Wir beobachten noch, daf§ eine positive Ck- Volumenform w auf M ein Maf$ p auf der Borel-
schen o-Algebra B(M) definiert vermittels

(W) :=./Ww:=./MXWW

fir W e B(M). Fiir jede Karte (U,x) sind die Mafie (z')*p und ™|,y dquivalent, dh die
p-Nullmengen in U entsprechen den S™-Nullmengen in z(U).

Bemerkung. Jede C*-Mannigfaltigkeit trigt eine natiirliche Mafklasse, dh Aquivalenzklasse
von Maflen, die dadurch ausgezeichnet ist, daB fiir jedes Mafl p in dieser Klasse und jede Karte
(U,x) das MaB («7!)*u dquivalent zu ™|,y ist.

8 Die duflere Ableitung von Differentialformen

Die duBlere Ableitung setzt das totale Differential von Funktionen, also 0-Formen,'' auf Diffe-
rentialformen beliebigen Grades fort. Dal man als Definitions- und Wertebereich der d&ufleren
Ableitung Differentialformen und keine andersartigen Tensorfelder wahlt, also die dufleren Ab-
leitungen von 1-Formen als alternierende 2-Formen definiert und dann induktiv fortfahrend die
duBeren Ableitungen von k-Formen als (k + 1)-Formen, mag auf den ersten Blick nicht zwin-
gend erscheinen. Wir fithren die &uflere Ableitung hier ein, indem wir sie durch gewisse formale
algebraische Eigenschaften, dh Rechenregeln charakterisieren. Geometrische Motivation wird

UEine Multilinearform in null Variablen auf einem Vektorraum ist ein Skalar, hier also eine reelle Zahl.
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sich a posteriori ergeben durch den Satz von Stokes sowie das Poincaré-Lemma (besagend, daf
die duflere Ableitung einer Differentialform die Obstruktion zu ihrer lokalen Exaktheit ist).

Wir erinnern daran, dafl das totale Differential als Operator f S df auf differenzierbaren
Funktionen R-linear ist und eine Produktregel erfiillt, vgl Kap 3. Auf eine solche Weise charak-
terisieren wir auch die duflere Ableitung.

Satz (Charakterisierung der dufleren Ableitung). Sei M eine C2-Mannigfaltigkeit. Es
existiert eine eindeutige Fortsetzung des totalen Differentials auf differenzierbaren Funktionen
zu einem R-linearen Operator d auf differenzierbaren'? Formen beliebigen Grades, so daf} gilt:

(i) d ist antiderivativ vom Grad 1, dh bildet k-Formen auf (k+1)-Formen ab und erfiillt die
Produktregel

d(a A B) = (da) A B+ (-1)*a (dB) (8.1)
fiir differenzierbare k-Formen o und [-Formen f.

(ii) Auf zweimal differenzierbare Formen gilt
&= 0. (8.2)

Der so festgelegte Operator d heifit die duflere Ableitung.

Beweis: Wir notieren zuerst den Spezialfall

d(fa)=(df) na+ fda
der Produktregel fiir differenzierbare Funktionen f (also k£ = 0) und Formen «.

Jetzt iiberzeugen wir uns, dafl eine dulere Ableitung d notwendigerweise ein lokaler Operator
ist, dh daf} der Wert (da), in einem Punkt p € A/ nur vom lokalen Verhalten (den Werten) der
Form o nahe p abhéngt. Aquivalent dazu ist, da8 (da), = 0, wenn « nahe p verschwindet. Um
dies zu sehen, wahlen wir eine C2-(Buckel)Funktion ¢ auf M, so dafl ¢ =1 nahe p und pa =0
iiberall. Dann

0=d(pa) = (dp) Aa+pda

und damit da = 0 nahe p.

Die Lokalitat erlaubt es nun, duflere Ableitungen auf offene Teilmengen einzuschrinken,
dh eine duflere Ableitung d auf M induziert auf jeder offenen Teilmenge U c M eine dufere
Ableitung dy. Ist ndmlich oy eine differenzierbare Form auf U und p € U, so wihlen wir eine
differenzierbare Form a auf M, die nahe p mit oy iibereinstimmt, und setzen (dyoy), = day,.
Dies ist wohldefiniert, dh unabhéngig von der Wahl von a. Es gilt dann

dy(aly) = (da)ly
fiir alle differenzierbaren Formen « auf M.

Als néchstes beweisen wir die Aussage im Spezialfall, dal M = U eine offene Teilmenge
U c R™ ist, aufgefafit als C2-Mannigfaltigkeit. Angesichts ddz; = 0 liefert die Produktregel

d( Z ail_“ikdxil VANPINAAN dl’zk) = Z dailn_ik A de’il VANPINAAN d(L’iM (83)

11<... <l 11 <... <l

12Fine Differentialform ist differenzierbar, wenn es ihre Koeffizientenfunktionen bzgl lokaler Koordinaten sind.
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wodurch d festgelegt ist, denn die Faktoren da;,. ;, sind totale Differentiale.

Wir priifen nach, daf§ durch (8.3) andererseits eine duflere Ableitung d auf U definiert wird.
Es ist klar, daf§ d R-linear ist und Grade von Formen um 1 erhoht. Wir rechnen als néchstes
nach, daf§ die Produktregel (8.1) fiir die Wirkung von d auf Dachprodukten erfiillt ist. Mit
der Produktregel fiir das totale Differential auf Funktionen erhalten wir fiir differenzierbare
Koeffizientenfunktionen a, b:

d(adx;, n...~Ndx; ANbdxj A...Adxj) =d(abdz; Ao Adxg, Adxg AL A dT)
D d(ab) Adas, A adzy A= ((da)b+a(db)) Adi, A...Aday, Adaj, A Ady,
dandry A...~ndx;, Abdzj Ao Adzj, + (=) andrg Ao nda, AdbAadag, Ao~ dg,

d(andzi n.. )~ (bdzj, A.)+ (DR (andeg, AL )ad(bade, ..)

(8:3)

Das Vorzeichen entsteht dadurch, daf§ db an den k£ 1-Formen dz;, vorbeigeschoben wird. Mit
der R-Linearitét des durch (8.3) definierten Operators d und der R-Bilinearitéat von A folgt, daf
d die Produktregel (8.1) erfiillt.

Um (8.2) zu verifizieren, stellen wir fest, daf fiir zweimal differenzierbare Funktionen f gilt:

2 2 2
d2f:dz afdxl(8:3)2(d§7f)Ad$lzz af dﬂ?]/\dl'Z:Z( af af )dwz/\dw]:()

8@» i /xjaxi i<j 5%8% 8%61‘1

=0

Fiir zweimal differenzierbare Formen vom Grad k > 1 folgt

d*(adxy, A ... ~ndx;,) =d(dandz, A .. ~drg, ) = ((dPa) Adzi, A Adag,) =0,
=0

wobei wir im zweiten Umformungsschritt die bereits etablierte Produktregel (8.1) verwenden.
Also ist der Operator d eine duflere Ableitung auf U.

Sei nun allgemein M eine C2-Mannigfaltigkeit. Aus obigem folgt, daf auf jedem Kartengebiet
U c M eine eindeutige duflere Ableitung dy; existiert, denn fiir eine Karte (U, z) definieren wir

dy =" o dyry o (z7h)*

mit der eben konstruierten dufleren Ableitung d, () auf x(U) c R™. Dies impliziert schon einmal
die Eindeutigkeit einer &uleren Ableitung auf M. Die Existenz betreffend stellen wir fest, dafl
fiir je zwei Kartengebiete U, U ¢ M (aufgrund der Eindeutigkeit lokaler d&uerer Ableitungen)
gilt, dal dyy und d zum selben Operator auf U n U einschriinken, also

(du(alv))|vav = dunv (alunor) = (du (alor))|luaor

fiir differenzierbare Formen « auf M. Die lokalen dufleren Ableitungen auf den verschiedenen
Kartengebieten sind also miteinander kompatibel und setzen sich deshalb zusammen zu bzw
werden von einem wohldefinierten globalen Operator d = dj; induziert, so dafl

(do)|y = dy(alv)
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fiir alle differenzierbaren Formen o« auf M und Kartengebiete U c¢ M. Weil die dy duflere
Ableitungen sind, trifft dies aufgrund der Lokalitéit auch auf d zu. O

Die duflere Ableitung vertauscht mit dem Zuriickziehen von Formen.
Lemma. Ist F': M - N eine differenzierbare Abbildung von C2-Mannigfaltigkeiten, so gilt
dyoF* =F*ody
auf differenzierbaren Formen auf V.

Beweis: Die Behauptung fiir differenzierbare Funktionen f auf N folgt mit der Kettenregel:
A(F*f)=d(fo F)=df odF = F*(df). (8.4)

Die Behauptung fiir Funktionen impliziert sie fiir exakte 1-Formen auf N, also fiir 1-Formen
der Gestalt dg mit einer zweimal differenzierbaren Funktion g:

d(F*(dg)) = d(d(F*g)) = d*(F"g) =0 = F*(dg) = F*(d(dg)).

Sie gilt dann auch fiir Formen f dg; A ... A dg, mit differenzierbaren Funktionen f und zweimal
differenzierbaren Funktionen g;, weil das Dachprodukt mit Zuriickziehen vertauscht:

d(F*(fdgA...~ndgr)) =0 (d(F*f)AA(F* ) Ao A(d(F*gr)) = F* (df Adgy A ... Adgy)

=(F*f) F*dg1 A..AF*dgy F*df F*dgi =d(fdgiA...Adgy)

~——

d(F*g1)

Weiter gilt sie fiir endliche Linearkombinationen solcher Formen fdg; A ... A dgs.

Da jede differenzierbare Form auf N lokal mit einer solchen Linearkombination iibereinstimmt,
folgt die Behauptung allgemein. O]

8.1 Der Satz von Stokes: absolute Version

Der Satz von Stokes verallgemeinert den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung von
Intervallen auf Mannigfaltigkeiten. Seine allgemeinere relative Version behandeln wir, nachdem
wir Mannigfaltigkeiten mit Rand eingefiihrt haben. Die absolute Version ohne Rand kénnen wir
schon jetzt zeigen.

Die absolute Version des Hauptsatzes ist der Fall von kompakt getragenen Funktionen auf
offenen Intervallen. Fiir eine C'-Funktion f: I — R mit kompaktem Triger auf einem offenen

Intervall I c R gilt
/ f'dx=0.
Z

=/ df
Allgemein gilt:
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Satz (Stokes, absolut). Sei M™>! eine orientierte C2-Mannigfaltigkeit. Dann gilt fiir C!-
(m —1)-Formen « auf M mit kompaktem Triger:

f da=0
M

Bemerkung. Die Voraussetzung, dal M eine C?-Mannigfaltigkeit ist, brauchen wir, damit
T M eine C'-Mannigfaltigkeit ist und wir von differenzierbaren Formen auf M sprechen kénnen.

Beweis: Wir betrachten zuerst den lokalen Fall M = R™. Die Form « hat dann in Koordinaten
die Gestalt

o= Zfzdxl/\ o Adx,

=0

mit kompakt getragenen C!'-Funktionen f; auf R. Die d&uleren Ableitungen der Komponenten
a; sind die stetigen m-Formen

5fz

dxl A ANdT,

_( 1)11

und es gilt

[ dag = (-1)"! afl dxl...dxm

Die Behauptung reduziert sich daher mit dem Satz von Fubini auf

ofi
R O

was wiederum aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt.

(r1,...,xp)dr; =0,

Ist M beliebig, so impliziert der lokale Fall die Aussage fiir alle Formen «, die von Karten-
gebieten getragen werden. Weil jede Form mit kompaktem Trager mit Hilfe einer Partition der
Eins als endliche Summe von Formen darstellbar ist, die von Kartengebieten getragen werden,
folgt die Aussage (aufgrund der Linearitdt in «) allgemein. m

9 Mannigfaltigkeiten mit Rand

9.1 Gebiete mit differenzierbarem Rand

Eine offene Teilmenge einer Mannigfaltigkeit ist selbst eine Mannigfaltigkeit und man kann auf
ihr Analysis betreiben. Will man analytische Betrachtungen bis zum Rand ausdehnen, so ist es
hilfreich, wenn dieser ,,schéne Geometrie“ hat. Eine natiirliche, wenn auch starke Forderung ist,
dafl der Rand differenzierbar sei, also eine Hyperfliche (dh 1-kodim Untermannigfaltigkeit).

Wir setzen dies um, indem wir verlangen, dafl die offene Teilmenge entlang des Randes lokal
in geeigneten Koordinaten zu einem offenen Halbraum gemacht werden kann. Als lokales Modell
(fiir den AbschluB solcher offenen Teilmengen) betrachten wir den abgeschlossenen Halbraum

= {z; <0} cR™
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Sein Inneres (als Teilmenge von R™) ist die offene Halbebene H™ = {z; < 0} und sein topolo-
gischer Rand die Hyperebene 0H™ = {x1 = 0}.

In Analogie zum Begriff der Untermannigfaltigkeit (vgl Definition 1.1) definieren wir nun:

Definition (Differenzierbarer Rand). Eine offene Teilmenge W c M einer C*-Mannigfaltig-
keit M™ hat C*-differenzierbaren Rand, falls in jedem Punkt p € W eine Karte (U, z) existiert,
so dafl

s(WnU)=H"n z(U).

Weil die Kartenabbildungen Homéomorphismen sind, entsprechen sich unter ihnen offene
Teilmengen von U und #(U), und es gilt deshalb notwendigerweise auch z(WnU) = H™n z(U)
und z(0WnU) = 0H™nx(U). In inneren Punkten p € W existieren Karten, wie in der Definition
verlangt, trivialerweise. Die eigentliche Forderung bezieht sich auf die Randpunkte p € dW. Es
folgt, dal der Rand 0W eine C*-Hyperfliche in M ist.

Beispiel. Ist f: M — R eine C*-Funktion und a ein reguldrer Wert von f, so ist das Subniveau
{f <a} c M offen mit C¥-Rand {f = a}, wie aus dem Satz iiber Implizite Funktionen folgt.
ZB hat der offene Ball B,.(0) c R™ als r2-Subniveau der C*-Funktion z ~ ||z|? C*-Rand.

Den Begrift der Differenzierbarkeit kann man folgendermafien zum Rand hin ausweiten.

Definition. Hat W c M C*Rand, so nennen wir eine Abbildung F : W — N in eine Ck-
Mannigfaltigkeit N (C!-) differenzierbar, 1 <1 < k, falls sie sich zu einer (C!-)differenzierbaren
Abbildung F : W — N auf eine offene Umgebung W ¢ M von W in M fortsetzen liBt.

Dies ist (wie man mit einem Partition der Eins-Argument sieht) dquivalent zur lokalen
Forderung, daf in jedem Randpunkt p € dW eine (C!-)differenzierbare Fortsetzung U, — N von
F |Uan auf eine offene Umgebung U, von p in M existiert.

Die Tangentialrdume von W sollen auch entlang des Randes Vektorrdume sein, nicht etwa
Halbrdume, und wir iibernehmen sie von M, also TPW = T,M. Das Tangentialbiindel des
Abschlusses W definieren wir entsprechend als die Einschrinkung

TW =TMlw= | | T,M W

pelV

des Tangentialbiindels von M. Als Teilmenge von TM ist TW abgeschlossen mit Innerem TW
und C*1-Rand 0(TW) = Upeow T, M.

Die verwandten Biindel verallgemeinern sich entsprechend, ebenfalls die Differentialformen
als Schnitte von ihnen. Auch Integration und Differentialformenkalkiil bleiben unveréndert.

9.2 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit Rand

Wir abstrahieren nun den Begriff der offenen Teilmenge mit differenzierbarem Rand zum Be-
grift der differenzierbaren Mannigfaltigkeit mit Rand. Dazu verallgemeinern wir den Begriff der
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Mannigfaltigkeit (ohne Rand), indem wir das lokale Modell R™ durch das allgemeinere lokale
Modell H™ ersetzen. Es ist allgemeiner, weil es in den inneren Punkten lokal diffeomorph zum
alten Modell R™ ist, in den Randpunkten jedoch nicht.

Zuerst auf topologischer Ebene:

Definition (Topologische Mannigfaltigkeit mit Rand). (i) Ein topologischer Raum heifit
m-dim lokal euklidisch mit Rand, falls er lokal homéomorph zu H™ ist.

(ii) Er heifit eine m-dim (topologische) Mannigfaltigkeit mit Rand, wenn er zusétzlich Haus-
dorffsch ist und seine Topologie eine abzédhlbare Basis besitzt.

Zusatzstruktur definiert man wiederum als maximale Atlanten lokaler Karten, von denen
man verlangt, dafi sie in gewisser Weise miteinander vertréglich sind. Lokale Karten fiir einen m-
dim lokal euklidischen Raum X mit Rand sind Homéomorphismen « : U — V offener Teilmengen
U c X auf (bzgl der Relativtopologie) offene Teilmengen V ¢ H™ des lokalen Modells. Die
Kartenwechsel sind also Homéomorphismen offener Teilmengen von H™.

Um eine differenzierbare Struktur zu erhalten, fordert man, daf§ die Kartenwechsel differen-
zierbar, also Diffeomorphismen sind:

Definition (Differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand). (i) Eine C*-differenzierbare
Struktur auf einem lokal euklidischen Raum ist ein maximaler Ck-differenzierbarer Atlas.

(ii) Eine C*-differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand ist eine topologische Mannigfaltigkeit
mit Rand versehen mit einer C*-differenzierbaren Struktur.

Aus dem Umkehrsatz (Analysis II) folgt, dafi C!-Kartenwechsel Inneres und Rand erhal-
ten.!? (Dies gilt auch noch fiir Homéomorphismen offener Teilmengen von H™. Der Beweis
dafiir erfordert jedoch Methoden der Algebraischen Topologie.) Ein Punkt in der Mannigfal-
tigkeit wird daher von allen Karten entweder auf einen inneren oder auf einen Randpunkt
abgebildet. Die Begriffe von Innerem und Rand iibertragen sich also vom lokalen Modell H™
auf differenzierbare (sogar topologische) Mannigfaltigkeiten mit Rand:

Definition (Inneres, Rand). Das Innere M bzw der Rand 0M einer Ck-Mannigfaltigkeit M
mit Rand ist die Teilmenge aller Punkte, die von lokalen Karten ins Innere bzw den Rand von
H™ abgebildet werden.

Weiter folgt aus unserer Diskussion, dafl das Innere M einer m-dim Ck-Mannigfaltigkeit M
mit Rand eine m-dim C*-Mannigfaltigkeit ohne (dh mit leerem) Rand ist und der Rand dM
eine (m — 1)-dim C*-Mannigfaltigkeit ohne Rand.

Beispiel. Ist M eine C*-Mannigfaltigkeit ohne Rand und W c M eine offene Teilmenge mit
Ck-Rand, so trigt W eine natiirliche Struktur als C*-Mannigfaltigkeit mit Rand.

Die Differenzierbarkeit von Abbildungen definiert man wie im Fall ohne Rand:

13Bin C'-Diffeomorphismus V — V offener Teilmengen V,V ¢ H™ bildet das Innere V n H™ auf eine in R™

offene Teilmenge ab, also nach V n H ™ und entsprechend seine Umkehrung.
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Definition (Differenzierbar). Eine stetige Abbildung von C*-Mannigfaltigkeiten mit Rand
heiBit (C'-)differenzierbar, 1 <1< k, falls ihre lokalen Koordinatendarstellungen es sind.

Das Tangentialbiindel miissen wir anders konstruieren als im Fall ohne Rand, weil wir Tan-
gentialvektoren in Randpunkten nicht durch Kurven représentieren koénnen, wenn sie nicht
tangential an den Rand sind. Ein moglicher technischer Ansatz ist, Tangentialvektoren ana-
lytisch als Richtungsableitungen zu definieren. Wir gehen anders vor und realisieren sie als
Aquivalenzklassen einander entsprechender Tangentialvektoren an lokale Karten, dh wir kon-
struieren das Tangentialbiindel an die Mannigfaltigkeit, indem wir die Tangentialbiindel an die
(Bilder der) Karten miteinander verkleben.

Sei M™ eine Ck-Mannigfaltigkeit mit Rand. Sind (U,z) und (U, #) Karten fiir M, so ver-
mittelt das Differential des Kartenwechsels Z o 7! : (U nU) - &(U nU) den natiirlichen

Ck-1_Diffeomorphismus von Tangentialbiindeln

~ Fox~ 1 ~
T((Un ) "5 73U n 0)),
—_— —_————
2(UnU)xR™ 27 (UnU)xR™

der zum Kartenwechsel fiir das zu konstruierende Tangentialbiindel an M werden soll. Wir
definieren dessen zugrundeliegende Menge als den Quotienten

TM = || T(a(U)) ]~
(Uz)
der disjunkten Vereinigung der Tangentialbiindel T'(z(U)) = x(U) x R™ ¢ H™ x R™ iiber alle
Karten (U,z) unter der Aquivalenzrelation

ved e D=d(@oxt)(v)

fir v e Ty (x(U)), U € Ti(p)(i"(f])) und p e UnU. Aufgrund der Kettenregel ist dies in der Tat
eine Aquivalenzrelation. Es gibt eine kanonische Fufipunktprojektion 7 = 7wy : TM — M und
die Tangentialriume T,M = 77}, (p) tragen Strukturen als m-dim Vektorrdume. Sie entstehen
durch konsistente Identifikation der Tangentialraume Ty, (x(U)) fir alle Karten (U,z) mit
p € U durch lineare Isomorphismen. Die Karten (U, x) induzieren natiirliche Bijektionen

TU = b, (U) = || T,M =5 T(a(U)) 2 o(U) xR™,
peU
und der Atlas bestehend aus den Karten (TU,Tz) induziert auf TM eine natiirliche Struktur
als 2m-dim C*-1-Mannigfaltigkeit mit Rand, vgl Satz 1.3. Es gilt 0(T M) = TM|on = m75,(OM).

Ein Tangentialvektor v € T,,M in einem Randpunkt p € dM zeigt nach aufen bzw innen,
falls in lokalen Koordinaten x seine %—Komponente positiv bzw negativ ist, und er ist tangen-
tial an den Rand, wenn diese verschwindet. Er 148t sich genau dann als Geschwindigkeitsvektor
c’(0) einer differenzierbaren Kurve c: [0,€) - M mit Anfangspunkt p realisieren, wenn er nicht
nach auflen zeigt. Intuitiv kann man sich beliebige Tangentialvektoren in p auch als Geschwin-
digkeitsvektoren von Kurven durch p in einer lokalen ,Erweiterung® der Mannigfaltigkeit M
nahe p ,iiber den Rand hinaus®“ vorstellen.
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Eine differenzierbare Abbildung F' : M™ — N™ von Ck-Mannigfaltigkeiten mit Rand hat
wiederum ein Differential
™ 25 TN,

Seine lokalen Koordinatendarstellungen T o dF o (T'z)~! bzgl von lokalen Koordinaten x und
y auf M bzw N induzierter Biindelkarten Tz und T’y sind die Differentiale der lokalen Koordi-
natendarstellungen y o F oz~ von F. Ist F' C*, so ist dFF CF 1.

Die Konstruktion des Kotangentialbiindels T* M — M und seiner dufSeren Potenzen A¥T M —
M verlauft analog, ebenso bleibt der Differentialformenkalkiil derselbe.

Orientierung des Randes. Ein neuer Aspekt im Fall mit Rand ist die Beschreibung auf dem
Rand induzierter Orientierungen. Sei M™22 jetzt eine orientierte C*-Mannigfaltigkeit.

Die Einschrinkungen der orientierungserhaltenden Karten fiir M liefern auf 0M einen Ck-
Atlas mit orientierungserhaltenden Kartenwechseln.'* Die Wahl einer Orientierung des Vek-
torraums 0H™ legt dann eine Orientierung des Randes OM fest. Wir wéhlen sie so, daf die

Standardbasis (es, ..., e,,) positiv orientiert ist. Fiir eine orientierungserhaltende Karte (U, x)
fiir M ist dann das lokale Koordinatenbasenfeld (%, - %)ka Mynu Positiv orientiert und die

lokale Volumenform dza A ... A dmm|(3 U ist positiv bzgl der Orientierung des Randes.

Wir konnen die so definierte induzierte Orientierung des Randes auch folgendermafien be-
schreiben. Es sei v : M — T'M ein ldngs des Randes definiertes, nach auflen weisendes (ste-
tiges) Vektorfeld.!® Ist p € dM ein Randpunkt, so ist eine geordnete Basis (vs,...,v,) von
T,(0M) genau dann positiv orientiert bzgl der Orientierung von dM, wenn die ergénzte Basis
(v,v,...,v,) von T,M positiv orientiert ist bzgl der Orientierung von M. Es gibt auch eine
Beschreibung durch Volumenformen. Ist ndmlich w,; eine positive Volumenform auf M, so ist
i, (Warlonr) eine positive Volumenform auf oM.

Bsp: Kreisscheibe B1(0) c R2.

In Dim m =1 gibt es in einem Randpunkt entweder nur orientierungserhaltende oder ori-
entierungsumkehrende Karten, je nachdem ob die nach auflen zeigenden Tangentialvektoren
positiv oder negativ orientiert sind, und man gibt dem Randpunkt die Orientierung + bzw -.
Die obige Beschreibung der induzierten Randorientierung durch Volumenformen bleibt beste-
hen. Ist ndmlich wy; eine positive 1-Form auf M und v ein nach auflen weisendes Vektorfeld
langs 0M, so wird die Orientierung vom Vorzeichen der Funktion i,w = w(v) auf dM angegeben.

Bsp: Hat [a,b] die Standard-Orientierung, so ist a negativ und b positiv orientiert.

Die Integration von Differentialformen verlduft im Fall mit Rand genauso.

148ind (U, ) und (U, #) orientierungserhaltende Karten in p € M, so erhilt das Differential A := d(Zoz™), ) :
R™ — R™ des Kartenwechsels auch die Orientierung, det A > 0, und aulerdem den Halbraum H™ c R™, also
sowohl innere, &ufere als auch tangentiale Richtungen in z(p). Die (Jacobi-)Matrix (a;;) von A hat deshalb
eine spezielle Struktur. Weil das Bild des nach auflen zeigenden Basisvektors %Mp) ebenfalls nach auflen zeigt,
gilt a1; > 0, und weil die Randhyperebene 0H™ = {z1 = 0} unter A invariant ist, gilt a;; = 0 fiir j > 2. Also
det A = aqq - det(A|pgm) und folglich det(Alsgm) > 0.

15Ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit ist ein Schnitt des Tangentialbiindels.
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