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Kapitel XI. Untermannigfaltigkeiten

Es handelt sich um differenzierbare Untermannigfaltigkeiten in Zahlenrdumen R™.

836 Der Fixpunktsatz von Banach

Dieser Satz ist uns schon friiher begegnet, aber wegen der Bedeutung gerade fiir den nach-
folgenden Umkehrsatz und fur die Theorie der Mannigfaltigkeiten wird er hier noch einmal aus-
fuhrlich behandelt.

Eine Abbildung ® : M — M eines metrischen Raumes M mit Metrik d in sich heil3t kontra-
hierend, wenn es eine Konstante L > 0 mit L < 1 gibt, so dass fur alle z,y € M gilt:

d(®(z), ®(y)) < Ld(z,y).

(36.1) Satz: (Fixpunktsatz von Banach) Eine kontrahierende Abbildung ® : M — M auf ei-
nem nichtleeren, vollstandigen metrischen Raum M hat einen eindeutig bestimmten Fixpunkt.
Es gibt also £ € M mit (&) = £ und £ mit dieser Eigenschatft ist einzig.

Als Anwendung haben wir den folgenden allgemeinen Umkehrsatz:

(36.2) Satz: Es sei E ein Banachraum tber R und es sei f : B(0, R) — E eine Abbildung auf

der abgeschlossenen Kugel B(0, R) , R > 0, von der Form f(z) = x + h(z) fur alle z € B(0, R).
Gilt dann h(0) = 0 und gibt es eine Konstante L < 1 mit ||h(x) — h(y)|| < L ||z —y|| fur alle

xz,y € B(0,R), so ist f bei 0 lokal umkehrbar mit stetiger Umkehrabbildung. Das bedeutet

genauer: Es gibt offene Umgebungen U, V' C B(0, R) von 0, so dass die Restriktion f|y : U — V
bijektiv ist mit einer stetigen Umkehrfunktion. g := (f|y)~! : V — U ist also stetig und erfullt

gof(r)=x,VexeU, bzw. go f=idy,

und
fogly)=y,VyeV, bzw. fog=idy.
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837 Der Umkehrsatz

Beispiele zur Motivation: y = Az fur n x n-Matrix A € R™*" und y = f(x) = 2%. Im ersten
Fall hat man die Umkehrung (Auflosung) 2 = A1y, wenn det A # 0. Im zweiten Fall gibt es
keine globale Auflésung und auch nicht tberall eine lokale: » = +,/y, y € R,. [19.10.07]

(37.1) Satz: (Umkehrsatz fur differenzierbare Abbildungen) Gegeben sei eine stetig diffe-
renzierbare Abbildung f : 2 — R™ auf einer offenen Menge 2 C R". In einem Punkt ¢ € () gelte
det Df(a) # 0. Dann gibt es eine offene Umgebung U C 2 von a und eine offene Umgebung
V c R™ von f(a), so dass die Restriktion f|;; : U — V eine stetig differenzierbare Umkehrung
g:V — U hat.

(37.2) Zusatz: Unter den Voraussetzungen des Satzes 37.1 gilt Dg(f(a)) = Df(a) .

(37.3) Lemma: Es sei f : U — V stetig differenzierbar und bijektiv fir offene Teilmengen
U,V C R™ mit stetiger Umkehrabbildung g := f~! : V — U und mit det Df(z) # 0 fir alle
x € U. Dann ist g stetig differenzierbar. Ferner gilt: Ist f ¢-mal stetig differenzierbar, so gilt das
auch fur g.

Als Wiederholung:

(37.4) Mittelwertsatz: Sei f € C(2,R™), Q C R™ offen. Fira € Qund h € R" mita + th € Q
fur alle t € [0,1] gilt dann

Fla+h) - f(a) :/OlDf(a—irth).hdt: (/OlDf(a—i—th)dt).h.

(37.5) Beispiele:

1° Polarkoordinaten f : Ry x R — R?, (r,6) ~ r(cos®,sinf). Wegen det Df(r,0) = r # 0
ist f Uberall lokal umkehrbar. Beachte: f ist nicht injektiv.

2° f(z) = 23 hat stetige Umkehrung, die in 0 nicht differenzierbar ist. In 0 ist die Bedingung
det Df(0) = f'(0) # 0 verletzt. 23.10.07]

3° Bedeutung der Stetigkeit von D f(x): Die Funktion f(z) = x + 222sin1/z fir x # 0 und
f(0) = 0 ist differenzierbar und f/(x) # 0 fur alle € R, insbesondere f’(0) = 1. Dennoch ist f
in keiner Umgebung der 0 injektiv, f hat dort keine lokale Umkehrabbildung. Die Stetigkeitsbe-
dingung des Satzes (37.1) ist nicht erfillt, z — f’(x) = det D f(z) ist in 0 nicht stetig.

Man beachte, dass die Aussagen (37.1 — 4) auch fur Abbildungen auf offenen Teilmengen 2
von Banachrdumen gelten, es muss die Determinantenbedingung jeweils direkt ersetzt werden
durch die Aussage, dass D f(a) invertierbar ist.
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838 Implizite Abbildungen

Auflésen von F(z,y) = 0 nach y, y = h(z), also h(z) durch F(z, h(x)) = 0 implizit gegeben.
Beispiele:

1) F(z,y) = Ar+ Dy = 0 mitlinearen A : R*™™ — R™und D : R™ — R™. h(x) = —D~1 Az,
wenn D invertierbar.

2) F(z,y) = z? + y? — 1 kann nicht global aufgelost werden. Aber in dem Bereich U =
] —1,1[x]0,1[ist h(z) = /1 — 22 eine (lokale) Auflosung: F(x, h(x)) = 0 fir alle z €] — 1, 1[ und
es gilt fur (z,y) € U: F(z,y) = 0 <= y = h(z). Zu jedem Punkt auf der Sphare S? = F~1(0) fin-
det man eine entsprechende lokale Auflésung nach der zweiten oder nach der ersten Variablen.

(38.1) Satz: (Implizite Funktionen) Es seien F € C}(Q,R), Q C R? offen, und a = (z,7) €
mit F'(z,y) = 0. Es gelte
OyF(a) #0.

Dann existieren eine offene Umgebung U C R von z, eine offene Umgebung V' C R von y und
eine stetig differenzierbare Funktion h : U — V mit

(U xV)NFY0) = {(z,h(z)) : 2 € U},
das heif3t, dass fur alle (x,y) € U x V gilt
F(z,y) =0<=y = h(x).
Ferner ist ” 0, F (. h(z))
7 0, R )
Schliellich gilt: Ist F' g-mal stetig differenzierbar, dann auch h.

(38.2) Satz: (Implizite Abbildungen) Es seien F' € C'(Q),R™), Q c R*F x R™ offen, und
a=(z,y) € Qmit F(z,y) = 0. Es gelte

oF oF OF7
det —(a 0 mit —(a)={—(a .
@ @ (ayl ( >>1§M§m

Dann existieren eine offene Umgebung U c R* von #, eine offene Umgebung V ¢ R™ von
und eine stetig differenzierbare Funktion h : U — R™ mit
(UxV)YNFY0) = {(z,h(z)) : z € U},
das heil3t, dass fur alle (z,y) € U x V gilt
F(z,y) =0<=y=h(x).

Ferner ist oF oF
Dh(z) = — <8—y(3:, h(x)) )*1%(1;@(3:)) .

Schliel3lich gilt: Ist F' g-mal stetig differenzierbar, dann auch h.



Ml —-XI 4

Beispiel: F(z,y, z) = 23 + 22y — 4z + 2y — 1 erfullt F(1,1,1) = 0. Durch F(z,y, z) = 0 wird
dann implizit in einer geeigneten offenen Umgebung U von (1, 1) eine stetig differenzierbare
Funktion g : U — R definiert. Das folgt aus dem Satz Giber implizite Abbildungen 38.2 wegen

OF
5, (L1 =-1#0.

Es ist (ebenfalls nach dem Satz 38.2)
9x9(1,1) = =0, F(1,1,1) = -2

und
ayg(lv 1) = ayg(lv 1) = _8yF(1v L, 1) =4.

Wieder gilt, dass die Aussagen auch im Falle von unendlichdimensionalen Banachrdumen
E ihre Richtigkeit haben. Allerdings muss man von einer direkten Zerlegung £ = E4 x E in
abgeschlossene Unterrdume FE; C F ausgehen. Fir eine C2-Abbildung F' : Q@ — E3,Q C E
offen, in einen weiteren Banachraum E3 mit F'(z,y) = 0 erhalt man dann analog eine lokale
Aufldsung, wenn die Ableitung D, F(z,y) : E2 — E3 eine stetige lineare Inverse hat.

839 Untermannigfaltigkeiten

(39.1) Sprachgebrauch: ¢ : U — V ist ein C?-Diffeomorphismus fur offene U,V C R"™ (oder
C E mit einem Banachraum E), wenn ¢ g-mal stetig differenzierbar und bijektiv mit g-mal stetig
differenzierbarer Umkehrabbildung ist.

(39.2) Definition: (Untermannigfaltigkeiten) Eine Teilmenge M des R™ heil3t k-dimensionale
C?-Untermannigfaltigkeit (n,k,q € N) des R™, wenn es zu jedem Punkt a« € M eine offene
Umgebung U C R™ von a und einen C4-Diffeomorphismus ® : U — V auf eine offene Teilmenge
V C R™ so gibt, dass

(M NU) =Vn(RFx{0})

gilt.
26.10.07]

Dabei ist R* x {0} der Untervektorraum R* x {0} = {(«!,...,2%,0,...,0) : 27 € R} von R™.

Sprachgebrauch:

1) Das ,Unter” lassen wir gelegentlich fort. Wenn wir von Mannigfaltigkeiten sprechen, mei-
nen wir Untermannigfaltigkeiten des R™ flr eine geeignetes n. Tatséchlich gibt es auch ,ab-
strakte” Mannigfaltigkeiten die in der Art, wie sie auftreten, a priori nicht Untermannigfaltigkeiten
sind. Das ergibt das Konzept eine allgemeinen Mannigfaltigkeiten, das wir voraussichtlich zum
Schluss der Vorlesung kennen lernen werden.

2) k = 1. Eindimensionale Mannigfaltigkeiten heiRen auch Kurven; allerdings stimmt der
Begriff nicht ganz mit dem im letzten Semester gefassten Begriff einer Kurve tberein. Siehe
Prasenzaufgaben 2.
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3) k = 2: Zweidimensionale Mannigfaltigkeiten nennt man auch Flachen.

4) k = n — 1. n — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R™ nennt man auch Hyperfla-
chen.

5) Die Differentiationsordnung ¢ wird gelegentlich weggelassen. Dann spricht man von dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeiten, wenn man eine C?-Mannigfaltigkeit vorliegen hat mit ¢ > 1.

6) ¢ = 0 gibt in der Definition auch Sinn, wenn man unter einem C°-Diffeomorphismus eine
topologische Abbildung versteht. Man hat dann das Konzept einer topologischen Mannigfaltig-
keit. Die folgenden Ausfuihrungen allerdings benutzen die Differenzierbarkeit, insbesondere die
Sétze der letzten beiden Paragraphen. Daher nehmen wir im folgenden stets ¢ > 1 an.

Das bedeutet: n, k,g € Nmitg > 1 und k < n.

(39.3) Beispiele:
1° M C R"™ n-dimensional < M ist offen in R".
2° Eine endliche Menge M C R" ist 0-dimensional.

3° S! ist eine C?-Mannigfaltigkeit der Dimension 1. Der Nachweis fllt (iberraschend kom-
pliziert aus, wenn man die in der Definition geforderten Eigenschaft bestatigen will. Der Grund
liegt darin, dass in der Definition relativ viel von dem umgebenden System der Mannigfaltigkeit
bendtigt wird. Sich davon zu l6sen, ist der Sinn der folgenden Resultate, in denen drei hinrei-
chende Kriterien beschrieben werden, die sicherstellen, dass eine vorgegebene Menge eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit ist. Dass diese Kriterien auch notwendig sind, wird in einem
abschlieBendem Satz (vgl. 39.17) festgestellt.

(39.4) Satz: Sei W c R* offen und g € C7(W,R™). Dann ist der Graph von g, also die Menge

Graph(g) = I'(g) := {(z,9()) : 2 € W}

eine k-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit des R” = R* x R™ (k +m = n).

Der Satz bedeutet, dass eine Menge M C R™ bereits dann eine differenzierbare Mannigfal-
tigkeit ist, wenn es zu jedem a € M eine Umgebung U gibt, so dass M N U Graph einer stetig
differenzierbaren Abbildung ist.

Jetzt ist ganz leicht zu sehen, dass S! eine Mannigfaltigkeit ist, weil z.B. zu (0,1) € S! fur
U=]-1+1] xRy gilt:
S'NU ={(z,V1—-22):z€]—1,+1[} =T(g)

mit g(z) = v 1 — 22. Analog fir andere Punkte anstelle von (0,1).

(39.5) Definition: Sei f : 2 — R™ eine ¢g-mal stetig differenzierbare Abbildung auf einer offenen
Teilmenge 2 des R™.

1° z € Q heildt reguléarer Punkt von f <= Df(z): R™ — R™ ist surjektiv.
2° f heil3t regulér (oder Submersion) :<= alle z € Q sind regulare Punkte von f.
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3° y € R™ heil’t regularer Wert von f :<= alle Punkte z € f~!(y) sind regulare Punkte
von f.

(39.6) Bemerkungen:
1° Im Falle n < m gibt es keine regularen Punkte.
2° m < n: z regularer Punktvon f < rgDf(xz) =m.
3° m = 1: z regularer Punktvon f < V f(z) #0.
4°y e R™ mity ¢ f(£2) istimmer reguléarer Wert von f.
5° Es sei a € ) ein regularer Punkt von f. Aufgrund des Satzes Uber implizite Abbildungen

(38.2) gibt es nach einer eventuell nétigen Permutation der Koordinaten eine Umgebung U =
W x V C Qvon a mit offenen W C R*™™ und V' C R™ und eine C?-Abbildung » : W — R mit

MnU=T(h),
wobei M = f~Y(f(a)) = {z € Q: f(z) = f(a)}.

Beweis: Durch f wird ein Gleichungssystem

yt =t ™2

Yy = (2t ™, 2™
gegeben, dass es in ¢ aufzuldsen gilt. Mit b := f(a) soll also die Menge der = € Q) beschrieben werden,
die b = f(x) erfillen.

Nach Voraussetzung hat D f(a) den Rang m, denn D f(a) : R® — R™ ist surjektiv. Also gibt es in
Df(a) als Jacobimatrix mit den m Gradienten Vf7(a), j = 1,...,m als Zeilenvektoren m linear unab-
héngige Spaltenvektoren, die durch partielle Ableitung nach geeigneten m der n Variablen ¢ zustande
kommen. Durch geeignete Umordnung der Variablen x* konnen wir daher annehmen, dass die letzten
m der Spalten von Df(a) linear unabhangig sind, also die (&;fj(a))lgjgm i=n—m+1,...,n. Zur
Anpassung des Problems an die Voraussetzungen des Satzes tUber implizite Abbildungen schreiben wir
k=n—-mundz = (z,y) ERExR™ =R" mitz = (z,....2")und y = (y!,...,y™) = (¥, ... 2");
weiterhin F(z,y) := f(z,y) — f(a). Dann ist offensichtlich F(a) = 0 und F~1(0) = M = f~!(f(a)). Und

die Matrix oF o
J i £
( Ay’ 1<i,j<m Ay 1<i,j<m

hat nichtverschwindende Determinate entsprechend der Wahl der Koordinaten ¢/ = z**7. Es sind also
die Voraussetzungen des Satzes Uber implizite Abbildungen erflllt, und wir wissen, dass es mit der
Notation a = (2, y) eine offene Umgebung W C R™~™ von z, eine offene Umgebung V' C R™ von ¢ und
eine C?-Abbildung i : W — R™ gibt, so dass

F7H0)n (W x V) =T(h)

gilt. Damit ist M NU = I'(h) bewiesen. [ |
Aus diesem Resultat (39.6.5°) folgt unmittelbar:

(39.7) Satz: (Kriterium) 0 € f(2) sei regularer Wert einer g-mal stetig differenzierbaren Ab-
bildung f : Q@ — R™, Q C R” offen. Dann ist M = f~1(0) eine n —m-dimensionale C9-
Mannigfaltigkeit.

Zusatz: M ist lokal Graph einer C?-Abbildung, vgl. Herleitung in 39.6.5°.
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(39.8) Beispiele:

1° Jetzt ist es ganz leicht, S als Hyperflache nachzuweisen. Es ist S* = f~1(0) mit f(z) =
(V)2 + ...+ (z")? — 1 = ||z||* — 1 und es gilt V f(x) = 2z (bzw. = 227). Fir z € S™ ist 2z # 0.
[30.10.07]

2° Eine Niveauflache zu einer C4-Abbildung f : © € R, Q C R" offen, ist definitions-
geman eine Menge der Form f~!(c) fur einen regularen Wert ¢ € f(Q2). Eine Niveauflache
ist dann nach dem Kriterium 39.7 eine Hyperflache in R™. Ein einfaches Beispiel dazu ist
f:R2 =R, f(x,y) = 22—y f ist surjektiv und beliebig oft stetig differenzierbar mit V f (x,y) =
2(x, —y)T. Fir ¢ # 0 ist daher f~!(c) eine Niveauflache (der Dimension 1), und zwar besteht
f~1(c) fur negative c aus 2 Hyperbeln, den Graphen der Funktionen y = ++/22 — ¢, und fiir po-
sitive ¢ entsprechend aus 2 Hyperbeln, den Graphen der Funktionen = = + /2 + ¢. Die Menge
F750) = {(x,y) : (x + y)(x — y) = 0} besteht aus zwei Geraden durch (0.0), den Diagonalen,
und diese Menge ist keine Untermannigfaltigkeit, weil es in (0,0) € f~1(0) keine Umgebung U
mit einem Diffeomorphismus @ : U — V, furden U N f=1(0) = V N (R x {0}) erfiillt ware, gibt.
Gelegentlich nennt man eine solche Menge dann eine ausgeartete Niveauflache.

In Verallgemeinerung hat man in R™ fur f(z) = (z')* — 3-7_,(27)* die Niveauflache f~'(c),

c # 0, die im positiven Fall c = m?, m > 0 aus zwei Hyperboloiden (oder Hyperbelschalen)

zl =+ Z(:L‘j)2 + m?
\ =2

besteht. Und in ¢ = 0 hat man analog zum Fall n = 2 die Ausartung

' =+ Zn:(:rj)Q,
\ j=2

die aus zwei spitzen Kegeln besteht, die sich in 0 berihren, und die keine Mannigfaltigkeit ist.

3° Die Quadrik als weitere Verallgemeinerung von 2°: Es sei A € R™"*" eine symmetrische
Matrix A # 0 und ¢(z) = 2T Az die zugehdrige quadratische Form. Es gilt Vq(z) = 2Az. Also
ist fur ¢ # 0 jeder Punkt 2 € ¢~ !(c) regular wegen z7 Az = ¢ # 0. ¢~ !(c) ist also Niveauflache
und Hyperflache, wenn ¢ € ¢q(R").

4° Vorausbemerkung: Die allgemeine lineare Gruppe GL(n,R) ist offen in R™*"™ (z.B. well
det eine stetige Funktion ist), also ist GL(n,R) eine Mannigfaltigkeit der Dimension n?. GL(n, R)
hat diverse wichtige Untergruppen. Zum Beispiel die orthogonale Gruppe O(n) = {A : ATA =
idgn }. In den Ubungen wird mit Hilfe von 39.7 gezeigt, dass O(n) eine C?-Untermannigfaltigkeit
der Dimension $n(n — 1) fiir beliebige ¢ € N ist.

Im Falle n = 2 ergeben die Bedingungen an die Koeffizienten einer 2 x 2-Matrix A, die si-
cherstellen, dass A zu O(2) gehdrt, 4 Gleichungen an die 4 Koeffizienten. Diese Gleichungen
sind aber nicht unabhangig. Eine der Gleichungen ist lGberflissig, und die anderen drei liefern
als Lésungsmenge eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit, die 2 Kreislinien S! entspricht.

Die Notwendigkeit, einige der definierenden Funktionen wegzulassen, ergibt sich oft, und
man hat in Verallgemeinerung zu 37.7 das folgende Kriterium:

(39.9) Satz: M C R" k-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit
<= Vae M 3 UCR"offen,a € U, und f € C4(U,R™) mit
1°MNU = f10)
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2°Vx eU :rgDf(x) =n—k.

Im Ubrigen hat man fur Untergruppen von GL(n, R) das folgende nitzliche Resultat: Jede
abgeschlossen Untergruppe G von GL(n,R) ist eine C?-Untermannigfaltigkeit von R™*™ mit be-
liebigem ¢ > 0. (abgeschlossene im topologischen Sinne, dass G € R™*" eine abgeschlossen
Teilmenge in R™*" ist.

(39.10) Definition: f € C1(Q2,R™), 2 C R™ offen, heilt Immersion (oder genauer C?-Immersion),
wenn Df(z) : R™ — R™ stets injektiv ist fir x € Q.

Damit f Immersion sein kann, muss n < m gelten.

(39.11) Beispiele:

1° f(t) = (cost,sint), t € R, ist eine Immersion f : R — R2. f ist nicht injektiv. Aber es ist
f(R) = S! eine Untermannigfaltigkeit.

2° Ebenso die Immersion auf die Ohrschnecke: ¢ — (1 + 2cost)(cost,sint).

3°t — f(t) = sin2t(—sint,cost), t € |-, ix[, ist eine injektive CI-Immersion, ¢ > 0.
Das Bild f(]—1m, 37 [) ist aber keine Mannigfaltigkeit. Bei (0,0) € f(]—1m, 37[) findet man kei-
ne Umgebung U, in der sich f(] —iw, %77[) linearisieren lieRe. Jede solche Umgebung U enthalt
einerseits Punkte f(t) mit ¢ nahe bei 0 und andererseits Punkte f(¢') mit ¢ nahe bei 3.

(39.12) Satz: (Immersionssatz) Sei f : Q@ — R™ eine C?-Immersion mit & C R™ und ¢ >
0. Dann gibt es zu jedem = € Q eine offene Umgebung Uy C R", so dass f(Uy) eine n-
dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit ist.

[02.11.07]

(39.13) Beispiele:

1° Die Neilsche Parabel N ist die Spur der Kurve f : R — R?, t — (t%,¢%), also N := f(R).
[+ R — N ist offensichtlich bijektiv. f ist stetig differenzierbar mit f(¢) = (2t, 3t%). Daher ist f
auf @ = R\ {0} eine Immersion, wahrend die Ableitung f(0) = (0, 0) offensichtliche nicht injektiv
ist.

Nach Satz 39.12 gibt es daher zu jedem Punkt a € N, a # (0,0), eine offene Umgebung
U c R?, so dass U N N eine C?-Mannigfaltigkeit ist, was sich natiirlich auch leicht direkt nach-
prifen lasst. Fir den Punkt (0,0) macht der Satz keine Aussage. Es gilt aber hier, dass es keine
Umgebung W c R? von (0,0) gibt, so dass W N N eine Mannigfaltigkeit ist.

2° Ein gelaufige ,Parametrisierung” der Sphéare S? wird durch
(g, 0) := (cos psin b, sin psinf,cosh) , (p,0) € R?,

gegeben. v ist beliebig oft differenzierbar und es gilt ¢»(R?) = S2. Wegen der Perioden von sin
und cos ist ¢ nicht injektiv. Die Ableitung D (p, ) hat in jedem Punkt (¢,6) mit § ¢ nZ den
Rang 2, in den anderen Punkten den Rang 1. Also ist ¢ auf Q = {(¢,0) € R? : § ¢ ©Z} eine
C4-Immersion.

Auf der Menge V := 10, 27| x]0, [ C R% ist ¢ injektiv und mit U := (V) existiert die Umkehr-
abbildung ¢ := ¢! : U — V. ¢ ist wie ¢ bijektiv und stetig, wir haben also eine topologische
Abbildung ¢ : U — V, deren Umkehrung ) eine Immersion ist. So etwas nennt man ,Karte".

(39.14) Definition: Sei M C R" eine k-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit des R™. Eine
Ci-Karte ¢ : U — V ist durch die folgenden Daten gegeben.
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1) U C M ist offene Teilmenge von M (in der Relativtopologie).
2) V C R” ist offene Teilmenge von R*.

3) ¢ : U — V ist topologisch.

4) o= : V — U C R" ist eine C¢-Immersion.

(39.15) Beispiele:

1° Das Beispiel 39.13.2° liefert fur jede offene Teilmenge V C ]0,2x[ x ]0,7[ C R? mit
U := (V) C S? eine Karte ¢ := (¢|y) L

2° Ganz andere Karten fur S? entstehen durch die so genannte stereographische Projektion.
FurS"und N = (0,...,0,1) € S® wird bezlglich der Koordinaten (z, z) = (z!,..., 2", 2) (z"*! =

z) durch U :=S"\ {N} und
1

1—=2

eine Abbildung ¢ : U — R™ = V definiert. ¢ ist bijektiv mit Umkehrabbildung

(P(xwz) =

1

YO = P

(261607 1) g R,

An den Formeln kann man erkennen, dass ¢ topologisch ist. Schlief3lich ist 1) eine Immersion,
und damit ¢ eine C9-Karte (¢ > 1 beliebig).

3° Sei v : [a,b] — R™ eine regulare C?-Kurve im Sinne der Vorlesung MIIA, also ~(t) # 0 fur
alle t € [a,b]. Dann ist ¥ := 7|, :]a,b[— R™ eine Immersion. Sei v injektiv. Dann ist die Spur
¥(la,b]) = M eine C?-Mannigfaltigkeit und die Umkehrung ¢ := ¢y=1 : M — ]a, b eine Karte.
Man beachte: In der Regel ist ¢/([a, b]) nicht Mannigfaltigkeit.

(39.16) Satz: M C R™ eine k-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit des R™. Dann gibt es zu
jedem Punkt a € M eine C¢-Karte ¢ : U — V mita € U, wobei VV C R” offen in R” ist.

Ein C?-Atlas auf eine Teilmenge M C R™ ist eine Kollektion (¢, : U, — V,),c; von Karten mit
M =|J{U, : v € I}. Satz 39.16 besagt also, dass jede k-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit
M des R"™ einen C?-Atlas besitzt.

Zusammengefasst liefern die Resultate dieses Paragraphen:

(39.17) Aquivalenzsatz: Fiir eine Teilmenge M c R"™ sind die folgenden Aussagen aquivalent:
1° M ist k-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit.
2° M ist lokal Graph einer C?-Abbildung?.

3° M ist lokal Nullstellengebilde einer C?-Abbildung mit konstantem Rang n — k der Ablei-
tung?.

4° M hat einen C?-Atlas aus Karten ¢, : U, — V, ¢ R¥ mit Werten in der offenen Menge
V, C R¥.

In den Ubungen wurde der Satz vom Rang behandelt.

das heif¥, es gibt zu jedem Punkt @ € M nach einer geeigneten Permutation der Koordinaten eine offene Umgebung
U=W xV CR* xR" ¥ vonamit W C R” offen und eine C?-Abbildung h : W — R"~* sodass M N U = I'(h).

2das heifdt, es gibt zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung U C R™ und eine C?-Abbildung f : U — R™ mit
rgDf(x) =n—kfurdlez € Uund M NU = f~(0).
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(40.18) Rangsatz: Die C?-Abbildung f : 2 — R™ habe auf der offenen Teilmenge Q2 C R"™ einen
konstanten Rang r in der Umgebung U eines Punktes a € Q, d.h. rgDf(z) = r fir alle z € U.
Dann gibt es eine offene Umgebung U; € U von a und eine offene Umgebung V; € R™ von
f(a), so wie C4-Diffeomorphismen g : Uy — Uy CR*und h: Vi — Vo mit g(a) =0, h(f(a)) =0,
so dass
hofog Yzl ... 2" = (2',...,2",0...,0)
fur alle x € Uy gilt. Mit der linearen Projektion 7 : R® — R" | 7(x) = (z',...,2",0...,0) auf die
ersten r Koordinaten gilt also
hofogt=n|y,.

Auch fiir das Konzept der Untermannigfaltigkeiten gibt es eine entsprechende Version fiir un-
endlichdimensionale Banachraume, wobei man sich bei der Definition wie im Falle des Satzes
Uber implizite Abbildungen wieder auf direkte Zerlegungen £ = E; x E3 mit abgeschlossenen
Unterraumen E; beschranken muss.

840 Tangentialraum

Im Folgenden sei M C R™ eine k-dimensionale C?-Mannigfaltigkeit des R", a € M ein Punkt
und ¢ : U — V C R eine C9-Karte mit a € U, zu der ja die Immersion o) = =1 : V — U C R®
gehort. Ferner: b = ¢(a).

U wird auch Koordinatenumgebung genannt und V' der Parameterbereich. ) die Parame-
trisierung. Fur = € U ist ¢(z) = ¢ € V der Parameter, der = beschreibt. ¢ = (¢',...,¢") sind
die durch die Karte gegebenen Koordinaten. Diese Notation gilt fir den gesamten Paragraphen.

(40.1) Definition: v € R" ist ein Tangentialvektor an M in a, wenn es eine stetig differenzier-
bare Abbildung v :] — ¢,e[— R™ gibt mit v(] — &,¢[) € M, v(0) = a und %(0) = v. T, M ist die
Gesamtheit der Tangentialvektoren an M in a.

(40.2) Lemma: T, M ist k-dimensionaler Untervektorraum von R"™. [06.11.07]

(40.3) Bemerkungen:
1° Esgilt T,M = imD1(b) = {Dy(b).w : w € R¥} und es ist

Dip(b) : RF — T, M
ein R-Vektorraumisomorphismus. Auf3erdem wird durch
d no
)= 00 = E@Z)(b—l-tej)h:o eR", j=1,...,k,
eine Basis von T, M gegeben. Fur ¢ = (!,...,%™) mit den Komponenten 7 : V — R ist

by = (959" (b), ..., 059" (b)) € T.M C R".

2° Im Falle von ®(U'n M) = V' N (R* x {0}) fiir einen C4-Diffeomorphismus & : U’ — V' C
R", a € U', U' C R" offen und V' ¢ R" offen, gilt

T.M = D®(a)"H(R* x {0}).
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3° Im Falle, dass M lokal ein Graph ist, also (W x V)N M = T'(h) mit h € CI(W,R"~F),
a=(z,9) € W x V", W C RF offen, V" ¢ R"* offen, gilt

T,M = T(Dh(z)).

4° Im Falle von U’ N M = £~1(0) fur eine C4-Abbildung f : U’ — R™, U’ c R" offen, mit
rgDf(z) =n — k fur alle z € U’ gilt

ToM =ker Df(a).

Beispiel: S" mit f : R"*! - R, f(z) = ||lz||* =1, = € R, Fir C*-Kurven ~ mit y(t) € S™ fir
alle t und v(0) = a € S? gilt f(v(¢)) = 0 also V f(a).7(0) = 0. Das bedeutet insbesondere:

vel,S" < vlVf(a).

(40.4) Definition: N,M := (T, M)+ c R™ ist der Normalenraum an M im Punkte a € M.

(40.5) Lemma:

1° N.M @ T,M*.

2° WennU'NM = f~1(0) fur f : U’ — R™ in einer in R™ offenen Umgebung U’ von a € M
mitrgD f(a) = n — k, dann gilt

NoM =span{Vfi(a):j=1,...,m}.
(40.6) Bemerkungen:

1° T, M ist intrinsisch, N, M nicht.
2° Im Falle einer Flache M c R? im Raum und einer Karte ¢ : U — V C R? von M mit
Parametrisierung i) = ¢! hat die Tangentialebene T,M an M in a die Basis (i1,2) (Siehe
oben 40.3.1°) und N,M wird durch den Normalenvektor v, x 5 aufgespannt. Der Einheitsnor-
malenvektor
Y1 X ¥

[[41 % 1he]

ist eindeutig bis auf Vorzeichen.
Geometrie auf Mannigfaltigkeiten:

Die Tangentialrdume an eine Mannigfaltigkeit gehoren also zur Mannigfaltigkeit, &hnlich wie
die Ableitungen zu den differenzierbareb Abbildungen gehéren. Die TangentialrAume gestatten,
die euklidische Geometrie des R™ auf Untermannigfaltigkeiten zu Gbertragen: T, M ist als Un-
terraum von R"™ ein euklidischer Raum der Dimension &, in dem Tangentialraum hat man daher
den Begriff der Lange von Vektoren und das Konzept eines Winkels zwischen Vektoren.

Beziiglich einer durch eine Karte gegebenen Basis (1 ;) von T, M hat man insbesondere den

(40.7) Definition: Matensor g = (gi5), gij = (¥i,%;) , 1 < 4,5 < k. Fir Tangentialvektoren
X = X%, Y =YW, € T,M gilt

(X,Y) = g;; XV = XTgy .
Gij g
(9i7) wird auch die Fundamentalform von M bezuglich der Karte ¢ genannt.

Bemerkungen:
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1) Das funktioniert auch fur den Fall eines unendlichdimensionalen reellen Hilbertraumes
anstelle von R", allerdings ohne die zum Schluss beschriebenen Basisdarstellungen.

2) Analog zum euklidischen Skalarprodukt ist es auch interessant, andere Skalarprodukte
zu betrachten (z.B. Minkowski-Skalarprodukt).

Es seien jetzt zwei Karten ¢ : U — V Cc Rfund @ : U
und wir nehmenU =U =UNU an. Es sei b= ¢(a), b=
die Karten ist

— V Cc R¥ mita € UNU gegeben,
»(a). Nach den Voraussetzungen an
Fi=gop =) op: V-V

ein C?-Diffeomorphismus der in R* offenen V und V (dabei ¢ = (%)~'). I wird Koordinaten-
wechsel (auch: Koordinatentransformation) oder Kartenwechsel genannt.

(40.8) Satz: (Transformationsverhalten)
1° 9 (b) = 9;F* (b)ty (D).
20 X = 0;F7(b) X' fur Tangentialvektoren X = X'1); = Yj% e T,M.
3° g (b) = 7;;(0)0, F' (b)d, F7 (D). [09.11.07]

(40.9) Beispiele:
1° Sphére S? mit der Parametrisierung (¢, 8) = (cos ¢ sin 6, sin ¢ sin 6, cos ):

9o = 911 ZSiHQQ,%e:912207990:92221~

2° Graph: Es sei M = I'(h) fiir eine C?-Funktion h : W — R auf einer in R* offenen
Teilmenge W C R*. Dannist ¢)(x) = (z,h(z)), » € W, eine C¢-Immersion und topologisch als
Abbildung ¢ : W — I'(h). Daher ist ¢ = ¢~! eine (globale) Karte. Die Basisvektoren ¢; haben
die Form
¥;(x) = (0,...,0,1,0,...,0,0;h(z))

und es folgt
gij(x) = 0;5 + O;h(x)0;h(x) .
Man beachte, dass (gij) nicht Diagonalmatrix ist, anders als im vorangehenden Beispiel.
3° Spezialfall zu 2°: Im Falle der oberen Schale des Hyperboloids zu

w(p) =\ (lpl* +m?), p= (pr,...,px) €R".

also M = {(p,w(p)) : p € R*} (,Massenschale*) und

bipj
w(@)?

9ij(P) = dij +

Wozu wird der MaRtensor eingefiihrt? Die Lange eines Tangentialvektors X = X7, € T, M
lasst sich mit Hilfe des Maldtensors formulieren, und zwar gilt

1) = (X, X05) = g1 X1

Die Kurvenlange einer stickweise stetig differenzierbaren Kurve ~ in R"™, die ganz in U bezlglich
einer Karte ¢ : U € V von M verlauft, ist

t1 t1
dwz/waﬁzlx@ﬁww
0

to
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Will man den Integranden noch genauer bezeichnen, insbesondere die Abhangigkeit von ¢, so
seien (¢ o v)! : [to,t1] — R die Komponenten von ¢ o v : [to, 1] — R* und man erhalt mit

(1) = (po (1)

t1
s0) = [ asleo ) 30 at.

Diese Notation ist nicht ganz konsistent, aber man mochte die g;; in ihrer Abhangigkeit von den
Punkten der Mannigfaltigkeiten so schreiben, dass die Abhangigkeit von der Parameterwerten
g € V zum Ausdruck kommt. Eine konsistente Notation erhdkt man mit ¢ = ¢ o y und dann

s) == [ Vo) awp a

Im Ubrigen haben wir hier einmal mehr verwendet, dass in dieser Situation die Komposition
o : [te, t1] — R” stetig differenzierbar ist (vgl. Prasenzaufgaben 4).

(40.10) Definition: Die Distanz distj, in der Mannigfaltigkeit M zwischen Punkten a,b € M ist
distps(a, b) ;= inf{s(vy) : v € W(a,b)} .

Dabei ist W(a,b) die Menge aller stlickweise stetig differenzierbaren Kurven  : [to,¢1] — R”,
die ganz in M verlaufen, also ~([to,t1]) C M erfillen, und die a mit b verbinden, fir die also
auch noch ~(tg) = a, y(t1) = b qilt.

(40.11) Beispiele:

1° Euklidischer Abstand: Es gilt distg~ (a,b) = ||a — b|| in der n-dimensionalen Mannigfaltig-
keit M = R™ C R". Denn die Geraden sind die kiirzesten Verbindungen zwischen den Punkten
des R™. (Vgl. Préasenziibungen 4).

2° In einer offenen Teilmenge M C R"™ des R™ als n-dimensionaler Mannigfaltigkeit ist
1° in der Regel nicht richtig, z.B. im Falle von 2 sich schneidenden offenen Kugeln. Auf der
Vereinigung zweier offenen Kugeln Bq, Bs, die sich nicht schneiden, wird die Distanz oo flr
Punkte a € By und b € Bs.

3° Auf % distg2 (N, S) = m, N = (0,0,1), S = (0,0, —1).

4° Distanz in M = S™: Flr a,b € S" mita = —b (Antipoden) gilt distgn (a,b) = 7. Flra,b € S™
mit a # b und a # —b gibt es den eindeutig bestimmten ,GroRkreis* S’ = S™ N (Ra + Rb) und
es ist distgn (a,b) = distg/(a,b) mit S’ =2 S, SchlieRlich ist dists»(a,b) = ¢ fur den (kleineren)
positiven Winkel zwischen a und b.

(40.12) Satz:
1° distyy ist eine Metrik auf M, wenn M wegweise zusammenhangend ist.
2° distys erzeugt die von R™ induzierte Topologie auf M.

In der Regel wird das Infimum in dists(a,b) = inf{s(v) : v € W(a,b)} nicht angenommen.
Zum Beispiel gilt das fur M = R?\ {0} und a = (1,0),b = (—1,0).

(40.13) Definition: (Geodatische) Eine naturlich parametrisierte Kurve v : [0, L] — R", die ganz
in M verlauft, ist eine Geodétische in M, wenn sie im Kleinen eine kiirzeste Verbindung ist, das
soll hei3en:

Zu jedem Parameter t* € [0,L] gibt es im Falle t* < L ein ey > 0, SO dass | s
fur alle ¢ € [0,¢0] kiirzeste Verbindung in M von ~(t*) und ~(t* + ¢) ist, d.h. s(y[jp p1e]) =
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distas (v(t*),y(t* +¢)). Und im Falle 0 < t* analog ein o > 0, S0 dass 7|;-_. 4+ flr alle e € [0, ]
kirzeste Verbindung in M von ~(t*) und (" —€) ist, d.h. s(7|jp_c =) = distar (7(*), y(t* —¢€)).

(Erganzende Bemerkung: Die Definition setzt voraus, dass eine Geodatische immer mindestens ein-
mal stetig differenzierbar ist. Wenn man diese Bedingung abschwacht z.B. zu stlickweise stetig differen-
zierbar wie in einer Ubungsaufgabe, dann muss die Minimalisierungsbedingung, im Kleinen eine kiirzeste
Verbindung zu sein, anders gefasst werden, und zwar wie folgt:

Zu jedem Parameter t* € [0, L] gibt es im Falle 0 < t* < L ein g > 0, SO dass 7|+ _o/ ¢+ flr
alle e,&" € [0,e0] kirzeste Verbindung in M von ~(t* — &') und ~y(t* + ¢) ist, d.n. s(¥|ppr—er o 4e]) =
distar (y(t* —€'),7(t* +¢)). Und im Falle t* = 0 (bzw. t* = L) gibt es analog ein gy > 0, so dass vy
(bzw. | —c, 1)) fir alle € € [0, 0] kirzeste Verbindung in M von ~v(0) und () (bzw. v(L) und ~(L — ¢))
ist, d.h. s(vlpo,e)) = distar(v(0),7(€)). s(|(L—e,2]) = distar (y(L), ¥(L —¢)).)

Zum Beispiel sind die natirlich parametrisierten GroRRkreise in M = S™ Geodétische. Auf
Geodatische als Losung eines Variationsproblems kommen wir im néchsten Paragraphen zu-
rick.

(40.14) Definition: (Kritischer Punkt unter einer Nebenbedingung) Sei f € C!(U’,R) in einer
offenen Umgebung U’ C R"™ eines Punktes a € M einer C?-Mannigfaltigkeit definiert. a ist ein
kritischer Punkt von f|5; (oder kritischer Punkt von f unter der Nebenbedingung M), wenn fur
alle stetig differenzierbaren~ :] —e,e[— R" mity(] — ¢,¢[) € M NU’" und mit v(0) = a gilt: 0 ist
kritischer Punkt von f o, also % (f o) (t)|t=o = 0.

Offensichtlich ist ein Punkt a € M, in dem f|; ein lokales Minimum oder Maximum, also ein
lokales Extremum, hat, stets ein kritischer Punkt fur f unter der Nebenbedingung M.

(40.15) Lemma: a € M ist genau dann kritisch fur f unter der Nebenbedingung M, wenn

Df(a)lr,p = 0.

(40.16) Satz: (Methode der Lagrange-Multiplikatoren) In der offenen Teilmenge U’ C R" sei
die Mannigfaltigkeit M = ¢~1(0) durch g € C*(U’,R"~*) mit der RangbedingungrgDg(x) = n—k
fur alle z € U’ gegeben. Es sei f € C1(U’,R) und a € M. Dann ist f genau dann kritisch in a
unter der Nebenbedingung g = 0, wennes \; e R, j =1,...,n —k, mit

D(f+Mg" + ...+ Arg" ")) =0
gibt, wobei g = (¢',...,¢g""%). [13.11.07]

Die Methode besteht darin, das nichtlineare Gleichungssystem in den 2n — k Unbestimmten
a=(a',...,a") €R", (\1,..., An_k) € R*F

zu losen.

(40.17) Beispiele:
1° Pendel: In welchen Punkten ist f(x,) = y extremal unter g(z,y) = 22 +y> — 12 = 0?
Der Ansatz f, + A\g, = 2\x =0, f, + gy, = 1+ 2y = 0 liefert als mogliche kritische Punkte
a = (z,y) von f unter g = 0 zun&chst z = 0 und y = —(2)\)~!, und daher a = (0, £r). Das sind
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in der Tat die beiden einzigen Extremwerte von f unter g = 0, da stets f(z,y) =y € [-r,7]. Es
handelt sich auch um die beiden Gleichgewichtspunkte des Pendels.

2° Woist f(z,y) = x extremal unter g = 0 fur g(z,y) = y* — 23? (In (0,0) ist g~1(0) keine
Mannigfaltigkeit, aber M = ¢g=1(0) \ {(0,0)} ist Mannigfaltigkeit.)

Der Ansatz f,+ Mg, = 1-3X\z? = 0, f,+\g, = 2\y = 0 liefert entsprechend y = 0 und damit
sofort z = 0. Daher hat f kein Extremum in M, aber moglicherweise in der Singularitét (0,0).
Tats&chlich gilt fur alle (z,y) mit g(x,y) = 0 sofort 2® = y? > 0 also auch f(z) = = > 0. Also hat
fina=(0,0) ein absolutes Minimum unter g = 0 und ansonsten kein lokales Extremum.

841 Euler-Lagrange-Gleichungen

Es geht um Variationsrechnung als Verallgemeinerung der Bestimmung von Extrema bei
Funktionen. Statt Funktionen f = f(x) haben wir in der Variationsrechnung Funktionale S =
S(v) auf Raumen von Funktionen ~, die hier in diesem Paragraphen stets Kurven sind. Anstelle
von kleinen Anderungen von Punkten x im Definitionsbereich der Funktion f werden jetzt die
Kurven ~ verandert und diese Veranderung nennt man ,Variation“. Daher die Bezeichnung Va-
riationsrechnung. Die Variation der Kurve ~ hat typischerweise die Form ~ + en mit einer (leinen
Konstanten ¢ € R und einer weiteren Kurve 7, die in 0 beginnt und auch dort endet.

Zur Motivation ein Beispiel aus der Geometrie, das wir aus dem vorangehenden Paragra-
phen kennen: Zu Punkten a,b € M in einer Mannigfaltigkeit wird eine Kurve v gesucht, welche
die Distanz in M minimiert:

distas(a,b) = s(7)

wobei 7 : [to, t1] — M natirlich v(ty) = a,~(t1) = b, erfullt und aulRerdem noch ||¥|| = 1.

Dabei ist .
1

s(7) Z/ \/ i3 79 dt
to

fir die symmetrische Matrix g = (g;;) mit Funktionen g¢;; : @ — R, die von einer lokalen Para-
metrisierung ¢ : Q — U C M kommen.

Allgemeiner betrachten wir zu einer offenen Teilmenge Q = V C R"™ (zum Beispiel als
Parameterbereich einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit) eine so genannte Lagrangefunktion
L:QxR"— R, L= L(q,v), von der in der Regel nicht mehr vorausgesetzt wird, als dass
sie zweimal stetig differenzierbar ist. Zu einer solchen Funktion und zu vorgegebenen Punkten
a,b € (Q gehort das Wirkungsfunktional

t1
s0)= [ Ll
to
zu C'-Abbildungen (Kurven) v : [to,t1] — Q mit y(ty) = a,~(t1) = b. Gesucht wird ~, so dass
S(y) minimal wird
S(y) = min S'!

In Abschwachung dazu wird ein v gesucht, das extremal oder gar nur stationar ist fur S. Wir
préazisieren im Folgenden, was das genau bedeuten soll:

Fur Punkte a,b € @, Q C R" offen, sei W(a, b) die Menge aller stiickweise stetig differenzier-
baren Kurven ~ : [tg,t1] — @, die a mit b verbinden, fur die also (to) = a, v(t1) = b gilt. W(a, b)
ist Teilmenge des Vektorraumes CL, ([to, 1], R™) aller stiickweise stetig differenzierbaren Kurven
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in R™. Dieser Raum C ([to, t1] , R™) kann mit der Norm |||, := sup{||v(t)]| + [|5(¢)]| : t € [to-t:]}
versehen werden und wird damit zu einem Banachraum. Daher steht in dieser Situation der
Kalkul der Differentialrechnung in Banachraumen zur Verfiigung. Das Folgende ist im wesent-
lichen eine Anwendung der Differentialrechnung in Banachraumen, die allerdings hier weniger
abstrakt formuliert wird, wie das der Tradition entspricht. Bereits lange vor der Einfiihrung des
Begriffs des Banachraumes wurde die Variationsrechnung (Newton, Lagrange, Euler, Bernoulli)
begriindet.

Zu einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion L : Q x R™ — R soll das Wirkungsfunk-
tional
t1
5100 =500 = [ oA e
0

auf Extremale untersucht werden. Notwendig dafir, dass in v ein Extremum vorliegt, ist offen-
sichtlich die Bedingung

d
£S(’Y +en)le=o =0

fur stlickweise stetig differenzierbare Vergleichsfunktionenn : [to,t1] — R™ mitn(to) = 0 = n(t1),
sofern diese Ableitungen stets existieren. Aufgrund der Stetigkeit von n und ~ gibt es jedenfalls
zu einer solchen Kurve 7 stets ein » > 0, so dass (v + en)([to, t1]) C Q gilt fur alle e € [—r, r].

Die oben genannte Bedingung hat formale Verwandtschaft mit der Extremwertbestimmung
mit Nebenbedingungen, also auf Mannigfaltigkeiten.

€E—7y+en

mit v + en wieder in W(a, b) ist eine (lineare) Kurve in W(a, b) mit Ableitung 7 in 0. Der Ausdruck
£5(y + en)le=o kann als
DS(v).m

verstanden werden flr die Ableitung DS(v) an der Stelle ~, die als eine lineare Abbildung auf
einem geeigneten Unterraum von C, ([to, t1] , R™) anzusehen ist. Und die oben genannte Bedin-
gung ist dann nichts anderes als

DS()ly =0,

wobei V der Vektorraum V = {n € CL ([to, t1],R™) : n(to) = 0 = n(¢1)} ist und als Tangentialraum
an W(a,b) in - verstanden werden kann. Damit ist die folgende Definition vorbereitet:

(41.1) Definition: v € W(a,b) heil3t kritisch fur S unter M (oder auch stationér), wenn die
gerade beschriebene Bedingung vorliegt, d.h. wenn

d
ZS(r+enlms =0 Vi

gilt fur den Untervektorraum V = {n € CL ([to, t1] ,R") : n(to) = 0 = n(t1)}.
Eine kritische Kurve heif3t dann auch (stationare) Losung des Variationsproblems

05 =0,

obwohl sie das eigentliche Variationsproblem nicht immer I6st.

Achtung: Eine stationare Losung des Variationsproblems ist nicht notwendig auch eine L6-
sung des Variationsproblems, es muss im allgemeinen weder ein (lokales) Minimum noch ein
(lokales) Maximum vorliegen. Das ist genauso wie fir Funktionen: f’(z) = 0 garantiert noch
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nicht, das in z auch ein (lokales) Extremum von f vorliegt, trotzdem nennt man x stationar.

Bemerkungen:

1° Die Menge W(a, b) wird gelegentlich verkleinert, z.B. durch Zusatzbedingungen wie etwa
II7|l = 1 oder auch hohere Differenzierbarkeit fir v oder auch 7.

2° Die Menge W(a, b) wird gelegentlich auch vergrof3ert, wenn man zunéchst so genannte
schwache Lésungen aufspiren will.

3° Auch V wird gelegentlich je nach Aufgabenstellung verandert.

(41.2) Satz: Jede zweimal stetig differenzierbare stationare Losung des Variationsproblems
05 = 0 erfullt die Euler-Lagrange-Gleichungen

a ory _or
dt\ov/) 9q°

Das soll heil3en: Ist ~ stationar, so erfillt die Kurve die Differentialgleichungen

% <%(V(tm(t>)> = %(v(t),’v(t)), teltot], j=1,....,n.

Aus der Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen ist bekannt, dass eine Differenti-
algleichung wie oben zu jeder Vorgabe von ¢ € Q und v € R™, v # 0, eine eindeutig bestimmte
Losung mit v(tg) = ¢, ¥(to) = v hat, zumindestens dann, wenn wir die Differentialgleichungen
nach 4 auflésen kénnen.

(41.3) Beispiele:
1° Grundgleichungen der Klassischen Mechanik:

L(g0) = 5 Iol* - Ua)

fur eine zweimal stetig differenzierbare Funktion U : Q — R fuhrt zu den Euler-Lagrange-
Gleichungen
q(t) = =VU(q(t)) -

Hier haben wir v(t) = ¢(t) gesetzt, wie es in der Physik ublich ist. L kann interpretiert werden
als Differenz der kinetischen und der potentiellen Energie und § = VU (q) ist die zugehdrige Be-
wegungsgleichung. Die stationdren Lésungen sind aus Sicht der Physik die Bewegungen des
physikalischen Systems, unabhéangig davon, ob sie tatséachlich ein Extremum beschreiben.

Das ist das Hamiltonsche Prinzip der Klassischen Mechanik!

Statt der oben genannten Lagrangefunktion wird oft von der koordinatenunabhangigen Ver-
sion

L(g,v) = %gij(q)vivj —Ul(q)

mit einer symmetrischen Matrix (g;;) von stetig differenzierbaren Funktionen ausgegangen. Die
Euler-Lagrange-Gleichungen werden komplizierter, siehe 3° und Prasenzibngen.

2° Kirzeste Verbindung im euklidischen Raum M = R™: L(q,v) = ||v|| (Q = R") unter der
Zusatzbedingung |||l = 1.

Die zugehorige Euler-Lagrange-Gleichungen sind § = 0. Die Loésungen sind ¢(t) = t0+ ¢ mit
||v]| = 1, also die Geraden. Daher sind die Geraden die Kandidaten flr das Variationsproblem
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der kirzesten Verbindung, also Kandidaten, Geodatische in M = R" zu sein. Die Geraden sind
tatsachlich Geodétische des euklidischen R™, und es gibt keine anderen (vgl. Prdsenzibungen)
bis auf Reparametrisierung.

3° Geodatische auf einer n-dimensionalen C3-Mannigfaltigkeit M. (Wir verlangen dreimal
stetig differenzierbar, damit der Integrand der Kurvenlangenfunktion s(v) zweimal stetig diffe-
renzierbar ist.)

Esseiyp: U — @ € R" eine C3-Karte mit Parametrisierung v = ¢, g:;(¢) = (9:%(q), 9;¢(q))-
Zu Kurven « : [to,t1] — U C M verwenden wir ¢ := 1 o~ : [tg,t1] — @ mit den Komponen-
ten ¢7. Es ist dann D (q(t))"1.A(t) = ¢(t) und #(t) = Dy(q(t).(¢'(t),...,¢"(t)). Daher ist die
Kurvenlange s(~) gerade

so) = [ ot d e a.

Die Euler-Lagrange-Gleichungen fur dieses Variationsproblem (L(g,v) = +/gi;(q)viv?) mit der
Zusatzbedingung ||¥|| = 1 sind &quivalent zu der

Geodatischengleichung:

-m

1 o
A= igmk (Gijk — 2Gik ) VY ,m=1,...,n.
Notationen dabei: (¢™*) ist die zu (g;;) inverse Matrix; g;; x := Okgij- 116.11.07]

Eine andere Form der Geodétischengleichung ist

. 1 o
™+ 3 gm* (Gik,j + Giki — 9ije) VAV =0, m=1,...,n.
Mit der Abkirzung

1
I‘Z?' = 5 gml€ (gik,j + Gjki — gij7k)

(die I'}; heil3en die Christoffelsymbole) wird die Geodatischengleichung verkdrzt zu
AR 4TE A =0 k=1,...,n.

Unbewiesen bleibt in dieser Vorlesung die fiir C3-Mannigfaltigkeiten richtige und wichtige
Aussage: Eine Kurve, die die Geodatengleichung erfillt, ist eine Geodatische und es gibt keine
weiteren Geodatischen bis auf Reparametrisierungen.3

Die Euler-Lagrange-Gleichungen zu 1° kdnnen in der Form
HEATE A = g™ Uy k=1,...,n
geschrieben werden, wenn die Matrix g positiv definit ist.

4°  Fir den harmonischen Oszillator ist T = 1m ||v||* die kinetische und U = k¢ die
potentielle Energie mit positiven Konstanten m, k > 0. Mit der Lagrangefunktion L = 1m o] =
k||q||* erhalten wir als Bewegungsgleichungen:

m(t) = —2kq(t)

3fir einen Beweis sehe man z.B. in dem Lehrbuch von J. Jost: Riemannian Geometry and Geometric Analysis, Springer-
Verlag, 1998, nach.
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und explizit
, 2k
g=——4q.
m
Die allgemeine Losung dazu ist ¢(t) = coswtA + sinwtB, wobei w := 2%, mit ¢(0) = A € R”

und ¢(0) = B € R™.
Man kommt auf die Lésung zum Beispiel durch den Ansatz v(t) := ¢(t), so dass aus dem
System m(t) = —2kq(t) von n Differentialgleichungen zweiter Ordnung das einfachere System

g=v, 0 =uwq
von 2n Differentialgleichungen erster Ordnung wird.

Diese Umwandlung bzw. Vereinfachung hat eine weitreichende Verallgemeinerung.

(41.4) Satz: Sei eine Lagrangefunktion L : @ x R™ — R mit

O°L
d t ~ -~ 7.V
‘ (87}18?” (q,v)) 1<ij<n 7Y

in einem Punkt (¢,v) € Q xR™ gegeben. (L heil3t dann regulér in (¢, v).) Dann hat die Gleichung

F(p,q,v) :=p— Ly(¢q,v) =0

eine Auflosung nach v in einer offenen Umgebung U x V. C R?" x R™ von (3, §,9) , p := Ly(g, ).
Also gibt es eine C!-Abbildung g : U — V mit der Eigenschaft, dass F(p, ¢, v) = 0 genau dann
gilt, wenn v = ¢g(p, q). Diese Auflésung fihrt zu der so genannten Hamiltonfunktion

H(q,p) == (p,9(p,q)) — L(q,9(p,q)) , (p,q) €U,

(kurz: H = pv — L) mit der folgenden Eigenschaft. Die Euler-Lagrange-Gleichungen sind in
der gegebenen Umgebung von (¢, v) aquivalent zu den so genannten Hamiltonschen (oder
kanonischen) Differentialgleichungen

oH
1= —= H
q 8]? p
OH
>
b 8q q

(41.5) Beispiele:
1° Beim harmonischen Oszillator gilt L, = mv und die Auflésung von p —mv = Oistv = £,
also H = +4-L |[p||* + & ||q||* mit H, = 2kq, H, = L p und den kanonischen Gleichungen sind

A T
¢=—p,p=—2kq.
m

2° Allgemeiner: Sei F(q) = ap(||q||)”—g”, q € R, q # 0 ein Zentralfeld mit stetiger Funktion
@, also F'= VU mit U(q) = ®(||g||) fur eine Stammfunktion & von ¢. Eine typische Lagrange-
funktion aus der Physik ist L(g,v) = m |lv][* = U(q). Die kanonischen Differentialgleichungen

lauten
1

N D T
¢=—p.p (9)

~ Man beachte im Falle n = 3: Der Drehimpuls I = ¢ x p bleibt auf den Losungen konstant:
I =¢xpt+gxp= %poJrq x (—F(q)) = 0 aufgrund der Eigenschaften des ,Kreuzproduktes x*.
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(41.6) Definition: Eine Bewegungskonstante auf W C @ x R"™, bzw. ein erstes Integral zum
Lagrangesystem (@ x R™, L) ist eine Funktion [ : W — R, so dass I(vy) konstant ist fur alle
Lésungen ~ der Euler-Lagrange-Gleichungen, die ganz in W verlaufen. Analog fur das zugehd-
rige Hamiltonsystem.

(41.7) Beispiele:

1° Die Komponenten des Drehimpulses I = (I, I, I3) in dem gerade beschriebenen Bei-
spiel L(g,v) = 3m |v]|> — U(q) sind Bewegungskonstante. Es gibt dazu eine n-dimensionale
Verallgemeinerung, vgl. Prasenzaufgaben 5.

2° H = I ist immer eine Bewegungskonstante.

d ) .
EH(q(t),p(t)) = Hyq+ Hpp = HyHp + Hy(—H,) = 0.

3° Weitere erste Integrale beim harmonischen Oszillator (neben der Gesamtenergie H =
Im|lv|> — k|q||*) sind die ,Teilenergien* H; = im(v/)? + k(¢’)?> und die Drehimpulskom-
ponenten. Eine Losung ¢(t) der Euler-Lagrange-Gleichungen, also wie in 41.3.4°, mit E; :=

H(q(0),v(0)) € Reerfillt (¢g(t),v(t)) € M =) H]fl(Ej). Analog im Hamiltonsystem.
(41.8) Bemerkung: Reduktion der Freiheitsgrade durch erste Integrale als Losungsmethode.

Eine nicht triviale Bewegungskonstante I verhilft dazu, das System der Euler-Lagrange-
Gleichungen um einen Freiheitsgrad (das bedeutet um eine Dimension, bzw. eine Gleichung)
zu verringern. Denn zu einem regularen Wert I € R von I hat jede Lésung ~ mit I(~(tg)) = I die
Eigenschaft, ganz in der Niveauflache M := I~!(1Iy) zu bleiben, das heilt v(t) € M fir alle t zu
erfullen. Wenn also das urspriingliche System auf @ x R” definiert ist, mit L € C?(Q x R",R), so
geniigt es, sich bei der Vorgabe von I auf M zu reduzieren, denn alle Lésungen mit I(~(to)) = I
liegenin M. Und M ist eine n—1-dimensionale Untermannigfaltigkeit, ist also um eine Dimension
reduziert. Es gilt jetzt, die Euler-Lagrange-Gleichungen auf M zu betrachten, und eine weitere
Bewegungskonstante aufzuspiren, um den Freiheitsgrad weiter auf n — 2 zu senken etc., um
schlieB3lich zu der Bahn einer Losung zu kommen.

Analog, und besser fur den Fall einer Hamiltonfunktion.

Dieses Verfahren, bei der man durch sukzessive Reduktion bis zu der Bahn einer L6sung
kommt, funktioniert nicht allgemein, aber fiir so genannte vollstandig integrable Systeme.

Bevor diese Programm ernsthaft durchgefiihrt werden kann, muss noch die gesamte Dif-
ferentialrechnung auf M Ubertragen werden, d.h. es wird definiert, was eine differenzierbare
Abbildung mit Werten in M und was eine differenzierbare Abbildung auf M ist (Uber die Kar-
ten). Insbesondere, stellt man fest, dass die Lagrangefunktion jeweils auf dem Tangentialbiindel
TM ={(a,v):a € M, v e T,M} definiert ist, wobei 7'M wieder Mannigfaltigkeit ist. Die Hamil-
tonfunktion dagegen lebt auf dem entsprechenden Kotangentialraum.
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Kapitel X11. Mafdtheorie

Worum geht es?

1. Grundlegung einer Integrationstheorie in mehreren Veranderlichen: Das Lebesgue-Integral
im euklidischen n-dimensionalen Raum.

2. Verbesserung der bisherigen Integrationstheorie in einer Veranderlichen: Zusammenfas-
sung der verschiedenen Ansétze zu einer einheitlichen Theorie mit guten Permanenzsét-
zen fur konvergente Funktionenfolgen.

3. Grundlegung zur Wahrscheinlichkeitstheorie.

Es geht nicht um die MaR3theorie an sich. Die Mal3theorie soll nur kurz als Werkzeug bereit-
gestellt werden.

Zur Begriindung der Integrationstheorie wollen wir drei Schritte beschreiben:

1. Welche Mengen der jeweiligen Grundmenge sollen Gberhaupt zu einer ,Messung“ zuge-
lassen werden? Das sind die messbaren Teilmengen, vgl. § 42 Messraume.

2. Was bedeutet ,Messung“? Das ist die Festlegung eines Mal3es, vgl. §43 Mal3e. In diesen
Problembereich gehdrt insbesondere die Konstruktion des Lebesgue-Mal3es, die in §44
durchgefihrt wird.

3. Und was ist dann Integration unter Vorgabe eines Mal3es? Das Integral einer Funktion wird
definiert als der Grenzwert von Integralen Uiber einfache Funktionen, die die vorgegebene
Funktion geeignet approximieren, vgl. Kapitel XIII.

Vor der Beschaftigung mit der Integration stellen wir in §44 noch eine wichtige Konstruktion
von Mal3en dar, die wir vor allem fur die Beschreibung des Lebesgue-Mal3es bendtigen.

Dieses Kapitel richtet sich weitgehend nach dem Lehrbuch von Th. Brocker, Analysis I, mit
gelegentlichen Ergdnzungen aus Amann/Escher, Analysis Ill.

Ein Klassiker zur Mal3theorie ist P. Halmos, Measure Theory, Springer-Verlag, 1974 (Neu-
auflage).
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842 Messraume

(42.1) Definition: (Messraum) Ein Messraum (auch messbarer Raum) (X, A) ist eine nichtleere
Menge X zusammen mit einer o-Algebra .4 auf X . Dabei ist eine o-Algebra eine System .4 von
Teilmengen von X, also .A C P(X), mit den folgenden Eigenschaften:

ol 0e A

o2 Firalle M € Aqilt X\ M € A.

03 Furalle M € A, ke N,qilt |JM; € A.

Die Teilmengen M C X, M € A, sind die messbaren Mengen.

(42.2) Bemerkungen:
1° X e A
2° Abzéahlbare Durchschnitte messbarer Mengen sind messbar.

3° Eine Abbildung f : X — Y heil3t messbar (in Bezug auf o-Algebren A auf X und B auf
Y), wenn fur alle B € B stets f~1(B) € A.

4° Kompositionen messbarer Abbildungen sind messbar und die Identitatid : X — X, x +—
x, ist messbar. Die messbaren Raume mit den messbaren Abbildungen als Morphismen bilden
daher eine Kategorie.

(42.3) Beispiele:
1° A= {0,X}, die triviale o-Algebra.
2° A ="P(X), die grofdite o-Algebra.
3° Zu einem Messraum (X, A) und einer Abbildung f : X — Y in eine nichtleere Menge Y

ist fLd:={B CY : f71(B) € A} eine o-Algebra auf Y, das direkte Bild von A unter f. f ist
messbare Abbildung in Bezug auf A und f,.A.

4° Eine Abbildung f : X — Y zwischen messbaren Raumen (X, A), (Y, B) ist genau dann
messbar, wenn B C f,A.

(42.4) Satz - Definition: (Erzeuger, Erzeugendensystem) Zu jedem System S C P(X) von
Teilmengen von X gibt es die (eindeutig bestimmte) kleinste o-Algebra o(S), die S enthalt. Es

gilt
1.8 C o(S) und o(S) ist eine o-Algebra.
2. Fur jede weitere o-Algebra A mit S C A gilt o(S) C A.

o(8) ist das Erzeugnis von S oder die von S erzeugte o-Algebra. Ein Erzeugendensystem
einer o-Algebra A ist ein Teilsystem S mit A = o(S).

(42.5) Lemma: Sei (A,),cr eine Familie von o-Algebren auf X. Dann ist auch

A=(V{A:rel}

eine o-Algebra auf X.
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Bemerkungen: 1. Es gilt
o(S) = ﬂ{A CP(X): A ist o—Algebra und SC A} .

2. Eine Abbildung f : X — Y zwischen Messraumen (X,.4) und (Y, B) ist genau dann
messbar, wenn fir ein Erzeugendensystem S von B gilt: Fur alle S € Sist f~1(9) € A.

(42.6) Definition: (Borelalgebra) Sei X ein topologischer Raum mit der Topologie 7, dem Sys-
tem aller offenen Teilmengen von X, X = (). Dann heif3t die o-Algebra B = B(X) := ¢(7) die
(zur Topologie gehdorige) Borelalgebra von X.

(42.7) Lemma: Sei X topologischer Raum und 5 die zugehérige Borelalgebra.
1° B=o({A C X : A abgeschlossen }).
2° Sei X C R™ mit der induzierten Topologie. Dann gilt

B=oc({Bz,r)NX:ze€X,reQ}),

wobei die offenen Kugeln beziglich irgendeiner Norm auf R™ gebildet werden.

Man kommt sogar mit einer abzahlbaren Menge von Kugeln aus, vgl. Ubungen. Diese Aus-
sage stimmt so auch noch fir separable metrische Raume und allgemeiner fur topologische
R&aume mit abzahlbarer Basis. Sie stimmt aber nicht fir allgemeine metrische Raume.

3° X = R mit der Ublichen Topologie. Dann
B=o({la,b]:a,b€Q})=0c({]r,o0[:7€Q}).

4° Sei f: Y — X Abbildung auf einem Messraum (Y, .4). Dann

f messbar <= YU C X offen: f1(U) € A «—= VB C X abgeschlossen: f1(B) € A.

Konvention: messbar = borelmessbar = messbar in Bezug auf die (jeweilige) Borelalgebra.

Wiederholung: R = R U {co, —oo} mit den Ublichen Rechenregeln und als topologischer
Raum mit der Ordnungstopologie. 42.7.3° gilt analog.

Zufallsvariable. Eine messbare Funktion f : X — R wird auch Zufallsvariable genannt.
Notation: {f > a} = {f(z) >a}={z € X : f(z) >a} = fHyeR:y >a).

(42.8) Satz: (X,.A) sei Messraum.

1° f: X — Rmesshar < VacR:{f>a} messhar.
2° f:X — R"messbar <= f=(f...,f")und fi, f2,..., f" messbar.
3° Die Summe von zwei R"-wertigen messbaren Abbildungen und die skalaren Vielfachen

sind wieder messbar. M(X,R") = {f : X — R"™ : f messbar } ist daher ein (in der Regel
unendlichdimensionaler) R-Vektorraum.

4° f:X — Cmessbar = |f| messbar.
5° f,g: X — Cmessbar = fg messbar.
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Anders als fur Folgen stetiger oder differenzierbarer Funktionen hat man fiir messbare Funk-
tionen die folgenden bemerkenswerten Resultate:

(42.9) Satz: Sei X Messraum mit der o-Algebra A.
1° Fur jede Folge (f;) messbarer Funktionen f; : X — R sind die Funktionen

sup fj , inf f; , limsup f; = limf; , liminf f; = limf;

stets messbar.

2° Fur jede punktweise konvergente Folge (f;) messbarer Funktionen f; : X — R ist die
Grenzfunktion f(z) = lim f;(z), € X, messbar.

3° Sei f: X — R messbar mit f(z) > 0 fur alle z € X. Dann gibt es eine aufsteigende
Folge (¢;) von Stufenfunktionen ¢; : X — R so dass

f(z) = lim f;(z) = sup f;(z)

Jj—oo jEN

punktweise gilt. [23.11.07]

(42.10) Korollar: Eine Abbildung f : X — R" ist genau dann messbar, wenn es eine Folge (¢ ;)
von Stufenfunktionen ¢; : X — R”™ gibt mit f = lim ¢; punktweise.

Produkte von Messraumen:

(42.11) Definition: Zu Messraumen (X, A), (Y, B) definiert die von {A x B : A € A, B € B}
erzeugte o-Algebra die Produktstruktur auf X x Y als Messraum. Sie wird mit A® B bezeichnet.

(42.12) Satz: Die o-Algebra A @ B wird durch die folgenden Eigenschaften charakterisiert.
1° Die Projektionen (z,y) — =z, (z,y) — vy, sind stets messbar.

2° Eine Abbildung f : Z — X x Y ist bereits dann messbar, wenn die Kompositionen mit
den beiden Projektionen messbar sind.

Eine o-Algebra C auf dem Produkt X x Y erfillt 1° genau dann, wenn A® B C C und C erfullt
2° genau dann, wenn C C A ® B.

(42.13) Satz: Im Fall R™ x R™ gilt fur die Produktalgebra
B(R™) @ B(R™) = B(R™ x R™) = B(R"*™).
Vgl. Ubungen. Im allgemeinen hat man fiir topologische Raume X,Y nur

BX)®B(Y)C B(X xY).
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843 MaRe

(43.1) Definition: Ein Mal3 auf einem Messraum (X, A) ist eine Abbildung p : X — [0, co] mit
den folgenden Eigenschaften:

pl p(@)=0.
u2 st o-additiv, das heil3t fur alle Folgen (M) auf A, also M, € A, k € N, mit paarweise
disjunkten Elementen, das heil3t M, N M; = () im Falle k # j, gilt

1 (U Mk) = u(My).

Mit den Ublichen Regeln fur das Rechnen mit oo, insbesondere als Grenzwert.
(X, A, 1) heiBt dann Mal3raum.
Ein Maf3 x mit (X)) = 1 heif3t auch Wahrscheinlichkeitsmalf3.

(43.2) Beispiele:
1° A={0,X} mit u(X) =r > 0ist Mal.
2° pu(M) =0 firalle M € A liefert MaR3.

3° Fur einen Messraum (X, .A) gibt es zu jedem Punkt p € X das Dirac-MaR §,, definiert
durch 6,(M) =1, falls p € M, und §,(M) = 0 sonst.

4° Das ZahlmaR ¢ ist auf jedem Messraum (X, A) definiert, fir den die endlichen Mengen
alle messbar sind. Es wird gesetzt: (M) ist die Anzahl der Elemente von M, wenn M endlich
ist, und ¢(M) = oo, wenn M nicht endlich ist.

(43.3) Entscheidende Fragestellung: (im Kontext der Integration im euklidischen R"™) Gibt es
auf der Borelalgebra B(R"™) ein MaR u, welches fur die Quader des R™ mit dem elementargeo-
metrischen euklidischen Inhalt der Quader Ubereinstimmt? Dabei sei der Inhalt eines Quaders
Q =[a1,b1] X ... X [a,.b,) gerade das Produkt

VO]n(Q) = VO](Q) = (bl - al) cee (bn - an)

der Seitenlangen. Die Forderung ist also x(Q) = Vol(Q).

Die Antwort lautet ja. Die Konstruktion, die wir im nachsten Paragraphen erklaren, ist nicht
trivial.

Zuvor stellen wir in diesem Paragraphen noch einige Standardeigenschaften von Maf3en mit
ausfuhrlichen Beweisfihrungen bereit, nicht zuletzt auch, um den fundamentalen Begriff des
Mal3es einzutiben. Und wir behandeln die Nullmengen eines MalRRraumes sowie die Vervoll-
standigung von Mal3raumen.

(43.4) Bemerkungen: Sei (X, A, ;1) ein Ma3raum.
1° Fir My, My € A mit My N M, = 0 gilt

p(My U Mz)) = p(My) + p(Mz) .
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2° Fur allgemeine My, M> € A gilt
p(My U Ma)) + p(My N Ma) = (M) + p(Ma) .
3° Fur My, My € Amit My, C Ms gilt
p(My) < p(Ma) .

4° Fur Folgen (Ag), Ax € A, gilt

plJAr) <D (4.
5° Fur aufsteigende Folgen (Ay), A, € A, also Ay C A1, gilt

(| J Ar) < supp(Ay).

(43.5) Definition: Sei (X, A, 1) ein MalRraum. Eine messbare Teilmenge N C X heif3t dann
u-Nullmenge, oder einfach Nullmenge, wenn p(N) = 0.
Ein Maliraum heil3t vollstandig, wenn alle Teilmengen von Nullmengen messbar sind.

Fur eine Teilmenge M einer Nullmenge N ist u(M) eventuell nicht definiert, weil M nicht
messbar sein muss. Das kann vorkommen, wenn der MalRraum nicht vollstandig ist. Es wird sich
zeigen, dass zum Beispiel das oben angesprochene (und noch nicht konstruierte) MaRR auf den
Borelschen Mengen des R™ nicht vollstéandig ist: Es gibt borelsche Nullmengen mit Teilmengen,
die nicht borelmessbar sind (jedenfalls in der Ublichen Mengenlehre mit Auswahlaxiom).

Ein nicht vollstandiger MalRraum lasst sich aber in natlrlicher Weise vervollstandigen. Dazu
betrachte man die Mengensysteme

Ny ={NeA:uN)=0},
Ny ={MCX:MCN,NeN,}.
[27.11.07]

Vor der entsprechenden Konstruktion ein paar elementare Bemerkungen.

(43.6) Bemerkungen:
1° Abzéhlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.

2° Jedes Mal3 auf der grofRten o-Algebra P(X) ist vollstandig. Also sind das Dirac-Maf3 und
das Z&ahlmaf vollstandig (in Bezug auf P(X).

3° Der MaRraum (X, A, x) ist genau dann vollstandig, wenn AV, C A.

Fur die Vervollstandigung setze man
A, ={AUM:Ae A, M eN,}, G(AUM) :=p(A), AUM € A,.

Dadurch wird ein vollstandiger Mafl3raum definiert, die Vervollstandigung von (X, A, u).
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(43.5) Satz: Mit den gerade eingefuihrten Bezeichnungen gilt: 4, ist eine o-Algebra und 7z ist
ein MaR. Ferner ist (X, A, 7) ein vollstandiger MaRraum.

Weiterhin gilt: Ist (X, B,v) ein vollstandiger Maraum mit A C B und p = v|4, so folgt
A, CBund i =vly .

844 Konstruktion von MalRen

Gesucht: Maf3 i auf der o-Algebra B(R™) der Borelmengen mit 4(Q) = [ i, (b; — a;) fur alle
Quader @ = [, [bs — a;)] , b;i > a;.

Beschrénken wir uns zunachst auf den Fall n = 1: Wir studieren das System S der endli-
chen Vereinigungen von Intervallen in R. Dabei sind alle Intervalle zugelassen, seien sie offen,
halboffen, abgeschlossen, beschrankt oder unbeschrankt.

(44.1) Satz - Definition: Sei S das System der endlichen Intervalle.

1° Jedes S € S ist Vereinigung von endlich vielen disjunkten Intervallen.

2° Fur ein beschranktes Intervall I C R, also I = [a,b] , I =]a,b] , I = [a,b[ ,0der [ := ]a,b]
mit a < b setze man A(I) = b — a.

3° Fur die unbeschrankten Intervalle J setze man A\(J) := oc.

4° Fir eine disjunkte Vereinigung S = (J,-, I setze man A(S) := > ;" A(I). Dann ist
auf S wohldefiniert.

(44.2) Bemerkungen: Fur S und X aus 44.1 gilt:
1° S ist eine Mengenalgebra, d.h. fir S, T € Sqilt: SNT, X\ S, SUT € S.
2° AX@)=0und A\(SUT) = A(S)+ \T), falls S, T € Smit SNT = .
3° AU Sk) =D A(Sk) fur S, € S, falls | Sk, € S gilt und die S;, paarweise disjunkt sind.
4° B(R) = o(S).

(44.3) Definition: (Pramafd) Sei S eine Mengenalgebra auf X, X # (. Ein PramaR ist eine
Funktion v : S — [0, oo] mit

v(0)=0.

Far alle disjunkten Folgen (Si) aus S, also S, € S, k € N, S, NS; = 0 falls k # j, fur die
noch {J,.cn Sk € S qilt, ist die Identitat v(|J,cy Sk) = D pen ¥(Sk) erflllt.

Ein Mal3 ist also ein Pramal. Die Umkehrung gilt nicht, aber es gibt eine Erweiterung des
Pramalies zu einem Mal3, wie in dem folgenden wichtigen Satz formuliert.

(44.4) Satz: (Fortsetzungssatz von Hahn) Jedes Pramali auf einer Mengenalgebra S hat eine
Fortsetzung auf die o-Algebra o(S) als ein MaR.
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Ansatz: Die Mengenfunktion p* : P(X) — [0, oo]
pr(M) = inf{> v(Sk)|M C | JSk, SkeS}

hat die Eigenschaften eines dul3eren Mal3es:

(44.5) Definition: (AuRReres MaR) Das ist eine Funktion p* : P(X) — [0,00] (X # 0) mit
al p*(0) = 0.
a2VABCX,ACB: u"(A) <u*(B), p* ist monoton.
a3 VA, CX,keN: p"(JAxr) <> v*(Ag), p* ist o-subadditiv.

(44.6) Satz: (Satz von Carathéodory) Sei p* ein &uReres Mal3. Dann ist
Ay ={ACX|VDCu (D)>pux(DNA)+u (DN(X\A)}

eine o-Algebra und j := p*| 4(,+) ist ein Mal3.

30.11.07]
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Kapitel XIII. Integrationstheorie

Das Integral [ fdp fir Abbildungen f : X — E mit Werten in einem Banachraum E, ins-
besondere also fir R-wertige Funktionen, wird zunachst im Falle eines allgemeinen Mal3rau-
mes (X, A, n) eingefuhrt und untersucht. Die wesentlichen Konvergenzsatze der Integrations-
theorie und Folgerungen fur Parameterintegrale werden bewiesen. Danach werden die Eigen-
schaften des Integrals zum Lebesguemal auf dem R", also fur den MaRBraum (R", L(R"), \,,)
bzw. (R", B(R"), \,,), eingehender studiert. Insbesondere wird genauer auf die Produktstruktur
R™ = R* x R™, n = k 4+ m, mit den Konsequenzen fiir die Integration und auf die Transformati-
onsformel flr das Lebesgueintegral auf offenen Teilmengen des R™ eingegangen.

846 Integration

Im folgenden sei (X, A, i) stets ein MaRraum und E ein Banachraum Uber R oder C. In
Bezug auf die Borelalgebra B = B(E) ist (E, B) ein Messraum.

Unter einer Stufenfunktion verstehen wir wie zuvor eine messbare Abbildung ¢ : X — E,
die nur endlich viele Bildpunkte ¢(X) = {vo,...,vn} hat (Funktionen mit nur endlich vielen
Bildpunkten werden oft auch einfache Funktionen genannt). Die Messbharkeit bedeutet dann,
dass die Mengen ¢~ '(v;) = A; messbar sind. Es gilt

m
Y= ZXAjUj ’
Jj=0

wenn die v; paarweise verschieden sind, wobei x4 : X — R die charakteristische Funktion
einer Teilmenge A C X ist: xya(x) =1firz € Aund xa(z) =0furz € X \ A.

Eine Stufenfunktion wird auch durch eine endliche, disjunkte Zerlegung X = J;_, Bz,
By, € A, und beliebige w, € E gegeben, indem ¢ = >, xp, wi gesetzt wird. In dieser Dar-
stellung kann wy, = w; fir k # j vorkommen. Im Falle w; # wy, fur alle j # k spricht man
von der Normalform der Darstellung von ¢, das ist wieder die oben eingefiihrte Darstellung mit

(70:2?1:0XAJ'U]'7Ajzw_l(vj)ﬂvj#vkwj?ék'

Die Skalarmultiplikation auf E wird ergéanzt durch die folgende Festlegung fir den Nullvektor
0 € FE (auch im Falle £ = R):
000: =0, —c00:=0.
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(46.1) Definition: (Integration von Treppenfunktion) Eine Stufenfunktion ¢ = Z;”ZO XA;Vj
(mit paarweise verschiedenen A;, aber nicht notwendigerweise auch paarweise verschiedener
v;) ist integrierbar (genauer: p-integrierbar) und hei3t dann eine Treppenfunktion, wenn

D il n(4y) < o0
j=0
gilt. In diesem Falle wird das Integral von ¢ (beztglich 1) durch

/wdu =Y (A €E
=0

definiert.

Man schreibt auch [odu = [ pdu, [edu = [¢ oder [pdu = [¢(x)du(x) und Ahnli-
ches.

Die Menge der Treppenfunktionen auf X mit Werten in Ewird mit 7 = 7 (u) = 7 (X, E) oder
7,(X, E) bezeichnet.

(46.2) Bemerkung: Ohne Einschrankung der Allgemeinheit sei vo = 0 und v; # 0 far j >
0 in einer Darstellung einer Stufenfunktion ¢ = Z;”ZO XA;vj Von ¢ mit paarweise disjunkten
Teilmengen A; C X von X. Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent:

1° ¢ ist Treppenfunktion.
2° u(Aj) < oo fiir alle j > 0.
3% w1 (E\{0})) < oc.

(46.3) Lemma:

1° Das Integral [ ¢dpu fir eine Treppenfunktion ¢ ist unabhéngig von der speziellen Dar-
stellung ¢ = Z;’”‘ZO XA,;vj, und damit ist das Integral nach Definition 46.1 tberhaupt erst wohl-
definiert.

2° Die Treppenfunktionen 7 bilden einen Vektorraum, im Falle £ = R sogar eine Algebra
bezglich der punktweisen Addition und Multiplikation.

3° Die Abbildung [ : 7 — E, ¢ — [@du, istlinear.

4° Im Falle £ = R ist das Integral positiv in folgendem Sinne: Aus ¢ > 0, also v; > 0 flr
alle j =0,...,m, folgt [ ¢du > 0. Aquivalent dazu:

p<v — [edus [van

fur eine weitere Treppenfunktion ¢ € 7.
5° Eine Stufenfunktion ¢ : X — E ist genau dann integrierbar, wenn das fur ||¢| : X —

R, z + |¢(x)||, gilt und es ist
H/wdu“ S/!wll dp < 00
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(46.4) Beispiele:
1° Mt X =N, A =P(X) und p = ¢ (das ZahlmaR) erhélt man fur Treppenfunktionen

p: X - k.
/@dCZZw(n)-

neN
2° Fur das Dirac-MaB ¢, : P(X) — R auf einer Menge X ist jede Abbildung ¢ : X — E mit
endlichem Bild eine Treppenfunktion und es gilt fir o = 3 x4,v;:

/@dCZ > xa; vy = vk,

wenn p € Ag. (Zur Treppenfunktion gehdrt die Zerlegung von X in paarweise disjunkte Teilmen-
gen A;, und p € X liegtin genau einem A;.) 11.12.2007

3° Die Treppenfunktionen aus Kapitel IX.A auf einem kompakten Intervall J = [a,b] = X
mit Werten in R (vgl. 27.2) sind auch Treppenfunktionen im Sinne der neuen Definition 46.1 fur
das Lebesguemall. Die Definiton 46.1 liefert eine Ausdehnung des in 27.2 getroffenen Begriffs:
Eine Treppenfunktionen g nach 27.2 hat als Urbilder g='(v), v € R, stets endliche Vereini-
gungen von (evtl. ausgearteten) Intervallen in J, wahrend eine R-wertige Treppenfunktion ¢
nach 46.1 fir X = J mit dem Lebesguemalf als Urbilder ox=!(v), v € R, beliebige lebesgue-
messbare Teilmengen aus J haben kann. Das kann man so verstehen, das in Paragraf 27 die
Treppenfunktion zum Pramal ,Intervalllange* definiert werden, wahrend die Definiton jetzt auf
Treppenfunktionen zum Lebesguemal? ausgedehnt wird.

4° Die Definition des Integrals in 27.2 fiir die eingeschrankte Klasse von Treppenfunktionen
(vgl. 3°) liefert denselben Integralwert wie 46.1.

Das folgende Resultat ermdglicht die Ausdehnung des Integrals auf eine gréRere Klasse
von Abbildungen. Diese Art der sukzessiven Einfiihrung des Integrals ist uns aus dem Kapitel
IX.B bekannt. Es handelt sich hier wie dort um die lineare und stetige Fortsetzung auf einen
wesentlich gréReren Raum von Funktionen, und zwar jetzt beztglich der Seminorm, die im fol-
genden Satz beschrieben wird.

(46.5) Satz: Das Integral |||, := [ |l¢| dp definiert eine Seminorm auf dem Raum 7 (u) der
Treppenfunktionen zu einem MalRraum. Das heil3t, fir alle p, ¢ € 7 und A € R (bzw. € C) gelten
die folgenden Eigenschaften

1 llelly = 0.
2° [IAelly = [Alllelly-
3% e+l < llelly + Il

Zu einer Norm fehlt die Eigenschatft | ¢|; =0 = ¢ = 0. Diese Eigenschalft ist z.B. im Falle
des Lebesguemales verletzt, denn fiir eine Nullmenge N # () ist die charakteristische Funktion
¢ = xn eine Treppenfunktion mit ¢ # 0 und ||¢||, = 0.

Die Seminorm || ||, ist genau dann auch eine Norm, wenn () die einzige Nullmenge ist, z.B.
im Falle des Zahlmalies.
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Aufgrund von Satz 46.5 ist die Menge NV (1) := {¢ € T : ||¢||, = 0} ein Untervektorraum des
Raumes 7 (1) der Treppenfunktionen. Auf dem Quotientenraum?® 7 (1) /N (1) induziert dann die
Seminorm || ||, eine richtige Norm. Im Falle des ZahimaRes verandert sich nichts, im Falle des
Dirac-Mafes allerdings ist der Quotient erheblich kleiner als 7 (). Der fur uns interessanten
Fall des Lebesguemales liegt dazwischen.

Man weil3, was in dem normierten Raum 7 (1) /N (1) die Cauchyfolgen sind. Wir wollen aber
in 7 (u) bleiben und Gbertragen den Begriff in nahe liegender und natirlicher Weise:

Definition: Eine Folge (y;) von Treppenfunktionen, ¢; € 7 (u), heile £,-Cauchyfolge, wenn es
zu jedem ¢ > 0 ein N € N gibt, so dass fur alle j, £ € N mit j,k > N stets ||o; — ¢, < 0 gilt.

Konvergenz in Bezug auf die Seminorm || ||, ist dann nicht wohldefiniert in dem Sinne, wie
wir das bisher kennen gelernt haben.

Um das genau zu beschreiben, fiihren wir das folgende grundlegende Konzept ein, das in
der MaR3- und Integrationstheorie wie auch in der Wahrscheinlichkeitstheorie stéandig Verwen-
dung findet:

(46.6) Definition: Sei (X, A, 1) ein MaRraum. Eine Eigenschaft von Punkten z € X gilt fast
Uberall (oder fur fast alle = bzw. fast jedes z, genauer p-fast Gberall ), wenn sie aulR3erhalb einer
Nullmenge gilt. Das bedeutet, dass die Teilmenge in X, fur die sie nicht gilt, in einer Nullmenge
enthalten ist.

Abkirzung dazu: f.0.“ oder ,u-f.0"

In Formeln: Ist £(z) die angesprochene Eigenschaft, so gilt £(x) f.U., wenn die Teilmenge
{z € X : E(z) gilt nicht } von X in einer geeigneten Nullmenge enthalten ist.

Ist (X, A, ) vollstandig, so vereinfacht sich die Bedingung, indem es genugt, dass die Aus-
nahmemenge {z € X : £(x) gilt nicht } selbst eine Nullmenge zu sein hat.

Beispiele: Zwei Funktionen f,g : X — FE sind f.uU. gleich, wenn {z € X : f(z) # g(x)} in
einer geeigneten Nullmenge enthalten ist. Und eine Folge f; : X — E konvergiert punktweise
f.U. gegen f : X — E, wenn es eine Nullmenge Z C X gibt, so dass fir alle x € X \ Z die
Konvergenzbedingung lim; . fj(z) = f(x) gilt.

Testen wir diesen Begriff, indem wir die zentrale technische Aussage der Integrations-
theorie im folgenden Satz formulieren und ausfihrlich beweisen.

(46.7) Satz: Eine £,-Cauchyfolge (¢;) von Treppenfunktionen hat stets eine Teilfolge, die fast
Uberall punktweise gegen eine Funktion f : X — FE konvergiert. Es gilt sogar: Zu jedem ¢ > 0
gibt es eine messbare Teilmenge Z C X mit u(Z) < ¢, so dass die Teilfolge auf X \ Z gleich-

"Hier wird der Begriff des Quotientenvektorrauniésl zu einem Untervektorrauii eines Vektorraumes vorausgesetzt.
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manig gegen f konvergiert.

Beweis: Weil (¢;) nach Voraussetzung eine £;-Cauchyfolge ist, gibt es zu jedem k£ € N ein
Jr € N mit

Vm,n > Jk H‘Pm - @n”l < 272]{'

Rekursiv kann jx1 > ji gewahlt werden, so dass auch
Vm 2 gk |lom — @jk”l <27

gilt. Fur die Teilfolge (¢;, ) wird im Folgenden die Behauptung des Satzes bewiesen.
Setze Y, := {z € X : ||¢j,..(x) — ¢j,(2)|| = 27%}. Dann ist Y}, messbar, weil ¢;, eine
messbare Funktion ist, also auch die Funktion

= Hspjlwﬂ (17) — P (:E)H

als Komposition von ¢;, ., —;, und der stetigen Abbildung || || messbar ist. Es gilt fiir beliebige
r e X:

2_kXYk (ﬂf) < H(ij+1 SO]k H

Denn fir z ¢ Y}, ist die linke Seite 0, und fiir z € Y}, gilt 27% < ||}, ., (z) — ¢;, (z)|| nach Definition
der Menge Y. Es folgt (nach 46.3.4°)

_kM(Yk) = /2_kXYk /H903k+1 (ka )H d,u(x) = ngjk+1 - 90jk”1

und damit 11(Y;,) < 27% nach Wahl der Teilfolge (;, ). Die Teilmenge Z; := |J°_, Yi,, ist messbar
mit w(Zg) < 30, 27 =2-27% weil u o-additiv ist.

Jetzt gilt fur = ¢ Z;,: Fur alle m > kist z ¢ Yo, also gilt ||}, (z) — ¢;,, (z)|| < 27™ mit der
Konsequenz, dass die oben ausgewahlte Teilfolge die Cauchybedingung erfullt: Fir n > m ist

5., (x) — 05, ()] < Z @i (@) — @ ()| <2-27™.

Daher konvergiert (¢, ()) wegen der Vollstandigkeit des Banachraumes E gegen einen Vektor
f(z) € E, die Teilfolge (¢;,,) konvergiert also punktweise gegen f auf X \ Z,. Die Konvergenz
ist sogar gleichméaRig auf X \ Z, weil die letzten Ungleichungen gleichméRig fir alle z € X \ Z,
gelten.

SchlieBlich konvergiert (¢;,,) punktweise auBerhalb der messbaren Menge N := (1 Zj. Die-
se Menge hat das MaR p(N) = 0 wegen u(N) < u(Z;) < 2-27F fur alle £ € N. N ist also
Nullmenge. Damit ist der Satz bewiesen. d

Fir eine £,-Cauchyfolge (¢;) von Treppenfunktionen ¢; € 7 (u, E) ist auch ([ ¢; du)jen
eine Cauchyfolge in E, denn nach 46.3.3° und 46.3.5° ist

H/soj - /@kduH < [ os = eull = oy ~

und das bedeutet, dass ([ ¢; du) in E konvergiert (E ist als Banachraum vollsténdig). Diese
Beobachtung fuhrt zu folgendem Ansatz fir den Begriff des Integrals.
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(46.8) Definition: Eine Funktion f : X — FE heil3t integrierbar (genauer: p-integrierbar), wenn
es eine L£;-Cauchyfolge (¢;) von Treppenfunktionen gibt, die fast Gberall punktweise gegen f
konvergiert. Das Integral (von f Gber X in Bezug auf p) ist

/fdu = lim /gojdu.
j—00

AuRRerdem wird fir messbare Teilmengen Y C X das Integral von f Uber Y durch

/deuz/Xdeu

festgelegt.

Dabei steht die Notation xy f nicht nur fur Funktionen f, die auf ganz X vorgegeben sind,
sondern auch fir Funktionen f : Z — E auf Teilmengen Z ¢ X mitY C Z: xy f istinsofern zu
verstehen als die Funktion, die in Y die Werte einer vorgegebenen Funktion f annimmt und die
in X \ Y konstant gleich 0 ist.

Insbesondere erhalten wir flir den Spezialfall f = 1 fir messbare Teilmengen Y ¢ X endli-
chen MaRes u(Y) < oo die Identitat

/Ylduz/XYduzu(Y)-

Um aber einzusehen, dass dieser Ansatz (Definition 46.8) Gberhaupt wohldefiniert ist, gilt
es, das folgenden Lemma zu beweisen.

(46.9) Lemma: Es seien (¢;) und (v;) zwei £,-Cauchyfolgen aus 7 (u, E), die beide fast tiberall
gegen dieselbe Funktion f : X — E konvergieren. Dann gilt

lim [lo; — 5], =0,
j—o00

also auch
lim [ ¢jdp = lim /Q/de,MEE.
Jj—0o0

j—o0
Beweis: 2 Fiir die Folge (1j) der Differenzen 7; := ¢; — ¢;, j € N, die fast Uberall gegen 0
konvergiert, muss nur lim ||7;||; = 0 gezeigt werden, und dafiir genugt es, weil (7;) eine £;-
Cauchyfolge ist, die Bedingung lim ||7;, ||, = O fur eine geeignete Teilfolge nachzuweisen. Wir
wahlen eine Teilfolge (7;, ) mit den Eigenschaften von Satz 46.7. Sei ¢ > 0 vorgegeben. Sei
k € N grol3 genug, so dass fir alle m > k stets

Hij - Tjk”l <e.

Und es sei Z C X eine messbare Teilmenge, so dass (7;,) auf X \ Z gleichmafig gegen 0
konvergiert mit 4(Z) < &, wobei

C :=sup{||7j, ()] :z € X }

2nicht vorgetragen
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(C < oo, weil 75, nur endlich viele Werte annimmt). Da 7;, eine integrierbare Stufenfunktion ist,
gilt auRerdem p(A) < oo fir A := {z € X : 7;, (x) # 0 }. Es gilt schlieBlich

5l = [ Il dn < [l dit [ Gl dis [ du.
X z A\Z X\A

Die drei Summanden auf der rechten Seite dieser Ungleichung haben der Reihe nach die fol-
genden Abschatzungen:

L /Z ]l dpe < /Z (A /Z Il die < [y — 3l + 1(Z)C < 2¢.

2. /A il i < supflmg (@) 2 € X\ 2} (4) <

wenn m groRR genug ist, weil (7;,,) gleichmaRig gegen 0 auf X \ Z gegen 0 konvergiert.

5 [ Amlldn [l =l ik [l de< - il <<
X\A X\A X\A

Insgesamt ergibt sich ||7;,, ||, < 4e fur gentigend groRRe m € N, also ||7;,,[;, — 0, und das war
Zu zeigen. a

(46.10) Regeln:

1° Die integrierbaren Funktionen f : X — FE bilden einen Vektorraum, den wir mit £ (x)
oder £;(u, ) bezeichnen.

2° Das Integral als Abbildung

[iowr) ~E 1 [ fan,

ist eine lineare Abbildung.
3° Das Integral ist monoton: Im Falle E = R qgilt fur f,g € £1(u):

f<g — [fin< [gan.

4°  Fur disjunkte messbare Teilmengen Y, Z C X und integrierbare f : Y U Z — E (das
heil3t, die Fortsetzung yyyzf auf X, die auBerhalb von Y U Z Null gesetzt wird, ist integrierbar
im Sinne der Definition 46.8) gilt

/Yuzfdﬂz/yfdwr/zfdﬂ-

5° Wenn f integrierbar ist, so gilt das auch fur || f||, also fur die R-wertige Funktion z —

| f(z)]], und es ist
H/fduH S/Ilfll dp=: £y -

6° Die in 5° definierte Funktion || ||, : £1(u, E) — R ist eine Seminorm und das Integral
[ : L1(p, E) — Eist nach 5° stetig in Bezug auf diese Seminorm: || [ f du|| < || f1;.

Insofern ist das Integral in der Definition 46.8 eine stetige und lineare Fortsetzung auf einen
gréReren Raum von Funktionen als dem Raum der Treppenfunktionen analog zu den Erdrte-
rungen in Paragraf 27. Nach Definition von £ (u, E) ist 7 (u, E) dichtin £y (p, E).
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7° Fur f e Ly(p) qilt: ||f|l, =0 = f =0 fast tberall.
(Die Umkehrung ,.f = 0 fast Gberall = || f||; = 0" gilt direkt nach Definition.)

8° Eine Abanderung von f auf einer Nullmenge N C X andert weder die Integrierbarkeit
von f noch den Wert des Integrals [ f du.

9° Im Falle £ = R sind fur f,g € £1(n) das Maximum max{f, g} und das Minumum
min{ f, g} integrierbar.

10° Eine Funktion f : X — R”, f = (f!, f2,..., f), ist genau dann integrierbar, wenn das
fiir die Komponenten f7 richtig ist, und es gilt

/fdu: </f1du,...,/f”du> .
Beweisskizzen: 3

1° & 2°. Wenn f, g € L1(u, E) integrierbar sind mit £;-Cauchyfolgen (¢;), (1;) von Treppenfunk-
tionen ¢;,v¢; € T(u, E), die p; — fund ¢; — g fast Gberall erfillen, so ist fur A € K die Folge
(pj + \p;) ebenfalls eine £;-Cauchyfolge (weil || ||, Seminorm ist), die fast tiberall punktweise
gegen f + \g konvergiert. Also ist f + A\g integrierbar und es ist

Jr4agpau=tim [(o+ 3oy du=lim [ojdu+ntim [vydn= [ rdux [gan
j—o0 j—o0 j—o0

wegen der Linearitat von [ auf den Treppenfunktionen nach 46.3.3°.
3° folgt ebenso direkt aus der Monotonie des Integrals auf den Treppenfunktionen (46.3.4°).

4°. Auch diese Eigenschaft folgt sofort aus der entsprechenden Eigenschaft auf dem Niveau der
Treppenfunktionen, die wir allerdings noch nicht festgestellt haben. Fir eine Treppenfunktion ¢
ist xyuzp ebenso eine Treppenfunktion und es ist xyuz¢ = xy¢ + xzp. Daher

/ wduz/XYuzsodﬂz/XYsodu+/xzsodM=/ sodwr/sodu-
YuZz Y Z

5°. Sei (¢;) eine L£,-Cauchyfolge von Treppenfunktionen, die gegen f punktweise f.0. konver-
giert. Dann konvergiert die skalare £;-Cauchyfolge von Treppenfunktionen (||¢;||) f.0. gegen
| fIl. Also ist || f|| integrierbar mit [ || f|| du = lim [ ||| du. Aus 46.3.5° folgt die Behauptung 5°

| e = fim [ 3] =1 (] ] ) < ( [ ) = fust

6°. Es ubertragen sich die entsprechenden Seminorm-Eigenschaften von || ||, fiir Treppen-
funktionen (vgl. Satz 46.5) direkt unter Verwendung der Definition des Integrals fir allgemeine
integrierbare Funktionen.

7°. Nach 5° ist || f|| integrierbar und f.0. punktweiser Limes von Treppenfunktionen. Also gibt es
eine Folge (¢;) von Treppenfunktionen und eine Nullmenge Z, so dass lim; ¢;(x) = || f(z)|| fur
alle z € X \ Z. Nach Anderung auf der Nullmenge Z, wo || f| und alle ¢; Null gesetzt werden,
haben wir die folgende Situation: Alle v; := xx\z¥;,j € N, sind wieder Treppenfunktionen
und die Folge (v;) konvergiert Uberall punktweise gegen h := x x\ 7 || f||- h ist daher nach Satz
42.9.2° messbar als punktweiser Limes von Treppenfunktionen. Die Folge (¢;) kann im Gbrigen

3nur zum Teil vorgetragen
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(nach 46.7) so gewahlt werden, dass sie aul3erhalb einer Menge W C X vom MaB u(W) < 1
gleichmaliig konvergiert.

Als messbare Funktion mit Werten in [0, co] ist h nach Satz 42.9.3° punktweiser Limes einer
aufsteigenden Folge ~; von Stufenfunktionen. Diese sind auch Treppenfunktionen. Ansonsten
ware v; = ¢ > 0 auf einer Menge A C X vom Mal p(A) = oo. Und dann ware eine der
Treppenfunktionen 1, wegen der gleichmafligen Konvergenz auf3erhalb W grof3er als %c auf
AN\ W mit u(A\ W) = oo. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass die Stufenfunktion
integrierbar ist.

Esist v; < h, also v; < || f]| f.U. (ndmlich auBerhalb von 7). Ist nun | f||; = 0, so folgt
[vidp < [|If]l dp = ||f]l; = 0 aus 3°. Daher ist p({; > 0}) = 0 nach Definition des Integrals
far nichtnegative Treppenfunktionen und weiterhin x({h > 0}) = U, u({r; > 0}) = 0. SchlieBlich
ist {||f|l > 0} € {h > 0} U Z und das bedeutet || f(z)|| = 0 f.u. und damit auch f = 0 f.0., weil
|| || eine Norm auf E ist.

8°. Diese Aussage ergibt sich direkt aus der Definition der Integrierbarkeit fir eine Funktion f,
die ja eine approximierende L;-Cauchyfolge von Treppenfunktionen verlangt, welche nur f.0.
gegen die Funktion f konvergieren muss.

Bemerkung: Im vorangehenden Beweis zu 7° hatte man also einfacher gleich beginnen
kdnnen: Ohne Einschréankung der Allgemeinheit sei || f|| messbar.

9°. Diese Regel zeigt man wieder unter direkten Ruckgriff auf die approximierenden Treppen-
funktionen.

10° wird in den Ubungen behandelt, genauso wie das nachfolgende Beispiel. O

Fur das Zzahlmaf ¢ auf einer nichtleeren Menge X ist der Raum der integrierbaren Funktio-
nen f : X — E in einen Banachraum E gerade der Raum aller absolutsummierbaren Familien
(vz)zex von Vektoren v, € E. Dabei heif3t eine solche Familie genau dann absolut summier-
bar, wenn die endlichen Summen }___. [|v.|| eine obere Schranke haben. Fir summierbare
Familien (v,) gilt:

1. Esist v, = 0 abgesehen von einer abz&hlbaren Teilmenge Y C X.

2. (v;) hat als Summe einen Wert s = ) v, in folgendem Sinne: Fur alle £ > 0 gibt es
eine endliche Menge Z C X so dass fiur alle weiteren endlichen Menge H ¢ X, Z C H, die
Ungleichung [|s — =,y va|| < € zutrifft.

Diese Summe s = ) v, ist vollig klar im Falle, dass Y endlich ist. Wenn Y abzéahlbar
unendlich ist, kann man sich diese Summe auch vorstellen als den gemeinsamen Grenzwert
8= 3 0l Vy(n) = iMoo D10 vy fUr die Bijektionen i : N — Y Fir jede Abzéhlung von Y/
hat die unendliche Reihe den gleichen Wert s.

Der Raum der bezuglich des Zahimalfies integrierbaren Funktionen ist ein normierter Raum,
weil es zum Zahimal3 keine nichtleeren Nullmengen gibt, und es kann gezeigt werden, dass
dieser Raum, der mit ¢, (X, FE) bezeichnet wird, vollstandig ist (das folgt auch aus 46.14). Im
Falle X = Nund F = K mit K = R oder K = C nennt man ¢; = ¢;(N, K) auch den Banachraum
der absolut konvergenten Zahlenfolgen.

(46.11) Satz: Integrierbare Funktionen sind fast Uberall messbar, das heil3t, eine integrierbare
Funktion wird nach einer gegebenenfalls nétigen Anderung auf einer Nullmenge eine messbare
Funktion. Das bedeutet: Ist f : X — F integrierbar, so gibt es eine Nullmenge N C X, so dass
xx\nJ messbar ist.
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Ist das Mal ;. vollstandig, so ist jede u-integrierbare Funktion messbar.
Einen Beweis findet man z.B. in Amann-Escher.

Die fur die Definition des Integrals entscheidende Aussage des Satzes 46.7 Ubertragt sich
auf die integrierbaren Funktionen, wie das im folgenden Satz formuliert ist.

(46.12) Satz: (Normkonvergenzsatz) Es sei (f,,) eine £;-Cauchyfolge von integrierbaren Funk-
tionen f, € £1(u, E) (d.h. zu jedem ¢ > 0 existiert stets ny € N, so dass fur alle n,m > ng gilt:
| fn — fmll; < €). Dann gilt:

1° Es gibt eine Teilfolge von (f,), die f.U. gegen eine Funktion f : X — E konvergiert, und
die zu jedem e > 0 aul3erhalb einer Teilmenge Z = Z(¢) C X vom MaB u(Z) < e gleichmaRig
konvergiert.

2° Eine Grenzfunktion f nach 1° ist integrierbar und je zwei solche Grenzfunktionen sind
f.0. gleich.

3° Fur jede Grenzfunktion f nach 1° gilt lim, . || f» — f||; = 0 und daher auch

/f dp = nlLrglo / Jndp. [18.12.2007]

Beweis:* 1°. Nach 46.11 kann ohne Einschrankung der Allgemeinheit angenommen werden,
dass alle f,, messbar sind. Dann kann aber der Beweis zu 46.7 komplett Gbernommen werden,
um 1° zu zeigen: Es werden lediglich die Treppenfunktion ¢; aus dem Beweis zu 46.7 durch die
messbaren und integrierbaren Funktionen f,, ersetzt.

2° & 3°. Um zuné&chst zu zeigen, dass f integrierbar ist, gehen wir nach 1° von einer Teilfolge
(fn,) aus, die ohne Einschrankung der Allgemeinheit Gberall punktweise gegen f konvergiert
(sonst kann man sie auf einer Menge vom MalR 0 abandern) und zu der es zu jedem ¢ > 0
eine messbare Menge Z C X mit MalR u(Z) < e so gibt, dass gleichméafliige Konvergenz
auBRerhalb von Z vorliegt. Da f,,, fir jedes feste k € N integrierbar ist, gibt es nach Definition der
Integrierbarkeit von f,,, eine Treppenfunktion 7, und eine messbare Menge Z;, C X mit u(Zy) <
27%und || (z) — fu, (v)|| < 27 % furalle z € X\ Z. Die Treppenfunktion 7;, kann auRerdem noch
so gewdahlt werden, dass auch |7 — f,, ||, < 27% gilt, indem wir den nachfolgenden Hilfssatz
46.13 auf g = f,,, anwenden.

Die Folge (1) ist eine £;-Cauchyfolge wegen

e = 7illy < 7 — fnkH1 + [ fr — me1 + [ fry — 77”1 <2427l 4 | frs, — f’m”l )
denn (fy, )ren ist nach Voraussetzung eine £;-Cauchyfolge. Fir z € X \ Z, wobei
oo [e.e]
7 = ﬂ U Zm € A,
k=0m=k

gibtes k € N, sodass = ¢ Z,, fur alle m > k, also ist ||7,,(z) — fn,, (z)|| < 27™. Es folgt

1Tm (@) = f)| < 17m(2) = S (@) + [ (2) = f (@) <277 + [ frr (2) = ()],

und daher 7 (z) — f(x) (|| fn,.(z) — f(z)|| — 0, denn die Folge (f,,) konvergiert ja punktwei-
se gegen f). Ferner ist

[e.e]

wm2) < G Zp) <Y 27 =27
m=k =k

4in Erganzung zu der unvollstandigen Darstellung in der Vorlesung
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fur alle £ € N, also u(Z) = 0. Das bedeutet, dass 7 (x) gegen f(z) f.U. konvergiert. Daher ist f
integrierbar, und der erste Teil von 2° ist bewiesen.

Aus dem nachfolgenden Hilfsatz ergibt sich fir f = g sogar lim |7, — f|; = 0. Wegen
lim |7 — fo,ll, < 27" folgt lim || f,, — f|l;, = 0, und da nach Voraussetzung (f,) eine Li-
Cauchyfolge ist, folgt schlieBlich lim || f, — f||; = 0. Das ist die Aussage in 3°.

Es bleibt zu zeigen, dass die Grenzfunktion g einer weiteren Teilfolge von (f,) mit den in
1° beschriebenen Eigenschaften fast Gberall mit f Gbereinstimmt. Dazu ist festzustellen, dass
genauso wie zuvor gezeigt werden kann, dass lim || f,, — g||; = 0 gilt. Es folgt || f — g||; = 0 und
daher schlie3lich f = ¢ f.0. nach 46.10.7°. O

(46.13) Hilfssatz: Ist die integrierbare Funktion g : X — E f.0. der Limes einer £;-Cauchyfolge
(¢n) von Treppenfunktionen, so gilt lim, ||¢, —g|l; =0.

Bemerkung: Diese Aussage ist so selbstverstandlich, dass sie fast schon verwirrend er-
scheint. Sie ist leicht zu zeigen (siehe unten), sie ist aber in der Tat nicht Bestandteil der Defi-
nition des Integrals und der Integrierbarkeit. Denn die Integrierbarkeit von ¢ erfordert eine £;-
Cauchyfolge von Treppenfunktionen ,,, die f.0. punktweise gegen g konvergiert, und es ist dann
[ gdp = lim [ ¢, du. Damit ist viel tiber die punktweise Konvergenz von (¢, —g) gesagt und mit-
tels Satz 46.7 auch Uber die gleichmé&Rige Konvergenz von (||, — g||) aul3erhalb von Mengen
beliebig kleinen MafRes, aber noch nichts tiber die Konvergenz von |j¢,, — gll; = [ |l¢n — gl dp.

Beweis von 46.13: Unter diesen Voraussetzungen ist fir jedes n € N die Folge (||¢n — ¢kl ken
eine £;-Cauchyfolge von Treppenfunktionen, die f.U. gegen |, — g|| konvergiert. Also gilt fur
jedes feste n € N:

len =gl = / len = gll dp = kliggo/ lon —enll dp = lim fon — @il -
Wegen der Cauchybedingung fur (¢,,) ist aber

lim lim ||¢, — ¢kl =0,

n—oo k—oo

und daher auch lim, . ||¢n — gl/; = 0. O

Sei N(p) :={f € Li(w, E) : | fl, =0}

(46.14) Satz: Der Quotientenraum L1 (X, u, E) := L1(u, E)/N () mit der durch die Seminorm
| [l; induzierten Norm ||[f]|l; := || fll; , f € £1(u, E), ist ein Banachraum.

Das ist im Wesentlichen die Aussage des Normkonvergenzssatzes 46.12.

847 Konvergenzsatze

Die folgenden beiden Satze sind das Kernstiick der Integrationstheorie. Die ganze Mihe der all-
gemeinen Einfihrung der Integration in dem vorangehenden Paragrafen hat man sich gemacht,
um diese beiden Satze zu erzielen, die viele wichtige Anwendungen haben (z.B Parameterinte-
grale, wie sie noch in diesem Paragrafen behandelt werden).

Beweistechnisch basieren die beiden Satze direkt auf den Normkonverganzsatz 46.12.
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(47.1) Satz: (Satz von der monotonen Konvergenz, Satz von Lev i) (f,) sei eine monoton
wachsende Folge integrierbarer Funktionen f,, : X — R mit

sup{/fndu:nEN}<oo.

Dann konvergiert ( f,,) f.0. gegen eine integrierbare Funktion f : X — R und es gilt

/fdu—lim/fndu—sup/fndu.

(47.2) Satz: (Satz von der dominierten Konvergenz, Satz von Leb  esgue) (f,,) sei eine Folge
integrierbarer Funktionen f, : X — FE, die punktweise f.0. gegen eine Funktion f : X — F
konvergiere, und zu der es eine integrierbare skalare Funktion g : X — R gebe mit

[fn ()] < g(2)

fur alle z € X und alle n € N. Dann ist f integrierbar und es gilt

/fdu_nlggo/fndu.

In den Beweisen zu beiden Satzen muss lediglich gezeigt werden, dass die Folgen (f,)
unter den gegebenen Voraussetzungen £-Cauchyfolgen sind, um dann unmittelbar den Norm-
konvergenzsatz 46.12 anzuwenden. [21.12.2007]

Der fundamentale Satz von Lebesgue 47.2 heif3t auch der Satz von der majorisierten Kon-
vergenz.

Der Vergleich mit der Integrierbarkeit nach MIA / MIIA:

(47.3) Satz: Essei X =[a,b) CRund f: X — E.
1° st f stetig, so ist f lebesgueintegrierbar.
2° st f sprungstetig, so ist f ebenfalls lebesgueintegrierbar.

Dabei ist das Lebesgueintegral auf X C R wie zuvor durch Restriktion von R auf X definiert:
f ist definitionsgemalk genau dann lebesgueintegrierbar, wenn die durch 0 fortgesetzte Funkti-
on auf R lebesgueintegrierbar auf R ist. Analog fir beliebige (messbare) Teilmengen X C R".

Beweis: 1°. Natdrlich folgt 1° sofort unmittelber 2°. Wir wollen aber 1° direkt beweisen unter
Ausnutzung der Stetigkeit und mit Verwendung von Satz 47.2, dessen Wirkung in den Anwen-
dungen auf diese Weise gezeigt werden soll.

Wir betrachten die Zerlegungsfolge Z;, := {a 4+ j27%(b —a) : 0 < j < 27} des Intervalls X
und setzen

fult) == f (a+j2*’<(b—a)) , wenn t € [(j —1)27%(b - a), j27*(b - a)

Offensichtlich ist f; eine Treppenfunktion , also insbesondere integrierbar, und es gilt || fx(z)]| <
£l mit || £l = sup{||f(t)| : t € X} == M < oo wegen der Stetigkeit von f. Aufgrund der
gleichmaligen Stetigkeit der stetigen Funktion f konvergieren die f, gleichmalig gegen f,
insbesondere auch punktweise. Schlief3lich ist die konstante Funktion g(t) = M ,t € X, le-
besgueintegrierbar mit Integral [, gd\ = M (b — a), und wir haben | f,(x)|| < g(x). Nach Satz
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47.2 ist daher f als Grenzfunktion der f; lebesgueintegrierbar (mit fodA = lim [ frd\ =

limy. o0 27 k(b — a) Y5y fla+ j275(b — a))),
Der Beweis von 2° geht analog oder noch direkter, denn die sprungstetigen Funktionen sind ja
gerade die gleichméaRigen Limites von Treppenfunktionen,vgl. 27.15. O

Der Vergleich mit den integrierbaren Funktionen nach Riemann:

(47.4) Satz: Jede beschrankte, riemannintegrierbare Funktion f : [a,b] — R ist auch lebes-
gueintegrierbar.

Dazu muss nur an den Satz 28.10 appelliert werden, der besagt, dass f auf3erhalb einer
Nullmenge stetig ist.

(47.5) Satz: (Parameterintegral) Sei
f: X xQ—FE

eine Abbildung mit Werten in einem Banachraum E, wobei (X, A, 1) ein MaRraum und 2 ein
metrischer Raum ist, und es sei fur alle Parameterwerte ¢t € Q die Funktion x — f(x,t) inte-
grierbar. Setze

g(t) :—/f(x,t)d,u,,te Q.

Ist dann fur alle z € X die Funktion ¢ — f(x,t) stetig, und gibt es eine integrierbare Funktion
h: X — R mit
|f(x,t)]| < h(x), V(z,t) e X x Q,

soist g : Q — F stetig.

Beweis: Fir eine konvergente Folge (t,) mit t, — to in Qist f,(x) := f(x,t,) integrierbar
und konvergiert punktweise gegen f(z,to). Ferner ist || f,(z)|| < h(z). Also gilt [ f(z,t) dp =
lim [ f, dp und das ist gerade g(to) = lim g(¢,,). O

(47.6) Satz: (Parameterintegral) Sei
[ X xQ—F

eine Abbildung mit Werten in einem Banachraum E, wobei (X, A, 1) ein MaRraum und 2 C R
ein Intervall ist, und es sei fur alle Parameterwerte ¢ € Q die Funktion = — f(z,t) integrierbar.
Setze

g(t) ::/f(:v,t)d,u,teQ.

Ist dann fur alle x € X die Funktion ¢ — f(x,t) stetig differenzierbar mit Ableitung f'(z,t), und
gibt es eine integrierbare Funktion i : X — R mit

|/ (z,t)|| < h(z), V(z,t) € X xQ,
soist g : Q — FE stetig differenzierbar mit
90 = [ 1/t dufa).

(47.7) Satz:
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Bemerkung: Diverse Varianten mit ,f-0.".
(47.8) Satz:

(47.9) Folgerung: f : Ja,b[ — R sei lebesgueintegrierbar auf jedem kompakten Teilintervall
I C ]a,b]. Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent:

1° fintegrierbar.
2° | f| integrierbar.
3° lim, oo [ | f| dX existiert fur Folgen a, \, a, b, /b.

848 ProduktmaR

Wir kennen das Produkt von Messrdumen (X, A), (Y, B):
Die unterliegende Menge ist das kartesische Produkt X x Y

Die Produktalgebra ist die ,Tensoralgebra“ A4 ® B, das ist die von den Produkten A x B
(,Rechtecken") erzeugte o-Algebra A® B=0({Ax B: A€ A, B € B}).

Seien jetzt i ein MaR auf (X, .A) und v ein MaB auf (Y, B) vorgegeben. Gesucht ist ein kano-
nisch gegebenes MaR} ;. ® v auf dem Produkt (X x Y, A® B), welches in gewisser Weise iterativ
gegeben ist. Ein solches Mal existiert eindeutig im Falle, dass man von o-endlichen MalRen
ausgeht (vgl. 48.9).

Wichtigste Anwendung im Rahmen der Vorlesung: Das LebesguemaR X\, auf R2 = R x R
ist als Produktmalfd A; ® A\; darstellbar, und allgemeiner A\, 1, = A @A, SOWIE Ay = A1 Q... R A1.

(48.1) Satz von Fubini: Zu zwei o-endlichen MaRRrdumen gilt fir das Produktmal® y @ v: Fur
feliXxY,uev FE)ist

/Xxyfd/@dy_/y(/Xf(%y)du(x)) dV(y)—/X </Yf(9€7y)du(y)) dp(z) .

Dazu benétigt man die Eigenschaften
— X = FE, z— f(z,y) ist u-integrierbar f.0. in Y
—-Y = E, y— [y f(z,y)du(z), ist v-integrierbar,
und dasselbe mit den Rollen von X und Y vertauscht.

(48.2) Beobachtung:

(48.3) Definition: (monotone Klasse)

(48.4) Lemma:

(48.5) Definition: (Numerische Integrale, Ausdehnung des Integralbegriffs)
(48.6) Lemma:

(48.7) Konvention:
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(48.8) Satz:

(48.9) Cavalieriprinzip: Auf X x Y gibt es genau ein Produktmall p®@ v : A ® B — [0, oo] mit
1° p®v(Ax B)=u(Av(B), A€ A, BB,
2 forallM € A® B:

worn) = [ ([ tenam) ae = [ ([ duo) ww).

(48.10) Folgerung: Sei f : X — [0, c0] messbar. Dann ist die Menge M/ := {(z,t) € X x[0, oo :
t < f(z)} messbarin X x [0, co[ mit

u®)\(Mf):/deu.

849 Transformationssatz — Das euklidische Lebesgueintegr al

Wir haben jetzt alle abstrakten Resultate der Mal3- und Integrationstheorie beisammen, um die
euklidische Integrationstheorie zu formulieren und anzuwenden: A = \,, sei wie zuvor das Le-
besguemal’ auf R".

(49.1) Zusammenfassung: Drei Wege zum euklidischen Lebesgueintegral.

(49.2) Satz: (Invarianz)

(49.3) Beispiel:

(49.4) Transformationsformel: Es seien 2, c R” offene Teilmengen des R™ und es sei
® : Q — ¥ ein C'-Diffeomorphismus. Dann gilt fir f : ¥ — E:

fistintegrierbar <= f o ® |det D®| ist integrierbar

jeweils beziglich A, und es gilt

/ﬂ@w@a/wﬂwmwﬂmw@.
¥ Q

(49.5) Folgerung: (Maftransformation)

(49.6) Fouriertransformation:
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Kapitel XIV. Integration auf Mannigfaltigkeiten — Integralsatze

Die beiden Themen des Kapitels

— Integration auf (Unter-) Mannigfaltigkeiten

— Integralsatze
sind eng miteinander verwoben, und so sollen sie im Folgenden auch dargestellt werden. Wir
beginnen mit den Integralsatz von Green (in der Ebene) im Paragrafen 50, verallgemeinern
diesen Satz zum Satz von Stokes auf Flachen, und fiihren dabei im Paragraphen 51 die Inte-
gration auf Flachen im R? und allgemeiner auf k-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten des R™
ein. SchlieB3lich formulieren wir in § 52 den Satz von Gaul, der es erlaubt, das Integral Uber
eine offene, beschrankte Menge 2 C R™ unter guten Voraussetzungen an den Rand von 2 auf
ein entsprechendes Integral Uber den Rand (als (n — 1)-dimensionale) Untermannigfaltigkeit
zurlickzufiihren.

Damit sind die klassischen Integralsatze (der Vektoranalysis) erst einmal eingefuhrt und
bewiesen. Fir die weitere Behandlung aller Integralsétze, die letztlich die Form

/dw:/w
Q BlY)

haben (auch der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung), muss der Kalkil der Diffe-
rentialformen eingefihrt werden. Mit Hilfe dieses Werkzeugs wird dann der allgemeine Satz von
Stokes formuliert und bewiesen.

850 Integralsatz von Green

In der Literatur heil3t der Satz auch ,Satz von Gaul in der Ebene”. Bewiesen wurde er zum
ersten Mal von B. Riemann, bekannt geworden ist er vor allem aufgrund einer Arbeit aus dem
Jahre 1828 von George Green, einem Millermeister aus Nottingham.

(50.1) Satz: (Satz von Green fiir Rechtecke) Auf R = [a,b] x [c,d] sei ein C!-Vektorfeld F =
(P,Q) : R — R? gegeben (d.h. F ist die Restriktion eines C!-Vektorfeldes auf einer offenen
Umgebung von R). Dann gilt:

/ (F,dz) = deJery:/(QxPy) s .
OR

OR R
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Dabei ist mit 9R unter dem Integralzeichen der orientierte Rand als Weg gemeint. Genauer:
Die vier Kurvenstiicke

a(t) = (t,¢), a<t<b,
B(t) = (b,t), c<t<d,
y({t) =(a+b—t,d), a<t<b,
(t) =(a,e+d—t), c<t<d,

werden zusammengesetzt (addiert) und liefern die (richtig orientierte) stiickweise C'-Parametri-
sierung des Randes dR. Der Beweis des Satzes ergibt sich direkt durch mehrfache Anwendung
des Hauptsatzes.

(50.2) Hilfssatz: Es seien g,h : [a,b] — R stetige und rektifizierbare Funktionen (also stetige
Funktionen von beschrankter Variation, vgl. Definition 25.5) mit g < h. Sei

Bi={(v.y) € [a,b] x R: g(x) <y < h(a)}.

(Ein solcher Bereich wird Normalbereich in Bezug auf die z-Achse genannt, vgl. Abb. 50.1.) Ist
P : B — R partiell differenzierbar nach y und P, integrierbar, so gilt

_/pr(x,y)dAz(%y):/aBsz.

Abb. 50.1: B ist Normalbereich in Bezug auf die z-Achse.

Als Beispiele von stetigen Funktionen mit beschrankter Variation sind in erster Linie die
stickweise stetig differenzierbaren Funktionen zu nennen.

Wir wollen das zu (50.2) analoge Resultat faB Qdy = fB Q@ d)o fir Normalbereiche B be-
zuglich der y-Achse anwenden, um ein allgemeines Resultat flr Bereiche zu erzielen, die Nor-
malbereiche bezlglich der z-Achse und der y-Achse zugleich sind.

Beispielsweise ist jede Kreisscheibe B ¢ R? Normalbereich in Bezug auf die z-Achse und in
Bezug auf die y-Achse, und das gilt ebenso fur konvexe Bereiche mit geniigend glattem Rand.
Fur das gezeichnete Beispiel B oben gilt das nicht. B ist nicht Normalbereich in Bezug auf die
y-Achse. Aber dieses Beispiel kann in 2 Bereiche zerlegt werden, die beide Normalbereiche
in Bezug auf die z-Achse und in Bezug auf die y-Achse sind (vgl. Abb. 50.2). Fir B; und B,
erhalt man dann jeweils das gewiinschte Resultat (Satz 50.3), welches daher auch fur B gilt.
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(Die Integrale Uber den doppelt durchlaufenen Weg léschen sich aus.)

Abb. 50.2: B ist zerlegt in By, B, die beide Normalbereiche in Bezug auf die z-Achse und auf die
y-Achse sind. Und es gilt:

/(Pdm+Qdy):/ (de+Qdy)+/ (Pdx+ Qdy),
0B 0B,

6B2
wenn die Rander jeweils positiv orientiert durchlaufen werden.

(50.3) Satz: (Integralsatz von Green) Sei Q C R? offen und B = Q ein Normalbereich beziig-
lich der z-Achse und der y-Achse. Sei F = (P, Q) : B — R? ein C!-Vektorfeld. Dann

/ (F,dz) = de+Qdy:/(Qx—Py)d/\2.
o0 o0 Q

Dabei ist OS2 positiv zu durchlaufen.
Dieselbe Formel gilt fir ein €2, das sich aus endlich vielen Normalbereichen zusammensetzt.
Dieselbe Formel gilt weiterhin fiir eine beschrénkte, offene Teilmenge 2 c R?, wenn der
Rand 0%2 von () eine stlickweise stetig differenzierbare und stiickweise regulare Parametrisie-
rung besitzt.

Im letzten Fall lasst sich der Rand durch endlich viele Graphen von C!-Funktionen beschrei-
ben. Man kann §2 daher in endlich viele Normalbereiche in Bezug auf die x-Achse und zugleich
auf die y-Achse zerlegen, mit jeweils differenzierbaren Begrenzungsfunktionen (vgl. Abb. 50.2),
die sich nur in den Randern schneiden, und die Aussage folgt aus dem Satz flr Normalbereiche.

(50.4) Anwendungen:

1° F = (P,Q) sei Potentialfeld auf einer offenen Menge %, d.h. P = U, , Q = U,, fur ein
Potential U : ¥ — R. Dann ist Q, — P, = 0, jedenfalls immer dann, wenn U zweimal stetig
differenzierbar ist. Fiir Q mit gutem Rand wie in 50.3 und 2 C ¥ gilt daher nach Satz 50.3:

/BQ(F,dx)—O,

das heil3t, das Wegintegral Uber die geschlossene Kurve 9N ist immer Null. Das wussten wir
schon aus der Diskussion in MIIA, vgl. Paragraf 30, insbesondere Satz 30.12, denn ein Po-
tentialfeld ist immer konservativ, was sich direkt ergibt, ohne den Umweg Uber den Satz von
Green.

2° Es sei B = Q) Normalbereich, oder der Satz von Green gelte fur 2 aus anderen Griinden,
z.B. weil der Rand von () stlickweise stetig differenzierbar und regulér ist. Dann ist der Inhalt
A2(€) durch das folgende Integral ausdruckbar:

A(Q) = ;/89 (xdy —ydz) .
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Wichtige Anwendungen des Satzes von Green finden sich in der Funktionentheorie:

Eine Funktion f : Q — C auf einer offenen Teilmenge Q2 C C heil3t holomorph, wenn sie in
allen Punkten z € () stetig komplex differenzierbar ist, wenn also

o fE+ ) = 1(2)

h—0 h = f,(Z)
existiert und die Funktion z — f/(z) stetig ist.
Es gilt dann
h) —
im TEENEIE g e,
Yy /
i TR < i = o)

Fur holomorphe Funktionen gilt also: Sie sind stetig (reell) partiell differenzierbar mit f,+if, = 0.

Wenn wir f = u 4+ iv schreiben mit u,v : Q2 — C, dann erfillen Real- und Imaginarteil u, v
von f also im Falle der Holomorphie die so genannten Cauchy-Riemannschen Differentialglei-
chungen (CR-DGIn):

Uy = Vy, Uy = —Vg .
(50.5) Satz: f = u + iv sei stetig partiell differenzierbar als reelle Abbildung f : Q — R? = C.
Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent:

1° fist holomorph.

2° u,v erfullen die CR-DGIn.

3° Die Jacobi-Matrix

Df(z) = (“ “y>

Vg Uy

wirkt als komplexe Multiplikation.

Zur Erinnerung: Das komplexe Kurvenintegral fur eine stlickweise stetig differenzierbare
Kurve ~ : [a,b] — C und eine stetige Abbildung f : Q@ — C mit y([a, b]) C Q2 ist

IRy O dr
Mit v = a + i3 also
[rerae= | (a0t~ v @i0) e+ [ (@0 +u6)50) a

und das ist die folgende Kombination von zwei reellen Kurvenintegralen

Lf(z)dz: (Ludxvdy) +¢</7vdx+udy> .

(50.6) Integralsatz von Cauchy: Essei f : Q@ — C holomorph auf der offenen Teilmenge 2 C C.
ZuaeQseir>0mitB={z€C:la—z <r}c Q. Danngilt

f(z)dz=0.
oB
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Dabei ist das Integral zu verstehen als das Integral Uber eine positive orientierte Kurve ~
des Randes 0B. Hier z.B. die Kurve y(t) = a + rexpit, t € [0, 2], also
2w ) )
fla+retyiredt =0.
0

B ist Normalbereich.

Natirlich verschwindet das komplexe Kurvenintegral fiir viele weitere geschlossene Kurven.
In der Tat fur alle geschlossene rektifizierbare Kurven, die sich innerhalb © zu einem konstanten
Weg stetig deformieren lassen (Homotopie).

(50.7) Integralformel von Cauchy: Es sei jetzt f : Q —C stetig partiell (reell) differenzierbar,
und es seien a, r, B,~ wie in 50.6. Dann gilt fir alle z € B

f(z) = - /mdc—ILMdA2<x,y>-

T 2 (—=z s T4y —z

Dabeiist 0f := %(fx +if,), also df = 0 fur holomorphe f. Im holomorphen Fall gilt also

1) = g [ £22 e

851 Integration auf Flachen

Im Folgenden sei Q C R? offen (der ,Parameterbereich®) und ¢ : Q — R? eine injektive
stetig differenzierbare Immersion, die topologisch auf das Bild S := ¥(Q) sei, fur die also die
Umkehrung ¢ = ¢! : § — (@ stetig ist. Insbesondere ist S eine zweidimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von R?, also eine Flache im R?, und ¢ ist eine (globale) Karte. S oder v heif3t
auch Flachenstiick und v wird ,Parametrisierung* oder in diesem Fall auch C!-Einbettung ge-
nannt. Jede zweidimensionale Untermannigfaltigkeit M ist aus solchen Flachenstiicken wie S
zusammengesetzt: Es gibt eine offene Uberdeckung (.S;);c; von M, und dazu topologische C!-
Immersionen v; : Q; — S; (die Karten ¢; = z/zi‘l bilden also eine Atlas). Analog fir abstrakte
(also nicht in R” eingebettete) Flachen wie z.B. S! x S'.

Wie wird die Integration von @ auf S (ibertragen? (Die Restriktion von R? auf S gibt keinen
Sinn, die Integration ergibt stets Null, weil S in R? eine Nullmenge ist.)

Messbarkeit lasst sich leicht Ubertragen: Eine Teilmenge A C S wird einfach messbar ge-
nannt, wenn 11 (A4) C Q lebesguemessbar ist.

Damit ist auf S eine o-Algebra Lg definiert, weil « bijektiv ist. Und Lg enthélt die Borelalge-
bra B(S), weil ¢ topologisch ist. Zu einer Integrationstheorie auf S fehlt jetzt ein MaR, die den
Messraum (S, Ls) zu einem MaRraum macht. Es gilt also, einen verallgemeinerten Flachenin-
halt

)\S(A) € [07 OO]

fur messbare Teilmengen A C S zu finden.

Einige heuristische Uberlegungen zur geometrischen Bedeutung des Vektors 11 x 15 und
seiner euklidischen Lange [|11 x 12| im R3 als Flacheninhalt des von den beiden Vektoren
Y, 5 = 1,2, aufgespannten Parallelogramms flihren zu der Feststellung, das die Bilder von
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kleinen Rechtecken R C @ mit den Seitenlangen » und s, R = g + [0, 7] x [0, s], also Voly(R) =
|re1 x seo|| = rs angendhert den Wert ||r1(q) x si2(q)|| = rs||v1(q) x ¥2(q)|| als den neuen
Flacheninhalt erhalten sollten. Dabei ist wie zuvor v;(q) := 9;%(q) , i = 1,2, die durch die Para-
metrisierung 1) gegebene Basis des Tangentialraums von S im Punkte ¢ (q).

Im Grenzibergang fuhrt das zu dem Ansatz

As(A) = /Q a0 %(@) 1 x $a(@)]| drala)-

Wir erinnern an |4, x 42||*> = det(g;;), wobei (g;;) der MaRtensor mit den Komponenten

9ij(q) = (¥i(q),¥;(q)) ist.

(51.1) Satz — Definition: Durch
As(4) = [ a0 6(a)ydetlgis(a) drala)
Q

wird ein MaR auf Lg definiert, das unabhéngig von der Parametrisierung  ist. [22.1.08]

Es gilt also fiir eine weitere topologische, stetig differenzierbare Immersion ¢y : Q — S zu
zeigen, dass

/ xa ©¥(q)y/det(gii(q)) dA2(q) = /
Q

Q

X4 0 9(@)/det(7;;(2) dX2(q)
zutrifft. Diese ldentitét folgt aus dem Transformationssatz, denn fiir den C!-Diffeomorphismus
® .=y lor:Q — Q liefert die Kettenregel

det(7,;;(7)) = det(gr(®(q)) (det DP(q))* .

(51.2) Folgerung: Die Integration von Funktionen f : S — E erfolgt Gber die Formel
/fd/\s = /fd)\s :/ foz/; det(gij)d)\g.
S Q

Das Integral ist das Oberflachenintegral.

(51.3) Beispiel: Oberflache der 2-Sphéare S% vom Radius R durch Bestimmung der Oberflache
der Halbsphére S mit der Parametrisierung ¢ : Q — S, (z,y) — (z,y,\/R? — 22 — y?), wobei
Q={(z,y) : 2* +y*> < R?}):

1’2

° S DI —
B /R2_x2_y2) - +RQ—x2—y2’

0,

xT
gi11 = <(1707_\/m)7(17

_ _ r _ Yy -
gi12 = <(1707 /7}22—552—3/2)7(0’1’ /7R2—J:2—y2)> - R2—$2—y2’
2
Y
922:1+—R2—z2—y2'
R2

det(gij) = (R2 —2? - 92)_2 ((R2 - y2)(R2 - xQ) - x2y2) = m .
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Daher folgt

Az () / i dad / zﬂ / B
2 = g - ,
o {224y2<R?} \/ R? — 22 — y? Y o Jo VR?—12 4

und schliefRlich

R r r=R 2
Mgz (S) = 27TR/ = sz( VERE =2 |"= ) = 2rR?.
0

R2—T2

Deshalb ist )\S%(S%) = 47 R? die Oberflache der 2-Sphare vom Radius R.

(51.4) Bemerkung: Auf dieselbe Weise wie 51.1 / 51.2 lUbertragen sich Mal3 und Integral auf
Untermannigfaltigkeiten beliebiger Dimension: Wenn nur ¢ : Q — R" eine topologische C!-
Immersion ist auf einer offenen Menge Q C R* | k < n, M = +(Q) (solch eine Abbildung
wird auch eine C!-Einbettung genannt), so hat man ja den MaRtensor

9ij(q) = (0ib(q),05¢(q)) , 1 <i,j <k,

auf der Mannigfaltigkeit M, und dieselben Formeln wie in 51.1 und 51.2 liefern Mal3 und Inte-
gration, unabhangig von der Parametrisierung:

Ar(A) = /Q xa © $(q)y/det(gi;) di(a)

fur messbare A ¢ M, und

/MfdAM:/fdAM:/Qfoqp,/det(gij)dxk,

fur Funktionen f : S — E.
(51.5) Bemerkung: Es gilt fur ¢ = (¢, %%, ¢3) : Q — S C R3:
a(wl,uﬂ))? <a<w2,w3>>2 <a<¢3,w1>)2
det(gij) = | o152 ) + (| =252 ) + | =252 )
(95) ( a(q", ¢?) (4", ¢?) a(q", ¢?)
dabei ist 2¥2%") die Determinante der Jacobimatrix zu (Y1, 9?) : Q — R2, also det D(¥!,9?),

a(qt,q?)
etc.

Mit diesem Ausdruck erweist sich die Formel in 51.1 flr den Inhalt

wl wQ <8<w2,w3>>2 <a<w3,w1>>2
+ ——= | + | =] dX
/ \/ ¢, ¢*) a(q*, %) ?
als eine direkte Verallgemeinerung der Kurvenlange

b b
- / 141 dt = / VEO) + (G200)2 + (7(1)) dt.

Das gilt auch analog fir das Integral.

In Analogie zum Wegintegral fv (F,dx) im Eindimensionalen wird auch Uber Flachen ein
Integral von Vektorfeldern Gber die Flache S eingefuhrt. Im Spezialfall, kommt das bereits im
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Integralsatz von Green vor.

(51.6) Definition: Ist F = (P,Q, R) : S — R? ein stetiges Vektorfeld, so setze

- o0, v)
/SdeAdz .—/QPowq)a(ql,qz) (q) dalg)
_ o(*, 1)
JLadnds= [ @ova Gt @an.
o (Y, v?)
/SRde‘/\dy -—/QRO%ZJ(Q)(W(Q)d)\z(Q)-

Dann wird die Summe dieser drei Integrale (falls die rechten Seiten alle drei im lebesgueschen
Sinne existieren) mit

/de/\dz+deAd:c+Rdx/\dy
S

bezeichnet und das Oberflachenintegral von F' Gber S genannt.

Man kann das Integral auch in der Form [ (F, do) schreiben und erhalt damit eine formale
Analogie zu den bekannten Wegintegralen f7 (F,dz).

Damit das Sinn gibt, muss nach die Unabhangigkeit von der Parametrisierung ) gezeigt
werden. Sie gilt nicht total sondern nur bis auf Vorzeichen, welches davon abhangt, ob der
Parameterwechsel orientierungstreu ist oder nicht. Trotzdem erlaubt man sich, das Integral in
Abhéangigkeit von S zu schreiben, im Kontext wird jeweils klar, wie mit dem Vorzeichen umzu-
gehen ist. Oft genug beschrankt man sich auf orientierungstreue Koordinatenwechsel.

(51.7) Satz: Die Definition 51.6 ist unabhangig gegentber Parameterwechsel bis auf Vorzei-
chen, das durch die Orientierung des Parameterwechsels bestimmt wird. Das Vorzeichen ist
.+, wenn die Determinante von F = )~! o ¢ positiv ist, und ,—* wenn sie negativ ist. [25.1.08]

Es ist sinnvoll, den Parameterbereich Q als zusammenhéngend vorauszusetzen, weil dann
nur zwei Werte insgesamt fur das Integral mdoglich sind.

Andere Schreibweise:
(51.8) Satz: Es gilt
/ Pdyndz+QdzNdx+ Rdx ANdy = / (F o1(q), Y1 x a(q)) dra(q) -
S Q

Ruckfihrung auf das bereits vorher eingefiihrte Oberflachenintegral Giber den Normalenein-

heitsvektor
V(q) — wl(Q) X ’(/}Q(q) .
[11(q) x P2(q) |l

(51.9) Folgerung: Es qilt
/de/\derde/\deerx/\dy:/ (F,v) d\g .
S s
Die Normalenrichtung in einem Punkte p € S der Flache S, also der eindimensionale Raum

N,S ist durch v(q) , ¥(q) = p, gegeben: N,S = Ruv(q). Es gibt genau 2 Normaleneinheitsvek-
toren +v(q) im Punkte p an die Flache S, und je nach Orientierung der Parametrisierung v
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wird durch v(g) ein vorgegebener Normalenvektor gegeben oder durch —v/(q): Fur eine weitere

(topologische immersive C!-) Parametrisierung ¢ : Q@ — S mit p = 1(q) gilt v(¢q) = ¥(q), wenn
det D(¢p~! 0 4b)(q) > 0 und es gilt gilt v(q) = —7(g), wenn det D(x»~! 0 )(g) < 0.

Die Vorzeichenmehrdeutigkeit der Normalen ist also dieselbe wie die des neuen Integrals,
wie sich aus der Formel in 51.9 ablesen lasst.

(51.10) Satz: (Der Stokessche Integralsatz fiir Flachen)  Die Einbettung v : Q — S C R3
sei zweimal stetig differenzierbar. Es sei B ¢ @ c R? ein kompakter Bereich, dessen Rand
eine stickweise stetig differenzierbare und regulare Parametrisierung hat. Sei ) := w(é) C
S und sei v eine stiickweise regulare C'-Parametrisierung des Randes 9 mit der richtigen
Orientierung. Sei F = (P,Q, R) : S — R? ein stetiges Vektorfeld, welches die Restriktion eines
stetig differenzierbaren Vektorfeldes auf einer offenen Umgebung von S ist. Dann gilt

OR 0Q OP OR 0Q OP
— — — | dynd — — — ) dzAd — —— | dz ANdy =
/Q(ay 82) yn Z+<8z Ox) #h er(éh: Gy) vhay

/Pda:—i—Qdy—i—Rdz.
.

Man erkennt den Satz von Green 50.3, wenn man alles als von z unabhangig ansieht. Das
heilRt konkret: ¢ (x,y) = (z,y,0) und S = @ x {0} ist die durch Q gegebene ebene Flache.
Umgekehrt kann man sich vorstellen, dass der Satz 51.10 aus dreifacher Anwendung des Inte-
gralsatzes von Green 50.3 besteht.

Beweis. Seia := ¢ ~! o~ die entsprechende Parametrisierung von 0B, also v = 1 o . Wir konzentrieren
uns auf den Term fV Pdx und setzen u := P o). Dann ist

b b b
[pas= [ Po@)i@ = [ Pow)Gwteatd = [ ua@)sa0d = [ widdvudd?.

[e%

Wir wenden auf [ (uy1)dgq' + (ut3) dg® den Integralsatz von Green 50.3 an und erhalten

/ Pz = / (ul) dg" + (up}) dg? = /B (91 (i) — Bu(usl)) s

Um das gewiinschte Ergebnis zu erzielen, muss noch der Integrand im letzten Integral geeignet um-
formuliert werden: Es ist 8, (uihd) = 0y(P o 1) 4s + P oy = STo_ (8 P)Yh oy + P o ¢ &9 und
Do (urhl) = Z‘z:l(é)k Pkl 4+ P o4 Oytpt. Weil 4 als zweimal stetig differenzierbar vorausgesetzt wird,
ist 91p] = 91103. Der Integrand hat also die Form:

3
> 0k P)(WF v — 05 ¥).

k=1
it Ok P)(WF 03 — v§ o) = 01 P} vh — 3 01) + 2P (U ¢ — w3 o}) + s P} vg — ¢ ¢), also ist

der Integrand
P AW Y3 | 0P oW, v
dy 9(¢,q?) 0z A(g',q?)
Damit ist nach Definition 51.6 die Identitat

/de:/—a—PdmAdy+/aidzAdx
~ dy 0z

gezeigt. Analog verfahrt man mit f7 Q@ dy und fw R dy, um das Ergebnis schlieBlich durch Aufsummieren
zu erhalten. O
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(51.11) Definition: Rotation.  Fur ein Vektorfeld F' wie im Satz 51.10 setzt man
<8R 0Q 0P OR 0Q 8P>
rotF=———,———,——— .

Man erhalt die folgende Formulierung des Satzes 51.10:

(51.12) Integralsatz:

/Q(l"OtF,W d)\SZ/ (F,dx) .

oN

852 Der Integralsatz von Gaul3

(52.1) Satz: (Integralsatz von Gauf? fir Rechtecke)  Sei R = [, [ai, b;] ein kompakter Qua-
der und es sei F : Q — R" ein C!-Vektorfeld. Dann gilt

/dideAn:/ (F,N) d)g,
R

OR

wobei N die duRere Normale auf OR ist und div F := 9, F* die Divergenz.

(52.2) Definition: Es sei B C R™ kompakt mit a € B.

1° « heildt regularer Randpunkt, wenn es eine offene Umgebung V' € R"™ von a und eine
C!-Funktion u : V — R gibt mit Vu(x) # 0 fur alle z € V, so dass

BNV ={zx eV :u(x) <0}.

Es gilt dann 9B NV = u~1(0), und diese Menge ist (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des R".

Ansonsten heil3t a singular.

2° 0B :={a € 0B :aregular}, ;B := 0B\ 0,B. 0,B ist n — 1-dimensionale Untermannig-
faltigkeit, also eine Hyperflache.

3° B ist C*-Polyeder, wenn 9;B eine (n — 1)-Nullmenge ist. N ist eine (n — 1)-Nullmenge
(vgl. Hausdorffmalf3), wenn

inf{> rp " 3o € R": N C | (be + [0,7:]")} = 0.
k=1 k=0

Zum Beispiel sei N in der Hyperebene R"~! x {0} = M enthalten. Dann ist N genau dann
(n —1)-Nullmenge, wenn N als Teilmenge der (n — 1)-Untermannigfaltigkeit A/ eine Nullmenge
ist (dh. alle Bilder von N unter allen Karten sind Nullmengen in R”~!). Analog fiir beliebige
Hyperflachen M C R™.

4° Das aullere Normalenfeld N : 9,B — R" ist folgendermafen festgelegt: N(a) ist der
eindeutig bestimmte Normalenvektor zu a € 0, B, zu dem es ¢ > 0 gibt, so dass fur alle ¢t € 0, €]
stets

a+tN(a) ¢ B,
a—tN(a) € B,
To(0,B) L Nf(a)
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Es ist Vu(a)
N = Fu@

wenn immer v die in 1° genannten Eigenschaften hat.

(52.3) Integralsatz von GauR: B c R" sei C!'-Polyeder mit messbaren Rand. Dann gilt fur
C!-Vektorfelder F : B — R™:

/dide/\n:/ (F,N) d\s , (S =0,B).
B orB

(52.4) Interpretation: Es sei F : B — R? das Geschwindigkeitsfeld einer inkompressiblen,
stromenden Flussigkeit. Die mittlere Ergiebigkeit innerhalb eines Quaders R C B (die Summe
dessen, was hinein fliel3t und was heraus flief3t in Relation zum Volumen) ist

1
Vols(R) /aR (F,N) d\g .

Im Falle, dass man R gegen einen Punkt konvergieren lasst, ergibt sich bereits aus (52.1) (und
auch aus dem Satz von Gaul3) der Wert

1
(F,N) d\g = lim ——— / div F dAs = div F(p) .
B

1
Hm ——
Rep Voly (R) /8 " Rep Vols(R)

Die GroRe div F'(p) wird daher auch die Quelldichte von F' in p genannt. [29.1.08]

(52.5) Beispiele: B C R" sie ein C'-Polyeder mit messbaren Rand.
1° F(x) =z, z € B. Dannist div F' = n konstant und (52.3) liefert

1
Vol,,(B) = / (F,N) d)\g .
n Jo.B
2° FiUra € R" sei
r—a
F(z)=i——5, 2 €R"\ {a}.
|z — all

Dann ist im Falle a € B
/ <F,N> d g = wp,
0.8

wobei w,, die Oberflache der Einheitssphare S™ ! ist.
Ansatz: B, := B\ {z € R" : || — a|| < e¢}: Wegen div F = 0 ist

0:/ (F,N) d/\g—/ (F,N) d\s.
orB OB(a,e)

Und faB(a,s) <F> N> dAg = faB(a,s) z—:”%l dAs = wp,.
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