HILFSMATERIAL - ANALYSIS III

Die wichtigsten Sitze auf einen Blick

Definitionen, Satze und Rechenwerkzeuge kompakt zum Nachschlagen und Wiederholen — von
Fixpunkten iiber Mafy und Integral bis zu den Integralsitzen. Alle Aussagen ohne Beweis; die genauen
Voraussetzungen stehen im Skript der Vorlesung.

1 Fixpunkte, implizite Funktionen, Untermannigfaltigkeiten

Kontraktion Eine Abbildung f: X — X auf einem metrischen Raum (X, d) heif8t Kontraktion, wenn
esein g < 1 gibt mit d(f(x), f(y)) < qd(z,y) fur alle z,y € X.

Fixpunktsatz von Banach Ist (X, d) vollstindig und f: X — X eine Kontraktion mit Konstante ¢ < 1,
so besitzt f genau einen Fixpunkt z*. Fiir jeden Startwert zo konvergiert z,,11 = f(z,,) gegen z*, und
es gilt

n

- d(x1,20) (apriori), d(zp,x") < 4 d(xp,xn—1) (aposteriori).

d(xp,x*) < ST

Satz iiber implizite Funktionen SeiU C R" xR™ offen, F € C1(U,R™), F(a,b) = 0und D, F(a,b) €
R™>™ invertierbar. Dann gibt es offene Umgebungen V' 5 a, W 5 b und genau eine Funktiong: V' — W

mit {(z,y) €V x W : F(z,y) =0} = {(z,9(z)) : * € V}.Esist g € C! und
Dg(x) = — DyF(z, g(x)) ™" Dy F(z, g(x)).

Umkehrsatz Ist U C R" offen, f € CY(U,R") und Df(a) invertierbar, so ist f nahe a ein C!-
Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung von f(a), und D(f~1)(f(z)) = Df(x)~!.

Untermannigfaltigkeit M C R™ ist eine k-dimensionale C''-Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem
p € M eine offene Umgebung U und f € C*(U,R" %) gibt mit M NU = {f = 0} und Rang D f(z) =
n — k fir alle x € M N U. Dann ist der Tangentialraum 7),M = ker D f(p).

Extrema unter Nebenbedingungen (Lagrange) Hath € Clauf M = {f; = --- = f,_ = 0} (wie
oben) in p ein lokales Extremum, so gibt es A1, ..., A\, € Rmit VA(p) = > . \; Vfi(p).

2 Mafitheorie

o-Algebraund Mafi A C P(X) heifit 0-Algebra, wenn X € A, Ac A= A° € .A und A1, Ag, ... €
A=, An € A.Ein Maf ist eine Abbildung u: A — [0, 00] mit () = Ound p(U, 4n) = 3, 1(4y)
fiir paarweise disjunkte A,,. Die Borel-o-Algebra B(R?) ist die kleinste o-Algebra, die alle offenen Mengen
enthalt.

Rechenregeln fiir Mafle

« Monotonie: A C B = p(A) < p(B); o-Subadditivitat: (U, An) < 3, 1(Ay).
« Stetigkeit von unten: A, 1 A = u(A,) — u(A).
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« Stetigkeit von oben: 4,, | Aund u(A;) < 0o = u(A,) — p(A). Ohne p(A;1) < oo falsch: A,, = [n, ).

Eindeutigkeitssatz Stimmen zwei Mafle auf einem N-stabilen Erzeuger £ von A tiberein und gibt
es E, € £ mit F,, T X und endlichem Maf}, so stimmen sie auf ganz .4 iberein. (Beweiswerkzeug:
Dynkin-Systeme.)

Fortsetzungssatz von Carathéodory Ist p* ein dufleres Maf3, so bilden die p*-messbaren Mengen
{A: ¥ (Q)=p*(QNA)+ p*(Q\ A) VQ C X} eine o-Algebra, auf der p* ein vollstdndiges Maf ist.
Jedes Pramafl auf einem Ring lasst sich so zu einem Maf3 auf der erzeugten o-Algebra fortsetzen.
Lebesgue-Maf  Es gibt genau ein Mal A% auf B(R?) mit A([T;[as,b;)) = [1;(b; — ;). Es ist translati-
onsinvariant, und fiir lineares 7" gilt \X*(T'(A)) = | det T'| A%(A). Abzahlbare Mengen und Hyperebenen
sind Nullmengen.

3 Messbare Funktionen und das Lebesgue-Integral

Messbarkeit und Integral f: X — R heifft messbar, wenn {f > a} € A fiir alle a € R. Summen,
Produkte, sup, inf, lim sup und punktweise Grenzwerte messbarer Funktionen sind messbar. Fur f > 0
messbar ist [ fdu = sup{[¢du: 0 <o < f, peinfach} mit [ >, a;1a, dp =Y, a; u(A;). f heifit
integrierbar, wenn [ |f|dp < oojdann [ f= [fT— [ f.

Monotone Konvergenz (Beppo Levi) 0 < f; < fo <... messbar, f,, — f punktweise = [ f,, dp —

[ fdp.
Lemma von Fatou f, > 0 messbar = [ liminf, f, du <liminf, [ f, du.

Dominierte Konvergenz (Lebesgue) f, — f fast iberall und |f,,| < ¢g mit g integrierbar = f ist
integrierbar, [ |f, — f|dy — Ound [ f,dp — [ fdu.

Parameterintegrale Sei F(t) = [ f(z,t)du(x). Istt — f(x,t) stetig und |f(z,t)] < g(z) mit g
integrierbar, so ist F' stetig. Ist t — f(z,t) differenzierbar und |0, f(z,t)| < g(x), so ist F'(t) =
J0uf (z.t) dp(x).

Riemann und Lebesgue. Jede Riemann-integrierbare Funktion auf [a, b] ist Lebesgue-integrierbar

mit demselben Wert. Uneigentliche Riemann-Integrale dagegen nur, wenn sie absolut konvergieren:

fooo % dx existiert uneigentlich, % ist auf (0, 00) aber nicht Lebesgue-integrierbar.

4 Produktmafle und der Satz von Fubini

Satz von Tonelli Seien p,v o-endlichund f: X X Y — [0, 0o] messbar bzgl. A ® C. Dann sind die
iterierten Integrale messbar und

[ rawen = ([ s am) e = [ ( [ senae)wn

Satz von Fubini Ist f integrierbar bzgl. ;1 ® v, so existieren die inneren Integrale fast iiberall, sind

integrierbar, und die Gleichung oben gilt ebenso.
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Erst Tonelli, dann Fubini. Vor dem Vertauschen die Integrierbarkeit priifen, am einfachsten mit Tonelli
fiir | f|. Ohne sie konnen beide iterierten Integrale existieren und verschieden sein.

Prinzip von Cavalieri Fir messbares A C R? = R x R4-1 gilt )\d(A) = fR )\dfl(Ax) dz mit dem
Schnitt A, = {y: (z,y) € A}.

5 Der Transformationssatz

Transformationssatz  Sei ®: U — V ein O''-Diffeomorphismus offener Mengen im R?. Fiir messbares
f > 0 oder integrierbares f auf V' gilt

/f(y)dyz/f(@(x))\detD@(x)\dx.
14 U

Koordinaten  Abbildung ¢ | det DO|
Polar (R?) (r, @) — (rcosp, rsing) r
Zylinder (R%) (7, ¢, 2) — (rcosep, rsingp, 2) r

Kugel (R?) (r,0,¢) — (rsinfcosp, rsinfsinp, rcosf) r2sind

Dabeir > 0, ¢ € (0,27), § € (0, 7); die fehlenden Randmengen sind Nullmengen.
Drei Ergebnisse, die man kennen sollte

« GauB3-Integral: / e da = /7, denn mit Fubini und Polarkoordinaten ist
R

2 27w poo
(/ e d:z:) = / e~ (@) d(z,y) = / / " rdr de = .
R R2 0 0

e
/2
« Volumen der Einheitskugel: \3(B;) = %7‘(’, allgemein \%(By) = 0
I'E+1)
dx da
. — <0 <= a<d, — <0 <<= a>d.
BiCRd |T|* R\ B, ||

6 Integration auf Flichen und die Integralsitze

Oberflichenintegral Ist ¢: T — M eine Parametrisierung (I' C R¥ offen, ¢ injektive Immersion), so
gilt [, fdS = [ f (¢(t))\/ det (D¢(t)TD@(t)) dt (Gramsche Determinante). Fiir Flachen im R? ist

det(D¢pTD¢) = |0,¢ x Dy¢|, fiir Graphen z = h(x,y) gleich /1 + |VhA|2.

Satz von Gauf} (Divergenzsatz) K C R™ kompakt mit C'-Rand, duflerer Einheitsnormale v und F ein
C'-Vektorfeld auf einer Umgebung von K:

/didex:/ (F,vydsS.
K 0K
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Satz von Green (Ebene) / (axQ — 8yP) d(z,y) = 7{ Pdx + @ dy, Rand positiv orientiert (Gebiet
K

oK
links).

Klassischer Satz von Stokes (R?) Fir eine orientierte Flache S mit Randkurve 05 (passend orientiert):

/S (rot F, v) dS = fg ()

Differentialformen und allgemeiner Satz von Stokes d od = 0, und der Pullback vertauscht mit d und
A. Fir eine kompakte orientierte k-dimensionale Mannigfaltigkeit M/ mit Rand und eine (k — 1)-Form w

der Klasse C'1:
/ dw :/ w.
M oM

Poincaré-Lemma: Auf einer sternformigen offenen Menge ist jede geschlossene Form (dw = 0) exakt
(w = dn).

7 Typische Stolperfallen

 Banach braucht alle drei Voraussetzungen: vollstdndiger Raum, Selbstabbildung, gleichméafige Konstante
g < 1.]f'| <1 allein reicht nicht.

« Implizite Funktionen: Die Ableitung nach den aufzulosenden Variablen muss invertierbar sein, nicht die
nach allen.

« Stetigkeit von oben braucht ein Glied mit endlichem Maf3.

+ Konvergenzsitze: Beim monotonen Satz Monotonie und f,, > 0 priifen, beim dominierten Satz eine von n
unabhdngige integrierbare Majorante angeben.

« Fubini: erst Integrierbarkeit (Tonelli fiir | f|), dann vertauschen.

« Transformationssatz: Betrag der Determinante nicht vergessen, und ® muss (bis auf Nullmengen) bijektiv
sein.

« Integralsitze: Orientierung von Normale und Randkurve sorgfiltig festlegen.
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