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1 Mathematische Grundlagen

Definition 1.1 Sei M eine Menge. Eine innere Komposition oder Verkniipfung auf M ist eine
Abbildung
o:Mx M — M.

Statt o(x,y) schreiben wir auch x o y.

Definition 1.2 Sei o eine Verkniipfung auf der Menge M.

1. o heif$t assoziativ, falls fiir alle x,y,z € M gilt:
(xoy)oz==xo(yoz).
2. o heifst kommutativ, falls fir alle x,y € M gilt:
Toy=1yor.

3. Fin Element e € M heifit neutrales Element bzgl. o, falls fiir alle x € M gilt:

EOXr =oro0€e=2x.



4. Sei e € M ein neutrales Element bzgl. o, und sei x € M. Ein Element y € M heif§t invers zu
x oder Inverses von = bzgl. o, falls gilt:

Toy=yox=e.

Falls ein neutrales Element existiert, dann ist es eindeutig bestimmt. Ist o assoziativ, so hat
jedes Element hdchstens ein Inverses, das dann mit 2~! bezeichnet wird.

Definition 1.3 Fin Korper ist eine Menge K mit zwei Verknipfungen
+:KxK—K und -:KxK-—K,
die folgende Eigenschaften haben:
(A1) + ist assoziativ und kommutativ.
(A2) Es existiert ein neutrales Element bzgl. +, das wir mit 0 bezeichnen.
(A83) Jedes Element x € K hat ein Inverses bzgl. +, das wir mit —x bezeichnen.
(M1) - ist assoziativ und kommutativ.
(M2) Es existiert ein neutrales Element bzgl. -, das wir mit 1 bezeichnen.
(M3) Jedes Element x € K mit z # 0 hat ein Inverses bzgl. -, das wir mit =1 bezeichnen.

(D) Fir alle x,y,z € K gilt das Distributivgesetz:
(@+y)-z=(-2)+(y-2)
(T) Es gilt 1 # 0.
Die in der vorstehenden Definition beschriebenen Eigenschaften heiflen auch die Kérperaxiome.

Definition 1.4 FEine geordnete Menge ist eine Menge M mit einer Ordnungsrelation <, d.h. einer
Relation auf M, die folgende Bedingungen erfillt:

(O1) (Trichotomie) Sind x,y € M, so gilt genau eine der folgenden Aussagen:
(i) z<y (i) y<z (ii) z=y
(02) (Transitivitat) Fiir x,y,z € M gilt die Implikation:
(z<y A(y<z) = (z<2).
Ist < eine Ordnungsrelation auf M, so definieren wir auch die folgenden Relationen:

1. <y soll bedeuten: (z < y)V (x =y)

2. x > y soll bedeuten: y < =z,



3. & > y soll bedeuten: (z > y) V (z = y).

Definition 1.5 Fin geordneter Korper ist ein Korper (K, +,-) mit einer Ordnungsrelation <, so
daf$ folgende Aussagen gelten:

(OA) Sind z,y,z € K mit x <y, dann folgt x + 2z < y + 2.

(OM) Sind z,y,z € K mit x <y und 0 < z, dann folgt xz < yz.

Definition 1.6 Sei (K, +,-, <) ein geordneter Korper. Fine Teilmenge A C K heif§t induktiv oder
ein induktives System, falls gilt:

1. 1€ A,

2. VeeKreA=z+1€A.
Definition 1.7 Sei (K, +,-, <) ein geordneter Kérper. Die natiirlichen Zahlen in K ist die Menge

Nk := N A = {ze€K|VACK induktiv gilt: x € A}.
A C K induktiv

Nk ist dann selbst ein induktives System, und ist A C K eine beliebiges induktives System,
dann folgt Ng C A.

Beweisprinzip der vollstindigen Induktion. Gegeben sei eine Menge von Aussagen A(n), die
von n € N abhdngen. Um nun zu zeigen, daf$ A(n) fir alle n € N gilt, geht man wie folgt vor:

1. Induktionsanfang: Zeige A(1).

2. Induktionsschritt: Zeige: Fir alle n € N: A(n) = A(n+1).

Definition 1.8 Sei (K, +,-,<) ein geordneter Korper, und seien Ny C K die natiirlichen Zahlen
in K. Dann bezeichnet

1. (No)x := Ng U {0},

2. Zg := Nx U{0} U {—n | n € Nx}. Diese Menge wird die Menge der ganzen Zahlen von K
genannt.

3. Qg :={n-m'|n,m € Zg,m #0}. Diese Menge wird die Menge der rationalen Zahlen von
K genannt.

Definition 1.9 Sei (M, <) eine geordnete Menge, und sei N C M.
1. S € M heifst obere Schranke von N, falls gilt: Vo € N,x < S.
2. s € M heif$t untere Schranke von N, falls gilt: Vx € N,z > s.

3. N heifit nach oben (bzw. nach unten) beschrénkt, falls N eine obere (bzw. untere) Schranke
hat. Ist N sowohl nach oben als auch nach unten beschrinkt, so heifft N beschrinkt.



4. Ein Maximum von N ist eine obere Schranke von N, die in N enthalten ist.
5. Ein Minimum von N ist eine untere Schranke von N, die in N enthalten ist.
6. Ein Element S € M heifit Supremum von N, falls gilt:

(a) S ist eine obere Schranke von N,
(b) Ist S’ € M eine obere Schranke von N, so ist S < S’.

7. Ein Element s € M heifit Infimum von N, falls gilt:

(a) s ist eine untere Schranke von N,

(b) Ist s € M eine untere Schranke von N, so ist s > s'.

Falls N C M ein Maximum hat, so ist dies eindeutig; gleiches gilt fiir das Minimum, Supremum
und Infimum.

Definition 1.10 Fine geordnete Menge (M, <) heifit wohlgeordnet, falls gilt: Jede nichtleere Teil-
menge N C M hat ein Minimum.

Satz 1.11 Ist (K, +,-, <) ein geordneter Korper, so ist Ng wohlgeordnet.
Definition 1.12 Fine geordnete Menge (M, <) heifit vollstindig geordnet, falls gilt:
(SUP)  Jede nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmenge N C M hat ein Supremum.

Definition 1.13 Die reellen Zahlen R sind ein vollstindiger, geordneter Korper, d.h. in R gelten
die Aziome
(A1), (A2), (A3), (ML), (M2), (M3), (D), (T), (O1), (02), (OA), (OM), (SUP).

Bemerkung: R ist durch diese Axiome vollstindig charakterisiert, d.h. jeder andere vollsténdige
geordnete Korper ist dquivalent zu R.

Satz 1.14 In R gilt auch die folgende Eigenschaft:
(INF)  Jede nichtleere, nach unten beschrinkte Teilmenge N C R hat ein Infimum.
Definition 1.15 FEin Intervall ist eine Teilmenge I C R mit der Figenschaft:
Ve,y,2z€ R, z<y<zundz,z€l = yecl.

Satz 1.16 Sei I C R ein Intervall. Dann gibt es Zahlen a,b € R, so daff I von genau einem der
folgenden Typen ist:

1) I=10 5) I=(—00,b) 8) I=lab), a<b
2) I=R 6) I=(—o0,b] 9) I=(a,b], a<b
3) I=(a,o0) 7) I=(a,b), a<b 10) I=1la,b], a<b
4) I= [a,oo)



Definition 1.17 Die komplexen Zahlen ist die Menge C := R x R mit folgenden Verkniipfungen:

@ : C — (Ca (xlayl) 5] (x27y2) = (.’L’]_ + x2,Y1 + y2)
o: C — C, (z1,y1) © (w2, y2) := (X122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1).

Satz 1.18 1. (C,@®,0) ist ein Korper.

2. Die Abbildung R — C, z — z := (z,0) ist ein Homomorphismus, d.h. es gilt fir alle z,y € R:
z2@y=xz+yundzoy=uxy.

3. Seii:=(0,1). Dann gilt fir alle ,y,€ R: (v,y) =z ©yoi. Auferdem ist i?=jq0i=—1.

Wegen dieses Satzes ist es unnotig, die Unterscheidung von ¢ und + bzw. o und - beizubehalten.
Man betrachtet also R als eine Teilmenge von C, und kann dann jede komplexe Zahl als x + yi mit
x,y € R schreiben. Bei Addition und Multiplikation kann man dann alle Kérperaxiome verwenden
(Assoziativitdt, Kommutativitit, Distributivitdt) und mufl beim Multiplizieren nur die Beziehung
i? = —1 beachten.

Definition 1.19 Sei z = z + yi € C mit z,y € R. Dann ist die Konjugierte von z die Zahl
Z =z —yi.

x heisst der Realteil von z, x = Re(z).

y heisst der Imaginérteil von z, y = Sm(z).

Satz 1.20 Fir alle z,w € C gilt:

1. =

~—
I

Z;

2. z4+w=Z4+w,
3. Zw

I
|
gl

4. Ist z =x +yi mit x,y € R, so ist 2z = 2% + 3.
5 Re(z) =1(2+72), Sm(z) = 5 (2 — 7).
Satz 1.21 Fiir z € C definiere || := /2Z. Dann gilt fiir alle z,w € C:
1. |z| >0, und |z| = 0 genau dann, wenn z =0,
2. [zw] = [z,
3. |z +w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung),
4. Firx e RCCist|z| =z falls x >0, und |z| = —z falls z < 0.
Definition 1.22 Seien M, N Mengen, f : M — N eine Funktion.
1. f heifst injektiv, falls gilt: Voi,290 € M, f(x1) = f(z2) = 21 = x2.
2. f heifit surjektiv, falls gilt: Yy € N, Jx € M mit f(z) =y.

3. f heifit bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.



4. Ist f : X — Y bijektiv, so gibt es eine Umkehrabbildung f~!:Y — X mit f(f~'(y)) =y fir
alley €Y und f~(f(x)) = z fiir alle x € X.

5. M heifit abzéhlbar, falls es eine bijektive Abbildung f : N — M gibt, oder falls M endlich ist.
6. M heifst iberabzahlbar, falls M nicht abzdihlbar ist.

Satz 1.23 1. Jede Teilmenge einer abzdihlbaren Menge ist abzdihlbar.

2. Die Menge Q ist abzdihlbar.

2 Folgen und Reihen
Definition 2.1 Sei M eine Menge. Eine Folge in M ist eine Abbildung a : N — M, n — a,.
Definition 2.2 Seien (M, <) und (N, <) geordnete Mengen, f: M — N. Dann heifit f
1. monoton steigend, falls gilt: Vn,m € M, n <m = f(n) < f(m).
streng monoton steigend, falls gilt: V/n,m € M, n <m = f(n) < f(m).
monoton fallend, falls gilt: Yn,m € M, n <m = f(n) > f(m).
streng monoton fallend, falls gilt: Yn,m € M, n <m = f(n) > f(m).

monoton, falls f monoton steigend oder monoton fallend ist.

S & e e

streng monoton, falls f streng monoton steigend oder streng monoton fallend ist.

Definition 2.3 Sei (a,,)nen eine Folge in M.

1. Eine Teilfolge von (a,) ist eine Folge (by,), wobei by, = a,(,) mit einer streng monoton stei-
genden Funktion ¢ : N — N.

2. Eine Umordnung von (ay,) ist eine Folge (b,), wobei by, = ay () mit einer bijektiven Funktion
v:N—N.

Definition 2.4 Fine Nullfolge in K, wobei K =R oder K = C, ist eine Folge (ap)nen, so dafs
Ve > 0,3ng € N,Vn € Nyn > ng = |a,| < e.

Satz 2.5 Seien (ay,) und (by,) Nullfolgen in K = R oder C, und sei ¢ € K. Dann sind auch (a, +by,)
und (cay) Nullfolgen.

Definition 2.6 Sei (a,)nen eine Folge in K = R oder C. a € K heiffit Grenzwert von (ay,), falls
(an — a) eine Nullfolge ist.

(an) heifit konvergent, falls es einen Grenzwert hat.

(an) heifit beschrénkt, falls 3C € R, Vn € N, |a,| < C.



Satz 2.7 1. Jede Folge (an)nen in K =R oder C hat hochstens einen Grenzwert. Falls also (ay,)
konvergent ist, dann schreibt man fiir den (eindeutigen) Grenzwert:

a = lima,.

2. Ist (an)nen konvergent, dann ist (a,) auch beschrinkt.

3. Ist (ay) konvergent, dann ist auch jede Teilfolge und jede Umordnung von (a,) konvergent
mit dem gleichen Grenzwert.

Satz 2.8 (Grenzwertsitze) Seien (ap)nen und (by)nen konvergente Folgen in K = R oder C, und
sei ¢ € K. Dann gilt:

1. lim(ay, £ by) = lima, £ limb,,
2. lim(ayby,) = (limay,)(lim by,),
3. lim(c a,) = clima,,

n 1‘ n
4. Falls by, # 0 fiir alle n und limb,, # 0, so st lim 2% — 1‘ma .
b, limb,

Satz 2.9 (Satz von der monotonen Konvergenz) Sei (a,)nen eine monotone beschrinkte Folge in
R. Dann ist (ay) konvergent. Weiterhin gilt:

Ist (ay) monoton steigend, so ist lima, = sup{a, | n € N}.

Ist (ay,) monoton fallend, so ist lima,, = inf{a, | n € N}.

Satz 2.10 (Vergleichssitze)

1. Seien (ap)nen und (by)nen konvergente Folgen in R. Wenn a,, < b, fir alle n € N, dann folgt
lima,, <limb,.

2. Seien (an)neN, (bn)nen und (cp)nen Folgen in R, und es gelte a, < b, < ¢, fir alle n € N.
Falls (an) und (c,) beide konvergent sind und lim a,, = lim ¢,,, dann ist auch (b,) konvergent,
und lim b,, = lim a,, = lim ¢,,.

Definition 2.11 Sei (a,)pen eine Folge in K = R oder C. Dann heifit L € K ein Hiufungspunkt
von (ay), falls es eine Teilfolge (ay(n)) von (an) gibt mit lim a,,) = L.

Wegen Satz 2.7, 3. hat eine konvergente Folge genau einen Haufungspunkt, ndmlich ihren Grenz-
wert.

Definition 2.12 Sei (a,)nen eine beschrinkte Folge in R. Fir n € N definiere die Menge
An={am |m>n}, sodaff A3 DAy DA3D....

Definiere 3, := sup(Ay) und s, := inf(A,). Dann ist (3,) monoton fallend und (s,) monoton
steigend, und beide Folgen sind beschrdnkt. Der Limes Superior und der Limes Inferior von (ay)
sind dann definiert als

lim a, := lim 3§, und lim a, :=lims,,.



Satz 2.13 Sei (an)nen eine beschrinkte Folge in R. Dann gilt:
1. lim a, < lim a,,.
Falls lim a,, = lim a,, dann ist (a,) konvergent, und lima,, = lim a, = lim a,,.

lim a,, und lim a, sind Hiufungspunkte von (ay).

> e e

Ist L € R ein Héufungspunkt von (a,), so ist lim a, < L <lim a,. (D.h.: lim a, bzw. lim a,
sind der kleinste bzw. der grifste Haufungspunkt von (ay).)

Satz 2.14 (Satz von Bolzano-Weierstrafl) Sei (x,)nen eine beschrinkte Folge in K = R oder C.
Dann hat (z,,) eine konvergente Teilfolge.

Definition 2.15 R := R U {—00, 0} ist eine geordnete Menge mit der Ordnung: —oo < x < 00
fir alle x € R.

Satz 2.16 Sei X C R eine beliebige Teilmenge. Dann hat X ein Infimum und ein Supremum in
R.

Definition 2.17 Sei (a,)nen eine Folge in R. Man sagt lim a,, = oo, falls gilt:
VCeR dnge NVneN, n>nyg=— a, > C.

Man sagt lim a,, = —o0, falls gilt:
YVCeR Inge NVneN, n>nyg= a, <C.

Sei (an )nen einp Folge in R. Definiert man die Mengen A,, C R wie in Definition 2i2, So existiert
Sy :=sup(A,) € R und s, := inf(A,) € R. Daher existieren lim a,, := lims,, und lim a, :=3, in
R, selbst wenn (ay,) nicht beschrankt ist.

Satz 2.18 Sei (ay)nen eine beliebige Folge in R. Dann gelten alle Folgerungen von Satz 2.13 auch
fiir den Fall lim a,,lim a, € R.

Auflerdem sind lim ay,,lim a,, € R Héufungspunkte, d.h. ist lim a,, = +00, oder lim a,, = +00,
so gibt es eine Teilfolge von (ay,), die gegen +oo konvergiert.

Satz 2.19 (Grenzwertsitze) Seien (an)nen, (bn)nen Folgen in R. Dann gilt:
1. Ist lima, = oo und lim b, > —o0, so ist lim(a, + b,) = occ.

Ist lima,, = —o0o und lim b,, < 00, so ist lim(a, + b,) = —oco.

Ist lim a, = +00 und lim b, > 0, so ist lim(ayb,) = +oo.

Ist lim a,, = +00 und lim b, < 0, so ist lim(a,b,) = Foo.

Cro o e

Ist lim |ay,| = oo, so ist limi =0.
Definition 2.20 Sei (a,)nen eine Folge in K =R oder C. (a,,) heiffit Cauchyfolge, falls gilt:

Ve >0 3dng € N,Vn,m € N, n,m > ng = |a, — an| < €.



Satz 2.21 Sei (an)nen eine Folge in K =R oder C. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. (an) konvergiert,

2. (ay) ist eine Cauchyfolge.

Definition 2.22 Sei (a,)nen eine Folge in K = R oder C. Die zu (ay) gehorige Reihe ist die
Folge (sp)nen, wobei sy := Y 1, ag. Man sagt, die Reihe konvergiert, falls (s,) konvergiert. Den
Grenzwert nennt man den Wert der Reihe, und er wird als Y o> | an, bezeichnet.

Satz 2.23 Seien (ap)nen und (bp)nen Folgen in in K =R oder C, und sei ¢ € K. Dann gilt:

1. Falls Y07 an und Y .2 | by konvergieren, dann auch Y o2 (an + by), und es gilt:

n=1
Z(an +b,) = Zan —i—an.
n=1 n=1 n=1

2. Falls Y07 | ap, konvergiert, dann auch Y > (¢ ay), und es gilt:

[ee] o
Z(c ap) =c Zan.
n=1 n=1

Satz 2.24 (Cauchykriterium) Sei (ap)nen eine Folge in K = R oder C. Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

1. 3> | a, konvergiert,

2. ¥e>0, Ing €N, Vn k€N, n>ng —> (Z;?:*fﬂaj( <e.

Satz 2.25 (Nullfolgenkriterium) Sei (ay,)nen eine Folge in K =R oder C. Wenn Y07 | ay, konver-
giert, dann ist (ay,) eine Nullfolge.

Satz 2.26 (Geometrische Reihe) Sei g € K, wobei K = R oder C. Dann heifst die Reihe Y 02 (¢ =
14+q+q¢%>+¢>+... die Geometrische Reihe.

o
1. Falls |q| < 1, dann konvergiert die Geometrische Reihe, und Zq” =14
—4q

n=0

2. Falls |q| > 1, dann divergiert die Geometrische Reihe.

o0
1
Satz 2.27 1. Die Harmonische Reihe Z — divergiert.

n:ln

[e.e]

. . 1 . . .
2. Die Reihe Z — konvergiert fiir alle k € N mit k > 2.
n:ln



Satz 2.28 (Leibnitzkriterium) Sei (a,)nen eine monoton fallende Nullfolge. Dann konvergiert die

[o¢]
alternierende Reihe Z(—l)"“an =a1—ast+az—+....

n=1

[e.e]
Satz 2.29 (Absoluter Konvergenztest) Sei (an)nen eine Folge in K = R oder C. Falls Z lan|

n=1

(o]
konvergiert, so konvergiert auch E Qp,.

n=1

[o¢]
Definition 2.30 Sei (a,)nen eine Folge in K =R oder C. Die Reihe Z an heifit absolut konver-

n=1

o o
gent, falls Z lan| konvergiert. Sie heif$t relativ konvergent oder bedingt konvergent, falls Zan

n=1 n=1

o0
konvergiert, aber Z |ay| divergiert.

n=1

Demnach besagt also der Absolute Vergleichstest, dafl jede absolut konvergente Folge auch
konvergent ist.

Satz 2.31 (direktes Vergleichskriterium) Sei (an)nen eine Folge in K = R oder C und (by)nen
eine Folge in R mit b, > 0 fiir alle n € N.

o [o¢]
1. Falls |a,| < by, fir allen € N und Z b, konvergiert, so konvergiert Z an absolut.

n=1 n=1
[e.e] oo

2. Falls |ay| > by, fir alle n € N und Z by, divergiert, dann divergiert auch Z |an|.
n=1 n=1

Satz 2.32 (Quotientenvergleichstest) Sei (a,)nen eine Folge in K = R oder C und (by,)nen eine
Folge in R mit b, > 0 fiir alle n € N.

o0 [o¢]
1. Falls lim |Z—n| < 0o und Z by, konvergiert, so konvergiert Z an absolut.
n n=1 n=1
o [o.¢]
2. Falls lim M > 0 und Z b, divergiert, dann divergiert auch Z |ay|.
bn n=1 n=1

Satz 2.33 (Wurzelkriterium) Sei (a,)nen eine Folge in K =R oder C.

o
1. Falls im {/|a,| < 1, dann konvergiert Zan absolut.

n=1

[ee]
2. Falls lim {/|a,| > 1, dann divergiert Z ap, .

n=1

10



Satz 2.34 (Quotientenkriterium) Sei (an)nen eine Folge in K = R oder C mit a,, # 0 fiir alle
n € N.

(o]
— |a
1. Falls Tim || < 1, dann konvergiert Z an absolut.
Un n=1
a [o¢]
2. Falls lim ntll 1, dann divergiert Z Q.
G,

n=1

Definition 2.35 Sei (ap)nen, eine Folge in K = R oder C. Die zu dieser Folge gehdrige Potenz-
reihe st die Rethe

[ee]

Zanx":ao+a1x+a2m2+....

n=0
Definition 2.36 Sei (a,,)nen eine Folge in K = R oder C. Der Konvergenzradius p der zugehirigen
Potenzreihe ist definiert als

00, falls 1i
0, falls  lim {/|a,| = oo,

1
lim ¥/|a,,|

Satz 2.37 Sei (ap)nen eine Folge in K = R oder C, und sei p der Konvergenzradius der zugehirigen
Potenzreihe.

sonst.

[o¢]
1. Fir alle x € K mit |x| < p konvergiert Z anx™ = ag + a1z + asx? + ... absolut.

n=0

[e.e]
2. Fir alle x € K mit |z| > p divergiert Zanx” =ag+aiz+az®+ .. ..
n=0

Definition 2.38 Die Potenzreihe > ¢ 1@" heifst Exponentialreihe. Sie hat Konvergenzradius

n=0 n!
p = 00, d.h. sie konvergiert fiir alle x € K. Wir definieren den Wert dieser Reihe als

— 1 1 1
2 3
exp(z) := Eon!xnzl—i-x—i-mx +3!:r +....
n=

[e.9]

Definition 2.39 Sei z € R, z > 0. Fine Dezimalentwicklung von z ist eine Folge (zn)5,, in

Z:={0,1,...,9} fiir ein ng € Z, so daf
T = Z zn 1077, zp, # 0.
n=ng

Satz 2.40 1. Jedes x € R, x > 0 hat eine Dezimalentwicklung.

11



2. Jedes x € R, x > 0 hat hichstens zwei Dezimalentwicklungen. In der Tat hat v € R zwer
Dezimalentwicklungen genau dann, wenn 3k € N mit 10Fz € N. Sind in diesem Falle

o0 o0
r=) 2, 107" =Y 2,107
n=ngo n=no
die beiden Dezimalentwicklungen von x, so gibt es ein k € Z, k > ng mit der Eigenschaft:
(a) zn = 2}, fir allen < k.
(b) z =z, + 1.
(c) fiir alle n >k gilt: z, =0 und z,, = 9.
Satz 2.41 (Cauchyprodukt) Seien (an)nen, und (bp)nen, Folgen in K = R oder C, so daf§ die
zugehdrigen Reihen absolut konvergieren. Definiere ¢, := Ziﬂ-:n aibj = Y 1o aibp—; fir n € N.

o
Dann ist Z cn, absolut konvergent, und es gilt:

n=0
n=0 n=0 n=0
Satz 2.42 Fir alle z,y € C gilt: exp(z + y) = exp(x) exp(y).

Satz 2.43 (Umordnungssatz) Sei (a,)nen €ine Folge in K = R oder C, so dafl die zugehirige Reihe
absolut konvergiert. Dann konvergiert jede Umordnung der Reihe gegen den gleichen Wert, d.h.: Ist
¢ : N — N eine bijektive Abbildung, so gilt:

D apmy =) an
n=1 n=1

Bemerkung 2.44 Ist (a,)nen eine Folge in R so daff die zugehirige Reihe bedingt konvergiert,
so kann man zeigen, daf8 es fir jedes C € R eine Umordnung gibt, so dafi > >, apmny = C. D.h.:
Durch Umordnung einer bedingt konvergenten Reihe kann jeder Wert angenommen werden.

3 Stetigkeit

Definition 3.1 Sei X C K, K =R oder C. Fin Element a € K heifst Haufungspunkt von X, falls
es eine Folge (xn)nen in X gibt, so daf limx, = a und x, # a fir alle n € N.

Ist X C R, so sagt man, daf$ oo ein Hdaufungspunkt von X ist, falls X nicht nach oben beschrdnkt
15t.

Ist X C R, so sagt man, dafy —oo ein Hiufungspunkt von X ist, falls X nicht nach unten
beschrdnkt ist.

Definition 3.2 Sei X C K und f : X — K eine Funktion. Sei a € K ein Hdufungspunkt von X.
Man sagt lim,_., f(x) existiert, falls

AL eK,Ve> 0,30 >0,Vz € X,0< |z —a| < d = |f(x) — L| <e.

In diesem Falle nennt man L den Grenzwert, und schreibt L = limg_,, f(z).
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Falls lim,_., f(x) existiert, so ist der Grenzwert eindeutig bestimmt.

Definition 3.3 Sei X CR, f: X — R. Man sagt:

~

CNimg g f(x) =00, falls VC € R, 35 >0, Ve e X,0< |[x —a| < d = f(x) > C.
cimg g f(x) = —o0, falls VC € R,36 >0, Ve e X,0< [z —a| < d = f(z) < C.

CNimg o f(z) = L, fallsVe > 0,3C € R, Ve € X,z >C = |f(z) — L| < e.

2

3

4. limg o f(z) =L, fallsVe > 0,3C € R, Vx € X, 2 < C = |f(x) — L| <e.

5. limy o0 f(x) =00, falls VC, € R,3C € R, Vo € X,z > Cy = f(z) > C1.

6. lim, o f(z) = —00, falls VC; € R,AC € R, Vx € X,z > Cy = f(x) < C}.
Climg oo f(z) = 00, falls VC, € R,AC, € R, Vo € X,z < Oy = f(x) > C1.

8. limy ., f(x) = —00, falls VC, € R,AC, € R, Vo € X, 2 < Cy = f(z) < C1.

Satz 3.4 Sei X CK, f: X — K und a € K ein Hiufungspunkt von X, und sei L € K. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. L =limy_,, f(x)
2. Fiir jede Folge (xp)nen in X mit limz, = a und x, # a fir alle n € N gilt: lim f(x,) = L.
Diese Aquivalenz gilt auch, wenn X C R und a = +00 oder L = +00.
Definition 3.5 Sei X C R. Dann heifit a € R
1. rechtsseitiger Haufungspunkt von X, falls a ein Haufungspunkt von X N (a,00) ist,
2. linksseitiger Haufungspunkt von X, falls a ein Hdufungspunkt von X N (—oo,a) ist,

3. beidseitiger Haufungspunkt von X, falls a sowohl ein rechisseitiger als auch ein linksseitiger
Haufungspunkt von X ist.

Definition 3.6 Seien X,Y beliebige Mengen und f : X — Y eine Funktion. Sei Z C X. Die
Einschrankung von f auf Z ist die Funktion f|z : Z — Y mit f|z(x) = f(x) fir alle x € Z. (D.h.
flz ist die gleiche Funktion mit verkleinertem Definitionsbereich).

Definition 3.7 Sei X CR, f: X — R.

1. Ist a € R ein linksseitiger Haufungspunkt von X, so ist

lim f(:l?) = ;,l;llg f|Xﬂ(—oo,a)($)'

Tr—a
2. Ist a € R ein rechtsseitiger Haufungspunkt von X, so ist

hm+ f(l‘) = ii_)H}Lf|Xﬂ(a,oo)($)'

r—a
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Satz 3.8 Sei X C R und a € R ein linksseitiger (bzw. rechtsseitiger) Hiufungspunkt von X. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

1. lim,_,,- f(x) =L (bzw. lim,_, .+ f(x) = L)
2. Fir jede Folge (xp)nen in X mit limz, = a und x, < a (bzw. x,, > a) gilt: lim f(x,) = L.

Satz 3.9 Sei X CR, f: X — R eine Funktion und a € R ein beidseitiger Haufungspunkt von X.
Dann ezistiert im,_., f(z) genau dann, wenn lim,_,,— f(z) und lim,_,,+ f(x) beide existieren und
gleich sind. In diesem Falle ist limy_,, f(x) = lim,_, .+ f(z).

Deﬁniti9n 3.10 Sei X CR, f: X — R eine Funktion und a € R ein Hiufungspunkt von X.
L € R heifst Hiufungswert von f bei a, falls es eine Folge (zyp)nen in X gibt mit limz,, = a,
Tn # a fir allen € N und L = lim f(x,,). Wir definieren

lim, .o f(x) := sup{L | L ist Hiufungswert von f beia} € R,
lim, ., f(z):= inf{L | L ist Hiufungswert von f bei a} € R.

Satz 3.11 Sei X C R, f: X — R eine Funktion und a € R ein Hdufungspunkt von X. Dann gilt
lim, ,f(x) < Timg o f(2).

Auperdem ezistiert lim, ., f(z) genau dann, wenn lim, ., f(x) = limg_.f(x), und in diesem
Fall ist lim, 4 f(x) = lim,_, f(z) = lim, . f ().

Bemerkung 3.12 Der vorstehende Satz gilt auch, falls a = £oo oder falls lim lim, ., = +00.

Tr—a’

Satz 3.13 (Grenzwertsitze; vgl Satz 2.8) Sei X C K, wobei K = R oder C, und seien f,g: X — K
Funktionen. Sei a € K ein Haufungspunkt von X. Dann gilt:

1. limg—o(f £ 9)(z) = limg_q f(2) £ limy_q g(x),
2. limg—o(fg)(z) = (limg—q f(2))(limg—q g(z)),
3. lim,_q(cf)(x) = clim,_., f(x)

1. r—a
4. Falls g(x) # 0 fiir alle x € X und lim,_., g(x) # 0, so ist lim,_, g(:r) _ lime— f(2)

 limg g g(x)

Bemerkung 3.14 Es gelten auch die Grenzwertsdtze fiir Grenzwerte +o00. Diese sind vollkommen
analog zu denen in Satz 2.19

Definition 3.15 Se: X C K mit K = R oder C, sei f : X — K eine Funktion und sei a € X.
Dann heif§it f stetig in a, falls gilt:

Ve>0,30 >0,Vz € X, |z —a| <d = |f(x) — f(a)| <e.
f heifit stetig, falls f stetig in a ist fir alle a € X.

Satz 3.16 Sei X C K mit K=R oder C, sei f: X — K eine Funktion und sei a € X. Dann gilt:

1. Falls a ein Hiufungspunkt von X ist, so ist f stetig in a genau dann, wenn lim,_,, f(x) =

f(a).
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2. Fulls a kein Haufungspunkt von X ist, dann ist f stetig in a (vgl. Hausaufgabe 4.d, Blatt 9).

Satz 3.17 Sei X CK mit K=R oder C, sei f : X — K eine Funktion und sei a € X. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist stetig in a,
2. Fiir jede Folge (xpn)nen in X mit limz, = a gilt: f(a) = lim f(x,).

D.h.: Eine Funktion ist stetig genau dann, wenn f(limz,) = lim f(xz,), d.h. falls f mit Grenzwerten
vertauschbar ist.

Satz 3.18 Sei X CK mit K=R oder C, sei c € K und a € X.

1. Sind f,g: X — K stetig in a, dann sind auch f + g, cf, fg und g stetig in a (letzteres nur,
falls g(x) # 0 fiir alle z € X ).

2. Sind f,g: X — K stetig in a, dann auch fV g und f A g, wobei (fV g)(z) := max(f(z),g(x))
und (f A g)(z) := min(f (), g(z)).

3. Seien f: X - Kund g:Y — K, wobei Y C K so gewdhlt ist, daff f(x) € Y fir alle z € X.
Falls f stetig in a € X und g stetig in f(a) € Y ist, dann ist auch (go f): X — K stetig in
a.

Definition 3.19 Sei X C K mit K= R oder C. Dann heifst X
1. abgeschlossen, falls gilt: Ist a € K ein Hdufungspunkt von X, dann ist a € X.
2. offen, falls K\X abgeschlossen ist.

3. kompakt, falls gilt: Fiir jede Folge (zy)nen in X existiert eine konvergente Teilfolge ()
mit lm z,,) € X.

Definition 3.20 Sei x € K =R oder C und r > 0. Dann ist B,(z) :=={y € K| |y — z| < r}.
Satz 3.21 Sei X C K, K=R oder C. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. X ist offen,

2. Vrx € X, 3¢ >0,B.(z) C X.

Satz 3.22 Sei X C K, K=R oder C. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. X ist kompakt,
2. X ist beschrinkt und abgeschlossen.
Definition 3.23 Sei X C K, K=R oder C. Dann heifit Y C X
1. offen in X oder offen relativ zu X, falls es eine offene Teilmenge U C K gibt, so daff Y =

XNnU.
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2. abgeschlossen in X oder abgeschlossen relativ zu X, falls es eine abgeschlossene Teilmenge
A CK gibt, so daff Y = X N A.

Satz 3.24 Sei X CK, K=R oder C und Y C X. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. Y ist offen in X,

2. VyeY,F3e>0,B:(yynXCY.

Definition 3.25 Seien X,Y beliebige Mengen und f : X — Y eine Funktion.
1. Fir ZCY heifgt f1(Z):={x € X | f(z) € Z} C X das Urbild von Z (unter f).
2. Fir W C X heifst f(W) :={f(z) |z €W} CY das Bild von W (unter f).

Satz 3.26 Sei X C K, K=R oder C und f : X — K eine Funktion. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

1. f ist stetig,
2. Ist U C K offen, dann ist f~1(U) offen in X.

Das heif§t: f ist stetig genau dann, wenn Urbilder offener Mengen offen sind.

Satz 3.27 Sei X C K kompakt, K = R oder C und f : X — K eine stetige Funktion. Dann ist
f(X) kompakt.
Das heifit: Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt.

Definition 3.28 Sei X C R und f: X — R eine Funktion.

1. zy € R heifft absolutes Maximum von f (bzw. absolutes Minimum von f), falls gilt: Vo €

X, f(@) < f(xo) (bzw. f(z) = f(x0))-

2. xg € R heifit echtes absolutes Maximum von f (bzw. echtes absolutes Minimum von f), falls
gilt: Ve € X,z # 20 = f(x) < f(xo) (bzw. f(x) > f(x0)).

3. xy € R heifst relatives oder lokales Maximum von f (bzw. relatives oder lokales Minimum von
f), falls 3¢ > 0, so daf xo absolutes Mazimum (bzw. absolutes Minimum) von f|p_(z)nx ist.

4. o € R heifit echtes relatives oder echtes lokales Maximum von f (bzw. echtes relatives oder
echtes lokales Minimum von f), falls 3¢ > 0, so daf$ xo echtes absolutes Mazximum (bzw.
echtes absolutes Minimum) von f|p_(z)nx ist.

Satz 3.29 Sei X C R kompakt und f : X — R stetig. Dann hat f ein absolutes Mazximum und ein
absolutes Minimum.

Satz 3.30 (Zwischenwertsatz) Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, und sei
n € (f(a), f(0)) U (f(b), f(a)). Dann gibt es ein § € (a,b) mit f(§) =n.

Satz 3.31 Sei I C R ein Intervall und f : I — R stetig. Dann ist f(I) C R ebenfalls ein Intervall.
Das heifit: Stetige Bilder von Intervallen sind Intervalle.

16



Satz 3.32 Sei X C R und f: X — R eine monotone Funktion. Dann gilt:

1. Ist a € X ein linksseitiger Haufungspunkt von X, so existiert f(a™) := lim,_,,- f(x).
Falls f monoton steigt, so gilt: f(a™) < f(a) und f(x) < f(a™) fir alle x € X mit x < a.
Falls f monoton fdllt, so gilt: f(a™) > f(a) und f(x) > f(a™) fir alle x € X mit x < a.

2. Ist a € X ein rechtsseitiger Hiufungspunkt von X, so existiert f(a™) := lim,_,,+ f(z).
Falls f monoton steigt, so gilt: f(a) < f(a™) und f(a™) < f(z) fir alle x € X mit a < .
Falls f monoton fillt, so gilt: f(a) > f(a™) und f(a™) > f(z) fir alle v € X mit a < z.

Satz 3.33 Sei X C R und f : X — R eine monotone Funktion. Dann ist die Menge
{a € X | f ist nicht stetig in a} abzihlbar.

Satz 3.34 Sei X C R und f: X — R streng monoton. Sei Y := f(X) CR. Dann ist f : X - Y
bijektiv, und die Umkehrfunktion f=':Y — X ist ebenfalls streng monoton.

Satz 3.35 Sei I C R ein Intervall und f : I — R streng monoton und stetig. Sei J := f(I) C R.
Dann ist f=1:J — I ebenfalls stetig. (Auflerdem ist J C R ein Intervall nach Satz 3.31 und f ist
streng monoton nach Satz 3.34.)

Satz 3.36 Fiir jedesn € N und xz € R, x > 0 gibt es genau eine Zahl Yx > 0 mit (Yx)" = Ja" =
x. Die Funktion f :]0,00) — [0,00), x — {/x ist streng monoton steigend und stetig.

Ist n € N ungerade, so gibt es fiir jedes x € R (also auch fiir x < 0) genau eine Zahl Yx € R
mit (/)" = {x" = x. In diesem Falle ist die Funktion f : R — R, x + {/x streng monoton
steigend und stetig.

Satz 3.37 Sei (ap)nen eine Folge in K = R oder C und sei p € [0,00] der Konvergenzradius der
zugehérigen Potenzrethe Y 7 o anx™. Dann ist die Funktion

f: By(0) — K

T o Y apr”
stetig.

Satz 3.38 Die Funktion exp : R — R, exp(x) := Y00 Lam ist streng monoton steigend und

n=0 n!

stetig. Es gilt: lim, oo exp(z) = 00 und lim,_, o, exp(x) = 0. Daher ist exp(R) = (0, 00).

Definition 3.39 Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion heifit natiirlicher Logarithmus und
wird als In : (0,00) — R bezeichnet.

Also ist In charakterisiert durch die Gleichungen In(exp(z)) = « fiir alle z € R und exp(In(x)) =
z fiir alle z € (0, 00).

Satz 3.40 1. In1 =0,
2. In(zy) = Inx + Iny fir alle x,y € R,

3. In: (0,00) — R ist stetig und streng monoton steigend,
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4. lim,_,glnx = —00 und lim,_, Inz = cc.
Definition 3.41 Seien a,p € R, a > 0. Dann ist aP := exp(plna).

Satz 3.42 Fir alle a,b,p,q € R mit a,b > 0 gilt:
1.a°=1,a' =a, 17 =1,
2. gPtd = gPad
3. a7 P= aip,
4. (aP)? = aPd.

5. (ab)? = aPbP,

6. Firn,meN gilt:

3=
I
|

a%:"\ya_”:(%)n, und a”

7. exp(p) = €P, wobei e := exp(1).

Satz 3.43 1. Sei p € R. Die Potenzfunktion mit Exponent p ist gegeben durch
f:(0,00) = R, x+— 2P und ist stetig. Ist p # 0, so ist f((0,00)) = (0,00). Falls p > 0, so ist
f streng monoton steigend; falls p < 0, so ist f streng monoton fallend.

2. Sei a > 0. Die Exponentialfunktion mit Basis a ist gegeben durch f: R — R, z +— a® und ist
stetig. Falls a # 1, so ist f(R) = (0,00).

3. Falls a > 1, so ist (x +— a®) streng monoton steigend, und lim,_,_o a® = 0, lim;_,o a* = 0.

4. Falls 0 < a < 1, soist (v — a®) streng monoton fallend, und lim,_,_ o, a® = 00, lim,;_,o a* =
0.

Definition 3.44 Seia € R, a > 0, a # 1. Die Umkehrfunktion der FExponentialfunktion a® heifst
Logarithmusfunktion zur Basis a und wird mit log, : (0,00) — R bezeichnet.

Also ist log, charakterisiert durch die Gleichungen log,(a*) =  fiir alle z € R und a'°%(®) = g
fiir alle z € (0, 00).

Satz 3.45 Seia € R, a >0, a # 1. Dann gilt fir alle x,y,p € R mit p > 0:

1
1. log,z = ﬂ; insbesondere log, x = Inz.
Ina

2. log,(xy) = log, x + log, y.
3. log,(zP) = plog, =.

4. log, : (0,00) — R ist stetig.
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5. Falls a > 1, so ist limy_,_ o log, x = —00 und lim,_. log, z = co. Auflerdem ist log, streng
monoton steigend.

6. Falls 0 < a < 1, so ist lim,—,_olog, x = oo und lim,_. log, x = —oo. Aufferdem ist log,
streng momnoton fallend.

Definition 3.46 Sei X C K, K =R oder C. Fine Funktion f : X — K heifit gleichméBig stetig,
falls gilt:
Ve >0,30 >0,Vz,y e X, |y — 2| <0 = |f(y) — f(x)] <e.

Satz 3.47 Sei X C K, K=R oder C, und f : X — K eine gleichmdfig stetige Funktion. Dann ist
f stetig.

Satz 3.48 Sei X C K, K =R oder C, eine kompakte Teilmenge, und sei f : X — K eine stetige
Funktion. Dann ist f auch gleichmdf$ig stetig.
(D.h.: Auf kompakten Teilmengen ist gleichmdfige Stetigkeit und Stetigkeit dquivalent.)

4 Differenzierbarkeit

Definition 4.1 Sei X C K, K = R oder C, zy € X ein Hdufungspunkt von X, und f : X — K
eine Funktion. f heifst differenzierbar in zq falls der Grenzwert

lag) = lim L&) = /(o)

r—xo X — X

existiert. In diesem Falle heif$t f'(xq) die Ableitung von f in xg.
Weiterhin heifit f differenzierbar, falls f differenzierbar in xg ist fir alle xg € X. In diesem
Falle heifit die Funktion f': X — K die Ableitung von f.

Satz 4.2 Sei X C K, K=R oder C, xy € X ein Haufungspunkt, und f : X — K eine Funktion.
Falls f differenzierbar in xq ist, dann ist f auch stetig in xq.

Satz 4.3 Sei X C K und x¢g € X ein Haufungspunkt, f,g : X — K zwei Funktionen, und ¢ € K.
Wenn f und g beide differenzierbar in xqg sind, dann gilt:

1. f + g ist differenzierbar in xq, und (f £ g) (xo) = f'(z0) £ ¢'(z0),
2. cf ist differenzierbar in xo, und (cf) (zo) = ¢ f'(x0),

3. fg ist differenzierbar in xqg, und (fg)' (zo) = f'(x0)g(zo) + f(z0)g (x9) (Produktregel oder
Leibnizregel)

4. f/g differenzierbar in xq, und <i>/ (x0) = @o)g(xo) = f(x0)g' (20) (
g 9(x0)?

gilt natirlich nur, wenn f/g definiert ist, d.h. falls g(x) # 0 fir alle z € X.

Quotientenregel). Dies

Satz 4.4 Sei (an)nen eine Folge in K = R oder C und sei p € (0,00] der Konvergenzradius der
zugehorigen Potenzreihe Y 2 anx™. Dann gilt:
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1. Die Potenzreihe Y 7, napz" "t = Yool o(n+ 1)ant1x™ hat ebenfalls Konvergenzradius p.

2. Die Funktion
f: By(0) — K

€T = Yl "
ist differenzierbar.

3. Es gilt: f'(x) =>.°0  naya™! fir alle z € B,(0).

Beispiel 4.5 Die Funktion exp : K — K ist differenzierbar, und es gilt exp/(x) = exp(x) fiir alle
z e K.

Satz 4.6 Seien X, Y CK, K=R oder C, und seien f: X — Y und g:Y — K zwei Funktionen.
Falls f differenzierbar in xo € X und g differenzierbar in yo := f(xo) ist, dann ist auch go f :
X — K differenzierbar in xy, und es gilt

(go ) (z0) = g (wo) ' (x0). (Kettenregel)

Satz 4.7 (Ableitung der Umkehrfunktion) Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine streng
monotone, stetige Funktion. Sei J := f(I) CR, und f~':.J — I C R die Umkehrfunktion von f.

Sei xg € J und yo := 1 (xg) € I. Wenn f differenzierbar in yq ist und f'(yo) # 0, dann ist
auch f=1 differenzierbar in xq, und es gilt

1
f'(yo)

Beispiel 4.8 Folgende Funktionen sind differenzierbar:

(£ (20) =

1. In: (0,00) — R, und es gilt: In'(z) = 1.

2. log, : (0,00) — R fiir festes a > 0, a # 1, und es gilt: logl (x) = ﬁ
3. f:R—=R, f(x) =a” fiir festes a > 0, und es gilt: f'(x) =1Ina a®.

4. f:(0,00) = R, f(z) =P fiir festes p € R, und es gilt: f'(x) = prP~L.

Definition 4.9 Sei X C K und f : X — K eine Funktion. Fin Punkt o € X heifst kritischer
Punkt von f falls f differenzierbar in x¢ und f'(z¢) = 0 ist.

Satz 4.10 Sei X C R und f : X — R eine Funktion. Sei xg € R ein beidseitiger Hdufungs-
punkt. Falls xg ein lokales Extremum (d.h. ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum, cf.
Definition 3.28) und f differenzierbar in xq ist, dann ist xo ein kritischer Punkt, d.h. f'(x9) = 0.

Satz 4.11 (Satz von Rolle) Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, die in (a,b) differenzierbar ist,
und es gelte f(a) = f(b). Dann hat f einen kritischen Punkt im Intervallinneren, d.h. 3¢ € (a,b)
mit f'(&§) = 0.

Satz 4.12 (Mittelwertsétze) Seien f,g : [a,b] — R zwei stetige Funktionen, die in (a,b) differen-
zierbar sind. Ferner sei ¢g'(x) # 0 fir alle x € (a,b). Dann gilt:
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1. Es gibt ein & € (a,b) mit f'(§) = W.
oL L f1E) _ fb) = fla)
2. Es gibt ein & € (a,b) mit 7@~ g =g

Satz 4.13 Sei I C R ein Intervall und f: I — R eine differenzierbare Funktion.

1. f ist monoton steigend genau dann, wenn f'(x) >0 fir alle x € I.
2. f ist monoton fallend genau dann, wenn f'(x) <0 fiir alle x € I.
3. Wenn f'(x) > 0 fiir alle x € I, dann ist f streng monoton steigend.
4. Wenn f'(x) <0 fir alle x € I, dann ist f streng monoton fallend.

Satz 4.14 (Regeln von de I'Hopital) Sei I C R ein Intervall und seien f,g: I — R differenzierbare
Funktionen. Sei xg € R ein Haufungspunkt von I (also o = +oo ist maglich).

!
Falls Tim 1.%)
2 g (@)

1. limg_g, f(x) = limg_5, g(x) = 0, oder
2. limg .y, f(2)

dann gilt:

existiert, und falls entweder

= to00 und lim,_,,, g(x) = too,

lim f(2) = lim I'(z)

rovo glx)  owo g(z)

Satz 4.15 Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine n-mal differenzierbare Funktion, und sei
xg € I. Dann gibt es genau ein Polynom TX° vom Grad < n mit der Eigenschaft:

(Tffo)(k)(mo) = f(k)(xo) firk=0,...,n.

Dieses Polynom ist durch die Formel
1
To(x) =) gf(k)(ﬂﬂo)(ﬂﬂ — xg)"
k=0

gegeben, und wird als das n-te Taylorpolynom von f entwickelt an der Stelle xg bezeichnet. Hierbei
gilt die Konvention f© = f.

Satz 4.16 (Satz von Taylor) Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine (n+1)-mal differenzierbare
Funktion. Sei T*° das n-te Taylorpolynom, und sei

R0 () = f(x) = T°(x)

das n-te Restglied von f in xg. Dann gibt es fir jedes x € I, x # xo ein £ € (xg,x) U (x,20), S0
daf gilt:

RE(@) = g/ € = ),
und daher .
@) = 3 g Va0 = 20)* + g € = a0

k=0
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Definition 4.17 Sei I C R ein Intervall und f : I — R beliebig oft differenzierbar und xo € I. Die
Potenzreihe

T () = Xolomf ™ (@o)(x — zo)"
= flzo) + f'(z0)(x — m0) + 57/ (wo) (@ — o) + 31/ (o) (x — w0)® + . ..
heiffit Taylorreihe von f im Punkte zq.

Satz 4.18 Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion, und
sei xg € I ein innerer Punkt (d.h. ein beidseitiger Hiufungspunkt). Falls es eine > 0 und ein C > 0
gibt, so daf fir alle x € (xg —e,x9 +€) und alle n € N gilt:

[ (@)] < miC™,
dann gilt fiir alle x € (xg — 6,29 + J), wobei § :== min{e, O},

T3 (x) = f ().
Insbesondere konvergiert TXO auf (xo — d,x0 + 9).

Satz 4.19 Sei I C R ein Intervall, xg € I und seien f,g : I — R zwei n-mal differenzierbare
Funktionen. Bezeichnet man die Taylorploynome von f bzw. g mit Tﬂ;’xo bzw. T, so gilt fiir die
Taylorpolynome von f £ g bzw. fg:

Ty{ig’ro — Ty];@o :l:Tg’mO

Ti9™ = TLTI mod (z — wo)" .

In der zweiten Zeile ist hierbei folgendes gemeint: ist das Produkt T TI™ = ay + ar(z — zo) +
A agn(z—20)?", s0 st TIT™ = ag+a1(z —x0) + . . .+ an(z —20)" die Summe der ersten (n+1)
Summanden dieses Produktes.

Definition 4.20 Fine Funktion f : I — R heifit stetig differenzierbar, falls f differenzierbar und
die Ableitung f' : I — R stetig ist.

Satz 4.21 Sei I C R ein Intervall und f : I — R n-mal stetig differenzierbar (d.h. fm 7 SR
ist stetig). Sei xg € I ein innerer Punkt (d.h. ein beidseitiger Haufungspunkt) von I und es gelte

F® () =0 firk=1,...,n—1, aber f™(x0)#0.
1. Sein gerade. Dann ist xg ein

(a) lokales Mazimum von f, falls £ (xy) < 0,
(b) lokales Minimum von f, falls f™ (zq) > 0.

2. Sei n ungerade. Dann ist xo weder ein lokales Mazximum noch ein lokales Minimum von f.
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Definition 4.22 Definiere die trigonometrischen Funktionen sin : C — C und cos : C — C durch

1 1
sinx = Z(exp(im) —exp(—iz)) und  cosx:= §(exp(iaz) + exp(—ix)).

Satz 4.23 FEs gilt fiir alle x € C:

(3]

; _ (_1)n 2n+1  _ 1.3 1.5 1.7

smxr = Zml’ = T — 32 +§IL’ -7 +—...
n=0
()

cosr = Z(_l)n:rQ” — 1 dg2y la4 1.6,

(271)' 2! 4! 6!

n=0

Insbesondere ist sinxz,cosz € R falls x € R.
Satz 4.24 sin und cos sind differenzierbare Funktionen, und es gilt: sin’ = cos und cos’ = — sin.

Satz 4.25 Fir alle z,y € C gilt:
1. sin(—z) = —sinx und cos(—z) = cos z,

2. sin? z + cos?

xz =1,
3. exp(ix) = cosz +isinz,
4. sin(x 4+ y) = sinx cosy + cos zsiny

5. cos(x +y) = cosxcosy —sinzsiny.

Satz 4.26 Sein:=2inf{x € R |z >0 und cosx = 0}. Dann ist 7 > 0.

x |0|7w/2| m |37/2| 2w
1. Wir haben die folgende Wertetabelle: | sinx | 0 1 0 —1 0
cosz | 1 0 -1 0 1

2. sin und cos sind 2mw-periodisch, d.h. Yz € R gilt: sin(x 4+ 27) = sinx und cos(x + 27) = cos x.

3. sin ist streng monoton steigend auf [0,7/2] und [37/2,27] und streng monoton fallend auf
[1/2,3m/2].

4. cos ist streng monoton fallend auf [0, 7] und streng monoton steigend auf [, 2n].
Satz 4.27 Seiz € C, z # 0. Dann gibt es genau eine Konstante p > 0 und ein 6 € [0,27), so dafs
z = pexp(if) = p(cos O + isinh).

Diese Darstellung heifit Polardarstellung von z. FEs ist p = |z|, und 0 heifit das Argument von z.
Sind z = p1exp(if1) und w = pgexp(ify) zwei komplexe Zahlen, so gilt

2w = (p1p2) exp(i(61 + 02)),

d.h. bei der Multiplikation komplexer Zahlen multipliziert man die Betrdge und addiert die Argu-
mente (wobei das Argument von zw auch 01 + 02 — 21 sein kann).
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Definition 4.28 Die Umkehrfunktionen der streng monotonen Funktionen sin |[_y o /9 : [=7/2,7/2] —
[—1,1] und cos |jg 5 : [0, 7] — [=1,1] heifien

arcsin : [-1,1] — [-7/2,7/2]  wund  arccos:[—1,1] — [0,7].

Satz 4.29 1. arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2] ist streng monoton steigend und stetig. Auferdem
ist arcsin differenzierbar auf (—1,1), und es gilt

1
arcsin’(r) = ———.
(x) T
2. arccos : [—1,1] — [0, 7] ist streng monoton fallend und stetig. Auflerdem ist arccos differen-
zierbar auf (—1,1), und es gilt
arccos’(x) = !
V1—22
Definition 4.30 Der Tangens ist die Funktion
tan:R\{z—Fnﬂ\nEZ}—ﬁR, tan(az)zsmm.
2 cosx

Satz 4.31 FEs gilt:

1

1. tan ist differenzierbar, und es gilt tan'(z) = ——.

2. lim,_,_~+tanx = —oo und lim,_ ~- tanz = oo.
2 2

8. tan|(_r/2.x2) 1 (=7/2,7/2) — R ist streng monoton steigend und bijektiv.
4. Bezeichne die Umkehrfunktion von tan |(_r o r/2) als
arctan : R — (—7m/2,7/2).
arctan ist streng monoton steigend und differenzierbar, und es gilt:

1

arctan’(x) = o
x

Definition 4.32 Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f: I — R heifit

konvex, , flz+ (1 —=t)y) <tf(z)+ (1 —-1t)f(y).
streng konvex, falls ¥y € I mit x 7y flz+ (1 —=t)y) <tf(z)+ (1 —1)f(y).
konkav, . fllz+ (1 —=t)y) >tf(z)+ (1 —1)f(y).
streng konkav, und vt € (0,1) gilt: flz+ (1 —=t)y) >tf(z)+ (1 —1)f(y).

Anschaulich bedeutet dies:

1. Wenn fir alle z,y € I, x # y die Strecke zwischen den Punkten (x, f(x)) und (y, f(y)) (echt)
oberhalb des Graphen von f liegt, dann ist f (streng) konvez.

2. Wenn fir alle x,y € I, x # y die Strecke zwischen den Punkten (z, f(z)) und (y, f(y)) (echt)
unterhalb des Graphen von f liegt, dann ist f (streng) konkav.
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Satz 4.33 Sei I C R ein Intervall und f: I — R differenzierbar.
1. Wenn f": I — R (streng) monoton steigend ist, dann ist f (streng) konvez.

2. Wenn f': I — R (streng) monoton fallend ist, dann ist f (streng) konkav.

Korollar 4.34 Sei I C R ein Intervall und f : I — R zweimal differenzierbar.
1. Wenn f"(x) >0 fiir alle x € I, dann ist [ konvez.
Wenn f"(x) > 0 fiir alle x € I, dann ist f streng konvez.

(z)
(z) >

Wenn f"(x) <0 fir alle x € 1, dann ist f konkav.
(z)

> o e

Wenn f"(z) <0 fiir alle x € I, dann ist f streng konkav.

5 Integrale
Definition 5.1 Seien a,b € R, a < b. Eine Treppenfunktion auf [a,b] ist eine Funktion T : [a,b] —

R, so daf$ es Zahlen t; € R und ¢; € R gibt, i =0,...,n, mita=1tg <t1 <...<tp_1 <t,=0bund
so dafs gilt:

T(x) =¢; fir alle x € [ti—1,t;),i=1,...,n.

Die Werte t; heifien die Sprungstellen von 7, und T'r|y bezeichnet die Menge aller Treppen-
funktionen auf [a,b].

Satz 5.2 Seien 7,0 € Tri,y und k € R. Dann ist auch 7+0 € T'riqp) und kT € Triqy). (Das heifit:
T'riq ist ein Vektorraum dber R). Auferdem sind fiir jedes c¢ € (a,b) die Einschrinkungen Tl g

bzw. T|c5 Treppenfunktionen auf [a,c| bzw. [c,b].

Definition 5.3 Sei 7 : [a,b] — R eine Treppenfunktion mit Sprungstellen a =ty < ... < t, =b
und Ty, +,) = ¢i- Dann ist das Integral von 7 iiber [a,b] definiert als

b n
/ 7(x)dx = Zci(ti —ti—1).

i=1
Satz 5.4 Seien 7,0 € Ty, k € R und c € (a,b). Dann gilt:
1.

/a (4 o) (@) = / (e + / ' (),

/ab(kv')(x)dm = k/ab 7(z)dz,
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/ab 7(z)dx = /acT(m)dx + /CbT(:L’)d:L’,

4. Wenn 7 >0, dann folgt f x)dx > 0,
5. f;ldm:b—a.
Definition 5.5 Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion (d.h. 3C € R, Vzx € [a,b],|f(z)] < C).

1. Das Riemann-Oberintegral von f ist definiert als

b* b
f(z)dz := inf {/ T(z)dr | 7 € Trigp), ™ 2 f} .

a

2. Das Riemann-Unterintegral von f ist definiert als

b b
/ f(x)dx := sup {/ T(x)dw [T € Trigy, 7 < f} .

3. f heifit Riemann-integrierbar falls f x)dr = f f Ydx. In diesem Falle ist das (Rie-
mann-)Integral von f definiert als

/ab f(x)dx = /ab* flx)dx = ab*f(m)dm

Satz 5.6 Sei f :[a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann gilt

b b*
/ f@dr< [ f@)de

Satz 5.7 Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. f ist Riemann-integrierbar,

2. Ve>03ry, 7 € Trigy, so daff 7— < f <711 und f;(ﬂr —7_)(x)dx < €.

3. Es gibt Folgen (77 )nen und (72)nen in Triqy mit 7% < f < 7Y fiir allen € N, und hmf
™) (z)dx = 0.

Sind diese Bedingungen erfillt, so gilt fiir die Folgen (T1):

/f da;—hm/ dm—hm/ T (x

Satz 5.8 Seien f,g : [a,b] — R Riemann-integrierbare Funktionen, k € R und ¢ € (a,b). Dann
gilt:
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1. f+ g ist ebenfalls Riemann-integrierbar, und
b b b
[ +a@is = [ @+ [ gt
2. kf ist ebenfalls Riemann-integrierbar, und
b b
[ ten@ae =k [ s

3. fliae) und flicp sind ebenfalls Riemann-integrierbar, und

[ o= [ s@ars [ s

4. Wenn f >0, dann folgt f:f(a:)da: >0,

5. Jede Treppenfunktion ist Riemann-integrierbar, und der Wert des Riemann-Integrals f; f(x)dx
stimmt mit dem Wert des Integrals von Treppenfunktionen (im Sinne von Definition 5.3)
iberein.

Bemerkung 5.9 Wegen Eigenschaft 3. im vorstehenden Satz ist es sinnvoll, fiir eine Riemann-
integrierbare Funktion f : [a,b] — R zu definieren:

/aa f(z)dz = 0; /baf(a:)da: . /ab f(z)dz.

Mit dieser Vereinbarung gilt die Formel in 3. auch dann, wenn ¢ ¢ (a,b).
Satz 5.10 Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f Riemann-integrierbar.

Satz 5.11 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Sei f : [a,b] — R eine Riemann-
integrierbare Funktion. Definiere F : [a,b] — R durch

F(z) := / f(t)dt.
Dann qult:
1. F st stetig.
2. Ist f stetig in xo € [a,b], so ist F' differenzierbar in xo und F'(x¢) = f(xo).

Definition 5.12 Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion. Fine Stammfunktion von
f st eine differenzierbare Funktion F : I — R, so daff F' = f.

Korollar 5.13 Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist F(z) := [ f(t)dt eine Stammfuntion von f.

Satz 5.14 Sei I C R ein Intervall und f: I — R eine Funktion. Sind F,G : I — R Stammfunk-
tionen von f, so gibt es ein C € R, so daf fir alle x € I gilt: G(x) = F(z) + C.
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Bemerkung 5.15 Wir fiihren folgende Schreibweisen ein:

1. Fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — R bezeichne [ f(x)dz die (allgemeine) Stammfunktion
von f. Nach Satz 5.14 ist diese bis auf Addition einer Konstanten eindeutig bestimmt.

2. Fiir eine Punktion F : I — R bezeichne F(x)|% := F(b) — F(a).

Korollar 5.16 Ist f : [a,b] — R stetig und F : [a,b] — R eine beliebige Stammfunktion von f, so
gilt

b
/ f(x)dz = F(b) - F(a)

F(2)[g-

Beispiel 5.17 Dies ist eine Liste von einigen elementaren Stammfunktionen:

f(z) [ f(z)dx | Einschréinkungen
P #x“l +C p#—1
1 In|z|+C fiir x # 0
e’ et +C
a® ﬁam a>0,a#1
sinx | —cosx+C
Cos & sinx + C
11_12 arcsinz 4 C
ﬁ arctanz + C

Satz 5.18 (Partielle Integration) Sei I C R ein Intervall, f,g: I — R stetig und g differenzierbar.
Sei F': I — R eine Stammfunktion von f. Dann gilt:

/f(l’)g(l’)dﬂf = F(x)g(z) — /F(m)g’(az)da:.

Satz 5.19 (Integration durch Substitution) Seien I,J C R Intervalle, f : I — R stetig, F : [ - R
eine Stammfunktion von f und g : J — I C R differenzierbar. Dann gilt fiir eine Konstante C' € R:

/ §@)(f o g)(@)dz = (F o g)(z) + C

Beispiel 5.20 [ V1 — z2dx = % (arcsina: +zv1— :cz) + C. Insbesondere folgt daraus, daf§ der
Flacheninhalt der Einheitskreisscheibe 7 ist.
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Definition 5.21 1. Seiena € R, b € R, a < b und f : [a,b) — R. Falls fiir jedes ¢ € (a,b)
die Funktion fli, q Riemann-integrierbar ist und falls lim,_,;- fac f(x)dx existiert, so heifst f
uneigentlich (Riemann-)integrierbar iiber [a,b), und man definiert

b c
/ f(x)dzx ;== lim f(x)dz.

c—b~ Ja

2. Seiena € R, b € R, a < b und f : (a,b] — R. Fulls fiir jedes ¢ € (a,b) die Punktion
fliey) Riemann-integrierbar ist und falls lim,_, q+ / Cb f(x)dx existiert, so heif$t f uneigentlich
(Riemann-)integrierbar tiber (a,b|, und man definiert

/ab f(x)dx := lim /Cb f(x)dx.

c—at

3. Seiena,b € R, a < bund f : (a,b) — R. Falls fiir ein c € (a,b) die Funktionen f|q,q und flip)
uneigentlich (Riemann-)integrierbar sind, so heifit f uneigentlich (Riemann-)integrierbar iiber

(a,b), und man definiert
b c b
[ t@ar= [ g@is+ [ s

Falls f : I — R fiir einen dieser Intervalltypen auf I uneigentlich integrierbar ist, so sagt man
auch, daf$ das uneigentliche Integral fab f(x)dx konvergiert.

Bemerkung 5.22 1. In der vorstehenden Formel fiir integrierbare Funktionen f : (a,b) — R
ist der Wert der uneigentlichen Integrals ff f(x)dx unabhingig von der Wahl von ¢ € (a,b).

2. Ist f : I — R wie oben, so ist f genau dann uneigentlich integrierbar, falls fiir beliebiges
c € (a,b) die Funktion F : I — R, F(z) := [ f(t)dt stetig auf [a,b] fortgesetzt werden kann,
d.h. wenn die Grenzwerte lim,_,,+ F(x) und lim,_,;,- F(x) beide (in R) existieren.

3. Ist f : [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion, so sind die Einschrinkungen f |[a,b),
flap) und flap) alle uneigentlich integrierbar, und der Wert des Integrals f;f(a:)dx - be-

trachtet als uneigentliches Integral - stimmt mit dem Wert der Riemann-Integrals f: f(x)dx
tiberein. Daher ist es gerechifertigt, fiir beide die gleiche Schreibweise zu verwenden.

Satz 5.23 Sei I C R ein Intervall der Form I = [a,b) (bzw. I = (a,b] bzw. I = (a,b)), und sei
f:I— R, sodaf$ fiir alle c € (a,b) fljaq (bzw. flcp) Riemann-integrierbar ist.

Falls ff |f(x)|dx konvergiert, dann konvergiert auch f;f(:z;)d:z, und es gilt

/ab f(x)dx

Satz 5.24 (Vergleichstest) Seien f,g: I — R wie im vorigen Satz.

</ @)l

1. Falls |f] < g und f;g(x)dx konvergiert, dann konvergiert auch fab |f(z)|dx und f; f(z)dx.

2. Falls0 < g < f und f;g(az)daz divergiert, dann divergiert auch f:f(x)da:.
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Satz 5.25 (Integraltest) Sei f : [1,00) — R eine monoton fallende (Riemann-integrierbare) Funk-
tion, f >0, und sei a, := f(n) fir alle n € N. Dann konvergiert die Reihe Y . | a, genau dann,
wenn [ f(z)dx konvergiert.

o
1
Beispiel 5.26 (Vgl. Satz 2.27) Die Reihe E - konvergiert fiir p > 1 und divergiert firp < 1.
n

n=1
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