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Kapitel 1

Integration

1.1 Motivation

Eines der Probleme, welches zur Einfithrung des Begriffes des Integrals gefiihrt hat,
ist die Berechnung des Flacheninhalts eines krummlinig berandeten Fléchenstiickes
der Ebene. Durch Zerlegung in endliche viele Teilstiicke lasst sich dieses i.A. auf
folgendes Problem zuriickfiihren:

Es sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall und f : I — Rsq eine ,geeignete”, z.B.
stetige Funktion. Wie lédsst sich der Flacheninhalt der Fliche

A={(r,y) eR?: a<zx<bh 0<y< f(z)}

zwischen dem Graphen von f und der z-Achse bestimmen?

In der obigen Form ist die Frage genau genommen noch nicht einmal richtig formu-
liert. Sie suggeriert namlich, dass ein solcher ,Fldcheninhalt“ existieren muss — dies
entspricht zwar unserer Intuition, verschleiert aber die Tatsache, dass die ,,Berech-
nung“ des Flacheninhalts zunéchst einmal eine sinnvolle Definition voraussetzt. Die
obige Frage sollte also genauer die nach der Definition des Flacheninhalts einschlie-
Ben.

Folgender Weg zur Losung dieses Problems liegt nahe: Man ,,approximiere® die
Flache A durch Fliachen A,,, welche sich aus endlich vielen achsenparallelen Recht-
ecken, deren untere Kanten auf der z-Achse liegen, zusammensetzen, berechne auf
die offenkundige Art und Weise den Flécheninhalt |A,| von A,, und bestimme den
Grenzwert der Folge der |A,]| fiir n — oo, wobei fiir n — oo die ,,Giite der Approxi-
mation“ immer besser werden sollte. Den Grenzwert |A| = lim,, ., |4,|, vorausge-
setzt er existiert, wird man dann als den Flacheninhalt von A bezeichnen.

b}
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a = ap aiag az a4 Qs Qg b:a7

Natiirlich muss hier noch zusétzlich festgelegt werden, was wir unter einer Approxi-
mation von A durch A, sowie ihrer Giite verstehen wollen.

Die Berechnung der Fldcheninhalte der A, ist dagegen unstrittig. Ordnen wir
niamlich die Rechtecke, aus denen A, sich zusammensetzt, von links nach rechts,
so bilden ihre unteren Kanten eine Zerlegung des Intervalls [a, b] in Intervalle

[a'()) al]a [ala CLQ], ceey [am—b am]a

mit ay = a, a, = b (welche strenggenommen noch von n abhingt). Besitzt das
Rechteck mit Basis [a;_1,a;] die Hohe A;, so wird man den Fldcheninhalt von A,
als

(1.1) Ay = Z Ajlaj —aj-1)

definieren. Definiert man die Funktion f, : I — R durch

>\j7 falls x E]aj_l, aj[,

max{\;, A\j1} fallsz=a;, 1<j<m-—1,
falz) =

A1 falls x = a,

Am falls x = b,

so ist iibrigens
Ay ={(z,y) eR*: a<z<b 0<y < fula)}

Man bezeichnet |A,,| daher auch als das , Integral der Treppenfunktion“ f,.

1.2 Das Riemannsche Integral einer Treppen-
funktion

Sei im Folgenden [a,b] C R stets ein gegebenes, kompaktes Intervall. Es sei daran
erinnert, dass fiir eine gegebene Teilmenge A C R mit 14 : R — R die charakteri-

stische Funktion
1, fallsx € A,
]lA(ZL’) =
0, fallszeR\ A,
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bezeichnet wird. Ist A C [a, b, so werden wir 14 auch als Funktion 14 : [a,b] — C
betrachten.

Definitionen. Eine Funktion ¢ : [a,b] —€ C heifle Treppenfunktion auf [a, b],
wenn es endlich viele Unterteilungspunkte

a=xg <11 < <Xy =2"0

dieses Intervalls gibt so, dass ¢ auf jedem der offenen beschrinkten Teilintervalle
I :=|z;_q,z;[, j=1,...,m, konstant ist.

Nimmt ¢ auf /; den konstanten Wert \; € C an, und bezeichnen wir zudem mit
Lvi = A{x} =[x, 2], 1 =0,...m, die Menge der einpunktigen Intervalle, die aus
den Unterteilungspunkten bestehen, und setzen wir A\, = ¢(x;), { = 0,...,m,
sowie n := 2m + 1, so lasst sich f folglich schreiben in der Form

(1.2) p=> Ny,
k=1

Es bezeichne T = T ([a,b]) die Menge aller Treppenfunktionen auf [a, b].

Es sei daran erinnert, dass die Menge Cl*% aller komplexwertigen Funktionen f :
[a,b] — C einen Vektorraum iiber dem Korper der komplexen Zahlen bildet bzgl. der
iiblichen Addition von Funktionen sowie der Multiplikation mit komplexen Skalaren.

Lemma 1.1 7 = T ([a,b]) bildet einen linearen Teilraum des Vektorraums Clal.

Beweis. Es sind folgende Eigenschaften nachzupriifen:
(i) 0eT,
i) p,v e T =90+ eT,
(iii) e T, AeC= M e T.
Die Eigenschaften (i) und (iii) sind trivial. Es geniigt daher, die Aussage (ii) zu
beweisen:
Die Treppenfunktion ¢ sei definiert bzgl. der Menge Z der Unterteilungspunkte
Zixg<xy << T,
und v bzgl. der Menge Z’ der Unterteilungspunkte
Z'iay<ay <o <a
Dann bezeichne Z V Z’ die geordnete Menge der Unterteilungspunkte

INZ itg<ti<---<t,
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welche man dadurch erhilt, dass man die Menge

{to,t1, ... tn} :i={wo, 21, ..., xm} U{xgy, 2}, ..., 20}

betrachtet, welche alle Unterteilungspunkte von Z und von Z’ enthilt, und diese
linear ordnet. Dann sind ¢ und 1 konstant auf jeden Teilintervall |t;_1,t;[, j =
1,...,n. Das Gleiche trifft dann offenbar auf ¢ + ¢ zu, und folglich ist o + ¢ € T.

Q.E.D.

Bemerkungen: (a) Offenbar trifft der letzte Schluss auch auf das Produkt ¢ zu,
d.h. mit ¢,7 € T ist auch stets pyp € T. Dies bedeutet, dass 7 (wie auch Cl?)
sogar eine kommutative Algebra bildet, in der folgende Rechenregeln gelten fiir
alle 1, 2,03 € T und A € C:

(1) (Ap1)w2 = @1(Ap2) = A(p1p2);
(i) @1(p2 + ©3) = P12 + P103;
(iii) w102 = 2p1.

(b) Ferner liegt mit ¢ € 7 auch die durch

pl(2) = [p(@)], 2 € [a,b],

definierte Funktion |p| in 7.

(c) Offenbar ist fiir jedes beschrankte Intervall I C [a,b] dessen charakteristische
Funktion 1; eine Treppenfunktion, und die Darstellung (1.2) einer beliebigen Trep-
penfunktion zeigt, dass T ([a,b]) gerade der lineare Teilraum von Cl4Y ist, welcher
von der Menge aller charakteristischen Funktionen 1; von Intervallen I C |a, b
aufgespannt wird.

Definition (Integral einer Treppenfunktion). Sei ¢ € T ([a,b]) definiert durch die
Unterteilung
a=x0< 21 <<y =0,

und sei ¢[jz, ;2,0 = Aj fiir j = 1,...,m. Dann setzt man
b m
/ pla)de = Nj(x; — ;).
a ]:1

Wir schreiben dafiir oft auch kiirzer [ ¢p(z)dz oder [ ¢dz, oder nur [ ¢.

Damit diese Definition sinnvoll ist, muss noch gezeigt werden, dass sie unabhéngig
von der gewihlten Unterteilung ist (man sagt dann auch, dass Integral sei wohlde-
finiert). Es seien

A To <1 <+ < Ty,
7' to<ti << 1y,
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zwei Unterteilungen, auf deren offenen beschrankten Teilintervallen die Funktion ¢

konstant ist, und zwar sei

gphxj717xj[ = )\]7 S0|]tk71,tk[ = A;g

Wir setzen zur Abkiirzung

/ SO—Z)\ —Tj-1), /I<P—Z>\ktk—tk1

Es muss gezeigt werden, dass f(Z) 0= f(Z,) )

1.Fall. Jeder Unterteilungspunkt aus Z sei auch Teilpunkt von Z’, etwa z; =

Dann gilt
Tj_1 = tkrl < tkj71+1 < - < tkj = Zj, (] =1,.. .,m),

und
)\;c = )\j fiir ]{5]'_1 <k< k’j.

Daraus folgt

/(,) Z Z Ntk — ter) = Z/\( xj_l):/ o

j=1 k=k;_1+1 =1 (2)

t, -

2.Fall. Seien Z und Z' beliebige Unterteilungen zu . Mit Z V Z’ bezeichnen wir wie
zuvor die Unterteilung, die alle Teilpunkte von Z und Z’ umfasst. Dann gilt nach

dem 1. Fall

R e I
(2) A ’

Satz 1.2 Seien v,y € T und X € C. Dann gilt:
(a) [(p+1)de = [pdz+ [¢da.
(b) J\p)dz =X [ pda.

Q.E.D.

(c) Sind ¢ und ¢ reellwertige Treppenfunktionen, so ist auch deren Integral reell,

und es gilt:
aus ¢ < folgt [odx < [ dx.

(d) Das Integral erfillt die folgende ,,Dreiecksungleichung®:

\/w(x) dw\ §/|g0(:17)|d9:.
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Dabei wird fiir reellwertige Funktionen f, ¢ : X — R auf einer Menge X definiert:
f<g &= f(x)<g(z) firallezeX.

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 1.1 konnen ¢ und v bzgl. derselben Untertei-
lung
a=20 <21 < < Ty =2>

definiert werden, und ist dann @lj,;_, »;f = a; und ¥, , ;[ = B;, so folgt

m m m

/(90 +)de = > (o5 + ) —xjm) = > ajlay —zm0) + Y By — z51)
j=1 j=1 j=1
= /godx + /w dz.
Die iibrigen Aussagen folgen auf dhnlich triviale Weise. Q.E.D.

Bemerkungen. (i) Die Aussagen (a) und (b) von Satz 1.2 bedeuten, dass das
Integral ein lineares Funktional auf dem Vekrtorraum 7 ist. Die Eigenschaft (c)
driickt aus, dass dieses Funktional monoton ist.

(ii) Ist I C Ja,b] ein beschrénktes Intervall mit den Endpunkten ¢ < d, so gilt
offenbar

/]l;dle-(d—c):|[|,

wobei |I| wieder die Linge des Intervalls I bezeichne.

(iii) Schreiben wir ¢ € T wie in (1.2) in der Form ¢ = > "7, A1y, , so gilt nach (i)
und (ii)

(1.3) (x)dx = M| 1|
/80 kz:; kK

(iv) Ist ¢ eine komplexwertige Treppenfunktion, so sind ihr Realteil Re ¢ und ihr
Imaginérteil Im ¢ ebenfalls Treppenfunktionen. Aus ¢ = Re ¢ + iIm ¢ folgt mittels
der Linearitédt des Integrals:

(1.4) /cpd:)s:/Recpdx—l—z' /Imapdm, peT.

Definitionen. Sei X eine nichtleere Menge. Eine Funktion f : X — C heifit be-
kanntlich beschrinkt, wenn die Bildmenge f(X) C C beschriankt ist, d.h. wenn es
eine reelle Konstante C' > 0 gibt so, dass

lf(x)]| <C fiir alle z € X.
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Mit B(X) bezeichnen wir die Menge aller beschrankten Funktionen f : X — C.
Offenbar bildet B(X) einen linearen Teilraum des Raumes C*. Fiir f € B(X) ist
dann

£l == sup{[f(2)] : 2 € X} € Rxo

wohldefiniert, und es gilt insbesondere
(1.5) lf(@)] < ||fll. fiirallez e X.

Offenbar ist also || f||, gerade die kleinste Konstante C', durch welche f beschrénkt
wird.
Jede Treppenfunktion ist offenbar beschrankt.

Lemma 1.3 Fiir alle ¢ € T ([a,b]) gilt

/a ' () da

Beweis. Offenbar gilt nach (1.5) || < ||@|[uL[5. Mit Satz 1.2 folgt daher

< [[ellu (b—a).

b b b
| [ e@ds] < [ le@lds < [ lelltin dz = elu(t - )

Q.E.D.

Bemerkungen 1.4 a) Fiir die Abbildung
[ fl s BIX) = Rso, [ = [ f]lus

weist man folgende Eigenschaften fiir alle f,g € B(X) und A € C nach (Ubung),
welche denen des Absolutbetrags einer komplexen Zahl &hneln:

(@) [[fll.=0 < [f=0;
(B) [IAf 1l = AL []f [l

(©) If + glhw < ([ fllu + [glhs

(@) 11l = 11fllu;

(€ Nfglle < £ llullgll-
Z.B. folgt aus (1.5)

[f(2) + g(@)] < [f(@)] + [g(@)] < [|f]lu + 19l

und somit aufgrund der Definition des Supremums ||f + g|l. < ||fllu + ||g|l.- Die
iibrigen Eigenschaften folgen &dhnlich leicht.
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b) Die Eigenschaften (a) bis (c) bedeuten, dass || - ||, eine sogenannte Norm auf
dem Vektorraum B(X) ist — auf diesen Begriff werden wir in Kapitel 2 ausfiihrlicher
eingehen. || f],, bezeichnet man als die Supremumsnorm von f.

c) Mit Hilfe dieser Supremumsnorm lésst sich die gleichméifige Konvergenz einer
Funktionenfolge (f,), in B(X) gegen eine Funktion f € B(X) dhnlich beschreiben
wie die Konvergenz einer Zahlenfolge mit Hilfe des Absolutbetrages:

Die Funktionenfolge (fy,)n konvergiert dann und nur dann gleichmdflig auf X gegen
f, wenn gilt:

(16) tim £~ full = 0.
Fiir jedes € > 0 gilt ndmlich offenbar
|fu(z) — f(z)] < e firallex € X

genau dann, wenn

[ = fllu < e

d) Beachte auch: Ist die Funktion f der gleichmdiffige Limes einer Folge (f,), be-
schrankter Funktionen f, € B(X), so ist auch f beschrinkt, d.h. f € B(X).

Wihlen wir ndmlich in ¢) z.B. € := 1, so gibt es ein n mit |f(z) — f.(x)] <
1 fiir alle z € X, also

1f(@)] < |f(@) = ful@)| + | fu(@)] <1+ || fullu < oo fiir alle z € X.

1.3 Erweiterung des Integrals: das bestimmte In-
tegral einer Regelfunktion

Wir wollen nun das Integral auf eine gréflere Klasse von Funktionen erweitern. Dazu
beobachten wir folgende Konsequenz aus Lemma 1.3:

Lemma 1.5 Ist die Funktion f : [a,b] — C der gleichmdflige Limes einer Folge von

Treppenfunktionen ( fn)nen in T ([a,b]), so bildet die Folge der Integrale (f; fn dT)pnen
eine Cauchy-Folge in C. Insbesondere existiert der Grenzwert

b
I=1lm | f,do.

n—oo a

Dieser hingt nur ab von f, nicht jedoch von der approzimierenden Folge ( f)nen-
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Beweis. Sei € > 0, und es gelte (1.6). Dann gibt es ein ny € N so, dass
I f = fullu <€/2  fiir alle n > ny.

Fiir n, m > ng erhélt man somit mittels Bemerkung 1.4

(L7) < N = Fallat 1f = Fulla < 5+

225.

Die Folge (f,), bildet also eine ,gleichméflige Cauchy-Folge“. Fiir n,m > nq folgt
zusammen mit Lemma 1.3 :

([nm§KMM}:t[m—MMx

< (b_ a)”fn - fm”u < (b - a)g.

Dies zeigt, dass die Folge ( f; fn dx)pen eine Cauchy-Folge in C bildet. Sei

b
I := lim fndx.

n—o0

Sei ferner (g,), eine weitere Folge in T ([a, b]), welche gleichméBig gegen f konver-
giert, und sei J = lim f; g, dx.
n—oo

Wegen

< ||fn - f“u_'_ ||f_gn||u

ist dann offenbar

lim an - gnHu =0.
n—oo

Wieder mittels Lemma 1.3 folgt hieraus:

lim
n—oo

L?n—%»wrza

und somit [ = lim f; fndr = lim fab gndx = J.
n—oo n—oo
Q.E.D.

Definitionen. Eine Funktion f : [a,b] — C, die sich als Limes einer gleichméBig
konvergenten Folge (f,,), aus T ([a, b]) darstellen ldsst, wird als Regelfunktion auf
[a, b] bezeichnet. Es sei R = R([a,b]) die Menge aller solcher Regelfunktionen auf
[a,b]. Jede Regelfunktion ist beschrankt, d.h. es gilt

R(la,0])  B([a, b])
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(vgl. Bemerkung 1.4). Sind (f,,)n bzw. (g,)n Folgen in T ([a,b]), welche gleichmaBig
gegen f bzw. g aus R([a, b]) konvergieren, so weist man mittels Bemerkung 1.4 ganz
analog wie fiir konvergente Zahlenfolgen nach, dass die Folge (f,, + gn)» gleichméBig
gegen [ + g, die Folge (f,g,)n gleichmiBig gegen fg (hier nutzt man auch die Be-
schrinkheit von Regelfunktionen aus!) und die Folge (af,,), gleichméBig gegen o f
konvergiert, fiir jedes a € C. Dies zeigt, dass mit f und g aus R([a, b]) sowie aw € C
auch f+ g, af und fg in R([a,b]) liegen, d.h. dass auch R([a,b]) eine Algebra ist.
Ahnlich zeigt man, dass mit f € R auch |f|, Re f und Im f in R([a, b]) liegen.

Aufgrund von Lemma 1.5 kénnen wir nun definieren:

Sei f € R([a,b]), und sei (f,), eine Folge in T ([a,b]), welche gleichmifBig gegen f
konvergiert. Die Zahl

b b
/ f(z)dr = lim [ f,(z)dx

n—o0 a

heifit das (bestimmte) Riemannsche Integral der Funktion f iiber das In-
tervall [a,b] (oder ,von a bis b“).

Ist die Funktion f auf einer Obermenge von |a, b] definiert (wie z.B. die Exponenti-
alfunktion x — e”, welche auf ganz R definiert ist), und ist deren Einschrankung auf
la,b] eine Regelfunktion (solche Funktion wollen wir als iiber [a,b] integrierbar
bezeichnen), so definiert man das Riemannsche Integral dieser Funktion iiber
das Intervall [a,b] durch

/abf(:v) dr = /abfha,b}(x) dx.

Satz 1.6 (Eigenschaften des Integrals) Es bezeichne wieder R = R([a,b]).

(i) Die Abbildung f — fabf(z) dx ist komplex linear von R nach C, d.h. es gilt

b b b
/(ozf+5g)dx:oz/ fdx+5/ gdx (Linearitit)

fiir alle f,g e R, a,p € C.

(ii) Ist f € R reellwertig, so ist fabfdx € R.
Ist zusdtzlich f > 0, so ist fabfdx >0. D.h., aus f,g € R, f < g, folgt

b b
/fdxﬁ/ gdx. (Monotonie)

Ferner gilt f; lder=0-a. (Normierung)

(iii) Es gilt die ,Dreiecksungleichung® fiir Integrale, d.h.

/abfdx

b
s/ flde, fER.
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(iv) Ist a < b < ¢, und ist die Funktion f iber das kompakte Intervall |a,c] inte-
grierbar (d.h. fl.q € R([a,c])), so gilt:

c b c
(1.8) / fdr = / fdz+ / fdx. (Bereichsadditivitit)
a a b

Beweis. (i) Sind (f,)n bzw. (g,), Folgen in T = T ([a, b]), welche gleichmé&Big gegen
f bzw. g konvergieren, so folgt mittels Bemerkung 1.4

[(eef +89) = (afu+Bgn)llu = l(a(f = Fu) +B(g—gn)llu < lafllf = fullu+18lll9=gnllu,

und somit

Es folgt

b b
/ (af + Bg) do = lim / (@ fo+ Ban) da

a

= lim ( /fndx+ﬁ/ gn dx)

= « lim fndx+ﬁhm/ gn dx

n—oo

= a/jfd:c—l—ﬁ/a gdx .

(ii) Ist f € R reellwertig, und ist f der gleichméBige Limes der Folge (f,), aus T,
so konvergiert wegen ||f — Re (fu)|lu := ||[Re (f — fu)llu < ||f — fullw auch die Folge

(Re fn)n aus T gleichméBig gegen f, d.h. man kann 0.B.d.A. annehmen, dass die
Folge (f.)n aus reellwertigen Funktionen besteht. Damit ist
b b

fdxr = lim fndx € R.

n—o0
a

Ist zusétzlich f > 0, so kann man, indem man f,, durch max{0, f,,} ersetzt, zusétzlich
fn = 0 fiir alle n annehmen, so dass fab fdx > 0 folgt.

(iii) Ist f der gleichméfige Limes der Folge (f,), aus T, so konvergiert die Folge
(| fn])n gleichméBig gegen |f|. Es folgt:

b b b
‘/ fd:c‘: lim /fndx‘: im ‘/ fnd:c‘
a n—o00 a n—o0o a

b b b
- —lim/ (o do = nm/ |fn\dx=/ £ de,
n—oo J. n—oo J, a

da die Dreiecksungleichung ja fiir f, € T gilt.
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(iv) Laut Voraussetzung ist f|,q auf [a, | der gleichméBige Limes einer Folge (f,),
aus T ([a, c]). Fiir jedes n € N gilt zudem

Lagfe = g fo + Lpgfo — Ly fu(D),

/acfndx:/abfndx+/bcfnda:.

Durch Grenziibergang fiir n — oo folgt die Identitdt (1.8). Q.E.D.

und somit

Bemerkung 1.7 Ist a > b, und ist f iiber das Intervall [b, a] integrierbar, so setzen

" /bfd:c: /fda:

Man priift leicht nach, dass die Gleichung (1.8) dann fiir beliebige a, b, c € R giiltig
ist.

Welche Funktionen sind in R([a, b]) enthalten?

Definition. Die Funktion f : [a,b] — C heifle stiickweise stetig, wenn es eine
Unterteilung

a=§&E <& < <=0
von [a, b] sowie stetige Funktionen Fj, € C( [k, &kaa]), kK = 0,...,m — 1, gibt so,

dass

f‘]fk7€k+1[: Fk}}€k7€k+l[’ k=0,...,m—1

Satz 1.8 R([a,b]) enthdlt alle stickweise stetigen Funktionen auf |a,b].

Der Schliissel zum Beweis dieses Satzes liegt in der folgenden Definition und dem
anschliefenden Satz.

Definition. Es sei A C R (oder auch A C C). Die Funktion f : A — C heifle
gleichmiflig stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein § = d(¢) > 0 gibt so, dass gilt:

(1.9) |f(x) = fly)]| <e furallez,y € Amit |xr—y| <0 .

Offenbar ist eine gleichméfig stetige Funktion f : A — C stetig auf A; die Umkeh-
rung hiervon ist jedoch falsch.

Beispiel. Die Funktion f(x) = sin% ist stetig auf R, jedoch nicht gleichméBig
stetig.
1

Fir z, := 5—, yn := n € N, n > 1, gilt ndmlich:

1
2430

[f(zn) = fyn)| =10 = 1] =1,
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und
/2

2mn)(2mn + %)

|xn—yn|:( — 0 fiirn — oco.

Zu € = 1 kann es hier also kein 6 > 0 mit der Eigenschaft (1.9) geben.

Theorem 1.9 Ist I C R ein kompaktes Intervall, so ist jede stetige Funktion f :
I — C gleichmdapfig stetig.

Beweis (durch Widerspruch). Wir nehmen an, dass f € C(I) nicht gleichméBig
stetig ist. Dann gibt es ein € > 0, sowie zu jedem ¢ := % (n € N, n > 1) ein Paar
T, Yn in I mit

o= al <+ wd ()~ F)] 2 <

Dies impliziert insbesondere, dass lim,,_, |, — y,| = 0 ist.

Da I ein kompaktes Intervall ist, gibt es nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf} eine
Teilfolge (w,,, )i der Folge (), welche gegen ein & € I konvergiert. Durch Ubergang
zu dieser Teilfolge konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass die Folge (z,), bereits gegen
¢ konvergiert. Wegen lim,,,, |z, — y,| = 0 ist dann auch lim,, ., v, = &.

Da f im Punkte ¢ stetig ist, folgt damit:

f(§) = lim f(zn) = lim f(yn),
also
0= lim | (x) ~ (5]

Dies steht im Widerspruch zu |f(x,) — f(y,)| > €, Vn > 1.
Q.E.D.

Beweis von Satz 1.8. Es sei f : [a,b] — C stiickweise stetig. Dann gibt es eine
Unterteilung a = & < & < - -+ < &, = bdes Intervalls [a, b] sowie stetige Funktionen

Fi, € C([&k, Sian]) mit fh&mﬁlvkl[: Fk‘]ﬁk,ikﬂ[’ k=0,...,m-1

Sei € > 0. Da die Funktion Fj nach Theorem 1.9 gleichméfig stetig ist auf dem kom-
pakten Intervall [§, £x11], ist auch f|;, gleichméBig stetig auf jedem der Intervalle

I, =8k, Sppa -
Wir halten voriibergehend k fest. Dann gibt es also zu € > 0 ein 6, > 0 so, dass gilt:
|f(z) — f(y)| < e fur alle z,y € I mit |x — y| < d.

Indem wir gegebenenfalls 9, verkleinern diirfen wir 0.B.d.A annehmen, dass N :=
% € N. Wir setzen dann

aj::§k+j5k, 7=0,..., Ng.
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Das Intervall I; zerfallt dann in die Teilintervalle

]@0, al], ]@1, @2]7 e 7]@Nk—1, aNk[v

welche alle dieselbe Lénge 6 haben.

Wir wihlen zu jedem j =0, ..., N, — 1 einen Punkt b; €a;, a;41[ aus, und setzen
Nk 1 Nk 1
Pk = Z f ]l]aj ajt1] + Z -f aj ]l{aj}
j=1

Dann gilt [|(f — @k)}IkHu < ¢, denn ist x € I}, so existiert ein j mit x €]a;, aj11],
oder = a;. Im ersten Falle ist

[f () — ()] = |f () = f(b;)] <e,

da |z — bj| < 6 ist, und im zweiten Falle ist

[f (@) = erl@)] = | f(a;) = fla;)| =0 <e.

Setzen wir schlie3lich
= Z + D @)y
k=0 k=0

so ist ¢ € T ([a,b]), und es gilt offenbar

If =lla<e-

Insbesondere erhalten wir auf diese Weise zu jedem ¢ = 1/n, n € N, n > 1, ein ¢,
in 7 ([a,b]) mit ||f — pnlle < 1/n . Damit ist f € R([a,b]).
Q.E.D.

Bemerkung: Der Beweis von Satz 1.8 zeigt bei genauer Betrachtung sogar Folgen-
des:

Ist f auf [a,b] stiickweise stetig, und sind 29 = a < 1 < --- < x, = b Punkte
in [a, b], welche eine Zerlegung des Intervalls [a, b] in die Teilintervalle [z}, z;41] der
Lange A; := xj11 — x; liefern, und sind b; € [z;,xj11], 7 = 0,...,n — 1, beliebige
Stiitzstellen im Intervall [z;,x;1], so ldsst sich zu diesen Daten die Riemann-
Summe zu f der Gestalt

if(bj>(xj+1 — ;) = if(bj)Aj,

bilden. Betrachte wieder die zugehorige Treppenfunktion

n—1

-f x] i1 +Z-f ZL'] ]l{xj}

=0 7=0

.
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Dann gilt offenbar
b n—1
[ eards =3 sea,
a j=0

Da f gleichméBig stetig ist, gibt es ferner zu jedem ¢ > 0 ein > 0 so, dass fiir jede

Zerlegung mit Feinheit max 1Aj < 0 gilt:
J=V;. n—

E
sup |f(z) — @) = |f —ollu < ———,
:ce[a,b]‘ (z) — @) = || | T h—a

und somit

‘ /ab f(x)dx — /ab p(z) dx‘ _ ‘ /ab(f(x) — o(x)) dx‘ <|f = ¢llu(d—a) <e,
d.h.

[y

f(bj)A;

<e&.

n—

(1.10) ‘/abf(x) dz —

<
Il
o

Das Integral ff f(z) dx ist also der Grenzwert jeder Folge von Riemann-Summen zu
f, deren Feinheiten gegen Null streben!

Dagegen ist die Dirichlet-Funktion ¢ := 1o : R — R, nicht integierbar iiber 0, 1]
(Ubung).

Bemerkung 1.10 Eine schwéchere Form der Approximation durch Treppenfunk-
tionen ist die Folgende:

Definition. Die Funktion f : [a,0] — C heifle Riemannsch integrierbar auf
[a,b], wenn es zwei Folgen (f,), und (¢,), von Treppenfunktion auf [a,b] gibt so,
dass gilt:

b
|f — ful < und / W, dr — 0 fiir n — oo

(offenbar muss v, > 0 sein).

Konvergiert die Folge (f,), aus 7T ([a,b]) gleichméBig auf [a,b] gegen f, so kann
man offenbar v, = ||f — fullu Ljap wéhlen, d.h. jede Regelfunktion auf [a,b] ist
Riemannsch integrierbar.

Man kann zeigen, dass sich fiir alle Riemannsch integrierbaren Funktionen auf [a, b]

ein Integral durch
b b
/f(:c)dx — lim/ fu() da
a n— oo a

definieren ldsst, welches dhnliche Eigenschaften wie die des von uns betrachteten
Integrals besitzt.

Allerdings ist die Dirichlet-Funktion auch im Riemannschen Sinne nicht integrierbar.
Klassischere (jedoch dquivalente) Zugéange zum Riemannschen Integral findet man
in zahlreichen Lehrbiichern, wie z.B. in [F].
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Wann kann man aus der Konvergenz einer Folge ( f,,), integrierbarer Funktionen f,
gegen eine Funktion f schliefen, dass auch die Grenzfunktion f integrierbar ist, und
dass die Integrale der f,, gegen das Integral von f streben?

Das Beispiel der Dirichlet-Funktion zeigt bereits, dass hierfiir die punktweise Kon-
vergenz der f, gegen f nicht ausreicht.

Ist ndmlich (2, )nen eine Abzéhlung der Punkte in Q@ N [0, 1], und setzen wir

Pn = Z ]l{xj} )
=0

so ist offenbar ¢ der punktweise Limes der Folge der (¢, ),, welche alle in T liegen,
1

also integrierbar sind auf [0, 1] (iibrigens ist [ ¢, dx = 0 fiir alle n € N).
0

Satz 1.11 Ist (f,)n eine Folge von Regelfunktionen auf |a,b], und konvergiert diese
gleichmdfig gegen f : |a,b] — C, so ist auch f eine Regelfunktion auf [a,b], und es
qilt

b b
lim fndx :/ fdx.

n—oo a

Beweis. Da f,, in R([a,b]) liegt, gibt es zu jedem n € Nx; ein ¢, € T([a,b]) mit

1 fn = @nlla < £. Mit Hilfe der Ungleichungen

1
1f = @nllu < Nf = fallu + [1fn = nllu < [If = fallu + "

folgern wir, dass dann auch lim || f — .|/, = 0. Somit ist auch f € R([a,b]).
n—oo
Aus

’/abfdfﬁ—/:fndw\ <@b=a)lf = fullu

folgt schlieBlich auch lim [ f, dz = [* fdx . Q.E.D.
n—oo

Korollar 1.12 Besitzt die Potenzreihe f(x) = > axaz® den Konvergenzradius R >
k=0
0, und ist a < b mit |al, |b] < R, so ist

/abf(a:)dx:;ak/abxkdx.

Beweis. Setze f,(z) := Yi_,arz”. Nach dem Beweis von Satz 9.14 (Analysis I)
konvergiert dann die Folge der Polynome f,, auf dem Intervall [a,b] gleichméBig
gegen die (stetige) Funktion f, so dass die Aussage unmittelbar aus Satz 1.11 folgt.
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Q.E.D.

Um das Integral einer Funktion, welche durch eine Potenzreihe dargestellt ist, zu
berechnen, geniigt es also im Prinzip, die Integrale fab 2% dx, k € N, zu kennen. Diese
lassen sich in der Tat mit ein wenig Fleifl mittels Approximation durch Treppen-
funktionen berechnen. Einfacher ist es jedoch, hierzu den von Newton und Leibniz
entdeckten engen Zusammenhang zwischen Differentiation und Integration auszu-
nutzen, welcher im néchsten Abschnitt besprochen wird.

1.4 Integration und Differentiation

Definition. Es sei f € C(I) eine stetige Funktion auf dem Intervall I = [a, b]. Eine
differenzierbare Funktion F' auf I heifle Stammfunktion von f, wenn gilt

f=F aufl.

Theorem 1.13 (Newton-Leibniz) Sei f € C([a,b]). Dann ist

Fla) = /mf(t)dt, 2 € lab]

eine Stammfunktion von f.

Beweis. Sind z und x + h in I = [a, ], so gilt:

F(x+h)— F(x) — f(z)h

— [ pwyae - / " F(t)dt — fla)h

a

z+h
- [ uw - s,
da [T peydt = [T f(8) di+ [T f(t) dt ist, und da f(x)h = [T f(x) dt ist. Somit
ist fiir festes z und h # 0

F(zx+h) — F(x) 1
h

Wir miissen zeigen, dass limy,_,o7(h) = 0 ist. Sei dazu ¢ > 0 gegeben. Da f in x
stetig ist, existiert ein § > 0, so dass |f(t) — f(x)| < ¢ ist fur alle ¢t € [a,b] mit
|t — x| < d. Fir |h| < 0 gilt somit fiir alle t € [a, b], welche zwischen z und = + h
liegen:

1f(t) = f(z)] <e.
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Somit folgt fiir |h| < 0 :

1

ol
r(h)] < ]

A 10 - Flde < e =

Q.E.D.

Bemerkung 1.14 Sind F und G zwei Stammfunktionen von f auf [a,b], so ist
(F—G)=F -G =f—f=0,dh. F— G ist eine konstante Funktion (vgl. Satz
10.11 (ii), Analysis I).

Zwei Stammfunktionen von f unterscheiden sich also nur um eine additive Konstan-
te. Umgekehrt ist mit F' auch F + c fiir jede Konstante ¢ € C eine Stammfunktion
von f.

Satz 1.15 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Ist F eine
Stammfunktion der stetigen Funktion f auf [a,b], so gilt fir alle z,y € [a,b]:

/Wmﬁ:F@—Fm.

Beweis. Wir definieren fiir = € [a, 0]

G(z) = /wf(t) dt .

Dann existiert nach Theorem 1.13 und Bemerkung 1.14 eine Konstante ¢ € C, so
dass gilt
Fz)=G(x)+c, z€lab].

Somit ist

F(y)—F(:):):G(y)—G(x):/yf(t)dt—/xf(t)dt:/yf(t)dt. Q.E.D.

Bezeichnung: Man setzt

Die Formel in Satz 1.15 schreibt sich dann als

/ " rydt = F(1) y .

Die folgende Tabelle lésst sich durch Differentiation der angegebenen Funktionen F'
leicht iiberpriifen.
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Tabelle einiger Stammfunktionen

F' (bis auf additive Konstante)

x2-1’

x| <1

|z| > 1

k1
k+1°

k#—1
log ||

anrl

o a1

e(E

%eix
—cosx
sinx
cosh x
sinh x
arcsin x
arsinh x
arcosh x
arctan x
tanh z
—cothx

tan x

—cotx

Beispielsweise erhélt man nun fiir beliebiges n € N:

a n+1
xXr
/ " dr =
0

b]_ b
/ —dr =logx
o T

oder auch

fiir 0 <a < b.

Weitere Regeln, welche fiir gewisse Klassen von Funktionen eine ,,explizite Integra-
tion ermoglichen, lassen sich mittels Satz 1.16 aus entsprechenden Regeln fiir die

Differentiation herleiten:

an-l—l _ On+1 n+1

a

n+1 n+1’

. = logb —loga = log (g) ,
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Satz 1.16 (Partielle Integration) Seien f € C([a,b]), g € C*([a,b]), und sei F
eine Stammfunktion von f. Dann ist

b

/ F(@)g(e) de = F(z)g(z)| - / Fla)g/(2) dr.

a

Beweis. Sei h = Fg. Dann ist h € C*([a,b]), und es gilt nach der Produktregel
W=Fg+Fg=fg+Fg.

Damit folgt

b b b b
F(x)g(z) :/ h’(x)d:c:/ fgdx+/ Fg¢'dx.
Q.E.D.
Beispiele. a) Fiir 0 < a < b ist
b b b b9 b b b
/ log:)sd:r:/ 1-logxdr = xlogx —/ r-—dr =xlogz| —x| =xz(logz—1)| .
a a a a x a a a

b) Fir n € Nyn > 2, gilt:

w/2 w/2
/ sin"xdr = / sinz sin" !z dx
0 0

1 w/2

w/2
= (—cosx)sin" " x —/ (—cosz) (n —1)sin" 2z cosz dx
0

0

/2 /2
= / (cos?z) (n —1)sin" 2z dx = (n — 1) / (1 —sin®z) sin" 2z dx,
0 0

w/2 w/2
= (n—1) / sin"?xdr — (n —1) / sin” x dx,
0 0
woraus man sofort

w/2 n—1 w/2
(1.11) / sin” x dr = / sin"~? x dx
0 0

n

erhélt. Wegen
w/2 w/2
/ sinxdr =1, / sin’ x do = /2
0 0

folgert man hieraus per Induktion nach n, dass

/2 2 om—2 2
(1.12) / sin?™ g dy = — m g
0

om—+1 2m—1 3’
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/2 om—1 2m—-3 1 =«
1.13 2 dy — Jgmzo L T
(1.13) /0 e e am—2 7272

Per Division ergibt sich aus diesen Formeln

(1.14) 2 foﬂmsinmmda: 1
‘ TPt gy 2 2 4 466 2m 2m

Setze nun s, := foﬂ/z sin” x dr. Auf dem Intervall 0 <z < 7, wo 0 <sinz < 1 gilt,

ist offenbar

1

Imtl . < gin®" g < sin?" .

0 < sin

Daraus folgt wegen der Monotonie des Integrals
0 < som+1 < Som < Som—1-
Teilt man hier jeden Term durch ss,,.1, so folgt

| < S2m <32m—1:1+i

= — )
Som+1 Som+1 2m

wobei wir bei der letzten Identitdt Formel (1.11) benutzt haben. Hieraus erhalten

wir sofort

/2 .
- f 2 $in®™ g da
lim 2 e =1,
meo [MTsin®™ T dy

und zusammen mit (1.14) folgt

2 .1 3 3 5 5 7 2m—1 2m+1
T m—oo2 2 4 4 6 6 2m 2m

(vergleiche das Beispiel zu Satz 5.3, Analysis ). Gehen wir zu den Kehrwerten iiber,
so erhalten wir die Wallissche Produktdarstellung von 7 :

- 224466  2m om
1.1 T lim 2.2.2.2.2.2.. . .
(1.15) 2 el 3355 7 2m—1 2m+1

Satz 1.17 (Substitutionsregel) Sei I ein kompaktes Intervall und f € C(I). Sei
ferner ¢ : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion mit ¢([a,b]) C I. Dann
qilt

¢(b)

/ o= [ fla)dr.

w(a)
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Beweis. Sei F eine Stammfunktion von f auf I. Dann ist F oy € C'([a,b]), und es
ist nach der Kettenregel

(F o) (t) = F'p)e'(t) = fl®)e'(?).

Somit ist nach Satz 1.16

b
/ Fle@)e'(t)dt = Fop(t)] = F(e(b) - F(p(a)).

Q.E.D.

. 2
Beispiele. a) Berechne foﬂ/ e S cosx dr.

Die Substitution y = sinz =: () liefert wegen j—g(:)s) = ¢(x) = cosx (was man

gerne auch in der suggestiven Kurzform

“coswdr = dy”

w/2 . sin(7/2)
/ e "MPcosxrdr = / e Ydy
0 sin(0)

! 1
=1—e".
0

schreibt)

= —e Y

b) Bestimme [ v1—t2dt, 0<z <1
Die Substitution ¢t = siny, 0 < t < 7/2, mit dt = cosy dy, liefert

/\/1—t2dt: / \/1—sin®ycosydy = / cos®y dy.
0
0 0

Ferner erhélt man mittels partieller Integration

s

—i—/ Sin2ydy:sinscoss+/ (1 —cos®y) dy
0 0 0

/ cos>ydy  =sinycosy
0
1 . 5 2
= —sin(2s) +s— | cos“ydy,
2 0
woraus

s 1,1 1
/ cos’ydy = = (= sin(2s) + s) = —(sin s cos +s)
; 22 )

folgt. Fiir s := arcsinz mit 0 < z < 1 ist aber 0 < s < /2, also cos s > 0, so dass
sins =2, coss=+V1—sin?s=+1— a2
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Damit erhalten wir insgesamt
v 1
/ V1—t2dt = §(x\/1 — 2?2 4 arcsin z).
0

Man iiberpriife durch Differentiation nach z, dass die rechte Seite dieser Identitét
in der Tat eine Stammfunktion zu v/1 — 2?2 ist!

¢) Bestimme das unbestimmte Integral [ arctanz dx.

Unter dem unbestimmten Integral [ f(z)dx von f versteht man dabei eine
beliebige Stammfunktion von f; das unbestimmte Integral ist also im Grunde nur
bis auf eine additive Konstante wohldefiniert!.

Mit der Produktregel erhalten wir zunéchst

x
dzx.
1+ 22 v

/arctanx dxr = rarctanz — /:c arctan’(r) dv = z arctan z — /

Die Substitution y = z? liefert ferner

x 1 9
/1+ﬂdx:/gT:?@:%bg1+m+c:§bg1+x)+q

so dass
/arctanxdx = zarctanz — 1log(1 +2°) + ¢,

wobei ¢ eine beliebige Konstante ist (man priife dies durch Ableiten nach!).

Satz 1.18 (Differentiation von Grenzfunktionen) Sei f : [a,b] — C eine
Funktion auf dem Intervall |a,b], a < b. Ist f der punktweise Limes einer Folge
von Funktionen (f,), in C'([a,b]), und konvergiert die Folge der Ableitungen (f!),
gleichmdfig gegen eine Funktion g € C([a,b]), so ist f bereits stetig differenzierbar
auf |a, b, und es gilt:

f'(x) =g(x) = 7}1—{20 fr(x) fir alle x € [a,b).

Beweis. Wir setzen G(z) := [ g(t)dt, = € [a,b]. Nach Satz 1.11 ist dann

T

G(z) = li_)In fo(t)dt

fir alle = € [a, b], also nach Satz 1.16
Gla) = lim (fula) — fu(@)) = /() - f(a).
Da G nach Satz 1.14 in C'([a, b]) liegt, gilt dies auch fiir f = G + f(a), und es ist

[f=G =g
Q.E.D.
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1.5 Integration rationaler Funktionen

1.5.1 Partialbruchzerlegung

Die folgenden Aussagen iiber rationale Funktionen gehoren eher in den Bereich der
Algebra und sollen daher nur kurz skizziert werden.

Sei R = £ mit Polynomen p und ¢ eine rationale Funktion auf C. Bezeichnen wir
mit Grad P den Grad eines Polynoms P, und setzen wir 0.B.d.A. Grad ¢ > 1 voraus,
so erhélt man mittels Polynomdivision mit Rest leicht folgende Aussage:

Es existieren eindeutige Polynome v und r, so dass

(1.16) p=wvqg+r und Gradr < Gradgq.

Damit ist

(1.17) rR=" :v+f, mit Gradr < Gradg.
q q

Satz 1.19 (Zerlegung in Linearfaktoren) Sei P ein Polynom vom Grad n > 1
auf C. Dann gibt es komplexe Zahlen a # 0 und a, . .., oy, so dass

Pz)=a(z—) - (z—ay,), zeC.

Beweis. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt P eine Nullstelle oy, € C.
Wenden wir (1.16) an auf p = P und ¢(z) := (2 — ay,), so folgt:

P(z) =v(2)(z — an) + ¢,

wobei ¢ eine komplexe Konstante ist. Wegen P(a,) = 0 ergibt sich ¢ = 0, d.h.
P(z) = v(2)(z — ap,). Da Gradv = Grad P — 1, folgt die Behauptung nun per
Induktion nach dem Grad des Polynoms.

Q.E.D.

Wenden wir diesen Satz auf ¢ in (1.17) an, und fassen wir alle Linearfaktoren (z—q;)
von ¢ mit gleichem «; zusammen, so sehen wir:

Es gibt paarweise verschiedene komplexe Zahlen A ...\, sowie nq,...n,, € N>1, so
dass ny + -- -+ n,, = Grad g und

(1.18) q(z) = (= A)™ - (2 = Ap)"™.

Die Zahl n; bezeichnet man dann auch als die Vielfachheit der Nullstelle ); des
Polynoms ¢, und die Polynome (z — \;) auch als die Primfaktoren von g¢.
Einschub: Algebraische Theorie der Partialbruchzerlegung*

Die nachfolgenden Argumente erfordern Kenntnisse aus der Idealtheorie von Poly-
nomringen - wer diese noch nicht besitzt, kann diesen Abschnitt einfach iberspringen
und Satz 1.20 ohne Beweis zur Kenntnis nehmen.
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Da die Polynome
qr(2) == H(z —N)v, k=1,...,m,
J#k
yteilerfremd “ im Ring C[z] aller komplexen Polynome sind, d.h., da die einzigen
Teilerpolynome von ¢y, . . ., ¢, die nicht-trivialen konstanten Polynome sind, und da
dieser Ring ein ,,Hauptidealring“ist, kann man mit Methoden der Algebra zeigen,
dass Polynome uyq, ..., u,, existieren, so dass

(1.19) L=uy(2) [J(z = A)™ + -+ +um(2) [[ (= X))

j#1 j#m
Der Beweis gehort eher in die Algebra, soll aber dennoch hier kurz skizziert werden:

Betrachte die Teilmenge
J={viqg+ ... G v1,..., 0, € Clx]}

des Rings C[z]. Dann sieht man rasch, dass J ein Ideal in C[z] ist, d.h. mit @, L € J
und P € Clz] liegen stets auch Q+ L sowie PQ in J. Wihle nun ein Polynom @ # 0
minimalen Grades in J. Ist dann L € J ein beliebiges Polynom in .J, so erhédlt man
durch Polynomdivision mit Rest

L=UQ+R,

mit Polynomen U und R, wobei Grad R < Grad (). Offenbar liegt mit ) und L
jedoch auch R = L + (=U)Q in J, und da der Grad von ) minimal in J gewéhlt
wurde, muss somit R = 0 sein, d.h., das Polynom @ teilt jedes Polynom aus J.
Insbesondere teilt es die Polynome ¢, ..., ¢,, und da diese teilerfremd sind, muss
notwendig () eine nichttriviale Konstante a € C\ {0} sein. Da diese in J liegt, folgt
sofort (1.19).

Multipliziert man nun (1.19) mit £, so erhélt man unter Ausnutzung von (1.18)

@) m) el
q(z) (2= A)m (2 = Am)mm
mit gewissen Polynomen py, ..., py,.

Teilt man schliefllich p;(z) durch das Polynom (z — A;) mit Rest, und wiederholt
diesen Vorgang geniigend oft, so erhélt man schliefSlich

Ty

_pila) Gk
Gy =

k=1

fiir gewisse Polynome v; und Koeflizienten a;;, € C. Zusammen mit (1.17) erhalten
wir
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Satz 1.20 (Partialbruchzerlegung) Sei R = £ eine rationale Funktion auf C.
Dann besitzt R eine (eindeutige) Darstellung

(1.20) R(z) = P(2) + hi(2) + ... hin(2),

mit einer Polynomfunktion P und Hauptteilen h; der Form

nj

(1.21) hi(z) =Y (Zf%j)k

k=1

Daber sind die \; die paarweise verschiedenen Nullstellen und n; deren Vielfach-
heiten des Nennerpolynoms q, falls wir voraussetzen, dass die Polynome p und q
keine gemeinsamen Linearfaktoren haben.

Setzen wir 0.B.d.A. voraus, dass a;,, # 0, so nennt man A; einen Pol der Ordnung
n; von R.

Zur konkreten Durchfiihrung einer Partialbruchzerlegung: Hierzu ist die
folgende offenkundige Beobachtung niitzlich, welche es gestattet, den Koeffizienten
ajp, fiir den Term mit hochstem Exponenten n; im Haupteil i; zu bestimmen:

(1.22) ajn; = lim R(z)(z — A;)™.

Z—))xj

Anhand zweier Beispiele mochte ich noch zeigen, wir man eine solche Partialbruch-
zerlegung konkret herstellen kann.

Beispiele 1.21 (a) Sei

R(z) := %_21)2

Da der Grad des Zahlerpolynoms bereits kleiner als der Grad des Nennerpolynoms
ist, besitzt die Partialbruchzerlegung die Gestalt

a bl bg
(1.23) R(z) =~ + FESRE el

a und by berechnen wir nach (1.22):

Wegen R(z)z = 225 ist a = lim R(2)z = 2, und wegen R(z)(z — 1)? = Z£2 ist

(2—-1)° z—0

by = lin} R(2)(z —1)* = 3.

Um b; zu bestimmen, betrachten wir die Differenz




Beachte, dass die rechte Seite gerade die Partialbruchzerlegung der neuen rationalen
Funktion R, ist. Da a = 2, by = 3 bekannt sind, erhalten wir

Ri(2) z+2 2 3 2+2-2(2—1)2-32 222422 -2
)= = — = = = .
! 2(z—=1)2 z (2—-1)2 z(z —1)? 2(z—1)2 z-1
Hieraus ergibt sich durch Vergleich sofort b; = —2, also insgesamt

z+2 2 2 3

1P 2 G-l TG

Alternativ kann man b; auch aus (1.22), angewandt auf R;, gewinnen.

Diese Bemerkung ist vor allem fiir den Fall von Polen héherer Ordnung von Be-
deutung, da sich mit unserem Vorgehen ein Rekursionsschema zur Berechnung der
Koeffizienten der Partialbruchzerlegung ergibt (damit erhalten wir dann auch die
behauptete Eindeutigkeit der Partialbruchzerlegung).

(b) Sei
1

R(z) = Goorr 1

Die Nullstellen A des Nennerpolynoms (z — 2)? + 1 sind offenbar gegeben durch
A — 2 = =414, d.h. durch A = 2 4 4, so dass wir folgende Zerlegung in Linearfaktoren
erhalten:

(z=2+1=(2—(2+4)(z— (2—1)).
Somit besitzt die Partialbruchzerlegung von R die Gestalt

a n b
z—(24+14) z—(2-1)

R(z) =

Mit (1.22) erhélt man sofort

. : . 1 1
o= lm RE)GE-QHi) = lin —Fr—5 =5
und analog b = —%, also insgesamt
1 B i/2 i/2

(z—224+1  z2—(241i) z—(2—14)

Beachte, dass fiir reelles z = x € R der zweite Summand gerade der komplex-
konjugierte erste Summand ist; dies muss auch so sein, da ja die rationale Funktion
R(z) auf R reellwertig ist!
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1.5.2 Stammfunktionen rationaler Funktionen

Sei R = § eine reellwertige rationale Funktion auf R, d.h. p und ¢ sind reelle Poly-
nomfunktionen. Betrachte die Partialbruchzerlegung

(1.24) R(xz) = P(z) + hi(x) + - - + hp(x)

mit einer Polynomfunktion P und Hauptteilen h; der Form

(1.25) hi(z) =Y (xfiﬂ;ﬂk

von R, welche uns jetzt nur fiir reelles € R interessiert. Die Nullstellen A; des
Nennerpolynoms ¢ kénnen dabei reell oder auch komplex sein (vgl. obige Beispiele).
Da jedoch R(z) = R(x) fur alle z € R gilt, tritt wegen der Eindeutigkeit der

Partialbruchzerlegung mit jedem Term (w?i/\")k auch der konjugiert komplexe Term
_ J

( a{\i) - in der Partialbruchzerlegung auf. Diese Beobachtung ist vor allem fiir k = 1

T—Aj

niitzlich, denn ist A = a + i, mit a, 5 € R, so gilt

& . a (a+a@)x — (a\ +a))
(x—=X)  (z-X) (xr —a)? + 52

Wir sehen damit:

Mittels Partialbruchzerlegung konnen wir die reelle rationale Funktion R zerlegen in
eine Summe rationaler Funktionen folgenden Typs:

(a) Eine Polynomfunktion.

(b) Funktionen der Gestalt ﬁ mitn > 2 und X\ € C, oder auch n =1 und
A€ R;
b
(c) Funktionen der Gestalt %, mit a,b,a, B € R, wobei 5 # 0.
-«

Derartige Funktionen lassen sich aber leicht integrieren, wie wir nun zeigen wollen.
Bei der konkreten Berechnung solcher Integrale ist stets darauf zu achten ist, dass
alle reellen Nullstellen der Zdhlerpolynome nicht in dem Intervall liegen, auf welchem
wir eine Stammfunktion bestimmen wollen, da rationale Funktionen in den reellen
Nullstellen ihres Zihlerpolynoms Polstellen besitzen.

Wir beginnen mit Typ (a): Polynomfunktionen lassen sich leicht integrieren, wie wir
bereits gesehen haben.

Eine Funktion vom Typ (b) besitzt z.B.

(I—n)(z— AT
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als Stammfunktion (Ubung).
Eine Funktionen vom Typ (c) schlielich l4sst sich kombinieren aus einer Funktion

der Gestalt _r-e welche offenbar die Funktion

(x —a)? + %’

% log[(z — a)* + 37

als Stammfunktion besitzt (hierauf wird man durch die Substitution y = (z—a)*+3?
gefithrt), und einer Funktion der Gestalt

1
W)=

Die Substitution y = ( ) Jiefert hier z.B.

1
/m B/ 2+1 ——arctany—i-c

so dass offenbar eine Stammfunktion G zu g gegeben ist durch

).

G(z) == 1 arctan(x -

B B

Damit ist die Frage nach der Integration rationaler Funktionen im Prinzip
vollstandig gelost.

1.5.3 Integration von R(cosf,sin®).

Sei R(z,y) eine rationale Funktion in den reellen Variablen z,y, und betrachte die
Funktion f(0) := R(cos#,sinf). Z.B. konnte dies die Funktion

sinf cos?f + 5
sin?@ + 7 cos* 9

1(0) =

x2y+5
y2+7x4

sein, namlich falls f(z,y) = ist. Wir wollen zudem annehmen, dass —7 < 6 <

7 1ist.

Wenden wir die Substitution
0
t:= tan(§), d.h. 6 =2arctant,

an, so ist in unserer formalen Schreibweise df = dt, (d.h. genauer df/dt =

1+t2 1+t2 )

und eine einfache Rechnung (Ubung) liefert

1—t2 , 2t
P und  sinf = el

cosf =
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Mit dieser Substitution wird also das unbestimmte Integral [ R(cosf,sinf)df in

das unbestimmte Integral
11—t 2t 2
Rt o) dt
/ 1+82"14+t2)1+1¢2

iiberfithrt. Unter dem Integralzeichen steht nun eine rationale Funktion in der Va-
riablen ¢, so dass das Integral mit Hilfe der Methoden des vorherigen Abschnitts
prinzipiell berechnet werden kann. Ersetzt man im Ergebnis dieser Berechnung dann
wieder ¢ durch tan(£), so erhilt man eine Stammfunktion zu f.

Damit ist die Frage nach der Integration von Funktionen obiger Gestalt
R(cosf,sin#) im Prinzip ebenfalls vollstandig gelost.

Die Integrationen weiterer Klassen von Funktionen kann mittels geeigneter Substi-
tutionen ebenfalls auf die Integration rationaler Funktionen zuriickgefiihrt werden.
Hierzu, wie auch zu den vorangehenden Betrachtungen zur Integration rationaler
Funktionen, sei z.B. auf den ,Klassiker® von R. Courant [C], Kapitel IV, verwie-
sen. Dort finden man auch einen elementaren, aber etwas technischen Zugang zur
Partialbruchzerlegung.

Bemerkungen. Wihrend man die Ableitung einer Funktion, die sich aus den be-
handelten ,elementaren” Funktionen zusammensetzt, mit den bekannten Regeln
direkt berechnen kann, lassen sich neben den ,Grundintegralen“ gewisse Klas-
sen von Funktionen noch ,elementar integrieren“ in dem Sinne, dass sich ex-
plizite analytische Ausdriicke in den betrachteten elementaren Funktionen wie
x®, e” sin x, cos x, log, arctan etc. fiir Stammfunktionen angeben lassen. Beispielswei-
se gilt dies fiir alle rationalen Funktionen, wie wir gesehen haben. Allerdings gelingt
dies oftmals nur noch mittels geschickter Ansétze und trickreicher Substitutionen:

»Die Differentiation gehort zum Handwerk, die Integration zur Kunst®.

Viele Integrale widersetzen sich jedoch allen Tricks. Zum Beispiel kann man bewei-
sen, dass sich die ,elliptischen Integrale*

t, (0<z< o)

v 1
Fi(x) ::/ ——d
0 \/1—Kk2sin?t
Ex(z) ::/ V1—k2sin’tdt, (0<z < o0)
0

nicht elementar integrieren lassen (hier sei 0 < k& < 1). Die elliptischen Integrale
treten zum Beispiel bei der Berechnung der Bogenlinge einer Ellipse auf.

und

1.6 Taylor-Approximation und Taylor-Reihen

Ist P(z) = >"}_, cxa” eine polynomiale Abbildung, so ist offenbar
e = PX(0)/k!
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d.h.

(1.26) P(zr)=>_ o

k=0

P ist also schon durch die Ableitungen (bis zur Ordnung n) im Punkte 0 bestimmt.

Sei nun [ ein nicht nur aus einem Punkt bestehendes Intervall. Ist f € C™(I),
und ist a ein beliebiger Punkt aus I, so definieren wir fiir £ = 0,...,n den k-ten
Taylor-Koeffizienten von f in a durch

ARG

Cr :— ]{Z' s

sowie (1.26) verallgemeinernd das Taylor-Polynom der Ordnung n von f in a
durch

) (g
LoalP@) =3 LD —ay

Wir wollen untersuchen, inwieweit dieses Polynom die gegebene Funktion f zumin-
dest in der Ndhe des Punktes a approximiert.

Satz 1.22 (Taylor-Formel) Sei f € C"*(I). Dann ist fiir alle v € T
f(@) = Tha(f)(x) + Bn(x) |

wobei

Ry (z) = % / “(o = )" FO () dt

1st.

Beweis durch Induktion nach n :
Fiir n = 0 gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

f(e) = fa) + / " f() dt = Tow (F)(2) + Role) .

Wir nehmen an, dass die Formel fiir R, fiir ein gegebenes n > 0 giiltig ist. Dann
folgt fiir f € C™*2(I) mittels partieller Integration

1 x
Ru(o) = [ (=70 d
_ l —1 (:L’ _ t)n—i—lf(n-i-l)(t) v + # /x(x . t)n+1f(n+2)(t) dt
nln+1 t=a nl(n+1)J,
1 1 v
o e =@ g [ =
Hieraus folgt die Behauptung. Q.E.D.
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Korollar 1.23 (Taylor-Approximation) Sei f € C""(I), und sei
| ()| < M fir alle z € 1.

(k)
Dann gilt mit ¢i, = / k‘(a)’ k=0,...,n:
(1.27) flx)=co+ci(x—a)+ (e —a)* + - +cplx—a)" + Ru(z),
wobei
|£L’ _ a|n+1
) n < M—F——+—
(1.28) |R.(x)] < M D)

Beweis. Ist | f"*Y| auf I durch M > 0 beschriinkt, so erhilt man fiir R, () folgende
Abschétzung (sei 0.B.d.A. z > a):

1 [ . (x —a)"t!
|Rn(x)|§g/a (x —t) Mdt:Mm.

Q.E.D.

Ist beispielsweise f ein Polynom vom Grade n, so ist f"*" = 0, d.h. man kann
M = 0 wahlen und erhéilt R,, = 0. In diesem Falle ist also

") (g
f@) =3 T 0y
k=0 ’

und zwar fiir jeden Punkt a € R. Im allgemeinen Fall liefern (1.27), (1.28) eine Ap-
proximation von f durch ein Polynom vom Grade < n, wobei der Fehler, welcher bei
dieser Approximation auftritt, durch (1.28) kontrolliert wird und von der Ordnung
O(|x — a|™™!) ist. Dieser ist offenbar um so geringer, je niher sich x bei a befindet;
ferner wird sich i.A. die Giite der Approximation verbessern, je grofler n gewéhlt
werden kann.

Firn =4, M = 1und |[z—a| < 1/2 betrigt der Fehler z.B. hochstens 25;,5 < 0,00027.

Fiir reellwertige Funktionen lésst sich das Restglied R,, auch wie folgt darstellen:

Satz 1.24 (Lagrangesche Form des Restglieds) Sei f € C""(I,R), und sei
a € I. Dann existiert zu jedem x € I ein & zwischen a und x, so dass gilt:

v [P FrD(g) nt1
(1.29) fla) _;T(x—a)umu—a) .

Insbesondere gilt

n+1 f(k) (CL)

x (x —a)" + o(|lz — a|™™) .

(1.30) fz) =

(]

k=0
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Fir den Beweis benutzen wir den

Satz 1.25 (Mittelwertsatz fiir Integrale) Seien f,w € C(I,R) stetige reellwer-
tige Funktionen auf dem Intervall I = [a,b]. Ist w > 0 auf I, so gibt es einen Punkt
¢ €1, sodass gilt:

[ 1wy =1 [ wwa

Beweis. Sei ,
ci= / w(y) dy € Rxo.

Nach dem Satz vom Maximum gibt es &;,&; € I mit

f(&) < f(x) < f(&) furallex e l.

Es folgt
f(&)w(x) < flz)w(z) < f(&)w(x) firallez € 1,

also nach Integration iiber I

b
cf(6) < / F () wla) dr < cf(€).

Wenden wir den Zwischenwertsatz auf die stetige Funktion c¢f an, so gibt es also ein

£ e Imitcf(€) = [ f(z)w(z) de,
Q.E.D.

Beweis von Satz 1.24. Wenden wir obigen Mittelwertsatz auf das Integral

Ro(z) = — / C(o = 1) D (1)

"ol

an, mit w(t) := (x —t)™ (x ist hier festgehalten!), so finden wir ein £ € [a, b] mit

x (n+1)
Rufa) = 100 [ty =28 — o,

womit (1.29) bewiesen ist.
Setzen wir

oy o £ )
T+ (n+1)

so gilt damit
k!

(x —a)* +r(z)(z —a)" ™.

fz) =

(]

k=0
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Da ¢ zwischen a und x liegt, gilt dabei aufgrund der Stetigkeit von f*! im Punkte

a offenbar lim r(x) = 0. Damit ist auch (1.30) nachgewiesen.
Tr—a

Q.E.D.

Ist f € C°°(I) unendlich oft differenzierbar, und ist a € I, so heifit die Potenzreihe
(in z — a)

%4k (g
1. =3 T e oyt

die Taylor-Reihe von f in a oder auch ,,um den Punkt a“

WARNUNGEN:
i) Der Konvergenzradius von 7, (f) kann durchaus 0 sein.

ii) Falls die Taylorreihe von f konvergiert, so konvergiert sie nicht notwendig
gegen f.

Beispiel 1.26 Betrachte die Funktion ¢ : R — R,

() e~ Vr x>0,
x) =
7 0, xz < 0.

Man kann zeigen, dass ¢ unendlich oft differenzierbar ist, auch in der 0, so dass
insbesondere *)(0) = 0 fiir alle k¥ € N. Die Taylorreihe von ¢ in a = 0 stellt somit
die triviale Funktion f = 0 dar, welche offenkundig verschieden von ¢ ist (Ubung)!

Es gilt allerdings folgender

Satz 1.27 Wird die Funktion f auf dem Intervall Ja — R,a + R[ durch die konver-
gente Potenzreihe Y oo cr(x — a)F mit Konvergenzradius R > 0 dargestellt, so ist f
auf diesem Intervall unendlich oft differenzierbar, und diese Reihe stimmt mit der
Taylor-Reihe T,(f)(x) von f in a iberein.

Beweis. Sei 0 < r < R. Wir haben in der Analysis I gesehen, dass die Reihe
> o ck(x — a)¥ auf dem Intervall I := [a —r, a + r] gleichméBig gegen f(z) konver-
giert. Ebenso konvergiert die formal termweise abgeleitete Reihe Y27 | key(x —a)*?
auf I gleichméBig gegen eine stetige Funktion x — ¢(z), da diese denselben Kon-
vergenzradius R besitzt. Satz 1.18 zeigt dann, dass f auf I differenzierbar ist, mit
Ableitung

fi(@) = g(x) = kep(x —a)* .
k=1
Iteriert man dieses Argument per vollstdndiger Induktion nach der Ableitungsord-

nung, so sieht man, dass f unendlich oft differenzierbar ist, und dass man die Ablei-
tungen von f durch formales termweises Differenzieren der entsprechenden Reihen
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erhélt. Damit erhdlt man dann rasch wie im Falle von Polynomfunktionen, dass
cn = f™(a)/n! gerade der n-te Taylorkoeffizient von f in a ist. Da r €]0, B[ belie-
big, war folgt die Behauptung. Q.E.D.

1.7 Das uneigentliche Riemannsche Integral

Sei I ein halboffenes Intervall der Form I = [a,b] mit —oo < a < b < o0, und sei
f I — C eine Funktion auf I.

Definition. Die Funktion f : I — C heifle auf I im uneigentlichen Sinne inte-
grierbar oder uneigentlich integrierbar, falls f iiber jedes kompakte Teilintervall
la, 8] mit a < 3 < b integrierbar ist (d.h. f|,5 € R([a, 5])) und der Grenzwert

B
él_rg /a f(z)dx
existiert. Dieser Grenzwert heifit das uneigentliche Riemannsche Integral von
f tiber das Intervall [a,b] und wird ebenfalls mit

/abf(x)dx

bezeichnet. Eine analoge Definition gilt fiir links-halboffene Intervalle |a,b] mit
—00 <a<b<oo Ist —oo <a<b< +oo,s0 heiBt f :]a, b|— C uneigentlich
integrierbar, wenn fiir ein ¢ €la, b| die Einschrankungen von f auf die Intervalle
la, ¢] und [c, b uneigentlich integrierbar sind. Das Integral ist in diesem Falle durch

/abfdx::/acfder/cbfdx

Bemerkungen: a) Man zeigt leicht, dass im letzten Falle die Definition unabhéngig
von der Wahl von ¢ €]a, b ist.

b) Sind a,b € R und ist f iiber [a,b] integrierbar, so ist f auch iiber jedes andere
Intervall I mit den Endpunkten a und b uneigentlich integrierbar, und die Integrale
stimmen iiberein.

definiert.

Wir bezeichnen fiir s € R mit pg die auf |0, oo[ durch ps(x) := x~° definierte stetige
Funktion.

Satz 1.28 Seien a,b €]0, oo.
(1) Die Funktion ps ist genau dann auf dem Intervall |0, b] uneigentlich integrierbar,

wenn s < 1 ist. Dann gilt:
b bl—s
/ x fdr = .
0 1—s
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(ii) ps ist genau dann auf dem Intervall [a, oo| uneigentlich integrierbar, wenn s > 1
i1st. Dann gilt
o) al—s
“dr = :
/a 270 = ——

Beweis. Dies folgt sofort aus den fiir 0 < a < b giiltigen Formeln

b
1
(1.31) / x % dx — (" —a'F), s#£1

:1—5

b b
(1.32) / r'dr  =log-—.
a a

Lésst man dann fiir s < 1 in (1.31) die untere Integrationsgrenze a gegen 0 streben,
so folgt wegen 1 — s > 0 sofort fol v dr = lim fal ™ dr = L5, also (i).

a—
Fiir s > 1 zeigt dieselbe Formel, dass der Grenzwert nicht existiert, da der Exponent
1 — s negativ ist. Ahnlich folgt fiir s = —1 aus der zweiten Formel (1.32), dass der
Grenzwert ebenfalls nicht existiert.

Analog beweist man die Aussagen in (ii), indem man b gegen oo streben ldsst.
Q.E.D.

In Analogie zum Majorantenkriterium fiir unendliche Reihen gilt fiir uneigentliche
Integrale folgendes Kriterium:

Satz 1.29 (Majorantenkriterium fiir uneigentliche Integrale) Sei I C R
ein Intervall und sei f : I — C eine Funktion, welche tber jedes kompakte Teil-
intervall von I integrierbar ist. Ferner sei g : I — R>( eine Majorante fir f, d.h.
es gelte

|f(x)| < g(x) fir allex € 1.

Ist g uneigentlich integrierbar tiber I, so gilt dies auch fir f.

Beweis. Ubung.

1.8 Rektifizierbare Kurven

Definition. Eine stetige Abbildung 7 von einem kompakten Intervall [a,b] nach C
heifit eine Kurve oder ein Weg in C. Ist y(a) = v(b), so heifit v eine geschlossene
Kurve. Die Bildmenge 7([a, b]) bezeichnet man als die Spur der Kurve.

Achtung: Eine Kurve ist also eine Abbildung, wéihrend ihre Spur das ist, was
man sich anschaulich eher unter einer Kurve vorstellt. Verschiedene Kurven konnen
insbesondere dieselbe Spur besitzen.

Ist P = {xo,...,x,} eine Partition von [a, b], d.h. sind die z; Punkte in [a, b] mit

a=x90<11<---<x, =D,
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Abb. 1.1: Bogenléinge

so ordnen wir dieser die Zahl

n

L(Pv) = |y(z;) = y(xj-1)]

j=1

zu. Da |y(z;) —7(xj—1)| der Abstand zwischen den Punkten (z;_1) und y(x;) ist, ist
L(P,~) offenbar die Linge des Polygonzuges mit den Ecken v(xo),v(x1),...v(z,),
in dieser Reihenfolge. Wihlen wir die Partition immer feiner, so néhert sich dieser
Polygonzug anschaulich der Spur von « immer mehr. Somit ist es sinnvoll, die Lange
von 7 als

L(y) = sup L(P, )

zu definieren, wobei das Supremum iiber alle Partitionen von [a, b] gebildet wird. Ist
L(v) < oo, so sagt man, ~y sei rektifizierbar.

Sei nun 7 eine stetig differenzierbare Kurve. In diesem Fall gilt nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung

Y(x5) — (1) z/mj '(t) dt,

Jj—1

also insbesondere |y(z;) —v(z;_1)| < féﬂl |v/(t)| dt. Hieraus folgt durch Summation
fiir jede Partition P von [a, b]

b
L(P.y) < / I/ (8)) dt < oo,

so dass «y rektifizierbar ist. Ferner folgt L(vy) < f; |7/ (t)| dt. Genauer gilt sogar

Satz 1.30 Ist die Kurve 7y : [a,b] — C stetig differenzierbar, so ist sie rektifizierbar,
und es gilt

b
Liy) = / (1) dt.
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Beweis. Ich mochte dies hier nur fiir den (nicht sonderliche interessanten) Fall
beweisen, dass v rellwertig ist, da man hier leicht mit Hilfe des Mittelwertsatzes fiir
Integrale argumentieren kann. Danach ist nadmlich fiir jede Partition P wie zuvor
offenbar .
J
) =20 = &) [ el =1 () wson — ),
Tj—1

fiir geeignete Punkte &; € [x;_1, z;], so dass
L(Pv) = [W(E)(@jo1 — ;).
j=1

Die Riemannsumme auf der rechten Seite konvergiert aber offenbar gegen das Inte-
gral fab |7/ (t)| dt, falls die Feinheit der Partition gegen Null strebt, so dass also

/ Y (6)] dt < sup L(P,7) = L(7).

Fiir einen Beweis im allgemeinen Fall sei z.B. auf Rudins Buch [R], S. 159, verwiesen.
Q.E.D.

Beispiel: Bogenlinge auf dem Kreis: Es bezeichne wieder cis : [0,27] — C
die Funktion ¢ + €. In der Analysis I hatten wir gesehen, dass cis das halboffene
Intervall [0, 27| bijektiv auf den Einheitskreis S' abbildet. Wegen cis(0) = cis(27) ist
cis : [0, 2] — C somit eine geschlossene Kurve, und ihre Spur ist der Einheitskreis.
Ferner ist cis'(t) = ie®, also |cis'(t)| = 1 fiir alle t.

Ist nun 0 < 6 < 27, so beschreibt das Integral foe |cis’(s)| ds die Lénge des Kreisbo-
gens mit Anfangspunkt cis(0) = 1 und Endpunkt cis(f) = ¥, welche sich nach Satz

1.30 berechnet zu , )
/ |cis' (t)| dt = / 1dt=6.
0 0

Dies bedeutet, dass der Parameter 6 tatséachlich der Winkel, gemessen im Bogenmaf,
zwischen dem Punkt e? auf dem Einheitskreis und dem Punkt 1 auf der reellen Achse
ist. Dies hatten wir in der Analysis I bereits mit Hilfe einer konkreten Approximation
des Kreisbogens durch Polygonziige gezeigt, und unsere obige Rechnung bestétigt
diese Formel erneut.
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Kapitel 2

Normierte Vektorraume

2.1 Grundlegende Begriffe

Definitionen. Sei E ein Vektorraum iiber K = R oder K = C (im folgenden kurz
,» Vektorraum“genannt). Unter einer Norm auf E versteht man eine Abbildung

|-]:E—=R

mit folgenden FEigenschaften: Fiir alle x,y € F und )\ € K gilt

(a) [zl = 0;
(b) [z =0 < x=0;
(e) [[Azll = Al ]
(d) lz+yll <zl + llyll- (Dreiecksungleichung)
Diese Eigenschaften dhneln denen des Absolutbetrags | - | einer reellen oder kom-

plexen Zahl, und in der Tat ist dieser eine Norm auf £ = R bzw. F = C. Ein
weiteres Beispiel ist die Supremumsnorm || - ||, auf dem Vektorraum E = B(X) aller
beschrankten Funktionen auf einer nichtleeren Menge X (siehe Bemerkungen 1.4).

Ein normierter Vektorraum ist ein Paar (£, || - ||), bestehend aus einem Vektor-
raum £ und einer Norm || - || auf E. Ist aus dem Kontext klar, um welche Norm es
sich handelt, so schreibt man meist nur E anstelle des Paares (E, || - ||).

Eine Folge (z;); in E heie konvergent mit Grenzwert = € E (in Zeichen : z; — «
oder x = lim z;), wenn es zu jedem ¢ > 0 ein jy = jo(¢) € N gibt so, dass gilt:
J—00
|z —z;|| <e furalle 5> jo.
Sie heifle Cauchy-Folge, wenn es zu jedem £ > 0 ein jy, = jo(e) € N gibt so, dass
gilt:
|z, — zi]| < e fiir alle j, k> jo.
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E heifle vollsténdig, wenn jede Cauchy-Folge in F einen Grenzwert in E besitzt.
Vollstdndige normierte Vektorrdume heiflen auch Banachriume.

Beispiel. In der Analysis I (vgl. Theorem 5.16 sowie Theorem 7.4) wurde gezeigt,
dass (K, |- |) ein vollstindiger 1-dimensionaler Vektorraum tiber K, K = R oder
K = C, ist.

Die Vollstandigkeit eines normierten Vektorraums ist eine fundamentale Eigenschaft.
Man kann beweisen, dass jeder normierte Vektorraum eine ,, Vervollstdndigung® be-
sitzt, dhnlich wie sich R durch Vervollstdndigung aus Q gewinnen l&sst .

Ist (z,)nen eine Folge in E, so versteht man unter der unendlichen Reihe ) x;
k=0
zunéchst die Folge (s, )nen der Partialsummen

n
SnZ:Z[L’k:{L’o—l—--'—l—xn, n e N,
k=0

in . Konvergiert diese gegen einen Grenzwert s € E, so bezeichnet man diesen
o

ebenfalls mit Y x;, ganz dhnlich wie fiir Zahlenreihen. Analog zum Begriff der ab-

k=0

soluten Konvergenz bezeichnet man die Reihe > x4 in E als normal konvergent,
k=0

falls die Reihe Y ||lzx| konvergiert, d.h. falls Y ||lzx| < oo. Es gelten dann die

k=0 k=0
folgenden Analoga zu den entsprechenden Sétzen 5.18 und 8.1 aus der Analysis I:

Satz 2.1 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen) Sei E ein Banachraum. Dann ist ei-
ne Reihe Y, x), in E genau dann konvergent, wenn es zu jedem € > 0 ein n(e) € N
qibt, so dass

m

> e

k=n

<e fiir alle m > n > n(e).

Satz 2.2 Sei E ein Banachraum. Eine normal konvergente Reihe in E konvergiert
auch 1m gewohnlichen Sinn.

Diese Sitze konnen fast wortgleich wie die analogen Sétze {iber Zahlenreihen bewie-
sen werden; man muss nur den Betrag | - | einer Zahl durch die Norm || - || auf £
ersetzen und den Begriff der absoluten Konvergenz durch den der normalen Kon-
vergenz.

Wir betrachten als Beispiele noch zwei wichtige Klassen von Banachrdumen.
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2.2 Der Banachraum C'(|a,])

Sei [a, b] C R ein kompaktes Intervall. Wir betrachten den Vektoraum E := C([a, b])
aller stetigen Funktionen f : [a,b] — C, versehen mit der Supremumsnorm

[ flloe := lfllu = sup{[f ()] : x € [a, 0]} -

Da nach dem Satz vom Maximum C/([a, b]) ein linearer Teilraum des Raums B([a, b])
aller beschrankten Funktionen auf [a, ] ist, und da wir bereits in Bemerkung 1.4
gesehen haben, dass || - ||, eine Norm auf B([a, b] ist, sehen wir, dass auch der Raum
(C([a,b]),] - |l.) einen normierten (komplexen) Vektorraum bildet.

Satz 2.3 Der Raum (C([a,b]),] - |leo) ist vollstindig, d.h. ein Banachraum.

Beweis. Sei (f;); eine Cauchy-Folge in C([a,b]) bzgl. der Supremumsnorm || - || .
Wegen
(2.1) [fi(z) = fu(x)] <N f5 = frlle  fiir alle 2 € [a, b]

ist dann auch fiir jedes = € [a,b] die Folge (f;(x)), eine Cauchy-Folge in C, und da
C vollstiandig ist, ist diese also kovergent. Wir bezeichnen den Grenzwert mit f(x),
d.h.

F(@) = lim f(a).

j—o0
Wir zeigen, dass die dadurch definierte Funktion f : [a,b] — C stetig und der
Grenzwert der Folge (f;); bzgl. der Supremumsnorm || - || ist.

Sei dazu ¢ > 0. Dann existiert ein jo € N so, dass ||f; — filloo < € ist fur alle
J,k > jo. Lassen wir nun k£ — oo gegen Unendlich streben, so folgt hieraus mit (2.1)
die Ungleichung

|fi(x) — f(x)] = I}E&M](x) — fr(x)| <e, firalle z € [a,b], j > jo,

d.h. || fj — flleo < € fiir alle j > jo. Dies zeigt, dass f der gleichméfiige Limes der
Folge (f;); ist. Damit ist f nach Satz 9.13 aus der Analysis I ebenfalls stetig, und
ferner folgt, dass lim;_, || fj — flleoc = 0.

Bemerkung: Ist a < b, so ist der Vektorraum (C([a,b]) unendlich-dimensional

2.3 p-Normen auf K" und die Folgenriume /’(N)

Sei wieder K = R oder K = C. Wir wollen nun eine wichtige Klasse von Normen
auf dem K" einfiihren.
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2.3.1 Die p-Norm auf dem K"

Ist x = (z1,...,x,) ein Vektor im K", so setzen wir

2]l = ([e1 [P+ - -+ [aa]”) 7,
falls 1 < p < oo, und

Wir bemerken, dass

2]l = lim [|lz]],
P—00

was die Notation || - ||, rechtfertigt (Ubung). Wir werden zeigen, dass fiir jedes p
mit 1 < p < oo durch || - ||, eine Norm auf dem n-dimensionalen K-Vektorraum K"
gegeben is, die sogenannte /P~-Norm oder kurz p-Norm. Hierzu erweist es sich als
niitzlich, zu einer etwas allgemeineren Situation iiberzugehen.

Sei dazu A eine beliebige Menge der Michtigkeit n € Ns;. Die Menge K* aller
Funktionen f : A — K, versehen mit der iiblichen Addition sowie Multiplikation mit
Skalaren aus dem Korper K, bildet dann einen n-dimensionalen K-Vektorraum. Ist
nidmlich A = {a4,...,a,} eine Abzdhlung der Menge A, so ist durch die Abbildung

S f— (f(a1),---af(an))

ein linearer Isomorphismus ® : K4 — K" definiert, wie man sofort sieht. Setzen wir
fir f € KA

1/p n 1/p
11l = <Z|f(a)lp> =<Z\f(aj)\”> :

a€A

falls 1 < p < oo, und
£l = max | £(a)],

so gilt offenbar zudem
1£ll, = 1), fiir alle f e KA.

Damit wird klar, dass es geniigt zu zeigen, dass durch | - ||, eine Norm auf dem
Vektorraum K definiert ist. Hierzu beobachten wir zuerst, dass sich die Holdersche
Ungleichung aus Satz 10.22 (Analysis I) umschreiben lasst als

n n 1/p n 1/q
Z | f(a;)g(a;)] < (Z If(aj)lp> (Z Ig(aj)lq> :
j=1 j=1 j=1
falls 1 < p,g mit >+ 2 =1, d.h. als
(2.2) Ifglly < I f1lp Nlgllg:  fr9 € K™
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Diese Ungleichung bleibt, wie man leicht nachpriift, auch noch giiltig fiir p = 1 und
q = oo sowie p = oo und ¢ = 1. Somit gilt diese Héldersche Ungleichung (2.2)

wann immer p, ¢ € [1,o0] konjugierte Exponenten sind, d.h. falls gilt
1 1
-+-=1.
P g

Dabei sei in diesem Zusammenhang é := 0 gesetzt. Beachte, dass fiir 1 < p < oo
der konjugierte Exponent zu p gegeben ist durch

QZE-

Satz 2.4 (Minkowskische Ungleichung) Sei A eine endliche Menge, und sei
1 <p<oo. Sind f,g € KA, so gilt

(2.3) 1+ gllo < [1f 1o+ llgllp-

Insbesondere gilt damit auch
Iz +yllp < ll@llp + lyll, fir alle z,y € K"

Beweis. Fiir p = 1 und p = oo ist die Ungleichung klar. Sei also 1 < p < oo. Dann
gilt

SIF+ @ < 1 @I(f+ )@+ lgla)l [(f + ) (@)

acA acA acA

Wendet man auf diese beiden Summen jeweils die Holdersche Ungleichung an, so
folgt wegen ¢(p — 1) = p offenbar

YA+ @F < N F I + gllo) + gl (1L + gllp)?"".

a€A

Mit p/q = p — 1 folgt hieraus

1f +gllp < (1fllp + Ngllo)ILf + gllp

also
£+ gl < N fllp + llgllp

und damit die behauptete Ungleichung.
Q.E.D.

Korollar 2.5 Fir 1 < p < oo ist durch || - ||, eine Norm auf dem K-Vektorraum
KA (bzw. auf dem K") gegeben.

Beweis. Sind f € K4 und \ € K, so gilt offenbar || Af||, = |A| || f||,- Ferner zeigt die

Minkowskische Ungleichung, dass die Dreiecksungleichung fiir || - ||, erfiillt ist. Um
nachzuweisen, dass || - ||, eine Norm ist, bleibt nur noch zu zeigen, dass || f|l, = 0
aquivalent zu f = 0 ist. Dies folgt aber unmittelbar aus der Definition. Q.E.D.
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2.3.2 Die Folgenrdume (*(N)

Die p-Normen lassen sich fiir Funktionen f : A — K auch dann noch definieren,
wenn die Menge A unendlich ist. Hier m6chte ich mich auf den wichtigen Fall A = N
beschrianken - eine Diskussion des allgemeinen Falls findet man in Anhang C.

Definitionen. Sei p € [1, 0o[. Eine Folge x = (xy)ren reeller bzw. komplexer Zahlen
in K heifile p-summierbar, falls die Reihe >/ |2x|? konvergiert. Wir setzen dann

0 1
lally = (3 lowl?)”.
k=0

Fiir p = oo setzen wir zudem

|%]| s := sup |zg|-
keN

Betrachten wir die Folge (xy)x als eine Abbildung f, : N — K, gegeben durch
fu(k) := xg, so ist offenbar ||z||cc = || fz||. gerade die Supremumsnorm von f,, und

fiir 1 <p<ooist
oo 1
lally = 1 £:lly = (3 1))
k=0

Ferner ist offenbar ||z||s < oo genau dann, wenn die Folge (), beschriankt ist.
Mit ¢?(N) bezeichnen wir fiir 1 < p < oo die Menge aller p-summierbaren Folgen
() und mit ¢*°(N) die Menge aller beschriankten Folgen in K.

Beachte, dass wir £>°(N) mit der Menge B(N) aller beschrédnkten Abbildungen von
N nach K identifizieren konnen.

(*(N) ist dagegen gerade die Menge aller absolut summierbaren Folgen.

Satz 2.6 (Holdersche und Minkowskische Ungleichung auf ?(N)) Fir 1 <
p < oo gelten auch auf (P(N) die Héoldersche und die Minkowskische Ungleichung,
d.h:

(a) Seien p,q € [1,00| konjugierte Ezponenten, und seien x = (xy) in (P(N) und
y = (yr)r in L4(N). Dann liegt die Produktfolge z := (xys )i in (1(N), und es gilt

(2.4) Izl = lzagnl < Nzl Nyl
k

(b) Ist p € [1,00], und sind v = (x)r und y = (yr)r n P(N), so ist auch die
Summenfolge x + vy := (zx + yx)r in (P(N), und es gilt:

(2.5) 1z +yllp < [lzll, + lyll,-
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Beweis. Fiir 1 < p,q < oo folgt dies unmittelbar aus den entsprechenden Unglei-
chungen fiir die endlichen Partialsummen der auftretenden Reihen, da ja

Joll, = tim (3" [?)” = tim (30 1507)"
k=0

Die Félle mit p = oo oder ¢ = oo dagegen lassen sich trivial behandeln (Ubung).
Q.E.D.

Da offenbar || Az||, = |A|||z]|, ist fir alle x € P(N) und A € K, so ist damit offenbar
(P(N) ein K-Vektorraum, und ganz dhnlich wie in Korollar 2.5 folgert man, dass |- ||,
auch im Falle der unendlicher Mengen A = N eine Norm auf /’(N) ist, d.h.:

Der Folgenraum (P(N), || - ||,) bildet einen normierten Vektorraum iber K.

Theorem 2.7 Fir 1 < p < oo ist der normierte Raum ((P(N), || - ||,) vollstindig,
d.h. ein Banachraum.

Beweis. Sei (219)); eine Cauchy-Folge in ¢7(N), und es sei

20 = (@) = (@ 2t o 2.

Sei k € N fest. Da offenbar fiir alle 7,7 € N
2 =2l < (|2 — 2],

gilt, ist die Folge (:5,(@] )) ; eine Cauchy-Folge reeller oder komplexer Zahlen, und somit
konvergent in K. Sei

(2.6) 2y = lim 217,
j—o0

Wir zeigen, dass die Folge z := (), in ¢(N) liegt, und dass die Folge (z()); bzgl.
der ¢P-Norm || - ||, gegen z konvergiert:

Sei dazu £ > 0, und wahle 7y so grof}, dass
129 — 2P|, <& Vi,5 > jo.

Wir betrachten zunéchst den Fall p < oco. Fiir die n-ten Partialsummen gilt dann
offenbar fiir alle 7, 7 > j

1/p
<Z\x —:ck ) < ja® — 20|, <&,

und zwar fiir jedes n € N. Lésst man hierin ¢ — oo gegen Unendlich streben, so
folgt mittels der Grenzwertsétze fiir Zahlenfolgen und (2.6) fiir alle j > jo:

n 1/]7
(2.7) (Z |y, — x;”\p) <e.
k=0

49



Analog zeigt man fiir p = oo, dass

Lasst man schliellich noch n gegen Unendlich streben, so erhalten wir

|z — 2D, <e Vi > jo.

Dies zeigt, dass ||z — 2|, — 0 fiir j — oo. Wihlen wir zudem zu ¢ = 1 ein j so,
dass obige Ungleichung gilt, so ist = 2U) + (x —2)), und beide Summanden liegen
in /?(N). Damit ist auch z € ¢*(N). Q.E.D.

Ersetzen wir in obigem Argument die unendliche Menge N durch die endliche Menge
{1,...,n}, so erhalten wir mit #hnlichen, sogar einfacheren Argumenten

Satz 2.8 K", versehen mit der p-Norm, ist ein vollstindiger normierter Vektorraum
tiber K.

Bemerkung 2.9 Im Gegensatz zu K" ist (*(N) ein unendlich-dimensionaler Vek-
torraum.

Beweis. Fiir j € N bezeichne 67 = (6]); die durch

; {1, falls k = 7,
0y, =
0, sonst

definierte Folge (diese Vektoren bilden Analoga zu den kanonischen Basisvektoren
des K"). Die §’,j € N, sind linear unabhéingige Vektoren im Vektorraum ¢*(N),
denn:

Ist 0 =5 i A;67 eine endliche Linearkombination der ¢/, so folgt fiir jedes k € N:

0="> X&' (k) = A
J

Hieraus folgt die Behauptung. Q.E.D.

Achtung: Die §’, j € N, bilden allerdings keine Basis von ¢?(N) im Sinne der linea-
ren Algebra. Z.B. liegt die Folge # = (x}), mit zp, :=:= 1/(k + 1), in £*(N). Diese
kann aber nicht als eine endliche Linearkombination der Funktionen 0y, k € Nx,
dargestellt werden.

Bemerkung und Konvention. Einen besonders wichtiger Spezialfall unter den p
-Normen bildet der Fall p = 2. In diesem Fall ist der zu p = 2 konjugierte Expo-
nent ¢ ebenfalls ¢ = 2, und die Holdersche Ungleichung ist dquivalent zur Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung fiir das kanonische Skalarprodukt auf dem R™ bzw. C".
Ferner ist die 2-Norm gerade die Euklidische Norm.
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Wenn nicht ausdriicklich anders gesagt, werden wir daher in Zukunft den R"™ bzw.
C™ stets mit der Euklidischen Norm, d.h. der 2-Norm

n 1/2
2]l = {2 = (Z |ij2)
j=1

versehen.
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Kapitel 3

Metrische Raume

3.1 Definitionen und Beispiele

Wie wir inzwischen mehrfach gesehen haben, ist fiir den Konvergenzbegriff in nor-
mierten Rdumen letztendlich nur der Begriff des Abstandes zwischen zwei Punkten
dieses Raumes von Bedeutung. Dieser Abstandsbegriff besitzt eine weitreichende
Verallgemeinerung, nédmlich den einer ,, Metrik”.

Definition. Sei X eine nichtleere Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung
d: X xX —>R

mit folgenden Eigenschaften:
(i) d(x,y) > 0 fir alle z,y € X.

)
(ii) d(x,y) =0 genau dann, wenn =z =y .
(i)
(iv)

Ein metrischer Raum ist ein Paar X = (X, d) bestehend aus einer nichtleeren
Menge X und einer Metrik d auf X. Man nennt d(z,y) den Abstand oder die Di-
stanz der Punkte x und y bzgl. der Metrik d. Sind Missverstindnisse ausgeschlossen,
so werden wir gelegentlich auch die Menge X des metrischen Raumes X = (X, d)
als metrischen Raum bezeichnen.

d(z,y) = d(y,x) fiir alle z,y € X. (Symmetrie)
d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) fir alle z,y, z € X. (Dreiecksungleichung)

Beispiele 3.1  a) Die Menge R der reellen Zahlen und die Menge C der komple-
xen Zahlen werden zu metrischen Rdumen, wenn man als Abstand definiert

d(z,y) = |z —y| firz,yeR (bzw. z,y € C).
b) Ist allgemeiner (E, || - ||) ein normierter Vektorraum iiber K = R oder K = C,
so ist durch
d(l’,y) = ||JI - y”7 T,y € E,
eine Metrik auf E definiert, die natiirliche Metrik.
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Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen von Norm und Metrik. Z.B. folgt
die Dreiecksungleichung fiir die Metrik d aus der fiir die Norm:

d(z,z) = ||z =2 = l(z =y) + (= 2)l < lz =yl +ly = 2] = d(z,y) +d(y, 2).

Diese Metrik d ist stets gemeint, wenn wir (E,|| - ||) als metrischen Raum
betrachten.

Als Standardmetrik auf dem K" werden wir, wenn nicht anders gesagt, die
Euklidische Metrik d(z,y) := ||z — y||» wihlen.

c) Ist (X,d) ein metrischer Raum und ist Y eine nichtleere Teilmenge von X,
so wird Y zu einem metrischen Raum, wenn man als Metrik d¥ auf Y die
Einschriinkung d* := d|yxy von d auf Y x Y wiihlt. Man bezeichnet den
metrischen Raum (Y,d") dann auch als metrischen Teilraum von (X, d).

d) Ist wie in b) X = FE ein normierter Vektorraum, versehen mit der natiirlichen
Metrik d(z, z) := ||z — z||, =,z € E, und ist Y C E eine Teilmmenge von X,
beispielsweise eine Normkugel in F, so bildet (Y, d¥') ebenfalls einen metrischen
Raum, aber i.A. keinen Vektorraum!

e) Auf jeder nichtleeren Menge X kann man die sogenannte diskrete Metrik

einfithren durch
0, fallsz =y,
d(z,y) =
1, fallsx #y.

Die fiir die Analysis wichtigsten metrischen Rdume sind die normierten Vektorrdume
sowie Teilmengen solcher Vektorraume.

Definition. Zwei Metriken d; und dy auf einer Menge X heiflen dquivalent (in
Zeichen: dy ~ dy), wenn es Konstanten 0 < ¢; < ¢ gibt so, dass

(31) Cldl(zvy) S dg(flf,y) S C2dl(x>y) \v/Ivy e X.

Analog sagt man, zwei Normen || - ||; und || - |2 auf einem K-Vektorraum E seien
dquivalent (in Zeichen: || - ||y ~ || - ||2), wenn es Konstanten 0 < ¢; < ¢y gibt so,
dass

(3:2) allzlly < flzflz < eoflzfly Vo e E.
Bezeichnet d;(z,y) := ||z — y||;, j = 1,2, dann die jeweilige zugehorige Metrik, so
gilt offenbar:

Lemma 3.2 Die Metriken dy und dy sind genau dann dquivalent, wenn die zu-
gehorigen Normen || - ||1 und || - |2 dquivalent sind.
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Man sieht iibrigens leicht, dass durch den Begriff der Aquivalenz von Normen bzw.
Metriken jeweils Aquivalenzrelationen auf der Menge aller Normen auf einem Vek-
torraum E bzw. aller Metriken auf einer Menge X definiert werden.

Satz 3.3 Seien (X1,dy) und (Xo,ds) zwei metrische Riume. Fir 1 < p < oo ist
dann durch

dp((xl,:cg), (ylva)) = H <d1(x1,y1),d2(x2,y2)> )
1/p
_ <d1(ﬂ71,y1)p + d2(932>y2)p) , falls1<p<oo
max{d;(z1,v1), da(%2, y2) }, falls p = oo,

eine Metrik auf dem kartesischen Produkt X, x Xy definiert. Ferner sind je zwei
dieser Metriken dquivalent.

Beweis. Seien © = (z1,22), ¥y = (y1,y2) € X1 x Xy. Offenbar ist d,(x,y) > 0, und
dy(z,y) = 0 genau dann, wenn |[|(dy(x1,v1), d2(z2,92))||, = 0. Dies ist dquivalent zu
di(x1,11) = da(xe,y2) = 0, folglich zu x; = y; und x9 = yo, d.h. zu x = y. Ist ferner
z = (21,22) € X1 X Xy, so gilt

dj(j,y;) < dj(xj, 2) +dj(z,95), 7 =12,
woraus aufgrund der Definition der p-Norm auf R? folgt:
[(di(z1,91), da(@e, y2))|lp, < [[(dilz1, 21) + di(z1, 1), da(@2, 22) + da(22, 92)) I

= |[(d1 (1, 21), da(2, 22)) + (d1(21, Y1), d2(22, y2)) [l
< |[(di (1, 21), da(@a, 22))[p + [1(d1 (21, y1), da(22, y2)) |l

Damit ergibt sich die Dreiecksungleichung
dp(xv y) S dp(xv Z) + dp(’z? y)

SchlieBlich sind, wie man leicht zeigt, je zwei p-Normen auf dem R? #quivalent
(Ubung), womit die Aquivalenz der Metriken d, auf X; x X, folgt.
Q.E.D.

Beispiel 3.4 X; = R¥, X, = R’ jeweils verschen mit der p-Norm. Fiir 2 =
(z1,72), ¥y = (y1,y2) € R¥ x R ist dann fiir 1 < p < oo

Y=z —ylly,

dp(z,y) = (llz1 = yallp + llz2 — w2llp)
und
doo(,y) = max{[|z1 — y1[loc, |72 — 2lloc} = I = Yllo,
falls man den R* x R® mit R**¢ identifiziert.
Falls nicht ausdriicklich anders gesagt, werden wir der Einfachheit halber den Pro-
duktraum X; X X5 zweier metrischer Raume (Xi,d;) und (X3, dy) stets mit der
Metrik d = d,, versehen, d.h.

(3.3) d((w1,22), (1, 2)) := max{di(x1,91), da(z2, y2) }-
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3.2 Die Topologie eines metrischen Raumes
Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Sind a € X sowie r > 0, so heifit
By(a) :={x € X : d(z,a) <71}

die offene Kugel mit Mittelpunkt ¢ und Radius r. Man nennt B.(a) auch die
e-Umgebung von a. Allgemeiner definiert man:

Definition. Eine Teilmenge U C X heile Umgebung des Punktes x € X, falls
ein € > ( existiert, so dass gilt:
B.(x) C U.

Satz 3.5 (i) Ist U eine Umgebung von = und ist W D U, so ist auch W eine
Umgebung von zx.
(ii) Sind Uy und Uy Umgebungen von x, so ist auch Uy N U, eine Umgebung von x.

Beweis. (i) Per definitionem existiert ein ¢ > 0 mit B.(x) C U C W.
(ii) Seien €1, 9 € Rx so, dass B., (x) C Uy und B, (x) C U, ist. Fiir € := min{ey, e}
gilt dann: B.(z) C Uy N Us. QED.

Satz 3.6 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt das Hausdorffsche Tren-
nungsaxiom:

Zu je zwei verschiedenen Punkten x,y € X gibt es Umgebungen U von x und V' von
y, die disjunkt sind.

Beweis. Sei € := 2d(z,y). Dann ist € > 0, und U := B.(z) und V := B.(y) sind
Umgebungen von z bzw. y. Ferner ist U NV = (), denn fiir jedes z € U NV wiirde
gelten:

2e =d(x,y) < d(z,z) +d(z,y) <e+e =2,

was zu einem Widerspruch fiihrt. Q.E.D.

Definitionen. Seien (X, d) ein metrischer Raum und A eine Teilmenge von X.
Stellen Sie sich z.B. einen See in der Ebene X = R? vor, der von seiner Uferlinie
berandet wird.

Ein Punkt z € X heifle Randpunkt von A, wenn in jeder Umgebung von z sowohl
ein Punkt von A als auch ein Punkt des Komplements X \ A liegt. Die Menge aller
Randpunkte von A nennt man den Rand von A und bezeichnet ihn mit 0A. Es gilt
also:

x € 0A <— Ve>0:B(x)NA#Dund B.(x)N(X\A) #0D.
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Somit liegt x nicht in JA genau dann, wenn es ein € > 0 gibt so, dass entweder
B.(x) C A oder B.(x) C X \ A. Dies ist gleichbedeutend damit, dass es eine Umge-
bung U von x gibt so, dass entweder U C A oder U C X \ A. Wir definieren daher
die Menge A° C A der inneren Punkte von A durch

A% :={x € X : es gibt eine Umgebung U von x mit U C A}.

Man nennt dann auch A° das offene Innere von A. Offenbar ist A° C A, und es
gilt fiir alle z € X :

re A° < Je>0:B.(r)C A

Anders ausgedriickt: x ist ein innerer Punkt von A genau dann, wenn A eine Um-
gebung von z ist. Unsere vorangehenden Uberlegungen zeigen, dass wir folgende
disjunkte Zerlegung des Raumes X haben:

(3.4) X=A"U0AU (X\ A"

Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes X heifle offen, wenn sie Umgebung
jedes ihrer Punkte ist, d.h. wenn gilt:

Ve e Ade > 0: B.(z) C A.
Offenbar ist damit das offene Innere A° einer beliebigen Teilmenge A von X stets

offen, und A ist offen genau dann, wenn A = A°.

Die Menge
A=A"U0A=X\(X\A°

heifit der Abschluss oder auch die abgeschlossene Hiille der Menge A. Ein Punkt
x liegt nach (3.4) nicht in A dann und nur dann, wenn er in (X \ A)° liegt, d.h.
wenn ein £ > 0 existiert mit B.(x) C X \ A, d.h. B.(z) N A = ). Somit gilt:

(3.5) r€A < Ve>0:B.(x)NA#0D.
Dies zeigt insbesondere, dass auch A C A ist, d.h. es gilt auch
A= AU0OA.

Ein Punkt # € X heifle Beriihrungspunkt von A, wenn in jeder Umgebung von
r mindestens ein Punkt aus A liegt. Nach (3.5) besteht der Abschluss A von A
offenbar gerade aus der Menge aller Beriihrungspunkte von A.

Ferner ist das Komplement X \ A = (X \ A)° von A eine offene Menge, d.h. der
Abschluss A von A ist eine abgeschlossene Menge in folgendem Sinne:

Eine Teilmenge A C X von X heifle abgeschlossen, wenn ihr Komplement X \ A
offen ist.

56



Bemerkung 3.7 Man kann beweisen (Ubung), dass A die kleinste abgeschlossene
Teilmenge C' von X ist mit A C C, d.h. es gilt

A= N B.

{BcX:AcB, B abgeschlossen}

Es seien A, B C X. A heife dicht in B, falls AN B = B.
Beispiel: Es gilt Q = R, d.h. Q ist dicht in R.

Beispiele 3.8 (a) Offene Kugeln:

(i)

Seien a € X und r > 0. Dann ist die Kugel B, (a) offen:
Ist ndmlich = € B,(a), so ist € :=r —d(x,a) > 0. Fiir y € B.(x) folgt damit:

Ay, ) < d(y, 2) + d(z,a) < e + d(z,a) = 7
d.h. es ist B.(z) C B,(a).
,Offene Intervalle“ der Form ]a,b[ mit —co < a < b < 400 sind offene Teil-

mengen des metrischen Raumes (R, d) (vgl. Beispiel 3.1):

Ist ndmlich = €la,b], und sind a und b endlich, so ist fiir ¢ := min{|a —
z|,|b — z|} offenbar B.(z) Cla,b[; der allgemeine Fall kann leicht auf den
obigen zuriickgefithrt werden.

Dagegen sind Intervalle der Form [a, b[, |a,b] und [a, b] nicht offen; z.B. liegt
fiir kein € > 0 die e-Umgebung B.(a) =|a — ¢,a + €[ ganz in [a, b[.

(b) Abgeschlossene Kugeln:

(i)

Die ,abgeschlossenen Kugeln*
B.(a) ={r € X:d(z,a)<r}, ac€X,r>0,

eines metrischen Raumes X sind abgeschlossene Mengen:

Ist namlich y € X \ B,(a), so ist
e:=d(y,a)—r>0.
Fir z € B.(y) ist dann
d(z,a) > d(y,a) —d(z,y) > d(y,a) —e =1
Somit ist B.(y) € X \ B,(a), dh. X \ B,(a) ist offen.
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(ii) ,Abgeschlossene Intervalle® der Gestalt [a, b] sind abgeschlossene Teilmengen
von R, denn R\ [a, b] =] — 00, a[ U |b, +00] ist offen.

Ebenso sind Intervalle der Form [a, +00[ und | — 0o, a] abgeschlossen.

(i) Die Mengen () und X sind stets offen, also auch abgeschlossen.

(iv) Sei X eine nichtleere Menge. Versehen wir diese mit der diskreten Metrik, so
sind alle Teilmengen von X offen (Ubung). Folglich sind alle Teilmengen von

X ebenso abgeschlossen. Eine Menge kann somit durchaus gleichzeitig offen
und abgeschlossen sein!

(b) Rénder von Kugeln:

(i) Wir haben gesehen, dass fiir 7 > 0 die Mengen B,(a) = {z € X : d(x,a) <r}
und X \ B,(a) = {x € X : d(z,a) > r} offen sind. Hieraus folgt

OB,(a) C {x € X :d(x,a) =r}.
Fiir X = R" kann man sogar zeigen (Ubung):
Hr eR": ||zl <r}={z eR":||z|]s =r}.

Es gibt jedoch auch metrische Rédume, in denen die entsprechende Identitét
falsch ist (Ubung)!

(il) 00 = (R \ Q) = R.

Bezeichnung. Ist X = (X, d) ein metrischer Raum, so bezeichnen wir mit
T(X):={U C X :U ist offen }

die Menge aller offenen Mengen in X.

Satz 3.9 T := T (X) besitzt die folgenden Eigenschaften:

a) 0,X eT.
b) Sind U,V €T, soist auch UNV €T.
c) SindU,vel, inT, soist auch ], U €T.
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Beweis. a) Ist trivial.
b) Sei z € U N V. Dann sind U und V' Umgebungen von z, somit nach Satz 3.5(ii)
auch U N'V. Damit ist U NV offen.

c) Sei z € |J U,. Dann gibt es ein ¢y mit z € U,,. Wieder mit Satz 3.5 ist |J U, als
el el
Obermenge von U,, eine Umgebung von x.

Q.E.D.

Bemerkungen. (a) Da die abgeschlossenen Mengen gerade die Komplemente offe-
ner Mengen sind, folgert man durch Ubergang zu den Komplementen aus Satz 3.9
sofort auch:

Beliebige Durchschnitte und endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind
abgeschlossen.

(b) Nach Satz 3.9 ist zwar der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen stets offen.
Fiir unendliche Durchschnitte ist dies i.A. nicht so. Z.B. ist

muzﬂ]—%u.

Ebenso ist die Vereinigung unendlich vieler abgeschlossener Menge nicht notwendig
abgeschlossen.

Definition. Ist X eine nichtleere Menge, so bezeichnet man ein Mengensystem
T C B(X) mit den Eigenschaften a) — ¢) aus Satz 3.9 als Topologie auf X. Das
Paar (X,T) wird dann als topologischer Raum, und die Mengen U € T als
die offenen Mengen des topologischen Raumes (X,T) bezeichnet. Begriffe wie
Konvergenz, Stetigkeit etc. lassen sich ganz allgemein in beliebigen topologischen
Réaumen definieren; dies ist der Gegenstand der ,Mengentheoretischen Topologie” .

Ist d eine Metrik auf X, so heifit T'(X, d) die durch d auf X induzierte Topologie.
Diese werden wir stets auf X verwenden.

Satz 3.10 Zwei dquivalente Metriken di und dy auf X erzeugen dieselbe Topologie,
d.h. T(X,dy) =T(X,ds).

Beweis. Seien 0 < ¢; < ¢, so, dass
Cldl(xvy) Sd?(xvy) §C2d1(x7y> V%?JEX-

Bezeichnen wir mit Bi(a) := {z € X,d;(z,a) < r}, j = 1,2, die Kugeln bzgl. der
beiden Metriken d; und ds, so folgt fiir jedes r > 0, a € X

B}(a) C B?

cor

(a)’ Bf(a’) - Bll/clr(a')>
so dass fiir jedes € > 0 gilt:

By, (a) C Bi(a), B:.(a) C B(a).

c1e
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Hieraus folgt unmittelbar die Behauptung.
Q.E.D.

Definitionen. Der Abstand zweier nichtleerer Teilmengen A und B von X ist
definiert durch
d(A, B) := inf{d(a,b) : a € A, b€ B}.

Der Abstand des Punktes x € X zu A ist definiert durch

d(xz,A) :=d({z}, A) = inf{d(z,a) : a € A}.

3.2.1 Teilmengen Y C X als metrische Teilrdume von X und
deren Relativtopologie

Sei nun Y C X eine Teilmenge des metrischen Raumes (X, d). Geméf Beispiel 3.1
c) versehen wir Y mit der eingeschrinkten Metrik d¥, d.h. es gilt

A" (y1,92) = d(y1,2) fiir alle y1,y2 € Y.
Wir wollen die Kugel in (Y, d¥) mit Mittelpunkt a € Y und Radius r > 0 mit
BY(a):={yeY:d (y,a)<r}CY

bezeichnen, um diese von den Kugel B,(a) = {x € X : d(y,a) < r} in X zu
unterscheiden. Offenbar gilt dann:

(3.6) BY (a) = By(a)NY,

d.h. die Kugel BY (a) ,sieht” won der Kugel B,.(a) nur diejenigen Punkte, welche
in Y liegen (man denke in Anlehnung an Terry Pratchetts ,,Scheibenwelt” z.B. an
zwei-dimensionale Lebewesen, welche auf einer Scheibe Y im X = R? leben - diese
sehen nur die Punkte, die innerhalb ihrer Scheibenwelt Y liegen, nicht jedoch die
Punkte aulerhalb).

Mit T' = T'(X, d) bezeichnen wir die durch die Metrik d auf X induzierte Topologie,
und mit TV = T(Y,d¥) die durch d¥ auf Y induzierte Topologie, die sogenannte
Relativtopologie oder auch Spurtopologie.

Satz 3.11 (Relativtopologie) Eine Teilmenge A CY ist offen (bzw. abgeschlos-
sen) in'Y dann und nur dann, wenn es eine offene (bzw. abgeschlossene) Teilmenge
B C X gibt mit A= BNY.

Beweis. Wir zeigen die Aussage iiber die Offenheit von Teilmengen von Y. Die
analoge Aussage iiber die Abgeschlossenheit folgt dann durch Komplementbildung.
Ist BC X offenin X, dh. BeT,undist y € A:= BNY, so gibt es ein € > 0 so,
dass B.(y) C B. Folglich ist nach (3.6) BY (y) = B.(y)NY C A. Dies zeigt, dass A
offen in Y ist, d.h. A € TY.
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Ist umgekehrt A offen in Y, so gibt es zu jedem a € Y ein €(a) > 0 so, dass
B§a)(a) C A. Sei dann

B = U Be(a)(a).

acA

Dann ist B offen in X, und nach (3.6) ist BNY = |J B;Za)(a) = A.
acA

Q.E.D.

ACHTUNG: Ist A C Y eine Teilmenge von Y (und somit auch von X), so be-
zeichnen wir mit 0¥ A deren Rand im Raum Y, und mit 0% A := 9A deren Rand als
Teilmenge von X. Dann gilt zwar stets

(3.7) OV A C 0 A,

die umgekehrte Inklusion ist jedoch i.A. falsch (Ubung)!

Beispiel: (Ubung) Seien X := R? = R x R der Euklidische Raum mit der durch die
Euklidischen Norm definierten Metrik, Y := R x {0} € R? und A := [a, b] x {0},
mit a < b. Dann ist

OV A ={a,b} x {0}, 9¥A=A=A:=]ab]x {0}

3.3 Konvergenz in metrischen Riumen
Sei X = (X, d) ein metrischer Raum.

Definition. Eine Folge (x))ren von Punkten aus X heifle konvergent gegen a € X,
in Zeichen:

lim z = a,
k—o00

wenn gilt: Zu jeder Umgebung U von a existiert ein ky = ko(U) € N so, dass x, € U
ist fiir alle k > k.

Da in jeder Umgebung eine e-Umgebung enthalten ist, ist dies gleichbedeutend mit
der Aussage: Zu jedem € > 0 gibt es ein ky = ko(e) € N, so dass d(x, a) < € ist fiir
alle k > kg, bzw. zu

(3.8) lim d(z,a) =0 .

k—00

Man sieht sofort mit Hilfe des Hausdorffschen Trennungsaxioms (Satz 3.6), dass
eine konvergente Folge genau einen Grenzwert besitzt. Ferner fithren nach Satz 3.10
aquivalente Metriken zum selben Konvergenzbegriff.
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Satz 3.12 Sei (wx)ren eine Folge von Punkten im R™. Ferner sei x, =
(T, - - - Tgn), k € N. Dann konvergiert die Folge (zx), gegen a = (aq,...,a,) € R"
dann und nur dann, wenn fir jedes 7 =1,...,n gilt:

lim z,; = a; .
k—o0 J J

Beweis. Aufgrund der Definition der /P- Normen sieht man leicht, dass

__________

Somit ist klim d(zg,a) = 0 genau dann, wenn max |z — aj| — 0 fiir & — oo, d.h.
—00 j=1,...,n
wenn

|z — a;] = 0 fiir k — oo, fiir jedes j =1,...,n.
Q.E.D.

Mit Hilfe der Konvergenz von Folgen kann man die abgeschlossenen Mengen folgen-
dermaflen charakterisieren.

Satz 3.13 (Folgenkriterium fiir Abgeschlossenheit) Sei (X, d) ein metrischer
Raum. FEine Teilmenge A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn fir jede Folge
(xk)k von Punkten xj € A gilt:

Konvergiert (zy)r gegen einen Punkt x € X, so istx € A .

Beweis. Sei A abgeschlossen. Ist dann (xy ) eine Folge in A mit = lim zy, so wire,
falls x in A° ldge, A° eine offene Umgebung von z. Folglich géibe es ein £ € N mit
x € A¢, im Widerspruch zu unserer Annahme. Also ist notwendig = € A.

Zur Umkehrung: Das Folgenkriterium sei erfiillt. Wir wollen zeigen, dass dann A = A
ist, woraus die Abgeschlossenheit von A folgt.

Sei dazu x € A. Dann ist « ein Beriihrungspunkt von A, und wir finden insbesondere
zu jedem k € N, k > 1, einen Punkt x;, € A in der Umgebung By /() von z. Wegen

d(zg, x) < % ist dann x = klim 2y, folglich x € A. Dies zeigt, dass A C A ist, und
— 00

die Inklusion A C A ist klar. QE.D.
Bemerkung 3.14 Der Beweis lehrt zusétzlich, dass A C X abgeschlossen ist genau
dann, wenn A = A ist.

Definition. Die Folge (x}), von Punkten aus X heife Cauchy-Folge, wenn gilt:
Zu jedem € > 0 gibt es ein ky = ko(e) € N, so dass d(x;, z;) < € ist fiir alle 5,k > k.

Bemerkung 3.15 Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge (Beweis?).
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Definition. Ein metrischer Raum heifle vollstindig, wenn in ihm jede Cauchy-
Folge konvergiert.

Satz 3.16 Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum. Fine Teilmenge Y von X
ist abgeschlossen in X genau dann, wenn sie als metrischer Teilraum (Y,d¥) von
(X, d) vollstindig ist.

Beweis. Sei Y abgeschlossen. Ist (), eine Cauchy-Folge in Y, so konvergiert sie
wegen der Vollsténdigkeit von X gegen ein x € X, d.h. es ist klim Y = x. Damit ist
—00

aber nach Satz 3.13 x € Y. Y ist also vollstéandig.

Ist umgekehrt Y vollstdndig, und ist (yx), eine Folge in Y, welche gegen z € X
konvergiert, so ist sie auch eine Cauchy-Folge in Y und damit konvergent in Y.
Wegen der Eindeutigkeit des Limes ist dann x € Y, d.h. Y ist abgeschlossen.

Q.E.D.

3.4 Stetigkeit

Es seien (X, d) und (Y, 0) metrische Raume, sowie a € X.

Satz 3.17 Die folgenden Bedingungen sind fiir eine Abbildung f : X — Y dquiva-
lent:

(i) Fir jede Folge (xx) in X mit limx, = a gilt: im f(zx) = f(a), d.h.
lim f(xr) = f(lim ) (Folgen — Stetigkeit).
k—o0 k—o0
(ii) Zu jedem e > 0 existiert ein 6 = d(g) > 0, so dass
o(f(x), f(a)) < e ist fir alle x € X mit d(z,a) <6 (e — 06— Kriterium).
(iii) Fiir jede Umgebung V von f(a) inY ist U := f~V) eine Umgebung von a
in X.

Beweis. Wir beobachten zunéchst, dass (ii) gleichbedeutend ist mit

(i') Zu jedem e > 0 gibt es ein § = d(e) > 0 mit
f(Bs(@) € B:(f()), dh. mit Bs(a) € £~ (Ba(f(a))).

Die Aquivalenz von (ii’) und (iii) folgt nun sofort aus der Definition des Umgebungs-
begriffs.

Es bleibt die Aquivalenz von (i) und (ii’) zu zeigen:
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Gilt (ii") nicht, so gibt es ein € > 0 so, dass fiur jedes § = 1/k, k € N3y, ein
rr, € Byjg(a) existiert mit f(xy) ¢ B:(f(a)). Dann ist @ = lim x, wéhrend die

k—00

Folge (f(xy))x nicht gegen f(a) konvergiert. Somit ist f nicht Folgen-stetig.

Gilt dagegen (ii’), und ist (zy); eine Folge in X mit a = limxy, so wihle zu ge-
gebenem € > 0 ein 6 > 0 gemé&f (ii') mit f(Bs(a)) C B:.(f(a)). Dann gibt es ein
ko € N so, dass x € Bs(a) fir alle k > ko, folglich f(xy) € B:(f(a)). Somit ist
,}1_{20 fla) = f(a).

Q.E.D.

Definitionen. Die Funktion f : X — Y heifle im Punkte a € X stetig, wenn
sie den Bedingungen von Satz 3.17 geniigt. f heifle stetig, wenn f in jedem Punkt
a € X stetig ist.

Ist A C X, so bezeichnet man x € X als Haufungspunkt der Menge A, wenn
jede Umgebung von z in X mindestens einen Punkt a # x aus A enthilt (man
vergleiche dies mit dem Begriff des Bertiihrungspunktes!).
Seien f: A — Y eine Abbildung und x € X ein Haufungspunkt von A.
Dann bezeichnet man b € Y als den Grenzwert der Abbildung f : A — Y fiir
a — x, in Zeichen:

b= lim f(a),

a—T

wenn es zu jedem £ > 0 ein 6 > 0 gibt derart, dass o(f(a),b) < € ist fiir alle
a € A\ {z} mit d(a,z) < 0.

Beispiel. Die Menge der Haufungspunkte der Menge A =]0, 1[U{2} in R ist gegeben
durch [0, 1].

Satz 3.18 Es seien (X,d), (Y, 0),(Z,v) metrische Riume, sowie f : X — Y und
g:Y — Z Abbildungen. Ist f stetig in a € X und g stetig in b:= f(a) €Y, so ist
go f: X — Z stetig in a.

Beweis. Es sei W eine Umgebung von g(b) in Z. Dann ist V = ¢g~}(W) eine Um-
gebung von b in Y, folglich U = f~}(V) eine Umgebung von a in X, jeweils wegen
der Stetigkeit von g in b bzw. von f in a. Schliellich ist (go f)~'(W) = U.

Q.E.D.

Definition. Sind (X, d), (Y, ¢) metrische Rdume, so bezeichnen wir mit C'(X,Y) die
Menge aller stetigen Funktionen von X nach Y.

Satz 3.19 Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig, wenn fiir jede offene
(abgeschlossene) Teilmenge M von' Y ihr Urbild f~*(M) offen (abgeschlossen) ist
mn X.
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Beweis. Sei f € C(X,Y). Ist U C Y offen, und ist a € f~1(U), so ist U eine Umge-
bung von f(a) ist. Wegen der Stetigkeit von f in a ist somit f~1(U) eine Umgebung
von a. Dies zeigt, dass f~1(U) offen ist. Weiter ist f~1(U¢) = (f~1(U))c. Dies zeigt,
dass auch das Urbild einer abgeschlossenen Teilmenge von Y stets abgeschlossen ist.
Sei umgekehrt f: X — Y so, dass das Urbild einer offenen Menge unter f stets
offen ist. Seien ferner a € X, ¢ > 0. Dann ist V = f~1(B.(f(a))) eine offene Menge
mit a € V, also eine Umgebung von a. Damit ist f nach Satz 3.17 stetig in a. Es

folgt f € C(X,Y).
Q.E.D.

Beispiele 3.20 a) Seien (X,d) und (Y},d;), (Y2,ds) metrische Radume, sowie
fi: X =Yy, fo: X — Y, Abbildungen. Die Abbildung

f=(fifo): X =YixY,
ist genau dann stetig in z € X, wenn beide Abbildungen f; und f5 stetig sind
in z.
Beweis. Eine Folge (yx)r = ((yr1, Y2))r in Y7 X Y3 konvergiert genau dann
gegen y = (y1,y2) in Y1 X Y3, wenn khm Yk1 = 1 und klim Yr2 = Y2 (vgl. dazu
— 00 —00
(3.3), sowie den Beweis von Satz 3.12).

Ist nun (z); eine Folge in X mit lim z, = = € X, so gilt somit: Die Folge

k—o0
f(xy) konvergiert genau dann gegen f(z) in Y7 x Ys, wenn klim fi(zr) = fi(x)
—00
und klim fo(zr) = fa(x). Hieraus folgt die Behauptung. Q.E.D.
—00

b) Durch Iteration erhdlt man insbesondere:

Eine Abbildung
f=,  fa): X K"

ist genau dann stetig, wenn alle Komponenten f; : X — K, j = 1,...,n,
stetig sind.

c¢) Folgende Abbildungen sind stetig:

(i) add: Kx K - K, (z,y) —x+vy,
(i) mult: Kx K - K, (z,y) — v,
(i) quot: K x K* = K, (z,y)— §, wobei K* =K\ {0} sei.

Beweis. Sei ((xx,yx))x eine Folge in K? mit
lim (l’k,yk> = (Sl?,y) :
k—oo
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Nach Satz 3.12 gilt dann lim xp = 2, lim yx = y.
k—o0 k—o0
Daraus folgt
lim (zp +yi) =z +y, lim (zpye) = 2y .
k—oo k—o0
Ist zusétzlich y;, # 0 fiir alle & sowie y # 0, so ist auch
: -1 -1
Jim =™

Q.E.D.

Korollar 3.21 Sei (X,d) ein metrischer Raum, und seien f,g : X — K stetige
Funktionen. Dann sind auch die Funktionen

f+g: X =K fg:X—=>K
stetig. Ist ferner g(x) # 0 fir alle x € X, so ist auch

i:X—HK
g

stetig.

Beweis. Nach a) ist die Abbildung
(f,g) : X > KxK

stetig. Ferner ist

f4g=addo(f.9), fg=multo(f,g), g — quot o (f,9) .

Die Behauptung folgt somit aus Satz 3.18 und c).
Q.E.D.

d) Ein Monom auf dem K" vom Grad r € N ist eine Funktion von K" nach K
der Gestalt

(T1,. .. ) — abiahe gk
wobei ky,...,k, € N mit ky + --- + k, = r sind. Eine Polynomfunktion
F : K" — K vom Grad < r ist eine Linearkombination von Monomen vom

Grad <,

— kl k'r
F(xy,...,z,) = E Chy ok Ty T
ki+-+kn<r

mit cg,. r, € K. Gibt es einen Koeffizienten ¢y, 4, # 0 mit 64 +--- 4+ ¢, =r,
so heifit ' vom Grad r.

Da die Koordinatenprojektionen
pj: (Il,...,l’n) ’—)Zlﬁ'j

fiir j = 1,...,n stetig sind, folgt durch wiederholte Anwendung von Korollar
3.21, dass alle Polynomfunktionen auf dem K" stetig sind.
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Definition. Seien (X, d), (Y, ) metrische Rdume. Eine Abbildung f : X — YV
heifle gleichméBlig stetig, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiir alle
xr1, e € X gilt:

(3.9) Ist d(z1,x2) <9, soist o( f(z1), f(z2)) < €.

f + X — Y heifit Lipschitz-stetig, falls eine Konstante L > 0 existiert mit
o(f(x1), f(xe)) < Ld(xy,x) fiir alle 1,25 € X. Eine solche Abbildung ist offen-
bar gleichméBig stetig.

Satz 3.22 Sei Xy dicht in X, und sei f : Xog — Y gleichmdfsig stetig. Ist Y
vollstindig, so gibt es genau eine stetige Abbildung

f:X=Y mit flx,=f

Man bezeichnet f als die stetige Fortsetzung von f auf X. Diese ist ebenfalls
gleichmifig stetig.

Beweis. Sei z € X. Dann existiert eine Folge (z;); in X, mit x = limz;. Somit ist
(xj); eine Cauchy-Folge in X. Wegen der gleichméfligen Stetigkeit von f ist dann
die Folge (f(z;)); eine Cauchy-Folge in Y

Ist némlich e > 0, so wihle § > 0 wie in (3.9). Zu § wihle kg € N so, dass d(z;, z)) <
0 ist fur alle j,k > ko. Fiir diese j, k ist dann o(f(z;), f(zx)) < e.

Wegen der Vollstandigkeit von Y strebt somit f(x;) einem Grenzwert in Y zu, den
wir mit f(x) bezeichnen: f(z) := lim f(z;).

Dieser Grenzwert héngt nicht von der gewihlten Folge (z;); ab, so dass f als Funk-
tion auf X wohldefiniert ist:

Ist namlich (y,); eine weitere Folge in X mit = limy;, und ist ¢ > 0, so wéhle d > 0
geméf (3.9). Ist ky € N so gewahlt, dass d(z;,y;) < d(zj, x)+d(y;, x) < 6/2+5/2 =6
gilt fiir alle j > kg, so folgt

o(f(zy), [(y;)) <& Vj=ko

Somit ist lim o(f(x;), f(y;)) = 0, woraus lim f(z;) = lim f(y,) folgt.

Die Funktion f besitzt alle gewiinschten Eigenschaften: Ist z € Xo, so gilt fiir die
konstante Folge (z;); mit x; := x in Xo: v = limay, also f(r) = lim f(z;) = f(7),
d.h. f ist eine Fortsetzung von f. Ferner ist f gleichméafig stetig:

Ist € > 0, so wéhle wieder § > 0 wie in (3.9). Sind z,y € X mit d(z,y) < /3, so
seien (x;); und (y;); Folgen in Xy, mit z = limz; und y = lim y;. Dann ist fiir jedes
j offenbar

o(f(2), F(y)) < o(f (), f(x;)) + o(f (). f(ys) + o(f (y3). f(y),
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also

o(f(w), f(y) < lim o(f (x;), f(y5)).

Waihle ko € N so, dass gilt: d(x, ;) < 0/3 und d(y,y;) < §/3 fiir j > ko.
Fiir j > ko ist dann

d(xjayj) S d(l’j,l’) + d(l’,y) + d(yay]) < 57

also o(f(z;), f(y;)) < e. Somit folgt

o(f(z), f(y)) <e.

Da fiir jede stetige Fortsetzung g von f auf X gelten muss : g(x) = lim f(z;), falls
(x;); eine Folge in X, ist mit x = lim z;, ist die Eindeutigkeit von f klar.
Q.E.D.

Bemerkung. Ist = € X, so ist f(z) = f(z). Ist ¥ € X'\ Xy, so ist x ein Haufungs-
punkt von Xy, und der Beweis zeigt, dass f(x) = lim f(y).
Yy—

Beispiel. f(z) = sin < ist stetig auf ]0, oo, ldsst sich jedoch nicht stetig auf [0, oo
fortsetzen.

3.5 Konvergenz von Funktionenfolgen

Definition. Es seien (X, d), (Y, 0) metrische Rdume. Eine Funktionenfolge (f,,), in
Y konvergiere punktweise (oder einfach) gegen f € YX, falls lim f,(z) = f(x)
n—o0

ist fiir alle z € X. Sie konvergiere gleichméflig gegen f, wenn es zu jedem ¢ > 0
ein N = N(e) € N gibt mit

o(f(x), fu(x)) < e fiir allen > N und alle z € X .

Satz 3.23 Es sei (fn)n eine Funktionenfolge in C(X,Y'), welche gleichmdfig gegen
f: X =Y konvergiert. Dann ist auch f € C(X,Y).

Beweis. (Analog wie im Falle X =Y = R). Sei dazu ¢ > 0. Wegen der gleichm#fi-
gen Konvergenz existiert ein N € N so, dass

o(f(@), fn(z)) < % ist fiir alle 7 € X .
Sei a € X. Da fy in a stetig ist, gibt es ein § > 0 mit

o(fn(z), fr(a)) < % fir alle z € X mit d(z,a) <9 .
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Dann gilt fiir alle z € X mit d(z,a) < 6:

o(f(x), f(a)) < o(f(z), fn(x)) + o(fn(x), fn(a)) + o(fn(a), f(a))

< E—i—vaE—a
3 3 3

Q.E.D.

3.6 Die Vervollstindigung eines metrischen
Raumes*

In Anwendungen trifft man des 6fteren metrische Radume an, welche nicht vollsténdig
sind. Ein solches Beispiel kennen wir bereits: Die Menge Q@ der rationalen Zahlen,
versehen mit der Metrik d(z,y) = |r — y|, =,y € Q, ist nicht vollstindig. Der
Wunsch, Q zu ,,vervollstandigen“, fiihrt letzendlich dann zur Menge R der reellen
Zahlen, mit R = Q.

Ganz dhnlich ldsst sich jeder beliebige metrische Raum vervollstédndigen.

Definition. Es seien (X,d;) und (X5, dy) zwei metrische Rdume. Eine Abbildung
v : X7 — Xs heifle abstandstreu oder isometrisch oder auch Isometrie von X;
nach X, wenn gilt:

da(p(z), o(y)) = di(x,y) fir alle z,y € X; .
Offenbar ist eine Isometrie stets injektiv.
Definition. Es sei X = (X, d) ein metrischer Raum. Ein vollstandiger metrischer

Raum Y = (Y, o) heile Vervollstindigung von X, wenn es eine Isometrie ¢ : X —
Y gibt mit ¢(X) =Y, d.h. wenn ¢(X) dicht in Y ist.

Bemerkung 3.24 Ist (Y, p) eine solche Vervollstiandigung von (X, d), so bildet ¢
den metrischen Raum X bijektiv und isometrisch auf den Teilraum X = ¢(X)
von Y ab. Wir kénnen daher die Réume (X,d) und (X, 05) als metrische Riume
yidentifizieren“, d.h. 0.B.d.A. annehmen, dass X bereits ein Teilraum von Y ist.
Dann ist Y der AbschluB von X (in Y), d.h. Y = X.

Satz 3.25 FEs seien Y1 = (Y1,01) und Vo = (Ya, 02) 2zwei Vervollstindigungen des
metrischen Raumes X = (X, d). Dann gibt es eine bijektive Isometrie von Y auf Ys.
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Beweis. Seien ¢; : X — Y; Isometrien mit ¢;(X) = Y;, j = 1,2. Setze Z; :=
©;(X) CY;, und betrachte die Abbildung

go::gogmpl_l: Z1— Zy C Y.

Als Komposition zweier Isometrien ist ¢ eine Isometrie, und folglich als solche
gleichméBig stetig. Es bezeichne ¢ : Y; — Y, ihre stetige Fortsetzung nach Satz
3.22. Dann ist auch ¢ isometrisch. Dies folgt sofort aus der folgenden Tatsache:

Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist die Metrik d : X x X — R stetig als Funktion
auf dem Produktraum X x X (Ubung).

Ganz analog besitzt die Isometrie
Vi=propyt Zy =Y

eine Fortsetzung zu einer Isometrie 'QZJ Y, > Y.
Dann ist jedoch ¢y o @ : Y; — Y] eine Isometrie mit

12095‘21:9010902_1041020901_1:id‘217

und da Yo @ stetig ist und Z; dicht in Y} liegt, folgt: Yo ¢ =id . Analog folgt auch
poy =id, d.h. ¢ ist eine bijektive Isometrie von Y; auf Y3, mit Umkehrabbildung

.
Q.E.D.

Dieser Satz zeigt, dass es bis auf Isometrie nur hochstens eine Vervollstdndigung
eines metrischen Raumes gibt.

Theorem 3.26 Jeder metrische Raum besitzt eine Vervollstindigung.

Bemerkung. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so bezeichnet man oft mit (X, d) ndie”
Vervollstandigung von X, und nimmt 0.B.d.A. geméafl Bemerkung 3.24 an, dass X
der Abschlufl von X ist.

Beweis von Theorem 3.26.

Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann bezeichne Z die Menge aller Cauchy-Folgen
in X.

Sind nun & = (z,)nen und 7 = (Yn)nen zwei Elemente von Z, so liest man aus der
Ungleichung

(T, Yn) — d(Tm, Ym)| < AT, Ti) + d(Yr Yn)
leicht ab, dass die Folge (d(zn, yn))nen €ine Cauchy-Folge in R bildet. Wir setzen

¢'(&m) = lim d(zn, yn) -
Man priift nun leicht die folgenden Eigenschaften von ¢’ nach:

70



(i) o'(€,n) > 0 fiir alle &, € Z.
(ii") ¢(&,€) = 0 fiir alle € € Z.

(i) ¢'(&,m) = 0'(n,§) fiir alle {,n € Z.

(iv) &(&7) < (€ m) +d(n,7) fir alle {,n,7 € Z.

Ferner ist ¢'(&,1) = 0'((xn)n, (Yn)n) = 0 genau dann, wenn lim d(x,,y,) = 0 ist. ¢’
n—o0

erfiillt also die Eigenschaften einer Metrik auf Z, bis auf die Eigenschaft (ii).
Wir fiithren daher auf Z die folgende Relation ein:

§~mn, falls ¢'(&,n) = 0 ist.

Aus (i), (it"), (iil) und (iv) ersieht man leicht, dass hierdurch eine Aquivalenzrelation
auf Z definiert wird, und wir setzen

Y =7/~ .

Sind 7,7 € Y zwei Aquivalenzklassen, und sind £ € T, n € T zwei Représentanten
aus Z, so setzen wir

o(T7) == d(&m) -
Wiederum aus (i) — (iv) ersieht man, dass ¢ wohldefiniert ist. Sind ndmlich beispiels-
weise £, €T, n €7, so ist

dEn) <dE&E)+dE ) =d(En),

und ebenso ist ¢'(¢',7) < ¢'(§,n), so dass ¢'(§,n) = (', n) ist.
Aus der Definition von g ergibt sich sofort, dass ¢ ebenfalls die Eigenschaften (i),

(it’), (iil) und (iv) erfiillt. Zuséatzlich gilt jedoch noch
(ii) o(Z,y) = 0 genau dann, wenn T = 7, d.h. g ist eine Metrik auf Y.

Ist ndmlich o(Z,y) = 0, und sind £ € T, n € 7, so ist ¢'({,n) = 0, d.h. £ ~ n und

somit T =[] =1[n=7.
Weiter wird durch
o: X =Y, v [(2),],

eine Isometrie von X in Y definiert, denn es ist fiir z,y € X
o([(@)), [)u)) = &((@)ar (v)n) = lim d(y) = d(a.y) ;

hier ist fiir € X mit (z),, die konstante Folge (z,,), mit z,, = x fiir alle n gemeint.
Behauptung: ¢(X) =Y .
Ist ndmlich T € Y, so sei £ = (x,), € T . Dann ist

(T, p(xn)) = 0'((Tk)ks (wn)r) = Im d(wy, ) .

k—o0
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Sei € > 0. Da () eine Cauchy-Folge ist, gibt es ein N € N so dass d(zy, z,) < €
ist fir alle k,n > N. Insbesondere ist fiir n > N

0l () = Jim d(we,,) <

—00
Folglich ist lim o(Z, p(z,)) = 0. Dies zeigt, dass jeder Punkt T von Y ein
n—oo
Berithrungspunkt von (X)) ist.
SchlieBlich miissen wir noch die Vollsténdigkeit von Y nachweisen. Sei dazu (7,,),

eine Cauchy-Folge in Y. Da ¢(X) dicht in Y ist, gibt es eine Folge (z,,), in X mit

PG, (1)) < 1/(n+1) .

Hieraus folgt leicht, dass auch die Folge (¢(z,)), eine Cauchy-Folge in Y ist. Da
jedoch

o(p(zn), o(Tm)) = d(Tn, Tp)
ist, ist die Folge £ = (), somit eine Cauchy-Folge in X. Es sei 7 := [¢] € Y. Dann
ist nach dem Beweis der vorangegangenen Behauptung

y= lim p(z,), nY .

n—o0

Ferner ist offenbar lim,,, p(7,,, ¢(x,)) = 0, und somit auch

Die Folge (1,,)» konvergiert also in Y.
QE.D.
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Kapitel 4

Stetige lineare Abbildungen
zwischen normierten
Vektorraumen

Satz 4.1 Seien (V)| - ||v) und (W, || - |lw) normierte Vektorriume tiber K, sowie
v € V. Fir eine lineare Abbildung T : 'V — W sind die folgenden Bedingungen
dquivalent:

(a) T ist stetigin 0 € V.

)
(b) T ist stetig in v.
(c) T ist global stetig.
)

(d) T ist eine beschrankte lineare Abbildung, d.h. es gibt eine Konstante C > 0
mil

T (z)||lw < Cllz||v fir alle x € V.

Beweis. (a) < (b):

Da || T(z) = T(0)[lw = IT(z —v)[lw = |T(z —v) = T(0)|lw ist fiir alle z,v € V,
folgt die Aquivalenz von (a) und (b) sofort aus dem € — d-Kriterium in Satz 3.17.
Die Aquivalenz von (a),(b) mit (c) ist offensichtlich, da ja v € V beliebig ist .

(a) = (d): Ist T stetig in 0, so gibt es zu ¢ =1 ein § > 0 so, dass

|T(2)||lw < 1 fur alle z € V mit ||z]|y <6 .

Ist nun x € V' \ {0} beliebig, so setzen wir z := ﬁx. Dann ist [|z]ly = & < 4,
folglich

2|z 2||x
@l = Iy, = 2l

Somit gilt die Abschidtzung in (d) mit C' :=2/4.

2
1Tl < sl
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(d) = (c): Aus der Abschitzung in (d) folgt:

IT(z) = T)l|w < Cllz —vlly . Vo,veV,

woraus sogar Lipschitz- Stetigkeit von T' folgt. Q.E.D.

Bemerkung 4.2 Um die Schreibweise zu erleichtern, werden wir in Zukunft die
Norm || - ||y auf einem normierten Vektorraum in der Regel einfach mit || - || be-
zeichnen, auch wenn es sich mitunter um Normen auf verschiedenen normierten
Vektorrdaumen handeln wird, die wir so mit demselben Symbol belegen werden.

Beispiele 4.3 (a) Sei V der Banachraum C([a, b)), versehen mit der Supremums-

[flloe = sup{|f(z)[ : = € [a, 0]} ,

(vgl. Satz 2.3). Ferner sei I : C([a,b]) — C die durch das Integral definierte
lineare Abbildung

b
10) = [ f@)de. feco).
Dann ist [ stetig, denn es gilt die Abschatzung
(NI < (b=a)|lfll -

Sei V' der lineare Teilraum C*([0,1]) von W := C([0,1]), versehen mit der

Supremumsnorm, und sei
D :C'([0,1]) = C([0,1])

die durch die Differentiation D(f) := f’ gegebene lineare Abbildung. D ist
nicht stetig:

Fiir die Funktionen f,, € C([0,1]), f.(z) = 2", n € N, gilt ndmlich: || f,|lc =
1, [|D(fn)llec = n. Es gibt daher keine Konstante C' € Rso mit ||D(fp)|lee <
C||lfnll fiir alle n € N.

Definition. Es sei T': V' — W eine stetige lineare Abbildung zwischen normierten
Vektorrdaumen. Nach Satz 4.1 ist T beschréankt, so dass

1T = WTllop := sup{|[T'(2) [} : = €V, [lz] <1}

endlich ist. Es gilt dann offenbar

(4.1)

T(@)|| <||T| ||z firalezeV
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ll]l

Ferner ist ||T'|| offenbar die kleinste Konstante C fiir welche die Abschétzung in Teil
(d) von Satz 4.1 gilt.

da fiir x # 0 die Abschéitzung ||T <i> | < ||T| zutrifft.

Z.B. ist ||I]| =1, wobei I den identischen Operator x — x bezeichne.

Wir bezeichnen eine stetige lineare Abbildung 7 : V' — W auch als beschriankten
linearen Operator, und schreiben anstelle von T'(z) oftmals auch kurz Tx.
L(V, W) bezeichne die Menge aller beschrénkten linearen Operatoren T : V — W.

Sind 7,5 € L(V,W), A€ K, z € V, so gilt nach (4.1):

(T +5) (@) = NTe+ Szf| < ||| + [|Sz]]
< ATl STl
= (71 + IS,
IAT) (@) = [[ATz]| = A} [[T]],

woraus folgt: X', T'+ S € L(V, W), und

IATH = I,
17 +S1 < 71+ 151

Ferner ist offenbar || T|| = 0 genau dann, wenn 7z =0 Vz € V, d.h. wenn 7" = 0.
Dies zeigt, dass L(V, W) einen K-Vektorraum bildet, und dass || - || = || - ||lop eine
Norm auf L(V, W) ist, die sogenannte Operatornorm. Diese werden wir stets auf
L(V, W) verwenden.

Beispiel 4.4 V =R", W =R™.

Bezeichnen eq,...,e, und fi,..., f,, die kanonischen Basen des R"™ bzw. R™, und
ist T: R® — R™ linear, so gilt fir x = ) xpep € R™
k=1
Tr = Z xip e |
k=1

wobei T'ej, sich eindeutig darstellen lasst als

(42) T€k = Zajkfj, Ajk € R.
j=1
Somit ist
w3) oo 3 <Z g;) fj.
j=1 \k=1
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Daher identifiziert man in der linearen Algebra bekanntlich jede lineare Abbildung
T :R" — R™ mit der m x n-Matrix A := (Cij)Jl'czl ,,,,, m, und die Anwendung von 7" auf

=1,..., n
x lasst sich durch Matrixmultiplikation von A mit dem Spaltenvektor ‘z darstellen,
d.h.

x1
(4.4) WTz)= Az, fr =

Tn

Konvention: Wann immer wir eine lineare Abbildung 7" : R® — R™ durch eine
Matrix beziiglich der kanonischen Basen dieser Rdume beschreiben, werden wir da-
her die Vektoren als Spaltenvektoren betrachten, und 7' durch Linksmultiplikation
mit einer m x n-Matrix A darstellen:

(4.5) T(x)=A-uz, r =

a1k

Schreiben wir die Matrix A in der Form A = (A44,..., A,), wobei A, := : den

Amk
k-ten Spaltenvektor der Matrix A bezeichne, so gilt also

n xy
(4.6) Tx)=A -z = Z Ay, fallsx =
k=1

Tn

Es stellt sich die Frage, ob es unstetige lineare Abbildungen 7" : R™ — R™ gibt; diese
werden wir in Satz 4.7 beantworten.

Bemerkung 4.5 Ist V = W, und sind S, T € L(V,V), so ist auch SoT € L(V,V),
und man sieht leicht:

(4.7) STl < (IS T -

L(V, V) bildet bzgl. der Addition und Komposition beschréankter linearer Operatoren
somit sogar eine normierte Algebra (d.h. eine Algebra (A, +,-) iiber K,K = R
oder K = C, versehen mit einer Norm ||-||, so dass (A4, ||-||) ein normierter Vektorraum
ist, und so dass fiir alle a,b € A gilt: ||a-b|| < ||a|| ||b]|. Besitzt A ein Einselement I,
so verlangt man zusétzlich ||I]| = 1).

Satz 4.6 Ist W wollstindig, so ist auch L(V,W) wollstindig. Insbesondere ist
L(V,V) eine Banach-Algebra, d.h. eine vollstindig normierte Algebra, falls V
ein Banach-Raum ist.
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Beweis. Sei (7}), eine Cauchy-Folge in L(V, W), d.h. bzgl. der Operatornorm. We-
gen

(4.8) 1T5(x) = To(@)| < 175 = Tellll«]l, =€V,

ist dann fiir jedes z € V auch die Folge (7}(z)); eine Cauchy-Folge in W, und somit
konvergent, da wir W als vollstéindig voraussetzen. Setze

T(z) = lim Tj(x) e W, zeV.

Jj—00

Man zeigt dann leicht, dass T : V' — W linear ist.

Sei nun ¢ > 0, und wéhle jo € N so, dass ||7; — Tj|| < ¢ fiir alle j,k > jo. Da die
Normfunktion stetig ist auf W, erhalten wir aus (4.8) dann im Limes fiir £ — oo
auch ||T;(z) — T'(x)|| < el|z||, fiir jedes x € V und j > jo. Folglich ist [|T; — T|| < e
fur alle j > jo. Schreiben wir 7' = T; 4+ (T' — T}), und wihlen zu ¢ = 1 ein j mit
|T; =T <1, so sind offenbar T und T'—Tj beschrénkte lineare Operatoren, folglich
auch 7', und wir folgern, dass 7" = lim;_,o, T in L(V, W). Q.E.D.

Satz 4.7 Ist V = K", so ist jede lineare Abbildung T : K" — W stetig, d.h.
L(K"™, W) ist der Raum aller linearen Abbildungen T : K" — W.

Beweis. Es bezeichne e, = (0,...,0,1,0,...,0) den k-ten Basisvektor der kanoni-
schen Basis des K". Setze wy, := T'(ex) € W, k= 1,...,n. Fir z = (x,...,2,) =
Y r xrex € K gilt dann (man vergleiche dies mit (4.6)):

n
Tx = E TpWy,
k=1

also

1Tz < Y llawwill =Y lwil] o] < (Z ||wk||2> [ ]]2-
k=1 k=1 k=1
Es folgt
" 1/2
[Tz]| < Cllzll,  mit C:= <Z IIwkllz) :
k=1

Somit ist T" beschréinkt und folglich stetig.
Q.E.D.
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Kapitel 5

Kompaktheit

5.1 Kompakte metrische Riume

Definition. Der metrische Raum (X, d) heifle Folgen-kompakt, wenn jede Folge
(n)n in X (mindestens) eine konvergente Teilfolge besitzt.

Eine Teilmenge Y C X heifle Folgen-kompakt, wenn Y als metrischer Teilraum
von X Folgen-kompakt ist. Dies bedeutet gerade, dass jede Folge (y,), in Y (min-
destens) eine in Y konvergente Teilfolge besitzt.

Der Satz von Bolzano-Weierstraf3 aus der Analysis I lisst sich nun auch folgen-
dermaflen formulieren:

Jedes “kompakte* Intervall [a,b] mit a,b € R a < b, ist Folgen-kompakt.

Satz 5.1 Sind (X1,dy),(Xs,ds) zwei metrische Raume, und sind Ky C X; und
Ky, C X5 Folgen-kompakte Teilmengen, so ist auch die Menge K, x Ky Folgen-
kompakt in (X1 x Xo,d), wobei d die Metrik (3.3) auf X; x Xy bezeichne.

Beweis. Ist ((x,, yn))n eine Folge in K7 X K5, so gibt es zundchst wegen der Folgen-
Kompaktheit von K eine aufsteigende Indexfolge (n;); so, dass die Teilfolge (xy,);
von (), in K konvergiert. Aus der Teilfolge (yn,); von (y,), in K ldsst sich dann
wiederum eine in K5 konvergente Teilfolge (ynjk) r auswéhlen. Setzen wir my, == n;, ,
so finden wir damit insgesamt eine aufsteigende Indexfolge (my), derart, dass die
Teilfolge (2, )k von (x,,), in K; und die Teilfolge (Y, )x von (yn), in Ky konvergiert.
Hieraus folgert man, dass die Teilfolge ((Zm,, Ym,))e vor ((Tn,yn))n in Ky X Ko
konvergiert.

Q.E.D.

Beispiel. Durch wiederholte Anwendung dieser Beobachtung erkennt man, dass
jeder abgeschlossene Quader [aq,b1] X -+ X [a,, b,] im R™ Folgen- kompakt ist.

Definitionen. Sei Y C X. Eine Familie (U, ),e; von Teilmengen von X heifle Uber-
deckung von Y, wenn gilt

Yy cJu.
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Sie heife offene Uberdeckung von Y, wenn zusétzlich alle U, offen sind.

Gibt es zu jedem ¢ > 0 eine endliche Uberdeckung von Y aus Kugeln B.(a;), j =
1,...m, welche allesamt den Radius € haben, d.h.

v e ) B.(ay).

j=1

so heifit die Menge Y total beschrinkt oder auch prikompakt.

Schliellich heifle der metrische Raum X separabel, wenn er eine abzéhlbare dichte
Teilmenge enthélt.

Satz 5.2 Sei X = (X, d) ein Folgen-kompakter metrischer Raum. Dann gilt:
(i) X ist vollstandig.

(il) X ist beschrdinkt.

(iii) X ist total beschrankt.

(iv) X ist separabel.

Beweis.

(i) Sei (), eine Cauchy-Folge in X. Da X Folgen-kompakt ist, existiert eine

konvergente Teilfolge (z,, )x. Ist = klim Zn,, S0 konvergiert auch die gesamte
—00

Folge (x,), gegen z, denn:
Ist € > 0, so existieren ein N € N sowie ky € N so, dass d(z,,z,) < /2 fir
alle m,n > N, und d(x,x,, ) < ¢/2 fiir alle k > ko. Wihle k > kqy so groB, dass
ni > N. Firn > N folgt dann d(z, z,) < d(x, ) +d(xp,, ,) < /24+¢/2 =
€.

(ii) Wéare X unbeschrankt, so gébe es zwei Folgen (z,), und (y,), in X mit

d(Zp, Yn) — 00 .

Andererseits gibt es wegen der Folgen-Kompaktheit von X eine aufsteigende
Folge (ng)x in N so, dass beide Teilfolgen (x,, )r und (y,, ) in X konvergieren.
Dies steht im Widerspruch zu

d(zp,,, Yn,) — oo fiir k — oo .
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(iii) Sei ¢ > 0 gegeben. Wir wéhlen einen Punkt ay € X. Ist B.(ag)® # 0, so
wihlen wir a; € Bc(ag)®. Ist weiter (B.(ag) U B:(a1)) # (), so wihlen wir
as € (B:(ap) U B.(a1))¢, und fahren entsprechend fort. Dieses Verfahren muss
abbrechen, denn andernfalls erhielten wir damit eine Folge (a,), in X, bei der
der Abstand je zweier Folgenglieder stets grofler als ¢ > 0 wire, und welche
somit keine konvergente Teilfolge besédfle. Es muss also ein k € N geben mit

X = BE(CI,Q) U---u Ba(ak) .

(iv) Wir wihlen zu jedem ¢ = %, n € Nsj, eine endliche Uberdeckung

.....

1,...,k,}. Dann ist A abzihlbar, und es ist A = X.

Ist nédmlich € X, so gibt es zu jedem n € N>y ein j, mit x € By, (an,, ).
Folglich ist x = nh_)I{.lo Qnyj,, - Q.E.D.

Eine keineswegs naheliegende, &quivalente Charakterisierung der Folgen-
Kompaktheit wird durch folgende Definition gegeben:

Definition. Eine Teilmenge K von (X, d) heile kompakt, wenn es zu jeder offenen
Uberdeckung (U,),e; von K endlich viele Indizes ¢q, ..., € I gibt mit

KcU,U---UU, ,

d.h. wenn jede offene Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung enthilt.

Theorem 5.3 FEin metrischer Raum (X,d) ist kompakt genau dann, wenn er
Folgen-kompakt ist.

Beweis. Wir beweisen beide zu zeigenden Implikationen durch Widerspruch.

Sei zunéchst X kompakt, und sei (), eine Folge in X. Angenommen, keine Teilfolge

von (z,), konvergiert gegen einen Punkt von X. Dann besitzt jeder Punkt = € X

eine offene Umgebung U,, in der nur endlich viele Glieder der Folge liegen. Es gilt

offenbar X = J U,. Da X kompakt ist, gibt es endlich viele Punkte 1, ..., 2, € X
zeX

mit X = |J U,,. Dann ldgen aber in ganz X nur endlich viele Folgenglieder, was
k=1
nicht moglich ist.

Wir nehmen nun umgekehrt an, dass X Folgen-kompakt ist. Sei (U,),es eine offene
Uberdeckung von X. Angenommen, diese besitzt keine endliche Teiliiberdeckung.

Nach Satz 5.2 kénnen wir fiir jedes n € Ns; endlich viele Kugeln mit Radius 1/n
wéahlen, welche X iiberdecken.
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Unsere Voraussetzung impliziert dann, dass mindestens eine dieser Kugeln mit Ra-
dius 1/n nicht durch endlich viele der Mengen U, iiberdeckt wird, sagen wir die
Kugel B, = Bi/n(2).

Da X Folgen-kompakt ist, besitzt die Folge (2,), eine konvergente Teilfolge (zy,);,
welche gegen ein z € X konvergiert. Wéhle den Index ¢y € I so, dass z € U,,. Da
U,, offen ist, gibt es eine Kugel B.(z), € > 0, welche in U,, enthalten ist. Wé&hle N
so grof, dass % < ¢, und anschlieBend n = n; > N so, dass

d(z,,2z) <1/N
gilt. Fiir jedes x € B,, gilt dann:

1 1 2
< _ i -
d(z,z) < d(z, z,) +d(zn, 2) < Sty <y <o
d.h. es ist B,, C B.(z) C U,. Dies widerspricht der Wahl von B, (da danach B,
sogar durch eine der Mengen U, iiberdeckt wird). Dieser Widerspruch zeigt, dass X
doch durch endlich viele der Mengen U, iiberdeckt werden kann.
Q.E.D.

Satz 5.4 Sei (X,d) ein metrischer Raum, und sei A C X eine Teilmenge.

(i) A ist kompakt in X genau dann, wenn A als metrischer Teilraum von (X, d)
kompakt ist.

(i) Ist A kompakt, so ist A abgeschlossen in X .

(iii) Ist (X, d) kompakt, so ist A kompakt genau dann, wenn A abgeschlossen ist in
X.

Bewelis.

(i) Dies folgt sofort aus der Definition der Kompaktheit und der Tatsache, dass
V C A offen im metrischen Teilraum A ist genau dann, wenn es eine offene
Teilmenge U von X gibt mit V= ANU (vgl. Satz 3.11).

(i) Ist A kompakt, so ist A Folgen-kompakt. Ist somit (a,), eine Folge in A, welche
gegen ein x € X konvergiert, so besitzt diese eine in A konvergente Teilfolge.
Folglich ist x € A, und damit A abgeschlossen.

(iii) Sei (X, d) kompakt, und sei A abgeschlossen in X. Ist dann (U,),c; eine offene
Uberdeckung von A, so ist durch die Mengen U,, ¢ € I, und A° eine offene
Uberdeckung von X gegeben. Da X kompakt ist, gibt es folglich ¢, ..., 1 € I
mit

A°UU,U---UU, DA.
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Hieraus folgt U,, U---UU,, D A. Somit ist A kompakt.
Die Umkehrung ist nach (ii) klar. Q.ED.

Wir haben gesehen, dass jede kompakte Teilmenge von X abgeschlossen und be-
schrankt ist. Die Umkehrung hiervon gilt i.A. jedoch nicht.

Beispiel 5.5 Wir betrachten N mit der diskreten Metrik

d(z,y) = 0, fallsx =y,
= 1, falls x #y.

Dann ist (N, d) abgeschlossen und beschrénkt, die Folge (n),cn beispielsweise enthélt
jedoch keine konvergente Teilfolge (eine solche miisste ab einem gewissen Index
konstant sein).

Im R"™ gilt jedoch das

Theorem 5.6 (Satz von Heine-Borel) Fine Teilmenge A C R" ist genau dann
kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist.

Beweis. Nach Satz 5.2 (ii) und Satz 5.5 (ii) bleibt nur noch eine Richtung zu zeigen.
Sei also A abgeschlossen und beschriankt. Wir zeigen, dass A kompakt ist. Da A
beschrankt ist, konnen wir ein R > 0 so wéhlen, dass fiir jedes a = (aq,...,a,) € A
gilt:

=1,...,

d.h. A liegt im Wiirfel W := [—-R, R]". Dieser ist aber nach dem Satz 5.1 folgenden
Beispiel Folgen-kompakt, also kompakt. Somit ist A eine abgeschlossene Teilmenge

einer kompakten Menge, folglich nach Satz 5.4 (iii) kompakt.
Q.E.D.

Wir kénnen nun einige Sdtze, welche wir fiir stetige Funktionen auf kompakten
Intervallen bewiesen hatten, erheblich verallgemeinern.

Theorem 5.7 Es seien X,Y metrische Riume und f € C(X,Y). Ist K € X
kompakt, so ist auch f(K) CY kompakt.

Beweis. Sei (U,),e; eine offene Uberdeckung von f(K). Nach Satz 3.19 sind die
Mengen V, := f~1(U,) offen in X, und es gilt: K C |JV,. Da K kompakt ist, gibt

el
es endlich viele Indizes ¢y, ...,y mit K C |J V,,. Hieraus folgt f(K) C U,—, U,,.
k=1
Q.E.D.
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Satz 5.8 (Satz vom Maximum) Seien X ein kompakter metrischer Raum und
f € C(X,R). Dann ist die Funktion f beschrinkt und nimmt ein globales Mazimum
und ein globales Minimum an, d.h. es gibt Punkte p,q € X mit

f(p) =sup{f(z) v € X}, f(q) =inf{f(r):zeX}.

Beweis. Nach Theorem 5.7 ist K := f(X) C R kompakt, also abgeschlossen und
beschrénkt. Sei a = sup(K). Dann ist a € R, und es existiert eine Folge (a,), in K
mit o = lim a,,. Folglich ist a € K. Dies beweist die Behauptung tiber das Maximum
von f, und diejenige iiber das Minimum wird analog bewiesen.

Q.E.D.

Satz 5.9 Seien (X,d), (Y, 0) metrische Raume. Ist X kompakt, so ist jede stetige
Funktion f € C(X,Y) gleichmdfig stetig.

Beweis. Sei ¢ > 0. Da f stetig ist, gibt es zu jedem z € X ein d(z) > 0 so, dass gilt:
o(f(2). f()) < 5 fiir alle = € Byz)(2)

Da X kompakt ist, und da X = |J Bs(.)2(2), gibt es Punkte 24, ..., 2z, € X mit
zeX

k
X = Bsiep(z) -
j=1

Wir setzen § := 1min{d(z1),...,6(z)}. Seien nun x,u zwei beliebige Punkte in
X mit d(z,u) < 0. Zu x gibt es ein j € {1,...,k} mit 2 € Bs,)2(z;), d.h.
d(zx, zj) < d(z;)/2. Mittels der Dreiecksungleichung folgt dann d(u, z;) < §(z;), d.h.
u € Bj(.,)(z;). Somit erhalten wir

o(F (). F () < 5 und o(F(w), f(2,) <

Y

N ™

also

of(x), f(u)) <e.
Q.E.D.
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5.2 Aquivalenz der Normen auf dem R”

Wir haben bereits in den Ubungen gesehen, dass alle p-Normen auf dem R” dqui-
valent sind, und somit auch dieselbe Topologie und denselben Konvergenzbegriff
induzieren. Allgemeiner gilt sogar

Satz 5.10 Je zwei Normen auf dem R™ sind dquivalent.

Beweis. Sei ||-|| eine beliebige, feste Norm auf dem R". Wir zeigen, dass ||« || ~ |||/
ist, woraus die Behauptung folgt.
Es bezeichne eq,..., e, die kanonische Basis des R". Fir z = (z1,...,2,) =

> i Tje; € R folgt:

n

n
(5.1) lzll <Y llzgesll =D Ll llesl < ealllloe,
j=1

J=1

n
mit co := Y [|ej]|-
j=1

Aus (5.1) folgt insbesondere, dass die Abbildung || - || : (R™, ]| - ||«) — R (Lipschitz-)
stetig ist, da
[zl =yl | < fle =yl < callr = yllo -

Es bezeichne nun S := {x € R" : ||z||o = 1} die ,,Einheitssphére” bzgl. der Ma-
ximumsnorm (welche geometrisch eine Wiirfelfliche ist). S ist abgeschlossen und
beschrankt, und somit kompakt.
Nach Satz 5.8 nimmt die Abbildung || - || daher auf S ihr Minimum an, d.h. es gibt
ein y° € S mit

15°1l < lly] fitr alle y € S .

Es ist aber ¢; := ||y°|] > 0, da andernfalls y° = 0 wire und somit y ¢ S . Fiir
beliebiges x € R™, x # 0, folgt:
T T
ol = | et (75 ) | =tole |2
]l ]l
> lzlleecr -

Zusammen mit (5.1) folgt daher (fiir beliebiges x € R"):
el < ] < coflzfloo -

Q.E.D.

Da jeder endlich-dimensionale relle Vektorraum isomorph zu einem R™ ist, folgert
man leicht (Ubung):

Korollar 5.11 Sei E ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum. Dann sind je
zwei Normen auf E dquivalent.
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Kapitel 6

Zusammenhang

Definition. Ein metrischer Raum (X, d) heifle zusammenhingend, wenn es kein
Paar nichtleerer offener Mengen A und B in X gibt mit

X=AUB und ANB=04.

Eine Teilmenge von X heifle z7usammenhingend, wenn sie als metrischer Teilraum
von X zusammenhéngend ist.

Satz 6.1 Sei M C X. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) M ist zusammenhingend.

(i1) 0 und M sind die einzigen Teilmengen von M, welche in der Relativtopologie
von M sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

Beweis. Sei 0.B.d.A. M = X. Ist X zusammenhingend, und ist ) # A C X offen
und abgeschlossen, so gilt dasselbe fiir B = A°. Ferner ist AUB =X, ANB = 0.
Somit muss B = () sein, d.h. A = X.
Gilt umgekehrt (ii), und sind A, B offen in X mit AUB = X, AN B = (), so ist
wegen A = B¢ die Menge A sowohl offen als auch abgeschlossen. Ist A # (), so muss
nach (ii) folglich A = X sein, d.h. B = .

Q.E.D.

Theorem 6.2 Sei M eine zusammenhdngende Teilmenge des metrischen Raumes
(X,d), und sei f eine stetige Abbildung von X in den metrischen Raum (Y, ). Dann
ist das Bild f(M) zusammenhingend.

Beweis. Indem wir Y durch f(M) ersetzen, diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass f
surjektiv ist.

Falls dann Y nicht zusammenhéngend ist, so gibt es nichtleere offene Teilmengen
A BinY mit Y = AU B und AN B = (). Dann ist

X = [F(YV)=fAuf(B),
FHANHB) = f(ANB) = [7(0) =0,
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wobei die Mengen f~!(A) und f~*(B) nichtleer und, nach Satz 3.19, offen sind.
Somit ist X nicht zusammenhéngend.

Q.E.D.

Satz 6.3 FEine nichtleere Teilmenge M von R ist zusammenhdngend dann und nur
dann, wenn sie ein Intervall ist.

Beweis. Per ,,Kontraposition*:

Wir nehmen zunéchst an, dass M kein Intervall ist. Dann gibt es Punkte a < z < b
mit a,b € M und z ¢ M. Die Mengen A := MN] — oo, z[ und B := MnN]z, oo[ sind
dann offen in M, nichtleer, und es ist AUB = M, AN B = (). Somit ist M nicht
zusammenhéangend.

Sei nun umgekehrt M C R nicht zusammenhéngend. Dann gibt es nichtleere, in M
offene Teilmengen A, B von M mit M = AU B und AN B = (). Wihle Punkte
a € A, be B. Es sei 0.B.d.A. a < b. Wir zeigen, dass dann [a,b] ¢ M, so dass M
kein Intervall ist. Angenommen, es wire [a,b] C M. Sei dann

c:=sup AN ja,b.

Dann ist ¢ € [a,b] C M, und, da A abgeschlosssen in M ist, ist auch ¢ € A. Dab € B
ist, folgt: ¢ € AN Ja,b[. Aufgrund der Offenheit von A in M gibt es andererseits ein
e > 0so0, dass ¢+ € AN |a,b[, was der Definition von ¢ widerspricht.

Q.E.D.

Korollar 6.4 (Verallgemeinerter Zwischenwertsatz) Se: (X,d) ein zusam-
menhdingender metrischer Raum, und sei f € C(X,R). Sind dann a,b € X, und
ist f(a) < f(b), so gibt es zu jedem y € [f(a), f(b)] ein x € X mit f(z) =y.

Beweis. Da f(X) zusammenhéngend in R ist, ist f(X) ein Intervall. Somit ist

[f(a), F(O)] C f(X).
Q.E.D.

Definition. Sei A eine Teilmenge des metrischen Raumes (X, d). Zur Erinnerung;
Ein Weg in A ist eine stetige Abbildung v : [a,b] — A. v verbinde die Punkte z
und y aus A, falls v(a) = x und ~(b) = y.

Die Menge A heifle wegzusammenhingend, falls je zwei Punkte aus A durch einen
Weg in A verbunden werden koénnen.

Satz 6.5 Jede wegzusammenhdngende Teilmenge A von X ist zusammenhdngend.
Beweis. Sei 0.B.d.A. A = X. Ist X nicht zusammenhéngend, so gibt es nichtleere
offene Teilmengen U;, Uy von X mit U;UUy; = X und U;NUy = . Seien x; € U; und

xo € Uy. Wire nun X wegzusammenhéngend, so giabe es einen Weg v : [a,b] — X
mit y(a) = a1 und y(b) = w. Setze V; = v 1U;) C [a,b], j = 1,2. Dann ist
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a € Vi, b € Vi Ferner ist V; offen in [a, b], und V3 U Va2 = [a,b], V) NV, = (. Folglich
wére das Intervall [a, b] nicht zusammenhéngend, im Widerspruch zu Satz 6.3.
Q.E.D.

Bemerkungen. a) In vielen Fillen ist der Wegzusammenhang einer Menge erheb-
lich leichter nachzuweisen als ihr Zusammenhang.

b) Die Umkehrung von Satz 6.5 gilt jedoch nicht: es gibt z.B. zusammenhéngende
Teilmengen in R?, welche nicht wegzusammenhingend sind.
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Kapitel 7

Differentialrechnung in mehreren
Veranderlichen

7.1 Partielle Ableitungen

Es sei (F,|| - ||) ein normierter reeller Vektorraum. Fiir £ € F und t € R, t # 0,
wollen wir anstelle von %f auch % schreiben.

Definition. Es sei I C R offen. Eine Abbildung f : I — F heifle im Punkte ¢, € I
differenzierbar, wenn der Grenzwert

o i TO = Ft) L Flo 4 ) — f(to)
t—to t—to h—0 h

in F existiert, d.h. wenn es ein a € F' gibt mit

f(t) = f(to)
t—to

lim
t—to

—aHzO.

Wie im Falle einer reell- oder komplexwertigen Funktion (d.h. F' = R oder F' = C)
sieht man leicht, dass der Grenzwert a eindeutig ist. Wir bezeichnen ihn mit

df

d_t(to) oder auch mit  f(t).

Der Vektor % (ty) = lim L8=1) ¢ £ heift die (Newton-) Ableitung von f in

dt oty o
to. Setzen wir dhnlich wie in der Analysis I

so gilt also limy_,4, 7(t) = 0 in F', und
f(&) = f(to) + (t —to)a + @(t —to),
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mit @(t — ty) := (t — to)r(t). Offenbar gilt hierbei

lim 790(1& — to) =0,
t—to [t — to]
d.h.
@(t —to) = o]t — to]).

Geometrische Interpretation. Im “Regelfall“ wird das Bild oder die Spur der
Abbildung f : I — F eine Kurve im Raum F' beschreiben, und der Vektor a = %(to)
liegt anschaulich tangential zur Spur f(I) der Kurve f im Punkte f(to).

f(to+h) — f(to) .

b= h

Unsere vorangehenden Uberlegungen zeigen zudem, dass f : I — F im Punkte
to differenzierbar ist und die Ableitung a = %(to) besitzt genau dann, wenn die
affin-lineare Abbildung

gt f(to) + (t —to)a
von R in F' (dies ist gerade das Taylorpolynom von f zum Punkt ¢y) tangential an
f im Punkte ty ist, d.h. wenn

ft) = g(t) + of[t = to)

fiir ¢ in einer Umgebung von ¢ gilt.

Falls a = f(ty) # 0 ist, so bezeichnet man das Bild g(R) von g als die Tangente an
die parametrisierte Kurve f in tq. Offenbar ist g(R) diejenige Gerade im Vektorraum
F, welche parallel zum eindimensionalen Unterraum R f(to) durch den Punkt f(to)
verlauft.

Im Falle F' = R" schreiben wir f : I — R™ als f = (f1,..., f,). Dann ist nach
Satz 3.12 f in ty € I differenzierbar genau dann, wenn alle Komponentenfunktionen

fi, ..., fn in ty differenzierbar sind, und es gilt dann:
i rdh df.
(7.1) E(tO) = (%(to), : --7%(150)) :
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Beispiele: a) Sei f : R — R3 gegeben durch f(t) := (¢,sint,te'). Dann ist
df
dt

b) Sei f(t) := (cost,sint,t), t € R. Die Spur von f ist eine spiralférmige Schrau-
benlinie. Hier ist f(ty) = (— sintg, costy, 1). Fiir ¢, = 0 folgt insbesondere

(t) = (1,cost, (1 +t)e").

£(0) = (1,0,0), f(0)=(0,1,1),und somit
g(t) = (1,0,0) +£(0,1,1) = (1,¢,1).

c) Sei f(t) = (t, fo(t)), d.h. die Spur von f ist gerade der Graph von fs.
Dann ist %(to) = (1, f}(to)), und man sieht (vgl. dies mit der Schulmathematik) dass
f'(to) gerade die Steigung der Tangente an den Graphen von fo im Punkt (¢, fo(to)

1st:

L6

|
:

Bemerkung In der Physik konnte z.B. f(t) die Position eine Teilchens im dreidi-
mensionalen Raum F = R3 zum Zeitpunkt ¢ bezeichnen. Dann ist die Ableitung
v(t) == f(t) € R® gerade der Geschwindigkeitsvektor zum Zeitpunkt ¢, dessen
Richtung die Bewegungsrichtung des Teilchens zum Zeitpunkt ¢ beschreibt und des-
sen Lénge ||v(t)||o den Betrag der Geschwindigkeit darstellt.

Es seien nun £ und F zwei normierte reelle Vektorraume (z.B. E = R” und F' = R™).

Definitionen. Es sei f : U — F eine Abbildung der offenen Teilmenge U von E in
F. Ferner sei e € E ein Vektor. Nehmen wir an, dass e # 0 ist, so definiert e eine
,Richtung® im Vektorraum FE. f heifle dann im Punkte zy € U in Richtung von
e oder partiell nach e differenzierbar, wenn die Abbildung

he = f(l’o+t6)

in t = 0 differenzierbar ist. Der Grenzwert

g S = o) b
t—0 t dt

ist die partielle Ableitung von f nach e im Punkte xy. Wir schreiben dafiir

of

a=: &(1’0).
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Bemerkung. Da die Abbildung ¢ +— z¢ + te von R in E stetig ist, ist [ := {t € R:
xo + te € U} eine offene Umgebung von 0 in R, so dass die Definition Sinn macht.

Beispiel: Sei f : R? — R gegeben durch f(z,y) := 2% + ¢, und sei e := (2,3).
Dann ist z.B. f((1,0)+te) = f((1,0)+ (2t,3t)) = f(142t,3t) = (1+2t)% + €316,

also
of

5o (10) = (4(1+20) + (3 + 126)P40)| =1,

t=0

Der Fall £ = R":

Hier bezeichne eq, ..., e, die kanonische Basis des R", d.h. es sei e; der i-te Ein-

heitsvektor
i-te Stelle
—_——

;= (0,...,0,1,0,...,0) .

Dann schreibt man fiir 8f auch 8f oder D; f und bezeichnet 3 of =~ () als die partielle
Ableitung von f nach der z-ten Koordinate im Punkte x. Es ist also

of

—(z1,..., 2,
81’,( ! )
— 1 f(xlw"7xi—17xi+h7xi+17"'7xn)_f(xla"'wriw"wrn)
= lim
h—0 h
d.h. wir kénnen bei festgehaltenen Koordinaten 1, ..., z;_1, 11, . . . , &, die partielle

Ableitung g—i(aj) als ,,gewohnliche” Ableitung der Abbildung

f(,) 1t f(ﬂ?l, .. .,$i_1,t,$i+1, R ,,I‘n)

im Punkte z; € R auffassen.

5

Y Q}J -fm
Qr, ‘f(z)

P \7’(1‘
v

‘4 - (x4 72)

Definition. Sei U C R" offen. Eine Abbildung f : U — F heifle partiell diffe-
renzierbar, falls ﬂ( ) fur alle x € U und i = 1,...,n existiert. f heiﬁe stetig

partiell differenzierbar, falls zusitzlich alle partlellen Ableltungen 7 U — F,
t=1,...,n, stetig sind.
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Beispiel 7.1 Sei r : R®” — R gegeben durch

r(a) i= lalle = \fad + -+ a2

rist in R™ \ {0} partiell differenzierbar, und es gilt

or T
oz, ") = Tl

fir v = (x1,...,2,) #0.

Halten wir namlich zq,...,z;_1,Zi41, ..., 2, fest, so ist die Abbildung
tes /a2 + -+ 24 -+ 22 fiir alle ¢ differenzierbar, falls nicht alle z; mit j # i
null sind, und andernfalls fiir £ # 0, und die Ableitung nach t fiir t = x; ist
- _ o 2 L. 2 = .
o (x) 2(x1 +oda 4 4a) 2 22 el
Partielle Ableitungen hoherer Ordnung einer Abbildung f : U — F, U C R" offen,
definiert man rekursiv:

Definition. f : U — F heie (k + 1)-mal partiell differenzierbar, wenn f
k-mal partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen k-ter Ordnung

8;2 ( . (8:?1-2 (ailf)) ) U — F (mit 4y,...,4 € {1,...,n}), partiell diffe-
renzierbar sind.

Die Funktion f : U — F heifle k-mal stetig partiell differenzierbar, wenn sie
k-mal partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen der Ordnung < k
stetig auf U sind.

Sind iy, ...,ix € {1,...,n}, so schreibt man fiir
0 g 0 oF

Ck(U, F) bezeichne den Vektorraum aller k-mal stetig partiell differenzierbaren
Funktionen f: U — F.

Beispiel. Fiir die Funktion r : R® — R aus Beispiel 7.1 ist fiir x # 0 und i # j

92r o [1 -1 or TiZj
Fo;0m ) = Ty () (@) =20 5, @ = T

und fiir 7 = j

0?r 0?r 1 0 (1
T = dean T e () @
b =l —a?
lzllz I3 13
Offenbar ist hier ~22— = 2 Gilt dies wohl allgemein?

8xj8wi - 8%8%
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7.2 Totale Differenzierbarkeit

Es seien nun E und F' zwei normierte reelle Vektorrdume, sowie U eine offene Teil-
menge von F und zy € U.

Ist die Abbildung f : U — F in Richtung des Vektors e € E \ {0} differenzierbar,
so gilt:

(72 o+ t6) = (o) + 190 (z0) + (1)

fiir ¢ nahe 0, mit p(t) = o(t|).

Dies bedeutet, dass sich f entlang der affinen Geraden {xy + te : ¢t € R} durch
xo in Richtung von e “immer besser” durch die affin-lineare Abbildung xq + te —
f(zo) + t%(mo) approximieren lisst, je kleiner |¢| wird.

Analog definieren wir:

Definition. Die Abbildung f : U — F heile im Punkte zy € U (total) differen-
zierbar, falls es eine stetige lineare Abbildung A € L(E, F') gibt so, dass fiir alle
x e U gilt:

(7.3) f(x) = f(zo) + Az — 20) + p(z — 70),

wobei ¢ eine Funktion auf der Nullumgebung —x¢ + U ist mit

(7.4) o — 20) = oz — zo|]). db. lim LEZT0) g

s [lz — ol

Aquivalent dazu ist:

(7.5) f(zo+ &) = f(wo) + AL+ (§)

fiir alle ¢ in einer Umgebung der Null, wobei ¢ eine auf einer Umgebung der Null
definierte Funktion ist mit

=0 im@ =
(7.6) (&) = o(ligl), d.h. lim T

f besitzt dann also nahe x eine “gute* Approximation durch die stetige, affin-lineare
Abbildung g : E — F,

g(z) = f(xo) + A(x — ), =€ F,

deren Graphen wir auch als den affinen Tangentialraum an den Graphen von f
im Punkte (zo, f(x¢)) bezeichnen.
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Die lineare Abbildung A € L(E, F') heit dann die Ableitung von f im Punkte
xo und wird mit D f(z() bezeichnet.

Die Ableitung im Punkte o ist eindeutig: Sind ndmlich A, B € L(E, F) mit

flzo+&) = f(zo) + AL+ 0(€)
= f(wo) + B+ p(€)

und -
) _ B0

&0 gl e=o il
so ist (A — B)¢ = (&) = @(§) — (&) fir alle £ in einer Nullumgebung, mit
%irr(l) % = 0. Fiir beliebiges n € E \ {0} folgt dann aber wegen der Linearitit von
—
A-B

A— B)(t t
(A—B)n= ( ; )(tn) = w(tn) fiir geniigend kleines ¢t € R |
also . .
(A= By = 1im 2 _ o 1im 28 oy = 0
t— t—0 ||t ||

Somit ist A — B =0.

Bemerkung. Die Differenzierbarkeit in einem festen Punkt z, ist offenbar eine
lokale Eigenschaft einer Funktion, d.h. stimmen die Funktionen f und g auf einer
Umgebung von xg iiberein, so ist f in xg differenzierbar genau dann, wenn ¢ in z
differenzierbar ist, und es gilt dann: D f(z) = Dg(xy).

Satz 7.2 (Beziehung zwischen partieller und totaler Ableitung) Die Ab-
bildung f : U — F sei im Punkte xq € U C E total differenzierbar. Dann ist f in
Richtung jedes Vektors e # 0 aus E im Punkte xo partiell differenzierbar, und es

qgilt:
of
Oe

Ferner ist f im Punkte x( stetig.

(xo) = Df(xg)e .
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Beweis. Sei A = Df(xy) € L(E, F). Nach (7.5) ist dann
f(wo +te) = f(wo) + Alte) + ¢(te) = f(xo) + t(Ae) + (1) ,
mit ¥(t) := p(te). Mit (7.6) folgert man aber wie zuvor, dass lirrol @ = 0. Somit ist
—>

f partiell nach e im Punkte z, differenzierbar, und %(azo) = Ae = Df(xg)e.

Die Stetigkeit von f in zy folgt ebenfalls sofort aus (7.5) und (7.6), denn da A
stetig und linear ist, ist lime 0 A(§) = A(0) = 0, und (7.6) impliziert offenbar
lime_,0 p(§) = 0, so dass

lim f(zo + &) = f(x0).

£—0

Q.E.D.

Die totale Differenzierbarkeit von f im Punkte z( ist eine erheblich stérkere Ei-
genschaft als ihre partielle Differenzierbarkeit in xy. Selbst die Existenz samtlicher
Richtungsableitungen von f in xy gentigt im allgemeinen nicht fiir ihre totale Diffe-
renzierbarkeit in xq, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 7.3 Sei

[R* =R, f(z,y) = R 5 fiir (z,y) #0, f(0) =

Sei eg = (cos @, sinf) mit 0 € [0, 27| ein Einheitsvektor im R2. Dann ist
f(0+teg) =tcos®l, tcR,

d.h. f ist linear entlang jeder Geraden durch den Ursprung. Damit ist f partiell
nach e differenzierbar in 0, mit

of

— 3
069( ) = cos” 6.

Insbesondere ist

%

Wire nun f in 0 total differenzierbar mit Ableitung A € L(R?, R), so wiire fiir (x,y)
nahe 0

f(x,y) = a1z + axy + o[| (=, y) ),

falls A - (x,y) = a1z + agy, mit a1, ay € R. Insbesondere wire nach Satz 7.2

gej;( )=A-ep =ajcosf+ aysind.
Fiir 0 = 0 und 0 = 7 erhielten wir
of of

==(0) = ay, 8_y(0):a2’
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also a; = 1, as = 0, und somit

(0) = cosb.

eg

Fiir 6 # 0 nahe 0 steht dies im Widerspruch zu g—e{)(O) = cos® 0.

Bemerkungen 7.4 a) Ist f : U — F im Punkte xy € U stetig, und gibt es eine
lineare Abbildung A : E — F (welche nicht als stetig vorausgesetzt werde), so dass
(7.5), (7.6) gelten, so ist A automatisch stetig.

Es ist namlich
AE = f(zo+ &) — f(xo) — (&)

und wegen der Stetigkeit von f in x¢ und (7.6) ist limg_,g A = 0 . Damit ist A stetig
in 0, folglich global stetig.

Fazit: Die Forderung, dass A in (7.3) stetig ist, ist also notwendig und hinreichend
dafiir, dass die Differenzierbarkeit von f im Punkt xq die Stetigkeit von f in x
impliziert!
b) Sei T': E — F eine lineare Abbildung, und xy, € E. Nach Satz 7.2 und Bemer-
kung a) ist 7' genau dann differenzierbar in xy, wenn T stetig ist. In diesem Fall ist
wegen

T(xg+&) =Tag+TE

offenbar
DT (xg) =T furalle zy€ E.

c) Ist I C R eine offene Teilmenge, und ist f : I — F eine Abbildung, so haben
wir fiir f sowohl den Begriff der ,,Newton“-Ableitung %(to) € F' im Punkte ty € I
definiert, wie auch den der totalen Ableitung Df(to) € L(R, F').

Beide Begriffe lassen sich in Finklang bringen, wenn wir den Raum L(R,F) wie
folgt mit F identifizieren:
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Fiir n € F' definieren wir die lineare Abbildung 7, € L(R, F) mittels
T,(t) =tn, t € R.

Da es zu jedem T' € L(R, F) genau ein n € F mit T' = T, namlich n = T'(1) gibt,
wird durch die Abbildung n +— T), ein linearer Isomorphismus von F' auf L(R, F')
definiert. Identifizieren wir F mit L(R, F) auf diese Weise, so ist offenbar 4 f(t,) =
Df(ty). Genauer bedeutet dies:

Df(to) = T'a yzy)-

d) In Analogie zum eindimensionalen Fall werden ab jetzt die totale Ableitung D f
einer Funktion f : U — F, U C E, oft auch wieder mit f" bezeichnen, d.h.

f'(z) == Df().

Definition. Ist U C E offen, und ist f : U — F' in jedem Punkt von U differenzier-
bar, so heifle f (total) differenzierbar (in U). Ist zusitzlich die Ableitung

f:U—= L(E,F), x— f'(x) = Df(z)

eine stetige Funktion auf U, so heifle f stetig differenzierbar. Dabei sei der Raum
L(E, F) stets mit der Operatornorm versehen (vgl. Kapitel 4).

7.3 Der Fall £ =R", F=R"

Die lineare Abbildung A € L(R"™, R™) kann hier bzgl. der kanonischen Basen des R"
bzw. R™ durch eine m x n-Matrix (a,-j)@:_:ill,m,m beschrieben werden. Fassen wir die

ceey

Elemente des R™ bzw. R™ unserer Konvention folgend als Spaltenvektoren auf, so

wird die Abbildung einfach durch Matrizen-Multiplikation von links gegeben (vgl.
(4.4)):

ai; a2 ... Qin &1

A(¢) = :

am1 Am2 ... (amnp gn

Im folgenden identifizieren wir die lineare Abbildung A € L(R™ R™) mit der sie
beschreibenden Matriz.

fi ¥1
Sind f=1 : |,bzw. o= : | die Komponentendarstellungen von f bzw. ¢,

fm Pm
so schreibt sich die Gleichung (7.5) explizit als
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(7.7) filwo + &) = fixo) + Zaijfj +¢i(&), i=1,...,m.
j=1

Hieran erkennt man auch, dass die Abbildung f genau dann im Punkte zy differen-
zierbar ist, wenn alle Komponentenfunktionen f; in z differenzierbar sind.

Satz 7.5 Seien U C R"™ offen und f : U — R™ eine Abbildung, die im Punkte
xog € U differenzierbar ist. Identifizieren wir die Ableitung f'(xo) € L(R™ R™) mit
der m x n-Matriz A = (a;;), so gilt:

ofi
aij = D, (wo) -

Bezeichnung. Man bezeichnet die Matrix
ofi
Jstoo) = (ghta))

auch als die Jacobi-Matrix (oder auch Funktional-Matrix) von f im Punkte z.
Es gilt also:

(7.8) f'(0)(§) = Df(x0)§ = Jy(x0) -§, S €R™
Beweis. Nach (7.7) gilt fir k=1,...,n:

fi(l’o—i-tek) = fi(x0)+taik+g0i(tek), 1= 1,...,m s

mit lim £iiex)
t—0 t

= 0. Hieraus folgt sofort

(9fz-( )= ofi
8:):k To) = a6k

(ZL’Q) = Ak -

Q.E.D.

Beispiel 7.6 Sei f: R?® — R? gegeben durch

flz,y,2) = (xy— z) |

Y CcosT

Dann ist
o Y r -1
i@y, 2) = (—y sinx cosx 0 ) '
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Wie lésst sich nun die Differenzierbarkeit einer Funktion f : U — R™ nachweisen?
Beispiel 7.3 lehrt, dass die Existenz aller partiellen Ableitungen von f im Punkte
xo 1.A. nicht ausreicht, um auf die Differenzierbarkeit von f in xy zu schlieflen.
Verlangen wir jedoch zusétzlich, dass die partiellen Ableitungen in einer Umgebung
von xy existieren und in xg stetig sind, so ist f in der Tat in z differenzierbar.

Theorem 7.7 (Hinreichende Bedingung fiir totale Differenzierbarkeit)
Set U C R" offen, und sei f: U — R™ eine in U partiell differenzierbare Funktion.
Sind alle partiellen Ableitungen 27 8’[2 ci=1,...,m, j=1,...,n, stetig im Punkt x,,

so ist f in xzq total dzﬁerenzzerbar

Beweis. Da f = *(f1... fin) in g differenzierbar ist genau dann, wenn dies fiir alle
Komponentenfunktionen f; zutrifft, geniigt es, den Fall m = 1 zu betrachten.

Wir wihlen € > 0 so, dass B.(zy) C U ist. Fiir £ = Y(&...,&,) € R* mit [|£]| < ¢
definieren wir Punkte

2@ :::170+Z§kek, 1=0,...,n.

Dann ist 29 =z, 2 = 27+ &. Dasich 20~V und 2® nur in der i-ten Koordinate
unterscheiden, gibt es nach dem Mittelwertsatz fiir differenzierbare Funktionen einer
Veréinderlichen ein 6; € [0, 1] mit

FO) = FEE) = 0D 4 o) — f0) = X

(z
L6

n

flwo+8&) = flwo) =Y _(f(z1) = f(z11) Z PR AR

i=1

also
n

flan+9) = Flao) + 3 g (a0)éi + (6

1=1

mit

o6 =3 (gL ager- L )&

Da mit ¢ — 0 die Punkte 20~Y +6,&,e; gegen x streben, folgt aufgrund der Stetigkeit

of ; .
von Fi- in To:

0 - 0

Folglich ist lim L =0.
£—0
Q.E.D.
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Bemerkung 7.8 Ist £ = R",F" = R™, so gelten nach den Sdtzen 7.2 und 7.7
folgende Implikationen (vgl. auch die entsprechende Ubung):

f ist stetig partiell differenzierbar <= f ist stetig differenzierbar
= f ist differenzierbar

= f ist stetig.
Die Umkehrungen der einseitigen Implikationen gelten i.A. nicht.

Definition. Sei U C R" offen. Ist f : U — R partiell differenzierbar, so heifit der
Zeilenvektor
of

o f0) = (5L @)oo 50 0)

der Gradient von f im Punkte x € U. Man schreibt dafiir auch

Vf(z) (sprich: “Nabla f“).

Ist f in x (total) differenzierbar, so ist V f(z) offenbar gerade die Jacobi-Matrix
J¢(x) von f in x. Wir schreiben daher dafiir gelegentlich auch f'(x).

Ist f in U differenzierbar, so ist die Abbildung
v:=Vf:U—->R" z—v(x):=Vf(r),

ein Vektorfeld auf U, d.h. eine Abbildung, welche jedem Punkt x € U einen Vektor
v(x) € R"™ zuordnet.

Es bezeichne (z,y) = Y x;y; = = - 'y das Euklidische Skalarprodukt auf dem R",
j=1
sowie

"= fe € R": |le||; = 1}

die Einheitssphire im R". Ist f differenzierbar, und ist e € R" ein Einheitsvek-
tor, d.h. ist e € S"71 | so gilt offenbar

(7.9) () = (V7).

Satz 7.9 (Geometrische Kennzeichnung des Gradienten) Sei U C R" eine
nichtleere, offene Teilmenge des R™, sei f : U — R differenzierbar und sei x € U so,
dass V f(x) # 0. Bezeichnen wir mit vy := ||ijf((:cx))||2 den FEinheitsvektor in Richtung
des Gradienten von f in x, so gilt

(7.10) 9 (z) = max {g—f(x) = S"‘l}.



Der Gradient V f(xq) zeigt somit in Richtung des starksten Anstiegs der Funktion
f, wenn man sich von xy fortbewegt!

Beweis. Aufgrund der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung aus der Linearen Algebra
(bzw. der Holderschen Ungleichung) gilt fiir e € S™~! mit (7.9)

O (a) < IV @)alels = IV £
Ferner ist
of _1
5 () = (V£(2).) = [V @)l (V). T F ) = |97 @)l

Hieraus folgt die Behauptung.
Q.E.D.

7.4 Rechenregeln fiir die Ableitung

Satz 7.10 (Kettenregel) Es seien E, F und G drei normierte reelle Vektorrdaume,
U eine offene Umgebung von xy € E und f: U — F eine Abbildung, V eine offene
Umgebung von yo = f(xo) in F sowie g: V — G.

Ist f differenzierbar in xq, und ist g differenzierbar in yy, so ist die Abbildung h =
gof:U — G (welche in einer Umgebung von xo definiert ist) differenzierbar in xy,

und es gilt:
W (z0) = g'(f(z0)) o f'(w0) -

Man beachte, dass ¢'(f(xo)) € L(F,G) und f'(x¢) € L(E,F), so dass ¢'(f(zo)) o
f'(x) € L(E,G).

Beweis. Nach Voraussetzung ist

flzo+&) = flzo) + AL+ 0(8),
gwo+n) = g(yo) + Bn+v(n),

mit A := f'(z9) € L(E, F), B :=¢'(y0) € L(F,G), wobei

lim@ =0 hmM
&0 [IEfl 7m0 [l

Setzt man speziell n := f(zo + &) — f(x0) = AL + ¢(&), so ergibt sich

=0.

(gof)lxzo+&) = g(f(zo) +n)=g(yo+n)
= g(f(z0)) + B(AE + ¢(§)) + Y (AL + ¢(€))
= (g0 f)(zo) + (BoA)+x(E),
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mit
X(&) == Bp(§) + ¥(AS + ¢(§)) -
Da B stetig ist, ist

imiBgo(ﬁ) = lim @ = =
o el %eoB(ng) BO=0.

Ferner kénnen wir wegen hm gﬁ(;H) = 0 0.B.d.A. annehmen, dass [|@()|| < ||€]|| ist.

Da weiter ¥(n) = ||n||v1(n ) mlt hII(l) 1(n) = 0 ist, folgt:
n—

[P(AE + (NN < (Al + DIIEN 12 (AE + ()],

also 4

L BAEH ()

&0 ]l
Somit ist hm ﬁ =0, d.h. go f ist differenzierbar in xy, und (go f) (xg) = Bo A =
9'(yo) o f' (550)

Q.E.D.

Der Fall E =R™, F=R" G =RP. In diesem Fall lasst sich die Kettenregel wie
folgt schreiben:

(7.11) Joor(@) = J4(f(2)) - Jp(),
d.h. mit y := f(z) gilt
(7.12) ng( ): a—g( )g—f;() (=1,....p, j=1,....m,

Beispiel. Polarkoordinaten im R2.

Sei @ :]0, co[xR — R? gegeben durch

rcosf
(r,0) = (r siné’) ’

d.h. (z,y) = (rcosf,rsinf). ® ist differenzierbar, mit Jacobi-Matrix

dxr Oz .
(%5 %5\ _ (cost —rsind
Jalr,0) = (% %) B (sin@ rcost ) ’
Ist f: R? — R differenzierbar, und stellt g := f o ® die Funktion f in Polarkoor-

dinaten dar (wobei man dann meist nur 6 €]0, 27| wahlt, um Injektivitdt von ¢ zu
gewihrleisten), so gilt nach der Kettenregel

Jg(T, 9) = Jf((I)(T’, 9)) : J<I>(T> 9),
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mit Jy(x,y) = (%(z,y), %(x,y)). Es folgt

Lr6) = SHwn) G0+ (o) r6)
~ cosd a_i( )+ sind 2—5(1’ W),

0.0 = TG+ Fwneo
- it resile)

falls (z,y) := (rcosf,rsin@).

Satz 7.11 (Rechenregeln fiir die Ableitung) Es scien E, F und G normierte
reelle Vektorrdume und U C E offen. Ferner seien f,g : U — F Abbildungen,
welche 1tm Punkte xo € U differenzierbar sind.

(i) Dann sind auch die Abbildungen f+ g und af (o € R) in zg differenzierbar, und
es gilt:

(7.13) (f+9)(x0) = f(z0)+9g'(x0) ,
(af)(zo) = af(w) -
(i) Ist auf F zusditzlich ein Produkt , - “ mit Werten in G definiert, d.h. eine

Abbildung (a,b) — a-b von F x F in G, welche linear in a und in b ist, d.h.
bilinear, und gibt es eine Konstante C' > 0, so dass fiir alle a,b € F gilt:

la- oI} < Cllal| [|o]] ,

so gilt die allgemeine Produktregel:

Die Abbildung f-g:U — G, x v f(x)-g(x), ist in x¢ differenzierbar, und es gilt
fiir alle € € E:

(7.14) (f - 9)' (o) = f(x0) - (¢'(w0)€) + (f'(x0)€) - g(wo) -

Beispiel (Drehimpulserhaltung). Ein Teilchen der Masse 1 bewege sich unter
dem Einfluss einer Zentralkraft in der offenen Teilmenge U C R3. Bezeichnet z(t) €
R3 seine Position zum Zeitpunkt ¢ € R, so geniigt die Abbildung ¢ — z(t) nach
Newton daher einer Differentialgleichung der Form

(1) == xe(t) = a(e(0) a(0)
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wobei wir annehmen, dass die Funktion a : U — R differenzierbar ist. Der Dreh-
impuls von z ist definiert durch L(t) := x(t) x &(t), wobei x das Kreuzprodukt auf
dem R? bezeichne.

Behauptung: Der Drehimpuls bleibt erhalten, d.h. L ist eine konstante Abbildung.

Wir wenden die allgemeine Produktregel auf das durch das Kreuzprodukt definierte
Produkt (x,y) — z x y auf dem R?® mit Werten im R? an. Damit gilt dann

L(t) = (t) x &(t) + x(t) x &(t) = &(t) x 2(t) + a(z(t)) z(t) x x(t) = 0,
da ja y x y = 0 ist fiir alle y € R3. Hieraus folgt, dass L konstant ist.

Beweis von Satz 7.11. (i) ldsst sich leicht direkt mittels der Definition der Ab-
leitung zeigen. Wir wollen hier jedoch einmal (i) (fiir die Summe von f und g) und
(i) mit Hilfe der Kettenregel beweisen:

Dazu betrachten wir F'x F' als normierten Raum, versehen mit der Norm ||(a, b)||oc =
max(||all, ||b]]), (a,b) € F' x F. Die Abbildung (f,g) : U — F X F, x — (f(z),g(x)),
ist dann differenzierbar in xy. Nach Voraussetzung ist namlich

flwo+&) = f(xo) + f'(w0)€ + ¢(§),
glxo+&) = g(xo) + ' (w0)€ + (&) ,

im &) — . Somit ist

(f;9) (o + &) = (£, 9) (o) + (f'(w0), ¢'(20))€ + (0(£), ¥ (&) ,
falls wir die stetige lineare Abbildung (f’(z0), ¢'(x0)) € L(E, F' x F') definieren durch

(f'(@0), g'(x0))§ := (f'(20)€, ¢'(20)€), €€ E.
Offenbar ist %1_:()1(1] |((€), Y (E)]lo/|I€]l = 0. Wir sehen damit insbesondere, dass

(7.15) (f,9) (o) = (f'(20), g'(20)) -

Wir bezeichnen nun mit add : F X F' — F und mult : F' x FF — G die Abbildungen
(a,b) — a+bund (a,b) — a-b. Es ist fiir (ag,by), (§,n) € F X F

add ((ao, bo) + (£,m)) = add(ag,by) +&+n
mult ((ag, bo) + (£,1)) = (a0 +&) - (bo + 1)
= mult (ap,bp) +ao-n+&-bo+&-1,

wobei ||€- 7| < CE|l Il < C|(&,n)||%. Insbesondere ist lim ”(57’7 =0.
(€m0 Moo

Wir sehen also, dass die Abbildungen add und mult auf F' x F' differenzierbar sind,
und dass
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(7.16) add’(ag, bo)(§,n) = add(§,n) =&+,
(7.17) mult’(ag, bo)(&,m) = ag-n+&-by

ist fur alle (ag, bo), (§,m) € F' X F.
Da f+g=add o(f,g), f-g=mult o(f,g) ist, folgt aus (7.15) - (7.17) mittels der
Kettenregel:

(f +9)(w0)§ = (add)'(f(x0), g(x0))(

= fl(z0)§ + ¢ (z0)€ = ( )
(f-9)(w0)§ = (mult)'(f(w0),g(x0))(f'(20)€, g'(70)E)
= f(xo) - (¢'(%0)€) + (f'(20)€) - 9(x0

Q.E.D.
Bemerkung. Setzen wir fiir beliebiges € €

af d
85( ) E t:Of(:E + t€)>
so ist nach der Kettenregel
of :
7 () = f1(z)¢

23

(dies liefert iibrigens einen alternativen Beweis zu Satz 7.2). Damit ldsst sich die
Produktregel (7.14) besonders schén durch folgende Regel fiir Richtungsableitungen
darstellen: Fiir alle £ € E gilt

(7.18) WD) = 1o S40) + G w) - gla).

7.5 Der verallgemeinerte Mittelwertsatz

Wir werden spéter nachfolgende hoherdimensionale Variante des Mittelwertsatzes
benotigen.

Satz 7.12 (Schrankensatz) FEs seien I C R offen und f : I — F eine differen-
zierbare Funktion mit Werten im normierten Raum F. Liegt das Intervall [a,b] in
I, und st

IO <m  fiir alle t €a,b],

S0 1st

1£(b) = fla)l| <m(b—a) .
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Beweis. Ist I' =R, und ist f’ stetig, so konnen wir wie folgt argumentieren:
Da f’ stetig ist, ist f’ iiber das Intervall [a, b] integrierbar, und nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung ist

(7.19) F(b) — fla) = / F(t)d

Hieraus folgt aufgrund der Dreiecksungleichung fiir Integrale:

(7.20) () — fla)] < / F(0)]dt < / mdt =m(b—a)

Dieses Argument ldsst sich auf den Fall eines beliebigen Banachraumes F' iibert-
ragen, da sich die von uns in Kapitel 1 beschriebene Integrationstheorie beinahe
wortwortlich auf den Fall vektorwertiger Funktionen mit Werten in F' anwenden
ldsst, indem man Treppenfunktionen mit Werten in F' betrachtet.

Falls f nur als differenzierbar und F' nur als normiert vorausgesetzt wird, bendtigen
wir ein abstrakteres Arqgument:
Fiir € > 0 betrachten wir dazu die Hilfsfunktion

p(t) = f(t) = fl@)| = (m+e)t —a),  telab]

Dann ist ¢ stetig auf [a,b], da die Differenzierbarkeit von f die Stetigkeit von f
impliziert. Sei

S:={te€la,b]: o) <c}.

Da ¢ stetig ist und da ¢(a) = 0, existiert ein Punkt ¢ > a is S. Ferner ist S =
0 1(] — o0, €]) abgeschlossen. Setzen wir

c:=sup S,

so ist somit ¢ € SN]a, b]. Wir werden zeigen, dass ¢ = b. Nehmen wir, dass dies nicht
der Fall ist. Dann ist ¢ < b, und es folgt, dass || f’(c)|| < m. Die Differenzierbarkeit
von f im Punkte ¢ impliziert dann, dass ein Punkt d €]c, b[ nahe ¢ existiert so, dass
[f(d) = Fl)l < (m+e)(d—c).

Wegen ¢ € S folgt damit die Abschitzung

1f(d) = f(a)ll 1f(d) = f(O)ll + 11f(c) = fla)ll
(m+e)(d—c)+(m+e)(c—a)+¢
(m+e¢e)(d—a)+e.

VAR VANRVAN

Somit ist auch d € S, was aber unserer Wahl von ¢ widerspricht. Folglich muss
c=1b € § gelten. Damit folgt jedoch

[£(b) = fla)| <m(b—a)+e(l+b—a)
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und zwar fiir jedes € > 0. Dies impliziert die behauptete Ungleichung. Q.E.D.

Definition. Eine Teilmenge A C F eines reellen Vektorraums E heifle konvex,
wenn mit je zwei Punkten x,y € A stets auch deren Verbindungsstrecke

[z, y] ={(1—t)z+ty:t]0,1]}

in A liegt.

Beispiel: Ist || - || eine Norm auf E, so ist jede Kugel B,.(z) :={z € E : ||z —z| < r}
konvex, denn:

Sind z,y € B,(z), und ist ¢t € [0, 1], so ist wegen (1 —t)z +tz = 2

(1 =+ ty) =2 = (0= 2w = 2) + 1y — ) < 1= tlllz = 2] + ey 2]
= (=0l =2l +tly — ol < (1=t =7

Theorem 7.13 (verallgemeinerter Mittelwertsatz) FEs seien E und F nor-
mierte reelle Vektorrdume, U C E eine offene und konvexe Teilmenge und f :
U — F eine differenzierbare Abbildung. Ist

I (@) <m  firalle z €U,
so gilt fiir alle Punkte a,b € U
1f(b) = fla)| <mlb—al .
Beweis. Betrachte die Hilfsfunktion
g(t) == f((1 —t)a + tb), t e [0,1].

Da U konvex ist, liegt das Intervall [a,b] in U, so dass g wohldefiniert. Ferner ist g
differenzierbar, da f differenzierbar ist und auch die Abbildung ¢ — (1 — t)a + tb
differenzierbar ist, mit Ableitung —a + b. Mit der Kettenregel folgt daher

g'(t) = f((1=t)a+ty)(b—a),
und unsere Voraussetzung impliziert dann, dass
lg' I < [1F (L =t)a+ )b —all <mlb—all,  te€]0,1].

Die behauptete Ungleichung folgt damit aus dem Schrankensatz 7.12, da ja f(a) =
g(0) und f(b) = g(1) ist. Q.E.D.

Wir betrachten nun wieder normierte Vektorraume E und F'.

Satz 7.14 Es set U C E eine offene, zusammenhdngende und nichtleere Teilmenge
von E. Ist f : U — F differenzierbar, so ist f' = 0 genau dann, wenn f konstant
15t.
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Beweis. Ist f konstant, so ist wegen f(xg+ &) = f(zo) + 0 trivialerweise f = 0.
Sei nun umgekehrt f' = 0. Dann ist f offenbar sogar stetig differenzierbar. Wir
withlen p € U fest und setzen n := f(p) und

A={zecU: f(x)=n}=f"{n})

Da {n} abgeschlossen in F' und f stetig ist, ist A abgeschlossen in U. Ferner ist
wegen p € A die Menge A nichtleer.

Um zu zeigen, dass A = U ist, d.h. f(z) = n fir alle x € U, geniigt es nach Satz
6.1(ii) zu zeigen, dass A auch offen in U ist.

Sei dazu zp € A. Dann gibt es ein € > 0 mit B.(zo) C U. Wenden wir den ver-
allgemeinerten Mittelwertsatz auf die offene und konvexe Menge B.(xy) und die
Einschréinkung von f auf diese Menge an, mit m = 0, so erhalten wir fiir jedes
y € B.(zo) die Ungleichung

1f(y) = f(@o)ll < Olly — ol =0,

und es folgt f(y) = f(xo) = n. Damit ist B.(zg) C A, und folglich ist A offen in U.
Q.E.D.

Bemerkung. Ist U in Satz 7.14 nicht zusammenhéngend (und dim F' > 0), so folgt
aus f' = 0 keineswegs, dass f konstant ist. Dann lasst sich U némlich schreiben als
U = U;UU,, mit nichtleeren, disjunkten, offenen Teilmengen U; und U;, und wéhlen
wir 1y, me € F mit 1y # 19, so ist die durch

m, fallsx e U,
f(z) =
10, falls x € Uy,

auf U definierte Funktion differenzierbar, nicht konstant, und f’ = 0.

7.6 Partielle Ableitungen hoherer Ordnung
und die Taylorapproximation

Wir betrachten in diesem Paragraphen Funktionen f : U — R™, wobei U eine offene
Teilmenge des R™ sei. Fiir eine allgemeinere Diskussion hoherer (totaler) Ableitungen
von Funktionen zwischen beliebigen normierten Vektorrdaumen sowie der Taylorschen
Formel in diesem allgemeinen Rahmen sei auf Anhang A verwiesen.

Am Ende von Paragraph 7.1 hatten wir die Frage gestellt, ob stets rr . &

gilt. Dies ist, wie wir in den Ubungen sehen werden, i.A. falsch. Der folgende Satz
zeigt jedoch, dass die obige Identitéit dann gilt, wenn eine der partiellen Ableitungen

0% f 2 f ..
Frnrs oder du;0m; stetig ist.
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Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir zukiinftig auch kurz

) o (0

i _f
" Oz O = Ox;0x;

z.B.
o f

Theorem 7.15 (von H.A. Schwarz) Die Funktion f : U — R™ besitze auf U die
partiellen Ableitungen 0, f, 0;f und 0j;f. Ferner sei 0;;f im Punkte a € U stetig.
Dann existiert auch 0;;f(a), und es gilt

0ij f(a) = 0;if(a).

Der Beweis beruht auf einem 2-dimensionalen Analogon des Mittelwertsatzes einer
Veranderlichen.

Lemma 7.16 Seir > 0, und bezeichne Q das offene Quadrat Q =] — r,r[>*C R%.
Die Funktion ¢ : QQ — R besitze die partiellen Ableitungen Oy und 0. Dann gibt
es fir jedes (z,y) € Q mit x # 0, y # 0 einen Punkt (£,n) € Q mit

(7.21) o(r,y) — ¢(r,0) — p(0,y) + ¢(0,0) = darp(§, n)zy.

Beweis. Sei u(z) := ¢(x,y) — p(z,0). Zweimalige Anwendung des Mittelwertsatzes
aus der Analysis I liefert dann ein £ zwischen 0 und = und ein 1 zwischen 0 und y
so, dass die linke Seite von (7.21) geschrieben werden kann als

uw(z) —u(0) = zu'(€)
= x(@lgo(ﬁ,y) - 8190(57 O))
= 2y Onp(&n).

Q.E.D.

Beweis von Theorem 7.15

Es geniigt, ihn fiir den Fall m = 1 zu beweisen, d.h. fiir reellwertiges f. Fiir geniigend
kleines r > 0 ist dann die Funktion

o(z,y) = fla+ ze; + ye; )

auf dem Quadrat @ =] — r,r[> wohldefiniert. Ferner existieren laut Voraussetzung
an f die partiellen Ableitungen 0y, Oy und 0919 auf @, und Oy ist im Punkte
(0,0) stetig. Wir miissen zeigen, dass 012 in (0,0) existiert, und dass gilt:

812@(0, O) = 021g0(0, 0)
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Sei dazu € > 0 gegeben. Da 01 in (0, 0) stetig ist, existiert eine Umgebung V' von
(0,0) in @ so, dass fiir alle (z/,y') € V

|0a10(2,y") — O2190(0,0)| < €.

Sei 0.B.d.A. V von der Gestalt V =] — §,4[%, mit 0 < § < r. Nach (7.21) gilt dann
fiir jedes (z,y) € V mit x # 0,y # 0

‘w(l‘, y) — @(x,0) — »(0,y) + ¢(0,0)

— 821Q0(0, O)‘ < E.
ry

Wegen
y—0 Y

= 82(,0(113', 0)

folgt hieraus
82(,0(113', 0) - 8290(07 0)
x

- 82180(07 O)' S €

fiir alle x # 0 mit |x| < 4.
Dies zeigt, dass lirr(l] w = 0120(0, 0) existiert und gleich 0a;(0,0) ist.
T—
Q.E.D.

Durch mehrmalige Anwendung des Satzes von Schwarz sieht man, dass bei einer
C*-Funktion f die Reihenfolge der partiellen Ableitungen —&? ... 2~ f keine Rolle
3

.. amil

spielt.

Korollar 7.17 Sei f € C*(U,R™), und seien i1, ... i, € {1,...,n}. Dann gilt fiir
jede Permutation 7 der Indizes 1,...,k

Wir konnen nun die Taylorformel fiir Funktionen einer Verénderlichen leicht auf den

hoherdimensionalen Fall iibertragen.

Sei dazu f € CPT(U,R), und seien a,z Punkte in U, deren Verbindungsstrecke
la,z] :={(1—t)a+tx:te]01]}

in U liegt.
Wir betrachten die Hilfsfunktion F': [0,1] — R mit

F(t):= fla+th), h:=z-a.
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Dann ist F' € CPT([0,1],R), denn es gelten folgende Formeln fiir die Ableitungen
von F', wie man sofort durch wiederholte Anwendung der Kettenregel sieht:

Fl(t) = zn:&'f(athh)hi,
i=1

') = Z iﬁj&f(aﬂh)h h

j=1 i=1

(7.22)
F® @) = Z Za,l.. fla+th)hg, .. h,.

i1=1 ip=1

Zur Vereinfachung der Schreibweise fiihren wir folgende Bezeichnungen ein:

Fiir einen beliebigen Punkt = € U und Vektor £ = (&1, ...,&,) € R™ setzen wir

(7.23) Z Za“. )i, &

i1=1 =1

f®)(2)€F ist ein homogenes Polynom vom Grad k. Speziell ist fiir k& = 1

fO(x }jaf (2)¢,

und fiir £ = 2 .
fO@)E =2 0;0if ()&

Mit diesen Bezeichnungen gilt dann -

(7.24) F® () = f®(q + th)h*.

Wir definieren nun das Taylorpolynom p-ter Ordnung von f in a durch

(7.25) Tpaf (z Z k,f (z —a)".
Bemerkungen 7.18 (a) Sei U C R" offen, und sei f € C*(U,R). Fiir einen
Multiindex o € N" definiert man seine Linge |a| := ) «; sowie a! :=
j=1
aql- -l Ist € € R”, so setzt man ferner £ := &7 --- . SchlieBlich sei
0" = (%) L (%) " Dann gilt (Ubung!)
1 0°f(x)
— (k) k_ @
(7.26) SIP@e = Y e

{aeN":|a|=k}
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(b) Nimmt f Werte im R™ an, so kénnen wir f*)(2)¢* analog definieren durch

=1 =1
k
= (W@ 10",
und wir definieren das Taylorpolynom analog durch (7.25).

(c) Definiert man die k-te Ableitung f*) von f durch k-malige iterierte Anwen-
dung der totalen Ableitung, so zeigt sich, dass f*)(z) als eine k-lineare Ab-
bildung f®)(z) : R" x --- x R® — R™ aufgefasst werden kann (vgl. Anhang B
in Kapitel 10), welche hier konkret gegeben ist durch

@), ) =) > g o, 0, f (),

i1=1 =1

falls £',...,&F € R™. Damit ist dann offenbar f®)(z)¢F = f®)(2)(€, ..., €).

Theorem 7.19 (Taylorformel) Sei f € CP*(U,R™), und seien a,x Punkte in
U, deren Verbindungsstrecke in U liegt. Dann gilt:

(7.27) f(@) =Thaf (x) + Rpa(w),

wobei das Restglied durch das Integral
1

(7.28) Rya(w) = - / (1=t P (a4 t(x — a))(z — a)P*idt
p-Jo

gegeben ist.

Beweis. Wir diirfen nach Bemerkung 7.18 0.B.d.A. m = 1 annehmen. Nach der
1-dimensionalen Taylorformel ist nun

p
F®(0
F(l) k"( ) + Rpu
k=0 '
mit .
1
R,=— [ (1=t)’ F**V(t)dt
P Jo
Nun ist nach (7.24)
F®0) 1
T = Y@ —a)

sowile

1 1
I
Ferner ist F(1) = f(x). Damit ergibt sich die Behauptung.

R, (1=t P (a4 t(x — a))(z — a)PTdt.

Q.E.D.
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Bemerkung 7.20 (Lagrangesches Restglied) Ist f in Theorem 7.19 reellwer-
tig, so lisst sich das Restglied auch darstellen in der Form

1

(7.29) Ryalt) = o)

FEDE©)(@ —a)*,

mit einem geeigneten £ € [a, x].

In diesem Fall gibt es ndmlich ein 6 € [0, 1] so, dass

1

— (p+1)
R, HT 1) F ().

Die Identitdt (7.29) folgt, indem man & := a + 6(x — a) wéhlt.

Korollar 7.21 (Taylor-Approximation) Ist f € C?(U,R™) und ist a € U, so
qilt

(7.30) fx) = Thof(x) + oz — all’) fir z — a,

d.h. es ist

i 1 (@) = Boaf @ _

N P
Beweis. Es sei 0.B.d.A. m = 1. Nach Theorem 7.19 ist

fl@) = Tpraf(@)+ Ryp14()
= Tpaf(z) +0(2),

wobei )
p(x) = Ry1,4(2) — ﬁf(p’ (a)(z — a)’.

Nach Bemerkung 7.20 gibt es ferner ein € € [a, ] mit
1
p(x) = H[fp(@(x —a)’ — fP(a)(z — )],

Wir miissen zeigen, dass ¢(x) = o(||z — a||?) ist. Zu ¢ > 0 wahle dazu eine Kugel
Bs(a) C U so, dass fiir alle y € Bs(a) gilt:

1 n n
Qly) == o S 100, f(y) = 05, 05, fla)| < e
Toi=1 ip=1
Beachtet man noch, dass

(i = aiy) - (23, — ai,))| <z = allfy < flz = al”
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ist, so folgt fiir = € Bs(a):

()] < ]%Z"'Z|az'1~~~az’pf(f)—ai1~~~aipf(a)|'|(93i1—ail)---(i’fz’p—aip)|

=1 ip=1

< QE)llx — al]” < eflx —all”,

also M < e fir alle x # a mit ||z — al| < 6.

Q.E.D.

Das Taylorpolynom 1. Ordnung

fla) + f'(a)(x — a)

liefert die in der Definition der totalen Ableitung beschriebene ,lineare Approxima-
tion® der Funktion f nahe dem Punkt a. Fiir beliebiges p stellt T}, ,f ein Polynom
vom Grade < p dar, welches f in der Ndhe von a nach (7.30) derart approximiert,
dass der Fehler f(x) —T,.f(z) fiir x — a schneller als ||z — a||” gegen Null strebt.

7.7 Die Hesse-Form

Definition. Sei U C R" offen, und sei f € C*(U,R). Fiir a € U heifit die durch

fP(a)a? = Z 9 f(a)x;z;, = €R",

1,7=1

definierte quadratische Form auf dem R" die Hesse-Form von f in a, und die
n x n-Matrix

011f(a) PN alnf(a)
f"(a) = Hy(a) := : :
O fla) ... Opnf(a)

die Hesse-Matrix. Beachte, dass diese nach Theorem 7.15 symmetrisch ist!
Wir nennen diese Matrix auch die zweite Ableitung von f in a.

Betrachten wir hier die Vektoren des R™ wieder als Spaltenvektoren, so gilt also
fPa)2? = 'a - Hy(a) - = (x, f"(a)z),

falls (x,y) = Z?:l x;y; wieder das Euklidische Skalarprodukt auf dem R" bezeich-
net. Fiir das Taylorpolynom 2. Ordnung der Funktion f im Punkte a erhélt man
nun die Darstellung

(7.31) DLof(x) = f(a) + f'(a)(x —a) + %t(x —a)- f"(a) - (z —a),
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wobei hier f/(a) als Kurzschreibweise fiir den Gradienten V f(a) steht.

Beispiel. f(x,y) = z¥ auf R.g x R.
Da f(x,y) = e¥1°8% ist, ist

g—f = ya¥ g—f:xylogx,

x

>f N S S
2

% = 2Y(logx)*

Y

Fiir a = (1, 1) ergibt sich Vf(1,1) = (1,0),

(1) = ((1) (1)) .

Damit ist das Taylorpolynom 2. Ordnung von f in (1,1) gegeben durch

anf(r,y)=1+@—-1)+(x-1)(y—-1).

7.7.1 Schmiegequadriken

Ist die Hesse-Matrix f”(a) nicht die Nullmatrix, so ist der Graph des Taylorpolynoms
Ty.of von f eine sogenannte Quadrik im R"*!. Wegen

f(@) = Traf(z) = o]z — al|?)

wird diese auch als die Schmiegequadrik an den Graphen von f im Punkte
(a, f(a)) bezeichnet. Diese hat im Punkte (a, f(a)) dieselbe Tangentialhyperebene
wie der Graph von f, und auch dieselbe Kriimmung; letzteres wird in der Differen-
tialgeometrie prézisiert.

In der Linearen Algebra wird gezeigt, dass man im Fall n = 2 jede Schmiegequadrik
durch eine affine Koordinatentransformation in eine der folgenden Normalformen
bringen kann:

(E) 2z = £(2? +¢?) (elliptisches Paraboloid)
(H) z=2%—y? (hyperbolisches Paraboloid)
(P) 2z =+2? (parabolischer Zylinder)

Allgemeiner heifit eine quadratische Form
Q=0Q4:R" >R, Qx)="zAx,

und die sie reprisentierende symmetrische Matrix A, bekanntlich
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positiv definit, falls Q(z) > 0 ist fiir alle z # 0  (in Zeichen: @ > 0),
negativ definit, falls Q(x) < 0 ist fiir alle z # 0,  (in Zeichen: @) < 0),
positiv semidefinit, falls Q(z) > 0 ist fiir alle z # 0,  (in Zeichen: Q > 0),
negativ semidefinit, falls Q(z) < 0 ist fiir alle x # 0, (in Zeichen: @ < 0),

indefinit, falls ) sowohl positive als auch negative Werte annimmt  (in Zei-
chen: @ = 0).

In der Linearen Algebra lernt man, dass sich die quadratische Form () stets mittels
einer orthogonalen Koordinatentransformation diagonalisieren ldsst (Hauptachsen-
transformation), d.h. es existiert eine orthogonale lineare Transformation 7" des R"

so, dass sich Q(Tz) = Qa(T'z) schreiben ldsst in der Form
(7.32) Q(Tx) = Z Axi,  zeR",
j=1

wobei die reellen \; € R gerade die Eigenwerte der Matrix A sind. (7.32) ist dqui-
valent zur Diagonalisierung der Matrix A mittels 7" :

A1 0
(7.33) 'TAT = )
0 An
Dies zeigt, dass die obigen Eigenschaften von @) = Q)4 dquivalent zu den folgenden
Eigenschaften der Eigenwerte (EW’s) von A :
Q >0 < alle EW sind > 0,
Q <0 < alle EW sind < 0,
@ >0 <= alle EW sind > 0,
Q <0 <= alle EW sind <0,

Q20 <= Ahat EW > 0 und < 0.
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7.8 Lokale Extrema

Sei f: X — R, wobei X C R" sei. f besitze in a € X ein lokales Maximum bzw.
Minimum, falls es in X eine Umgebung V' von a gibt, so dass f(x) < f(a) bzw.
f(z) > f(a) fiir alle x € V. Kann V so gewéhlt werden, dass sogar f(z) < f(a)
bzw. f(z) > f(a) fur alle x € V'\ {a} gilt, so heifit a Stelle eines isolierten lokalen
Maximums bzw. Minimums von f.

Satz 7.22 (Notwendiges Kriterium) Sei U C R" offen. Hat f : U — R in
a € U ein lokales Extremum, d.h. ein lokales Mazimum oder Minimum, und ist f
im Punkt a partiell differenzierbar, so gilt

(7.34) Oif(a) =---=0uf(a) =0,

d.h. Vf(a) = 0. Fir eine in a total differenzierbare Funktion f besagt (7.34) also,
dass f'(a) =0 ist

Beweis. Die durch g(t) := f(a + tey) in einem geniigend kleinen Intervall um 0
erklarte Funktion ¢ hat in ¢ = 0 ein lokales Extremum. Somit ist 0 = ¢’(0) = Ok f(a)
fuirk=1,...,n.

Q.E.D.

Punkte a mit f’(a) = 0 bezeichnet man auch als kritische Punkte von f.

Satz 7.23 (Hinreichendes Kriterium) Seien U C R™ offen und sei f : U — R
eine C? -Funktion. Ist a € U ein kritischer Punkt von f, d.h. ist f'(a) = 0, so gilt:

f"(a) >0 = f hat in a ein isoliertes lokales Minimum;
f"(a) <0 = f hatin a ein isoliertes lokales Mazimum;

f"(a) 20 = f hat in a kein lokales Extremum.
Im Falln =2 und f"(a) 2 0 spricht man auch von einem Sattelpunkt von f.

Beweis. Sei A die symmetrische Matrix A := f"(a) = H(a).
Wir beginnen mit dem Fall A = f”(a) > 0. Wegen f’(a) = 0 folgt dann fiir alle

geniigend kleinen Vektoren ¢ € R™ mittels Taylor-Approximation (vgl. Korollar
7.21)

(7.35) fla+€) = fla) + 5 'EAE + (),
wobei

e
(7.36) lity 75 = 0.
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Die stetige Funktion & — Q(§) := ‘¢ A¢ nimmt wegen @ > 0 auf der kompakten
Einheitssphire S"~! := {¢ : ||£]| = 1} ein strikt positives Minimum m > 0 an, d.h. es
ist '€AE > m fiir alle £ € S"1. Schreibt man einen beliebigen Vektor als & = ||¢]|e,
mit einem Einheitsvektor e € S"~!, so folgt damit fiir alle &

(7.37) ‘AL > ml|¢f*.

Wihle nun € > 0 so klein, dass B.(a) C U, und so dass fiir ||£]| < € stets

(7.38) [r(©1 < lelP

gilt. Fiir alle a + & € B.(a) folgt dann aus (7.35)-(7.38)

fla+€) > fla)+ Il = Tl = Fla)+ el

Dies zeigt, dass f in der Kugel B.(a) genau im Punkte a ein Minimum annimmt.
Im Fall f”(a) > 0 ist damit die Behauptung bewiesen, und der Fall f”(a) < 0 wird
durch den Ubergang zu —f auf den vorherigen Fall zuriickgefiihrt.

Ist schlieflich A = f”(a) indefinit, so gibt es Vektoren v und w mit Q(v) = ‘vAv > 0
bzw. Q(w) = *wAw < 0. Betrachten wir dann die Funktionen

gu(t) := fla+tv)
9u(t) == fla+tw),

die auf einem geniigend kleinen Intervall um 0 € R definiert sind, so ist nach der
Kettenregel

9,(0) = "wf"(a)v=Q(v) >0 und gy (0) = "wf"(a)w = Q(w) <0,

wobei t = 0 jeweils ein kritischer Punkt ist. Somit hat g, in 0 ein isoliertes loka-
les Mimimum, g, ein isoliertes lokales Maximum, und f daher in a kein lokales
Extremum. Q.E.D.

Bemerkung. Ist A = f”(a) semidefinit, jedoch nicht definit, so kann man nicht auf

lokale Maxima oder Minima schlieflen, wie z.B. das Beispiel f(z,y) = 2 + ¢ lehrt.

Hier ist f7(0,0) = (g 8) > 0, die Funktion x — f(z,0) = 22 besitzt in 0 ein

lokales Minimum, wihrend die Funktion y — f(0,y) = y? in 0 einen Wendepunkt
besitzt, so dass f in (0,0) keine lokales Extremum hat.

Beispiel. Die Funktion f(z,y) := y*(z—1)+2?(z+1) auf R? soll auf lokale Extrema
und Sattelpunkte untersucht werden. Es ist

Vi(z,y) = 2+ 32> + 2z, 2(z — 1)y).
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Die Bedingung V f(x,y) = (0,0) ergibt als kritische Punkte a := (0,0) und b :=
(—2,0). Die zweite Ableitung von f ist gegeben durch die Hesse-Matrix

f//({m y) _ <6$ —+ 2 2y ) .

2y 2z -—1)
L 2 0\ . . . . .
Somit ist f”(a) = 0 92 indefinit, so dass in a kein lokales Extremum vorliegt,
sondern ein Sattelpunkt, und f”(b) = _02 _0& , so dass in b ein lokales Maxi-

mum vorliegt. Die zugehorigen Taylorpolynome der Ordnung 2 sind gegeben durch

1
Pa(x>y):T2,af(x>y) = O+—(2[L’2—2y2):$2—y2,

2
4 1 2 10
A ~Tute) = (ko= 1)
_ 8 4 5 D o
A S
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Kapitel 8

Der Banachsche Fixpunktsatz

In vielen Situationen in der Mathematik steht man vor dem Problem, die Existenz
eines gewissen Objektes, wie z.B. die Losung einer Gleichung, nachzuweisen, ohne
dieses ,,explizit* berechnen zu kénnen. Hier helfen oftmals sogenannte Fixpunktsétze
weiter. Einer der bedeutendsten Sétze dieser Art ist der Kontraktionssatz von Ba-
nach.

Definition. Es sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung S : M — M heifle
kontrahierend oder eine Kontraktion, wenn es eine Zahl 0 € [0, 1] gibt mit

d(S(z),S(y)) <0d(x,y) fir alle z,y € M.

Ein Punkt T € M heifle Fixpunkt von S, wenn S(7) = T gilt.
Man beachte, dass jede Kontraktion Lipschitz-stetig ist.

Theorem 8.1 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei S eine Kontraktion des voll-
standigen metrischen Raumes (M, d). Dann besitzt S einen eindeutigen Fizpunkt
T.

Ist xq ein beliebiger Punkt in M, und definieren wir die Folge (), rekursiv durch

Ty = S(xp1), n=1,2,..., soist lim x, =7, und es gilt
n—oo
(5.1) AT, 70) < —e (01, 50) <~ (0,1
. Xy Ty _1_9 Tp—1,Tn _1_9 o, L1) -

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass S hochstens einen Fixpunkt besitzt. Sind ndmlich
71 und Ty zwei Fixpunkte von S, so gilt:

d(T1,T2) = d(S(T1), S(T2)) < 0d(T1,T2),
mit 0 < 0 < 1. Es folgt d(71,T2) = 0, also T; = T».

Um die Existenz eines Fixpunktes nachzuweisen, wéhlen wir einen beliebigen Punkt
xo in M, und definieren rekursiv die Folge (z,), wie im Theorem. Dann gilt fiir
kE>1

d(l’k, l’k+1) = d(S(l’k_l), S(l’k)) S Qd(l'k_l, ZL’k) s
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woraus per Iteration folgt:
d(xk-l-ju xk+j+1) < ‘9j+1d(xk—lvxk)v j > 0.

Fiir p > n > 1 folgt hieraus mittels der Dreiecksungleichung

p—n—1 p—n—1
d(wn,zp) < Z d(Tpij, Tnyjr) < Z 07 d(zy—1, x)
7=0 7=0
= 1-9 n—1,4n
>~ 1 _ ed($0axl)‘

Seie >0.Da0<6# <1, gibt es ein ng € N mit

HTL
ﬁd(:co,xl) <e firallen >ng.
Somit ist (z,), eine Cauchy-Folge im vollstandigen metrischen Raum M und kon-
vergiert folglich gegen einen Punkt = € M. Da S als Kontraktion stetig ist, ist

S(zZ) = lim S(z,) = lim x,,; =T,
n—o0 n—o0
d.h. 7 ist ein Fixpunkt von S. Die Stetigkeit der Metrik als Abbildung von M x M
nach R impliziert schliellich
d(z,,T) = lim d(x,,xp),
p—00

so dass sich die gewiinschten Abschétzungen in Theorem 8.1 unmittelbar aus (8.2)
ergeben. QE.D.

Bemerkung 8.2 Setzen wir S! := S, und S™ := S o S"! fiir n > 1, um die Ite-
rierten von S zu beschreiben, so ldsst sich die Folge (), in Theorem 8.1 schreiben
als (S™(zo))n. Der Banachsche Fixpunktsatz liefert nicht nur die Existenz eines Fix-
punktes sowie dessen Eindeutigkeit, sondern sogar ein iteratives Verfahren, um die-
sen aufzufinden. Ferner wird eine Formel zur Abschétzung des Fehlers d(T, S™ (o))
geliefert, den man begeht, wenn man anstelle des Fixpunktes T den Punkt S™(z)
aus dem n-ten Iterationsschritt wéhlt.
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Kapitel 9

Der Satz iiber implizite
Funktionen

9.1 Einleitende Beispiele

Ein Problem, auf welches man in der Mathematik, aber auch in vielen Anwendun-
gen des oOfteren stofit, ist das der ,, Auflosung” eines Systems von Gleichungen nach
gewissen ,, Unbekannten® vy, ..., Ym.

Typischerweise handelt es sich um Gleichungen der Form

Fi(zy, ..,z 5 Y13 Ym) =0

(9.1)
Fo(ry, ...,z Y1,y Ym) =0

in den Variablen x1,..., 2k, y1,...,Ym (Welche auf einer Teilmenge des R* x R™
definiert sind), welche man fiir gegebene Werte von zy,...,x; nach yi,...,yn
“auflosen” mochte. Im Idealfall hofft man dabei, dass es zu festem zq,...,x; nur
genau eine Losung y3 = y1(T1,. .-, Tk), -+ - s Ym = Ym(T1, . . ., 1) gibt, wodurch dann
Funktionen

gi (1, ) =y, .y, i=1,.00,m,
mit

Fi(zy, .. 26 01(T1, o Tk)s oo G20, .o o2g)) =0, j=1,...n,
definiert werden.
Beispiele 9.1 a) Die Gleichung 22 + y? = r? auf R x R definiert den Kreis mit
Radius r > 0 und Mittelpunkt (0, 0). Diese ldsst sich umschreiben in
Fo,y) =1 — (2* +32) = 0.
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Lost man nach y auf, so erhélt man
y==+Vvr2—a2 falls|z| <r.

Fir |x| > r erhélt man dagegen keine reelle Losung y. Setzt man g, (x) :=

Vr2—x? g (x) := —vr?2—22, |x| < 7, so erhilt man hier sogar zwei stetige
Funktionen g, und g_ auf I = [—r,r| mit

F(z,9:(z)) =0und F(z,g_(x)) =0, z € 1.

Insbesondere gibt es z.B. nur genau eine stetige Losungsfunktion g mit F'(z, g(x)) =
0 fiir z € I und (0, g(0)) = (0,7), ndmlich g,

e
A

N {Foe =01
Fiir r = 0 schrumpft das Losungsintervall I iibrigens zusammen auf die einpunktige
Menge I = {0} so, dass wir hier auf keiner noch so kleinen Umgebung der 0 eine
Losungsfunktion g finden konnen.

b) Sind die Funktionen Fi, ..., F,, in (9.1) linear, so lasst sich (9.1) kiirzer schreiben
als

(9.2) B-x+A-y=0,

1 Y1
mite=|:|,y=1]: |, wobei A = (a;;) i=1... und B = (by)i=1.... gewisse
j=1 1=1,....k

Tk ym)
n X m-bzw. n x k-Matrizen sind. (9.2) ist dquivalent zu

(9.3) A-y=-B-z.

Hinreichend fiir die Auflosbarkeit dieser Gleichung nach y ist dann die Invertierbar-
keit der durch die Matrix A definierten linearen Abbildung. Dazu muss insbesondere
n = m sein. Ist dann A invertierbar, so ist (9.3) dquivalent zu

y=—-A"1B.x.

Dieses Beispiel unterstreicht das heuristische Prinzip, wonach man i.A. gerade n
Gleichungen bendtigt, ,um nach n unbekannten Variablen yi,...,y, aufzulosen®.
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Wir setzen daher ab jetzt stets n = m voraus.

c¢) Fir z,y € R sei
F(z,y) =y +e—u.

Mit Hilfe des Zwischenwertsatzes (genauer Satz 9.10, Anal. I) sicht man leicht, dass
es eine eindeutige, stetige Funktion ¢ : R — R mit F'(x, g(z)) = 0 gibt. Offenbar ist
ndmlich ¢ die Umkehrfunktion der stetigen, streng monoton wachsenden Funktion
h:y— y+ e, welche nach Satz 9.11 (Anal. I) ebenfalls stetig ist.

Leider ldsst sich g nicht “explizit® angeben, d.h. als Ausdruck in wohlbekannten
Funktionen. Wir werden sehen, dass sich trotzdem wichtige Eigenschaften der durch
F(z,g(x)) = 0 ,implizit* definierten Funktion g, wie z.B. Stetigkeit, Differenzier-
barkeit etc., aus entsprechenden Eigenschaften der Funktion F herleiten lassen.

Wir kehren nun zum Gleichungssystem (9.1) zuriick und beobachten zunéchst, dass
sich dieses fiir n = m in die Form

(9.4) F(z,y) =0

bringen lésst, wenn wir setzen:

r = (v1,...,13) € RF,
= (Y1,---,yn) € RY
F o= (F,... . F)

9.2 Satz iiber implizite Funktion und Satz iiber
Umkehrfunktionen

Wir wollen sogar folgende, allgemeinere Situation betrachten:

Es seien XY und Z normierte Vektorrdume (welche in (9.4) den Riumen R* R"
und R™ entsprechen), sowie (a,b) € X x Y. Der Produktraum X x Y werde mit der
Norm

Iz, y)l

= G, y)lh = llzllx + lylly, (z,y) € X <Y,

versehen.
In den meisten Anwendungen werden diese Rdume allerdings endlich-dimensionale
Euklidische Rdume der Form

X=RF,Y=R" und Z=R",

sein, und fiir den nachfolgenden Beweis mag es durchaus hilfreich sein, sich derartige
Réume vorzustellen (meinethalben sogar mit k = n = 1 wie in Beispiel c)).

Definition. Es seien U eine offene Teilmenge von X XY, (a,b) ein Punkt in U sowie
F : U — Z eine Abbildung. Offenbar ist dann {x € X : (x,b) € U} eine Umgebung
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von a in X. Die Abbildung F heie dann im Punkt (a,b) partiell nach der 1.
Variablen differenzierbar, falls die Abbildung F(-,b) : © — F(z,b) im Punkte a
differenzierbar ist. Man schreibt dann fiir diese partielle Ableitung
D1F(a,b) := (F(-,b))'(a) oder auch F.(a,b).
Analog wird die partielle Ableitung
DyF(a,b) = F,(a,b) := (F(a,-))'(b)

definiert.
Ist F' im Punkte (a,b) total differenzierbar, so ist offenbar fiir alle ({,7) € X x Y

DF(CL, b)(fﬂ?) = DF(aa b)(€>0)+DF(aa b)(O,n)
(9.5) = Di1F(a,b){ + DyF(a,b)n
= F(a,b)§ + F,(a,b)n .

Definition. Ein beschriankter linearer Operator T € L(Y, Z) heifle regulir, falls es
einen beschrinkten linearen Operator T~ € L(Z,Y) gibt mit

ToT =1, und T 'oT=Iy,
wobei I bzw. Iy den identischen Operator auf Z bzw. Y bezeichne.

Bemerkung. Der wichtigste Fall ist wieder der wo Y = Z = R" ist. Wie in Kapitel
4 besprochen identifiziert man hier durch Wahl der kanonischen Basis des R" jeden
linearen Operator T' € L(R™, R™) mit einer reellen n x n-Matrix. Wir bezeichnen mit
M™™(R) den Raum all dieser reellen n x n-Matrizen. Dann ist T offenbar regulér
dann und nur dann, wenn 7" invertierbar ist, d.h. wenn det T # 0, so dass T in der
allgemeinen linearen Gruppe

GL(n,R) :={T" € M™"(R) : det T # 0}
liegt.
Schlieflich werden wir noch folgendes Ergebnis benotigen.

Lemma 9.2 Sei E ein Banachraum, und sei A € L(V') = L(V, V) mit || — Al < 1.
Dann ist A regulir, d.h. invertierbar in L(V'), und es gilt:

> 1
A7l = I — AF AT < —
;( )", wobei ||AT7]| < = [T—A]

Beweis. Wir setzen D := I — A. Dann ist A = I — D. Um A~! zu definieren,

betrachten wir daher die geometrische Reihe >~ D* in L(V). Diese konvergiert fiir
k=0
|D|| < 1 normal (vgl. Kapitel 2), d.h. es gilt

o0
D IIDH < oo,
k=0
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denn es ist ||D¥|| < ||D||*, und die Reihe Y || D]||* ist konvergent.
k=0
Nach Satz 2.2 ist die Reihe somit insbesondere konvergent in L(V'). Sei B € L(V)
ihr Wert, d.h. B = Y D¥ € L(V). Aus der Norm-Ungleichung ||ST|| < ||S|| [|Tl,
k=0

S, T € L(V), leitet man ab, dass die Links- sowie die Rechtsmultiplikation S — SB
bzw. S — BS mit B stetige lineare Abbildungen sind. Daher ist

BA = f:(DkA) = i D*(I — D)
k=0 k=0
_ ZDR_ZDIH—IZI’
k=0 k=0

und #hnlich zeigt man: AB = I. Somit ist B = A~!. SchlieBlich ist

> 1 1
IB| <) |D|* = - :
Z 1—[D] ~ 1—[T—A4]

Q.E.D.

Theorem 9.3 (Satz iiber implizite Funktionen) Es seien X,Y und Z Ba-
nachriume, Uy C X und Uy C Y offene Mengen, sowie F : Uy x Uy — Z eine
stetig differenzierbare Abbildung. Sei (a,b) € Uy x Uy mit F(a,b) = 0, und sei
Fy(a,b) € L(Y, Z) regulir.

Dann gibt es offene Umgebungen Vi C Uy von a und Vo C Uy von b derart, dass
es zu jedem x € Vi genau ein y € Vo gibt mit F(x,y) = 0, und dass die Funktion
g : Vi — V,, welche jedem x € Vy die zugehorige Losung y = g(x) in Vy zuordnet,
stetig differenzierbar ist. Fir diese Funktion g gilt also

F(z,g9(x)) =0 fir allex eV .

Beweis. Der Beweis soll in zwei Schritten erfolgen.

1. Schritt: Reduktion auf ein Fixpunktproblem

Wir kénnen das Problem leicht auf den Fall Z =Y und F)(a,b) = I zuriickfiihren.
Dazu setzen wir B := Fj(a,b) € L(Y,Z), und F := B™'o F. Dann ist F eine
Abbildung F : U; xU, — Y, und nach der Kettenregel gilt Fé(a, b) = B 'oF)(a,b) =
Iy = I. Ferner ist F(x,y) = genau dann, wenn F(z,y) = 0. Indem wir daher F

anstelle von F' betrachten, diirfen wir in der Tat annehmen, dass F' : U; x Uy = Y
und Fy(a,b) = I gelten.

Wir definieren dann die Abbildung G : Uy x Uy — Y durch
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Offenbar gilt
(9.6) F(z,y) = 0 genau dann, wenn G(z,y) =y ,

und
Insbesondere ist G (a,b) = I — I = 0. Fiir G gilt also:

G;(aab) = 07
G(a,b) = b.

Da G, stetig ist, konnen wir somit offene Kugeln B, = B, (a) C U; und By =
B.,(b) C Uy um a bzw. b so wahlen, dass gilt:

(9.7) |G (z, y)]| < fir alle (z,y) C By x By .

N —

Aus (9.7) folgern wir mit Hilfe des verallgemeinerten Mittelwertsatzes (Theorem
7.13), dass fur alle x € By und y;,ys € By gilt:

1
(9.8) |G (2, 91) — G(2,92)]| < 2 g1 — vl

Beachte, dass diese Ungleichung bereits impliziert, dass es zu jedem x € By héchstens
ein y € By geben kann mit F'(z,y) = 0, d.h. mit G(z,y) = y.

Wihle 0 < py < e9. Da F' stetig im Punkt (a,b) ist mit F(a,b) = 0, gibt es eine
offene Kugel B,, (a) C By so, dass fiir alle z € B, (a)

p
(9.9) |F (b <5
Wir halten nun x € B, (a) fest. Mit (9.8) folgert man dann fiir alle y € By :

1G(z,y) =0l < [G(z,y) — G(z,b)]| + |G(x, ) —b]|
1
< Slly = ol + [1F(z, b)].

Wir betrachten nun die abgeschlossene Kugel M := B, (b) als vollstandigen metri-
schen Teilraum von Y, und definieren darauf die Abbildung

S(y) := G(z,y), y € M.

Die vorangehende Abschétzung und (9.9) zeigen, dass

1 1
1S(y) — b < oP2 + 5P2 = P2,
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d.h. S : M — M ist eine Abbildung dieses metrischen Raumes in sich, und nach
(9.8) handelt es sich um eine Kontraktion. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz

besitzt sie daher eine eindeutigen Fixpunkt y, € B,,(b), d.h. G(z,y,) = y, und
somit F'(z,y,) = 0. Setzen wir daher g(z) := y,, so erhalten wir eine Abbildung
g9 By (a) = By mit G(, g(z)) = g(z), d.h.

F(z,g(z))=0 fir alle z € B, (a).
Offenkundig ist ferner g(a) = b.

2. Schritt: Stetige Differenzierbarkeit der Losungsfunktion g

Seien x, x+& € B,, (a) gegeben, und definiere y,n € Y durch g(z) = y und g(z+§) =
y+n. Da F im Punkt (z,y) differenzierbar ist, gilt dann

0 = F(I+fay+77) —F(l’,y) = F/(93>y)(§>77)+7’(x,y)(§a77)

(9.10) = F(x,9)+ F (2, y)n + r@y(&n),
wobei
Hr(x,y) (57 77)”
9.11 e s I _ g,
(9.11) e [Em]

Ferner besitzt nach Lemma 9.2 der lineare Operator Fj(z,y) einen beschrénkten
inversen Operator, da ja nach (9.7)

1
1= eyl <5 <1

Mit T":= F(z,y)”" bezeichnen wir den inversen Operator. Wenden wir 7" auf beide
Seiten von (9.10) an, so folgt

0=n+ToF(z,y)§+T oruy(&n)
Dies ist dquivalent zu
(9.12) 9@ +&) —g(x) = =T o Fy(,y)§ = T 01y (&)
Angenommen, wir konnten zeigen, dass

T o1y (&,
(9.13) g 10 (€ )]

=0
€0 €11

(wobei zu beachten ist, dass ja hier n = g(z + &) — g(x) eine Funktion von £ ist!),
so wiirde folgen, dass g im Punkte z differenzierbar ist, und zwar mit Ableitung
g'(x) = =T o F(x,y), dh.

(9.14) g'(x) = —F(x,y)" o Fy(x,y).
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Es gilt jedoch

Inl = [y+n) —yl=Gx+E&y+n) —Glx,y)
< G+ &y+n) —Gla+&y)|+1Ga+Ey) —Gla+Ey)
1
< 5Hn!l + |F(z+ & y) — Fz,y)|
1
< §||77|| + 1F" (2, ) N =+ 17,0 (€, 0)]],

wobei wir in der vorletzten Ungleichung (9.8) benutzt haben.
Fiir geniigend kleines ||£]| folgt hieraus:

lg(x + &) = g(@)|| = lInll < Coll€]l,

mit Cy := 2(||F'(x,y)|| + 1). Dies zeigt insbesondere, dass g stetig im Punkt z ist.
Ferner folgt fiir gentigend kleines [|£]|

1l = €N+ [Inll < (Co+ D],
und wir erhalten damit

ITorenEmll _ €l Iren Em]
< e

hm = Oa

< lim
£-0 €1l &0 €]

womit schlielich auch (9.13) nachgewiesen ist.

Mit Hilfe von (9.14) erhalten wir zuletzt auch noch die Stetigkeit der Ableitung ¢’
von g, denn sowohl F(z,y) als auch F}(z,y) sind stetig in (z,y). Damit ist auch
die Abbildung (z,y) — (F,(z, y))~! stetig auf der von uns betrachteten Umgebung
von (a,b), da wir diese faktorisieren konnen als

ZoF,

wobei Z die Inversionsabbildung Z : S + S™! auf der Menge L(Y)* der reguliren
beschréinkten linearen Operatoren S : Y — Y bezeichne; diese ist ndmlich ebenfalls
stetig. Damit ist dann nach (9.14) auch ¢’ als Komposition stetiger Funktionen
stetig.

Die Stetigkeit der Inversionsabbildung Z lésst sich im Falle Y = R" leicht beweisen:
hier kénnen wir ja L(Y)* mit der Gruppe GL(n,R) identifizieren, und die Lineare
Algebra lehrt, dass wie fiir S = (s;5)i j=1,.n» € GL(n,R) die inverse Matrix Z(S) =
S~1 schreiben kénnen in der Form
1 -
-1
=—5
det S

wobe~i S die Kofaktormatrix bezeichne. Da sowohl det S als auch die Koeffizienten
von S Polynome in der Koeffizienten s;; von S sind, und da det S # 0 auf GL(n,R)
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gilt, sind somit die Koeffizienten der Matrix S—! stetige Funktionen der Koeffizienten
der Matrix S, d.h. die Abbildung S s S~! ist stetig.

Fiir den allgemeinen Fall sei auf Korollar 10.8 verwiesen. Die Behauptung des Theo-
rems folgt damit, indem wir schlielich V; := B, (a) und V; := B, wihlen. Q.E.D.

Bemerkungen 9.4 (i) Man iiberlege sich einmal, dass fiir die Abbildung F in Bei-
spiel 9.1 a) die Bedingung Fj(a,b) = %—Z(a, b) # 0 (fir a,b mit a® + b* = r?)
hinreichend und notwendig dafiir ist, dass es auf einer Umgebung von a eine steti-
ge Funktion g gibt mit g(a) = b und F(z,g(z)) = 0, und dass in Beispiel b) die
Regularitit von F}(a,b) dquivalent zur Regularitit der Matrix A ist.
(ii) Die Formel

gl(x) = —F;(ZL', y)_l © F;(ZL', y)
in (9.14) fur die Ableitung der implizit definierten Funktion g ergibt sich auch sofort
mit der Kettenregel aus f(x) := F(z,g(x)) = 0, falls man bereits weifs, dass g
differenzierbar ist: es ist dann namlich

0= f'(z) = Fy(z,9(x)) + F)(z, g(x)) o g'(),
woraus (9.14) durch Auflésen nach ¢'(x) folgt.

(iii) Fiir die in Beispiel 9.1 ¢) implizit definierte Funktion g erhalten wir damit
insbesondere, dass diese stetig differenzierbar ist auf ganz R, und dass

5 (2, g(2)) 1

/
g(z)=— = ~ -
Gz g(x)  1+es®

Da die rechte Seite differenzierbar ist, ist damit g sogar zweimal differenzierbar, und
per Induktion erkennt man, dass g sogar beliebig oft differenzierbar ist.

Aus dem Satz {iber implizite Funktionen erhélt man rasch auch noch das folgende
fundamentale Resultat zur lokalen Umkehrbarkeit von C'-Abbildungen:

Theorem 9.5 (Satz iiber Umkehrfunktionen) FEs seien X wund Y Banach-
raume, a ein Punkt aus X und U eine offene Umgebung von a in X. Sei ferner
f:U =Y eine stetig differenzierbare Funktion derart, dass f'(a) € L(X,Y) requlir
15t.

Dann gibt es eine offene Umgebung Vi von a in U sowie eine offene Umgebung
Vo won b := f(a) in'Y so, dass f die Menge Vi bijektiv auf Vo abbildet und die
Umkehrabbildung

g=(flv)" Ve = Vi

stetig differenzierbar ist. Es gilt dann ferner

g ) =(f(a)™".



Beweis. Um ¢ zu finden, miissen wir die Gleichung

f@)—y=0
nach x auflésen. Wir definieren daher die Abbildung F': U x Y — Y durch

Fla,y) = f(z) =y .
Offenbar ist F stetig differenzierbar, und F'(a,b) = 0. Ferner ist
Fi(a,b) = f'(a) € L(X,Y)

regular. Wir diirfen somit den Satz iiber implizite Funktionen auf F anwenden.
Danach gibt es eine offene Umgebung V5 von b in Y sowie eine offene Umgebung V/
von a in U derart, dass es zu jedem y € V3 genau ein x € V{ gibt mit F(z,y) = 0,
und dass die dadurch definierte Funktion y — x = g(y) auf V, stetig differenzierbar
ist.
Fiir unsere Funktion f bedeutet dies insbesondere: Zu jedem y € V5 gibt es genau
ein x € V/, ndmlich x = ¢g(y), mit f(z) =y.
Somit gilt

Vii=g(Va) ={x € V]« f(z) € Va} = V/ N f7(Va),

und f : Vi — Vs ist bijektiv mit Umkehrabbildung ¢ : Vo — Vi. Da f stetig ist, ist
zudem V; offen.
SchlieBlich folgt aus g o f(x) = x fiir z € V| mit Hilfe der Kettenregel:

g(f(x))o fix) =1,

d.h. insbesondere

Q.E.D.

Definition. Eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung f : U — V einer offenen
Teilmenge U C X auf eine offene Teilmenge V C Y heile ein C*- Diffeomorphis-
mus, wenn die Umkehrabbildung f=!: V — U ebenfalls stetig differenzierbar ist.

In Theorem 9.5 ist damit die eingeschrinkte Abbildung fly, : Vi — V4 ein Cl-
Diffeomorphismus.

9.3 Eine Anwendung: Extrema unter Nebenbe-
dingungen™

Bei vielen Optimierungsaufgaben wird das Extremum einer Funktion unter gewissen
Nebenbedingungen gesucht, in der klassischen Mechnanik z.B. dadurch, dass sich ein
Teilchen nur innerhalb einer gewissen Fléche bewegen darf.
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Dies fiihrt mathematisch auf ein Problem folgenden Typs:

Gegeben sind eine stetig differenzierbare Funktion f : 2 — R auf einer offenen
Teilmenge 2 C R” sowie weitere stetig differenzierbare Funktionen ¢q,...,¢;: Q —
R, welche wir zu einer stetig differenzierbaren Abbildung ¢ := (¢1,...,¢;) : @ — R!
zusammenfassung. Sei

M :={zeQ:px)=0}

die gemeinsame Nullstellenmenge der Funktionen ¢, . . ., ¢;. Gesucht werden Punkte
ze € M mit f(x) < f(z.) fir alle x € M bzw. f(x) > f(z.) fir alle x € M. Solche
Punkte heilen Maximal- bzw. Minimalpunkte auf M oder auch ,,unter der
Nebenbedingung ¢ = 0.%

Die Menge M kann ohne weitere Forderungen an die Funktionen ¢; eine sehr kom-
plizierte Struktur besitzen. Daher werden wir stets folgende Regularitdtsannahme
tiber die Gradienten der Funktionen ¢; machen:

(9.15) Vi(x),..., Ve (x) sind linear unabhéngig fiir jedes = € M.

Dies ist offenbar dquivalent dazu, dass die Jacobi-Matrix von ¢ maximalen Rang
hat, d.h. rang J (x) = [ ist fiir alle x € M; ferner muss dann [ < n gelten. Unter
dieser Voraussetzung handelt es sich bei M um eine eingebettete Untermannig-
faltigkeit des R™ der Dimension n—1[, d.h., lokal lasst sich M stets als der Graph
einer stetig differenzierbaren Abbildung auf dem R"~ darstellen, zumindest, nach-

dem man die Koordinaten x4, ..., x, geeignet umgeordnet hat. Hierzu noch folgende
Notation:
Ist 7 eine Permutation der Zahlen 1,...,n und bezeichnet ey, ..., e, die kanonische

Basis des R", so bezeichnen wir mit W/ = W, und W” = W die linearen Teilrdume

n—I
w! = {Z Sj€r(j) : S1y---,5n—1 € R},
j=1

l
We = ) tery i b, i €RY,
k=1

des R™. Damit gilt insbesondere R* = W, & W/.

Satz 9.6 Unter den obigen Voraussetzungen, insbesondere (9.15), gibt es zu jedem

Punkt z € M eine Permutation w der Zahlen 1,...,n sowie eine offene Umgebung
n—1 n

U’ des Punktes 2’ := ) zx(j)erj) i W, sowie U" des Punktes 2" == Y zz(j)ex(j)
j=1 j=n—1+1

in W sowie eine stetig differenzierbare Abbildung g : U' — U" so, dass U'+U" C Q
und

(9.16) MNU +U")={2"+g(): 2" e U}
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Beachte, dass U’ + U” eine offene Umgebung von z = 2/ + 2" in  ist.
Falls 7 = id die triviale Permutation j — 7 ist, wird dies alles noch klarer:

Dann ist offenbar W’ = R"~! x {0} und W” = {0} x R!, und (9.16) bedeutet
gerade, dass es eine offene Umgebung U’ von 2’ := (21, ..., 2,_;) € R"! eine offene
Umgebung U” von 2" := (z,_141,...,2,) € R! sowie eine stetig differenzierbare
Abbildung g : U" — U” gibt so, dass U’ x U” C § ist und

(9.17) MU xU")={(,g()): 2 eU'}
gerade der Graph von g ist.

Beweis. Da die Jacobi-Matrix J,(z) (dies ist eine [ x n-Matrix) den maximal mogli-
chen Rang [ hat, gibt es [ unter den Koordinaten x;, sagen wir x; . ,...,%;,, 80,

dass die [ x [-Untermatrix (aa;’;f (2))izt,...1k=n—i+1,..n reguldr ist. Bezeichnen wir die
verbleibenden Koordinaten mi‘éc Zj,...,%j _,,s0 definiert uns dies eine Permutation
7, indem wir setzen (k) := jix, k=1,...,n.

Indem wir mittels dieser Permutation die Koodinaten x; des R™ umsortieren diirfen
wir 0.B.d.A. annehmen, dass 7 die triviale Permutation ist. Zerlegen wir die Koor-
dinaten dann wie in der vorangehenden Bemerkung als z = (2/,2”) € R x R,
mit

= (ry,. ., xe) ERYL 2" = (2pign, ., 2) €ERY

so ist also R® = R"! x R!, und es gilt laut Voraussetzung, dass die Jacobimatrix
der partiellen Ableitung ¢, (2',2") nach z” regulér ist. Der Satz iiber implizite
Funktionen zeigt dann aber, dass es in der Tat Umgebungen U’ von 2z’ und U” von
2" sowie eine stetig differenzierbare Abbildung g : U" — U” gibt so, dass U’ xU" C €,
und dass es zu jedem z’ € U’ genau eine Losung x” der Gleichung

o2’ 2") =0
in U” gibt, ndmlich 2" = g(z’). Dies bedeutet aber gerade, dass M N (U’ x U") =
{(2',9(a")) : 2" € U} QE.D.
Wir betrachten nun nach (9.17) die C''-Abbildung
U = MCR", ) = (2, g());

dies ist eine sogenannte Parametrisierung von M. Sei z; € U’, und zy =
(x5, g(xp)) = ¥(xy) der zugehorige Punkt auf M. Fir j =1,...,n—[ und geniigend
kleines ¢t € R ist dann die Kurve

V;(t) == Py +tej) = (g + tej, g((wg + tey))

wohldefiniert und verlduft ganz in M, und es ist v;(0) = xy. Wir betrachten dann

die Vektoren J
X (o) = %(0) eR", j=1,...,n—1,
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welche anschaulich betrachtet allesamt ,tangential” zu M im Punkt zy liegen. Mit
Hilfe der Kettenregel sehen wir, dass

Xj(.flf(]) :(ej,g'(xg)-ej), jzl,,n—l

Dies zeigt, dass die Vektoren X (o), ..., X,—(xo) linear unabhéngig sind. Den von
ihnen aufgespannten (n — [)-dimensionalen Teilraum 7, M des R™ bezeichnet man
als den Tangentialraum an M im Punkte xj. Anschaulich liegt ndmlich der um
xo verschobene affine Unterraum xy + 7),, M tangential an M in x.

Man kann sich auch leicht eine Basis des zugehtrigen Orthogonalraums
ToM:={yeR":y-X =0 fiir alle X € T,,, M}

verschaffen (hier bezeiche z - y das Euklidische Skalarprodukt von z und y auf dem
R™):
Wir betrachten dazu die Vektoren

Ni(z9) 1= V(xy), k=1,...,L

Da ¢(¢(2')) = 0 fiir alle 2’ € U’, ist insbesondere ¢y (7;(t)) = 0 fiir alle geniigend
kleinen t und £k =1,...,lund j = 1,...,n — . Durch Ableiten nach ¢ folgt wieder
mittels Kettenregel

0 = @y (w0) - 7;(0) = Vor(xo) - 75(0) = Ni(zo) - X;(20).

Somit stehen die Vektoren Ng(zg) senkrecht zu T, M. Nach (9.15) sind sie zudem
linear unabhéngig, d.h. sie spannen eine [-dimensionalen Unterraum von 7’ ILO M. Die
Lineare Algebra lehrt jedoch, dass dim T,- M =n —dim T,,M =n — (n—1) = [ ist.
Somit gilt:

(9.18) Ni(xg), ..., Ni(zo) bildet eine Basis von T, M.

Ich mochte all dies hier nicht weiter vertiefen (mehr zur Theorie der Mannigfal-
tigkeiten erfahrt man z.B. in Vorlesungen zur Differentialgeometrie), sondern nun
zu unserem Problem des Auffindens von lokalen Extrema unter Nebenbedingungen
zuriickkehren und folgenden sehr niitzlichen Satz beweisen:

Satz 9.7 (Multiplikatorregel von Lagrange) Seien f : Q@ — R und ¢ =
(01,...,¢1) : Q — R stetig differenzierbare Funktionen auf einer offenen Teilmenge
Q C R™, und sei M := o' ({0}) die Nullstellenmenge von . Ferner besitze die
Jacobi-Matriz von ¢ in jedem Punkt x € M den Rang l, d.h. es gelte (9.15). Dann
gilt:

Ist xo ein Ezxtremalpunkt von f auf M, so ist V f(zg) eine Linearkombination der
Normalenvektoren Ny(xo) = Vr(xg), d.h.

(9.19) V f(wo) € Ty M;
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es gibt also Zahlen Ay, ..., \; € R, sogenannte Lagrange-Multiplikatoren, so dass
gilt:

(9.20) Vf(z0) = > MVer(ao).

k=1

Beweis. Betrachte wieder fiir j = 1,...,n — [ die Kurve 7;(t) := (xj + te;) =
(@ + tej, g((xy + tej)) in M mit v;(0) = xo. Dann gibt es ein € > 0 so, dass die
Funktion

Fj :] _5>5[_> R, Fj(t) = f(’)/j(t)),

int = 0 ein lokales Extremum hat, und folglich ist F77(0) = 0, also mit der Kettenregel
OZVf(ZL'Q)Vg(t):Vf(l’o)Xj(l’o), jzl,...,n—l.
Folglich ist V f(zo) € Ty M. Q.ED.

Beispiel 9.8 Es soll das Maximum von f(z) := z; - - -z, auf
M:={zeR": 21+ - +x, =1,2; >0 fiir alle j}
bestimmt werden.

Wir setzen hier p(z) := 21 + -+ + x, — 1. f nimmt auf M ein Maximum an, denn
f nimmt auf der kompakten Menge M ein Maximum an, und ferner verschwindet
f auf dem Rand OM = M \ M, da in jedem Randpunkt z wenigstens eine der
Koordinaten x; = 0 ist. Da aber f(x) > 0 ist auf M, muss folglich das Maximum in
einem Punkt von M angenommen werden.

Sei nun z° € M eine Maximalstelle von f. Wegen Vi(z) = (1,...,1) # 0 ist die
Annahme (9.15) erfiillt, so dass wir die Multiplikatorenregel anwenden kénnen: es
gibt also eine Zahl A € R mit V f(2°) = AVp(2?), d.h. mit

Of o al-..af .
I =TTy =1
o, (%) 0 ir j n

Hieraus folgt offenbar 20 = - -+ = 2% und mit ¢(2°) =0, d.h. z; + -+ -z, = 1, muss

somit x? = 1/n sein fiir alle j. Folglich nimmt f das Maximum auf M genau im
Punkt (1/n,...,1/n) an, und das Maximum ist 1/n". Fiir alle 2 € M gilt also

1

nn’

Ty Ty <
Aus dieser Ungleichung kann auch rasch wieder die Ungleichung
a _|_ ce Ay
7l/a1...an S 17
n

zwischen dem geometrischen und dem arithmetischen Mittel positiver Zahlen
ai, . ..,a, herleiten (wieso?), welches wir in der Analysis I bereits auf anderem Wege
hergeleitet hatten.

135



Kapitel 10

Anhinge*

10.1 Anhang A: Die allgemeinen /’(A)-Ridume

Ist A eine endliche Menge, so bezeichnet man den Vektorraum K4, versehen mit
der p-Norm || - ||, mit #P(A). Diese Definition lasst sich sogar auf den Fall beliebiger
unendlicher Menge A ausdehnen, wie wir nun zeigen werden.

Definitionen. Sei 1 < p < oo, und sei A eine unendliche Menge. Ist £ C A eine
endliche Teilmenge, so setzen wir fiir jede Funktion f: A — K

£ llep = W flellps

sowie

I £1lp := sup{|| flle,, : € C A, € endlich}.
Beachte: Es kann durchaus || f||, = oo sein, falls A unendlich ist.

Wir werden uns hauptséchlich fiir den Fall abzéhlbarer Mengen A interessieren,
insbesondere A = N und A = Z.

Definitionen. f € K* heifie p-summierbar, falls || f||, < co. Mit /7(A) bezeichnen

wir die Menge aller p-summierbaren Abbildungen f : A — K. /*°(A) besteht offenbar
aus der Menge B(A) aller beschrénkten Abbildungen von A nach K, und es ist

[fllee = sup [f(a)] = [|f]]u.
acA

Lemma 10.1 (i) Ist 1 < p < oo, und ist f € (P(A), so ist

1/p
1l = (sup {Zwa)\p e endlz’ch}) |

ael
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(11) Ist A abzdhlbar unendlich, und ist die Folge (a;);en eine bijektive Abzihlung
von A (d.h. die Abbildung N > j +— a; € A ist bijektiv), so gilt

1/p
> |f(aj)|p> . 1<p< oo,
1l = ( g
sup [f(a;)] . p=oo.
JjeN

Beweis. (i) Fir € C A, |€] < oo, und f € (P(A) sei ¢ := > |f(a)|P. Da die
acé
Abbildung r + r'/? und ihre Umkehrfunktion r +— r? monoton wachsend auf [0, oo|
sind, folgt:
Ifl, = sup{rs”: € C A,[€] < oo}
= (sup{re, £ C A, |€] < o0})"?,
womit (i) bewiesen ist.
(ii) Ubungsaufgabe.
Q.E.D.

Satz 10.2 (Ho6ldersche Ungleichung) Seien p,q € [1,00] konjugierte Exponen-
ten, und seien f € (P(A), g € L1(A). Dann liegt die Funktion fg in (*(A), und es
qilt
(10.1) gl < fllp Tlgllq
Beweis. Ist £ C A endlich, so gilt mit (2.2)

[fgller < 1 fllep lglle.q < NFlIpllgllq-
Bildet man hier das Supremum iiber alle endlichen Teilmengen £ von A, so folgt

(10.1). QED.

Satz 10.3 (Minkowskische Ungleichung) Seil <p < co. Sind f,g € (P(A), so
ist auch f+ g € (P(A), und es gilt:

(10.2) 1f+9llp < 1f1lp + Nl
Beweis. Ist £ C A endlich, so gilt mit Satz 2.4

1+ glles < W fllew + lgllen < (1711 + llgllp

Dies zeigt, dass mit f,g € (P(A) auch f + g in P(A) liegt, und bildet man wieder
das Supremum {iber alle endlichen Teilmengen £ von A, so folgt (10.2). Q.E.D.

Da offenbar [|[Af||, = |A|||f||, ist fiir alle f € P(A) und A € K, so ist damit offenbar
(P(A) ein K-Vektorraum, und ganz dhnlich wie in Korollar 2.5 folgert man, dass |- ||,
auch im Falle unendlicher Mengen A eine Norm auf ¢?(A) ist, d.h.

(P(A), || - ||p) bildet einen normierten Vektorraum tber K.
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Theorem 10.4 Fir jede endliche oder auch unendliche Menge A und 1 < p < 0o
ist der normierte Raum ((P(A), || - |,) vollstindig.

Beweis. Sei (f;); eine Cauchy-Folge in /?(A). Wir miissen zeigen, dass (f;); bzgl.
der p-Norm einer Grenzfunktion f € ¢?(A) entgegenstrebt.

Da fiir jede endliche Teilmenge £ C A und g € (?(A) stets ||g||l, < ||gll, ist, so ist
insbesondere fiir jedes a € A mit der Menge £ := {a}

[fi(a) = (@] = [I(f; = F)lgayllp < 11F5 = Flly,

d.h. (f;j(a)); ist eine Cauchy-Folge in K. Wegen der Vollstandigkeit von K besitzt
diese einen eindeutigen Grenzwert in K, welchen wir mit f(a) bezeichnen:

(10.3) lim fj(a) =: f(a) fiir jedes a € A.

j—0o0

Wir zeigen, dass die hierdurch definierte Abbildung f : A — K p-summierbar ist,
und dass || f; — fl|, = 0 fiir j — oo.
Sei € > 0, und wahle j, so grof3, dass

Ifi = fellp <€ Y i,k=jo.

Fiir jede endliche Teilmenge £ von A folgt dann fiir j, k > jo, falls p < 0o :

1/p
(Z‘fj(a)_fk(aﬂp) < ||fj_kap<€.

acl

Lésst man hierin k£ gegen Unendlich streben, so folgt mittels der Grenzwertsétze fiir
Zahlenfolgen und (10.3) fiir j > jo:

1/p
<Z | fi(a) = f(a)|p> <e,

acé

also || f; — flle, < e. Wie man leicht sieht, gilt dies ebenfalls fiir p = co. Da j, nicht
von & abhéngt, folgt durch Supremumsbildung iiber alle endlichen Mengen &:

1= fllp <&, falls j > jo.

Damit haben wir gezeigt, dass || f; — f]|, = 0 fiir j — oo. .
Waihle schliefilich fiir e = 1 ein j so, dass ||f; — f|l, < 1. Dannist f = f; + (f — f;),
und beide Summand liegen in P(A). Damit ist auch f € ¢P(A). Q.E.D.
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10.2 Anhang B: Totale Ableitungen héherer Ord-
nung

Es seien wieder ¥ und F' zwei normierte Vektorrdume iiber R, sowie U C F eine
offene Teilmenge von F und f : U — F eine Abbildung.

Ist f differenzierbar, so ist Df : U — L(E,F) eine Abbildung mit Werten im
normierten Vektorraum L(FE, F'). Ist diese im Punkte xy € U differenzierbar, so
heifie f zweimal im Punkte z, differenzierbar, und die Ableitung D(D f)(zo)
wird mit D?f(xq) oder f”(xq) bezeichnet. Dies ist ein Element von L(E, L(E, F)).

Definition. Sei Lo(E, F) = F und L,(E, F) := L(E, L,_1(E, F)) fir n > 1. Eine
Abbildung f : U — F heifle n-mal (total) differenzierbar auf U (n > 1), wenn
es fiir k = 0,1,...,n — 1 differenzierbare Funktionen f%* : U — L,(E, F) gibt, so
dass gilt:

fED = D(f®) k=0,...,n—2, und f@ = f.

Die Abbildung f™ := D(f"=V): E — L,(E, F) heiBt die n-te Ableitung von f,
und wird auch mit D" f bezeichnet.

Die Abbildung f heifle im Punkte 1z, € U n-mal differenzierbar, wenn es eine
Umgebung V' von zg in U gibt, auf der sie (n — 1)-mal differenzierbar, ist und
zusitzlich die (n — 1)— te Ableitung f™~Y in zq differenzierbar ist.

Die Abbildung f heie n-mal stetig differenzierbar, wenn die n-te Ableitung £
stetig auf U ist. Die Menge aller n-mal stetig differenzierbaren Abbildungen von U
in F' wird mit C™(U, F') bezeichnet. Offenbar bildet C™(U, F') einen Vektorraum iiber
R.

Definition. Eine bilineare Abbildung B : £ x E — F heifle beschriankt, wenn es
eine Konstante C' > 0 gibt so, dass gilt:

(10.4) 1B, y)|| < Clle] Iyl fir alle 2,y € E.
Die Norm || B|| von B wird definiert durch

Bl :=  sup |[[B(z,y)]l -

lz<1,]lyll<1

Ganz dhnlich wie fiir beschrankte lineare Abbildungen von E nach F' zeigt man,
dass eine bilineare Abbildung B stetig ist genau dann, wenn sie beschrankt ist, und
dass || B|| die kleinste Konstante C' ist, fiir die (1) gilt.

Mit Ms(E, F') bezeichnen wir die Menge aller beschrénkten bilinearen Abbildungen
von E x E in F. Offenbar bildet My(E, F') einen R-Vektorraum.

Ist ® € Lo(E,F) = L(E,L(E, F)), so setzen wir

O(x,y) :=D(x)(y) € F, z,ye k.
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Offenbar ist dann @ linear in = und in y, d.h. bilinear. Ferner gilt

1@z, )l < 122 llop Iyll < 1@ llop ll21] N1y,

d.h. @ ist beschrinkt. Somit ist ® € My(E, F), und es gilt: | ®|| < ||®||op . Umgekehrt
gilt fir z,y € £

1e(2) W) = 18z, 9)Il < 2] ll]l lyl,

woraus folgt: || @, < ||P]]. 3
Offenbar ist die Abbildung ¢ : ® — ® auch linear, so dass

L LQ(E, F) — MQ(E,F)

eine lineare Isometrie ist. ¢ ist auch surjektiv, denn ist B € Ms(FE, F'), und setzen
wir
®(z)(y) == B(z,y), v,y € E,

so wird hierdurch ein Element ® € L(E, (E; F)) definiert mit ® = B.

Wir erkennen also insgesamt, dass sich der normierte Raum Lo(E, F') mittels ¢ mit
dem Raum Ms(E, F) identifizieren lisst, was wir im folgenden stets tun wollen.

Insbesondere werden wir die zweite Ableitung f”(xo) von f in z( als eine be-
schrankte bilineare Abbildung von E x E in F betrachten, d.h. wir schreiben fiir

(f"(z0)(€))(n), & n € E, auch kurz f"(x0)(£, ).

Allgemeiner werden wir L, (E, F') mit dem Raum M, (FE, F') aller beschrankten n-
linearen Abbildungen von K" = E x --- x E nach F' identifizieren vermoge der
Definition

Oz, 29,...,xn) = (- ((P(z1))(22)) ... (x))

d.h. wir werden die n-te Ableitung f™ (x,) von f in 2, als eine beschriinkte,
n-lineare Abbildung von E™ nach F betrachten (dabei heifle die n-lineare
Abbildung B : E™ — F beschriankt, wenn es eine Konstante C' > 0 gibt mit

1Bz, an) || < C ]l - [l
fir alle zy,...,x, € F).
Definition. B € Ly(E, F) (£ My(FE, F)) heile symmetrisch, wenn gilt:

B(z,y) = B(y,z) firallez,y€ FE .

Satz 10.5 Sei F wvollstindig. Ist f : U — F zweimal stetig differenzierbar, und ist
xo € U, so ist f"(xg) eine symmetrische bilineare Abbildung.
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Beweis. Wie im Beweis des Mittelwertsatzes wollen wir den Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung (fiir F-wertige Funktionen) verwenden.

Sei 0.B.d.A. 2y = 0, und sei r > 0 so, dass By, (0) C U. Wir fixieren &,n € B,(0).
Dann ist £ + tn € U fiir alle ¢ in einer Umgebung des Intervalls [0, 1] in R, und fiir
die Abbildung ¢g(t) = f(£ + tn) gilt nach der Kettenregel:

g'(t) = f'(E+tn)(n), telo1].

Nach dem Hauptsatz gilt folglich:

F(E+m) — £(©) = g(1) — 9(0) = / F(E + tn)(m)dt

Ebenso ist )
f0) = 10 = [ fen e
0
also

F(E+m) — F(6) — Fn) + F(0) = / (€ + tn) — f(n)) ()t

Fiir jedes z = tn betrachten wir nun die Abbildung & : s — f'(s€ + z)(n) von [0, 1]
in F'. h ist dann stetig differenzierbar, und aus der Kettenregel ergibt sich:

W(s) = (f"(s€+2)(&)(n) = f"(s§ +tn)(&n) -
Aus dem Hauptsatz folgt also
P+ tn) = £(tn) = (1) = h(0) = [ 7756+ tm)€. s
d.h.

Fe+m) — &) — )+ £(0)
(105) - [ ( / f”(8£+tn)(£,n)d8)dt-

Beriicksichtigen wir, dass die linke Seite in € und 7 symmetrisch ist, so erhalten wir

/o1 (/01 frlet+ t")(g’")ds) dt = /01 (/01 f(s& + tn)(n, f)dt) ds .

Dieselbe Formel bleibt auch fiir € und en giiltig, falls 0 < ¢ < 1 ist, und mit der
Bilinearitdt von f”(se€ + ten) folgt:

[ ([ rretsemenas) = [ ([ retse o) as

fir0<e<1.
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Da f” stetig ist, existiert eine Folge (,,)n>1 in ]0,1[ mit ||f"(z) — f7(0)]] <
alle z mit ||z|| < £,2r. Es folgt insbesondere:

S
=
[=H
=

1" (n(s8 + tn)) (€, m) = f(0)(E, I < %II€II [Inll,

gleichméBig in s, ¢ € [0, 1]. Infolgedessen ist

roen = [ ([ roens)a

~ lim 01 (/ (s 1 ) (€-nyis)i

n—oo

~ lim 01 (/ s+ ) (. €)dtyis

n—oo

- [ ([ rome)

= 10).¢) -
Mit Hilfe der Bilinearitét von f”(0) folgt hieraus:

FUO) & m) = f7(0)(n.€) firalle,ne E .

Q.E.D.

Bemerkung. Die Vollstindigkeit von F' wurde von uns aus technischen Griinden
vorausgesetzt, ist jedoch nicht notwendig fiir die Giiltigkeit des Satzes.

Den Begriff der Richtungsableitung verallgemeinernd definieren wir nun fiir f €
CH(U, F) und beliebiges ¢ € F die Funktion D¢ f : U — F durch

Def(x) = fia)¢, zeU.
Nach der Kettenregel ist

Def(e) = (@ + 1)) o= tim L (@ + 1) — (@)

Satz 10.6 (i) Fir n > 1 ist D¢ eine lineare Abbildung von C™(U,F) nach
C" YU, F).
(ii) Ist f € C™(U, F), und sind &, ..., &, € E, so ist fiir alle x € U

FO(@) (&, &) = (De, De, -+ De, f)(x) .
(iii) Fiir €,n € E und f € C*(U, F) ist
DeDyf = DyDef .
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Beweis. (i) Ist f € C"(U, F), so ist f' € C" YU, L(E, F)). Ferner ist fiir festes
¢ € E die Abbildung o : L(E, F) — F, A~ Ag, stetig, und als lineare Abbildung
somit sogar unendlich oft differenzierbar. Folglich ist D¢f = oo f' € C"}(U, F).
(ii) Fiir n = 1 stimmt die Behauptung mit der Definition von D, iiberein. Wir
nehmen an, dass sie fiir (n — 1)-te Ableitungen gilt. Dann ist insbesondere

(D§2 .- Dﬁnf)(x) = .f(n_l)(g% cee agn) .
Esist f®Y € CY(U, L,_,(E, F)). Fiir feste &, ..., &, ist durch
Q:Ln—l(E>F) _)Fa B’_)B(g%agn) )

eine stetige lineare Abbildung definiert, welche folglich beliebig oft differenzierbar
ist. Nach der Kettenregel ist somit (D, ... Dg,)f = 0o f™™Y stetig differenzierbar
und

(Dey ... De, ) f(z) = & (f" V()0 f"(2)(&) = o f™(2)(&))
= ") (&6, ..., 8)

da ¢ (B) = p ist geméB Bemerkung 7.4 b).

(iii) folgt aus Satz 10.5 und (ii).
Q.E.D.

Bemerkungen. a) Aus Satz 10.6 folgt insbesondere, dass f™ (x) fiir f € C™(U, F)
und alle x € U eine symmetrische n-lineare Abbildung ist.

b) Ein Vergleich von Formel (7.22) mit Satz 2 zeigt, dass fiir £ = R" der Ausdruck
f®)(2)€* in (7.22) nichts anderes ist als

(10.6) fP(2)e" = fP(@)(€,. ... €) = (DeDg ... Def)(x), € E€R™,

wobei auf der rechten Seite f*)(z) die k-te totale Ableitung von f bezeichne und
k— Faktoren & vertreten seien.

Insbesondere l&sst sich hier das Taylorpolynom der Ordnung p von f in a € E auch
schreiben als

(10.7) Tpof(2) ::Z%f(k)(a)(x—a,...,:ﬂ—a).
k=0

Dieser Ausdruck lédsst sich allgemeiner auch fiir Abbildungen f € CP(U, F) defi-
nieren, wobei U eine offene Teilmenge eines beliebigen normierten Raumes E und
F' ein beliebiger Banachraum seien, und mit ganz &hnlichem Beweis lésst sich die
Taylorformel in Theorem 7.18 dann auch fiir f € CP(U, F') zeigen.

143



10.3 Anhang C: Die Gruppe der invertierbaren
Elemente einer Banach-Algebra

Es bezeichne (A, +, -, ||-||) eine Banach-Algebra tiber K, K = R oder K = C, welche
ein Einselement e besitze. Z.B. konnte dies der Raum L(V') der bschriankten linearen
Operatoren auf einem Banachraum V' sein, wo dann e = I wére und || - || = || - |op

die Operatornorm.

Definition. Ein Element a € A heifle regulir oder invertierbar, wenn es ein
Element b € A gibt mit ab = ba = e.

Dieses Inverse b ist eindeutig und wird mit a=! bezeichnet. Man sieht leicht, dass die
Menge A* aller invertierbaren Elemente von A eine multiplikative Gruppe bildet.

Das folgende Lemma kann analog zu Lemma 9.2 bewiesen, weshalb auf eine Beweis
verzichtet wird:
Lemma 10.7 Seia € A mit ||e — a|| < 1. Dann ist a invertierbar, und es gilt:

[e.9]

al= Z(e —a)*, mit |la7t|| < T
k=0

1
le —all -

Korollar 10.8 Die Gruppe A* der invertierbaren Elemente von A ist offen in A.
Ferner ist die Inversionsabbildung

T:A = A", awal,
stetig.

Beweis. Sei b € A beliebig, und sei r :=
B.(b) Cc A*.
Sei dazu @ € A mit ||a — b|| < r. Dann ist

m. Dann ist » > 0, und wir zeigen:

e~ b7l = 6 (0 — )l < 67 o—all < or = .

r 2
so dass nach Lemma 10.7 b~ 'a € A* ist. Daauch b € A* ist, folgt: a = b(b~'a) € A*.
Somit ist A* offen in A.
Um zu zeigen, dass Z stetig im Punkt b ist, sei wieder a € B,.(b). Wir setzen wir im
vorangehenden Argument z := b~'a. Dann ist also |le — x|| < 1/2, und wir haben
gesehen, dass a=! = z7'b~! ist. Ferner zeigt Lemma 10.7, dass

1 1

< =2
le — || 1—-1/2

Y

o) < —

so dass
la= = [l o~ | <l I~ < 2[7 ).
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Damit folgt

IZ(a) =Z®)I = lla™" =b7' = fla= (b—a)bp™"|
< llaMllIo—allflo~|
< Clla—b].

mit C' := 2|la™!||?. Die Stetigkeit von Z im Punkt b ergibt sich hieraus sofort. Q.ED.

145



	Integration 
	Motivation
	Das Riemannsche Integral einer Treppenfunktion
	Erweiterung des Integrals: das bestimmte Integral einer Regelfunktion
	Integration und Differentiation
	Integration rationaler Funktionen
	Partialbruchzerlegung
	Stammfunktionen rationaler Funktionen
	Integration von R(cos, sin).

	Taylor-Approximation und Taylor-Reihen
	Das uneigentliche Riemannsche Integral
	Rektifizierbare Kurven

	Normierte Vektorräume
	Grundlegende Begriffe
	Der Banachraum C([a,b])
	p-Normen auf Kn und die Folgenräume p(N)
	Die p-Norm auf dem Kn
	 Die Folgenräume p(N)


	Metrische Räume
	Definitionen und Beispiele
	Die Topologie eines metrischen Raumes
	Teilmengen YX als metrische Teilräume von X und deren Relativtopologie

	Konvergenz in metrischen Räumen
	Stetigkeit
	Konvergenz von Funktionenfolgen
	Die Vervollständigung eines metrischen Raumes*

	Stetige lineare Abbildungen zwischen normierten Vektorräumen
	Kompaktheit
	Kompakte metrische Räume
	Äquivalenz der Normen auf dem Rn

	Zusammenhang
	Differentialrechnung in mehreren Veränderlichen
	Partielle Ableitungen
	Totale Differenzierbarkeit
	Der Fall E=Rn, F=Rm
	Rechenregeln für die Ableitung
	Der verallgemeinerte Mittelwertsatz
	Ableitungen höherer Ordnung und Taylorapproximation
	Die Hesse-Form
	Schmiegequadriken

	Lokale Extrema

	Der Banachsche Fixpunktsatz
	Der Satz über implizite Funktionen
	Einleitende Beispiele
	Satz über implizite Funktion und Satz über Umkehrfunktionen
	Eine Anwendung: Extrema unter Nebenbedingungen*

	Anhänge*
	Anhang A: Die allgemeinen p(A)-Räume
	Anhang B: Totale Ableitungen höherer Ordnung
	Anhang C: Die Gruppe der invertierbaren Elemente einer Banach-Algebra


