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Vorwort

Wie schon der erste, enthélt auch dieser zweite Band wesentlich mehr Stoff, als in
einer einsemestrigen Vorlesung behandelt werden kann. Wir hoffen, dadurch den
Leser anzuregen, im Selbststudium weiter in die Mathematik einzudringen und vie-
le schéne und tiefgriindige Anwendungen der Analysis kennenzulernen und grofiere
Zusammenhénge zu erfahren. Dem Dozenten mochten wir geeignetes Material fiir
Proseminare und Seminare zur Verfiigung stellen.

Fiir einen Uberblick iiber den dargebotenen Stoff verweisen wir auf das aus-
fithrliche Inhaltsverzeichnis sowie auf die Einleitungen zu den einzelnen Kapiteln.
Hervorheben méchten wir die zahlreichen Ubungsaufgaben, deren Bearbeitung fiir
das Verstdndnis der Materie unabdingbar ist. Dariiber hinaus haben wir viele
niitzliche Ergéinzungen und Abrundungen des im Haupttext behandelten Materials
in den Aufgabenteil verlegt.

Auch beim Schreiben dieses Bandes konnten wir uns auf die Hilfe Ande-
rer verlassen. Ganz besonders danken wir unseren Freunden und Kollegen Pavol
Quittner und Gieri Simonett. Sie haben nicht nur groie Teile des Manuskripts
sorgfiiltig gelesen und uns geholfen, Fehler auszumerzen, sondern durch ihre wert-
vollen Verbesserungsvorschldge wesentlich zur endgiiltigen Darstellung beigetra-
gen. Zu grofem Dank sind wir auch unseren Mitarbeitern Georg Prokert, Frank
Weber und Bea Wollenmann verpflichtet fiir die sehr genaue Lektiire des gesamten
Manuskripts und das Aufspiiren von Druckfehlern und Ungenauigkeiten.

Unser allerherzlichster Dank gilt wieder unserem ,,Satzperfektionisten®, ohne
dessen unermiidliche Arbeit dieses Buch nie in der vorliegenden perfekten Gestalt!
zustandegekommen wiire, sowie Andreas, der uns wieder bei Hard- und Software-
Problemen zur Seite stand.

Schliefllich gebiihrt unser Dank Thomas Hintermann und dem Birkh&user
Verlag fiir die gute Zusammenarbeit und das verstdndnisvolle Eingehen auf unsere
Terminwiinsche.

Ziirich und Kassel, im Mé&rz 1999 H. Amann und J. Escher

IFiir den Text wurde ein IATEX-file erstellt. Fiir die Abbildungen wurden zusitzlich Corel-
DRAW! und Maple verwendet.



vi Vorwort

Vorwort zur zweiten Auflage

In dieser Version haben wir Fehler und Ungenauigkeiten korrigiert sowie einige Be-
weisvereinfachungen durchgefiihrt, die uns von aufmerksamen Lesern zur Kennt-
nis gebracht worden sind. Thnen allen, insbesondere unseren Kollegen H. Crauel,
A. llchmann und G. Prokert, gilt unser herzlichster Dank.

Ziirich und Hannover, im Dezember 2005 H. Amann und J. Escher
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Kapitel VI

Integralrechnung in einer
Variablen

Das Konzept des Integrals ist eng mit dem Problem der Bestimmung von Fldchen-
inhalten ebener Figuren verkniipft. Hierbei ist es naheliegend, komplizierte geo-
metrische Gebilde durch einfachere zu approximieren, deren Flichenbestimmung
mittels unmittelbar einsichtiger Regeln leicht durchgefiithrt werden kann. In der
Praxis bedeutet dies, daf} krummlinige Bereiche durch Vereinigungen von Recht-
ecksflichen angendhert werden. Der Inhalt eines Rechtecks ist gleich dem Produkt
der Seitenldngen. Da es anschaulich evident ist, dafl sich der Inhalt von Vereinigun-
gen von disjunkten Rechtecksflichen additiv verhilt, kann man leicht einen plau-
siblen Kalkiil zur ndherungsweisen Flachenberechnung ebener Figuren entwickeln.

Eine mathematisch befriedigende Prézisierung dieser anschaulichen Betrach-
tungen ist erstaunlich subtil. Dies riithrt insbesondere daher, dafl es eine Vielzahl
von Moglichkeiten gibt, mittels derer eine krummlinige ebene Figur durch Ver-
einigungen von disjunkten Rechtecksflichen approximiert werden kann. Dabei ist
es keinesfalls selbstverstiandlich, daf sie alle zum selben Resultat fithren. Aus die-
sem Grunde werden wir die allgemeine Theorie des Messens von Flachen- und
Rauminhalten, die ,,Mafitheorie“, erst im dritten Band behandeln.

In diesem Kapitel beschrinken wir uns auf den einfacheren Fall der Bestim-
mung der Fliche zwischen dem Graphen einer geniigend reguléren Funktion einer
Variablen und der entsprechenden Abszisse. Wenn wir hier die Approximation
durch achsenparallele Rechtecksflichen zugrunde legen, sehen wir, daf§ dies dar-
auf hinausliuft, die betrachtete Funktion durch Treppenfunktionen, d.h. Abbil-
dungen, die stiickweise konstant sind, anzunihern. Es zeigt sich nun, dafl diese
Approximationsidee duflerst flexibel und von ihrer urspriinglichen geometrischen
Motivation unabhéingig ist. Auf diese Weise werden wir zu einem Integralbegriff
gefithrt, der auf eine grofie Klasse vektorwertiger Funktionen einer reellen Varia-
blen anwendbar ist.
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Zur genauen Bestimmung der Klasse der Funktionen, denen wir ein Integral
zuordnen konnen, miissen wir untersuchen, welche Funktionen durch Treppen-
funktionen approximiert werden kénnen. Wenn wir dabei die Supremumsnorm
zugrunde legen, d.h. eine gegebene Funktion gleichméfig auf dem gesamten Inter-
vall durch Treppenfunktionen approximieren, werden wir zu den sprungstetigen
Funktionen gefithrt. Dem Studium dieser Funktionenklasse ist der erste Paragraph
gewidmet.

Wir werden sehen, dafl das Integral eine lineare Abbildung auf dem Vek-
torraum der Treppenfunktionen ist. Es stellt sich dann das Problem, diesen In-
tegralbegriff so auf den Raum der sprungstetigen Funktionen zu erweitern, dafl
die elementaren Eigenschaften, insbesondere die Linearitét, erhalten bleiben. Die-
se Aufgabe erweist sich als ein Spezialfall der allgemeineren Fragestellung nach
der eindeutigen Fortsetzbarkeit stetiger Abbildungen. Da das Fortsetzungsproblem
von iibergeordneter Bedeutung ist und iiberall in der Mathematik auftritt, disku-
tieren wir es eingehend in Paragraph 2. Aus dem fundamentalen Erweiterungssatz
fiir gleichméfBig stetige Abbildungen leiten wir den Satz {iber die stetige Fortset-
zung stetiger linearer Abbildungen ab. Dies gibt uns Gelegenheit, die wichtigen
Begriffe des beschrinkten linearen Operators und der Operatornorm einzufiihren,
welche in der modernen Analysis eine grundlegende Rolle spielen.

Nach diesen Vorbereitungen fithren wir in Paragraph 3 das Integral fiir sprung-
stetige Funktionen ein — das Cauchy-Riemann Integral — als Erweiterung des ele-
mentaren Integrals fiir Treppenfunktionen. Im darauffolgenden Paragraphen leiten
wir seine fundamentalen Eigenschaften her. Als von grofler Bedeutung erweist sich
der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, der — vereinfacht ausge-
driickt — besagt, dafl es sich beim Integrieren um ein Riickgéngigmachen des
Differenzierens handelt. Durch dieses Theorem werden wir in die Lage versetzt, ei-
ne Vielzahl gegebener Funktionen explizit zu integrieren und einen flexiblen Kalkiil
des Integrierens zu entwickeln. Dies geschieht in Paragraph 5.

Die restlichen Paragraphen — mit Ausnahme des achten — behandeln An-
wendungen der bis hierher entwickelten Differential- und Integralrechnung. Sie
sind fiir den weiteren Aufbau der Analysis nicht wesentlich. Folglich kénnen die
entsprechenden Abschnitte bei einer ersten Lektiire dieses Buches iiberschlagen
bzw. miissen nur teilweise durchgearbeitet werden. Es handelt sich jedoch um
schone klassische Resultate der Mathematik, die einerseits zur mathematischen
Allgemeinbildung gehoren, andererseits in zahlreichen Anwendungen — innerhalb
und auflerhalb der Mathematik — benotigt werden.

Paragraph 6 lotet den Zusammenhang zwischen Integralen und Summen aus.
Wir leiten die Euler-Maclaurinsche Summenformel her und zeigen einige ihrer
Konsequenzen auf. Besonders erwéihnt seien ein Beweis der Formel von de Moi-
vre und Sterling {iber das asymptotische Verhalten der Fakultdtenfunktion sowie
die Herleitung einiger grundlegender Eigenschaften der Riemannschen (-Funktion.
Letztere ist im Zusammenhang mit der asymptotischen Verteilung der Primzahlen
von Bedeutung, worauf wir natiirlich nur sehr kurz eingehen kénnen.
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In Paragraph 7 greifen wir das am Ende von Kapitel V angesprochene Pro-
blem der Darstellung periodischer Funktionen durch trigonometrische Reihen auf.
Mit Hilfe der Integralrechnung kénnen wir fiir eine grofie Klasse von Funktio-
nen eine vollstéindige Losung dieser Aufgabenstellung angeben. Dabei stellen wir
die zugehorige Theorie der Fourierreihen in den allgemeinen Rahmen der Theorie
der Orthogonalreihen in Innenproduktrdumen. Dadurch gewinnen wir nicht nur
an Klarheit und Einfachheit, sondern legen auch die Grundlage fiir eine Vielzahl
konkreter Anwendungen, auf die der Leser im Verlauf seines weiteren Studiums
immer wieder stofflen wird. Natiirlich berechnen wir auch einige klassische Fourier-
reihen explizit und zeigen iiberraschende Anwendungen auf. Herausgehoben seien
die Eulerschen Formeln, welche explizite Ausdriicke fiir die Werte der (-Funktion
an geraden Argumentwerten ergeben, sowie eine Darstellung des Sinus als unend-
liches Produkt.

Bis zu dieser Stelle haben wir uns auf die Integration sprungstetiger Funktio-
nen auf kompakten Intervallen beschriankt. In Paragraph 8 erweitern wir unseren
Integralbegriff, um auch Funktionen integrieren zu koénnen, die auf unendlichen
Intervallen definiert oder nicht beschréinkt sind. Wir geben uns hier mit den ein-
fachsten und wichtigsten Resultaten, welche fiir unsere Anwendungen in diesem
Band benoétigt werden, zufrieden, da wir im dritten Band die allgemeinere und
flexiblere Lebesguesche Integrationstheorie entwickeln werden.

Der letzte Paragraph ist der Theorie der Gammafunktion gewidmet. Hierbei
handelt es sich um eine der wichtigsten nichtelementaren Funktionen, die man in
vielen Bereichen der Mathematik und ihren Anwendungen antrifft. Aus diesem
Grund haben wir uns bemiiht, alle wesentlichen Resultate, die dem Leser im Ver-
lauf seiner weiteren Beschéftigung mit der Mathematik von Nutzen sein kénnen,
zusammenzustellen. Dariiber hinaus zeigt dieser Paragraph in besonders schoner
Weise die Stéirke und Tragfihigkeit der Methoden und Techniken auf, die wir bis
jetzt kennengelernt haben.
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1 Sprungstetige Funktionen

In manchen konkreten Situationen, insbesondere in der Integralrechnung, erweist
sich das Konzept der Stetigkeit als zu restriktiv. Unstetige Funktionen treten in
vielen Anwendungen in natiirlicher Weise auf, wobei die Unstetigkeiten i. allg. nicht
zu ,bosartig® sind. In diesem Paragraphen werden wir eine einfache Klasse von
Abbildungen kennenlernen, welche die stetigen Funktionen umfafit und fiir die
Zwecke der Integralrechnung einer unabhéngigen Variablen besonders geeignet ist.
Wir werden spéter allerdings sehen, dafl dieser Raum der sprungstetigen Funktio-
nen, um den es hier geht, fiir eine flexible Theorie der Integration immer noch ,,zu
eng“ ist, weshalb wir im Zusammenhang mit der mehrdimensionalen Integralrech-
nung weitere, die stetigen Funktionen umfassende Réume betrachten werden.

Im folgenden bezeichnen

e [/:=(E,|-]|) einen Banachraum;
I := [a, f] ein kompaktes perfektes Intervall.

Treppen- und sprungstetige Funktionen

Wir nennen 3 := (ay, ..., a,) Zerlegung von I, wenn n € N* und
a=q<a; < -<a,=0

gelten. Die Zerlegung 3 := (8o, - . ., Bk ) heiit Verfeinerung von 3, falls {ag, ..., an}
eine Teilmenge von {fy, . . ., Bk} ist. Dies bringen wir durch die Schreibweise 3 < 3
zum Ausdruck.

Die Funktion f: I — E heifit Treppenfunktion auf I, wenn es eine Zerlegung
3:=(ao,...,an) von I gibt, so dafl f auf jedem Intervall (aj_1, crj) konstant ist.
Dann sagen wir, 3 ist eine Zerlegung fiir f, oder f ist eine Treppenfunktion zur
Zerlegung 3.

A
.
—
—
.
.
—
. —
—
| | | | | |
a = Qo i Qa2 as Qa4 O5 = ,8
Treppenfunktion

Existieren fiir f: I — F die Grenzwerte f(a +0), f(8 —0) sowie

fl@£0):= lim f(y)

y—xz+0
y#x
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fir z € I , 50 heifit f sprungstetig (oder Regelfunktion).! Eine sprungstetige Funk-
tion ist stiickweise stetig, wenn sie nur endlich viele Unstetigkeitsstellen (,,Spriin-
ge“) hat. Schlielich bezeichnen wir mit

T(I,E) bzw.S(I,E) bzw.SC(I,E)

die Menge? aller Treppenfunktionen bzw. aller sprungstetigen Abbildungen bzw.
aller stiickweise stetigen Funktionen f: I — E.

N~ o

" >
« | B «a | B

stiickweise stetige Funktion keine Regelfunktion

1.1 Bemerkungen (a) Sind 3 := (ao,...,a,) und 3 := (B, ..., Bm) Zerlegungen
von I, so wird durch {ag,...,an}U{Bo,...,Bm} in natiirlicher Weise die Zerle-
gung 3V 3 von I definiert. Offensichtlich gelten 3 <3V 3 und 3 <3V 3. In der
Tat: < ist eine Ordnung auf der Menge aller Zerlegungen von I, und 3V 3 ist
das Maximum von {3, 3}.

(b) Ist f eine Treppenfunktion zu einer Zerlegung 3, so ist auch jede Verfeinerung
von 3 eine Zerlegung fiir f.

(c) Ist f: I — F sprungstetig, so braucht f(z) fiir z € I weder mit f(z + 0) noch
mit f(x — 0) iibereinzustimmen.

(d) S(I,E) ist ein Untervektorraum von B(I, E).

Beweis Die Linearitdt der einseitigen Grenzwerte impliziert unmittelbar die Vektor-
raumstruktur von S(I, E). Ist f € S(I, E)\B(I, E), so finden wir eine Folge () in I mit

If(zn)[>n, neN. (1.1)

Wegen der Kompaktheit von I gibt es eine Teilfolge (2, ) von (z,) und ein = € I mit
Zn, — x fiir k — co. Durch Auswahl einer geeigneten Teilfolge von (x,,) finden wir
eine Folge (yn), die monoton gegen x konvergiert.> Da f sprungstetig ist, gibt es ein
v € E mit lim f(y,) = v und, folglich, lim || f(y»)| = ||v|| (vgl. Beispiel II1.1.3(j)). Weil
jede konvergente Folge beschrinkt ist, haben wir einen Widerspruch zu (1.1) gefunden.
Alsoist S(I,E) C B(I,E). m

!Man beachte, daf im allgemeinen f(z + 0) und f(z — 0) verschieden von f(z) sein kénnen.

2Wie iiblich setzen wir 7 (I) := 7 (I, K) etc., wenn aus dem Zusammenhang klar ist, auf wel-

chen der Korper R oder C wir uns beziehen.
3Man vergleiche dazu Aufgabe 11.6.3.
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(e) Im Sinne von Untervektorrdumen gelten:
T(I,E)c SC(I,E)cS(I,E) und C(I,E)C SC(I,E).

(f) Jede monotone Funktion f: I — R ist sprungstetig.
Beweis Dies folgt aus Satz I11.5.3. m

(g) Gehort fzuT (I, E) [bzw. S(I, E) bzw. SC(I, F)], und ist J ein kompaktes per-
fektes Teilintervall von I, so gehort f|J zu 7 (J, E) [bzw. S(J, E) bzw. SC(J, E)].

(h) Aus f € T(I, E) [bzw. S(I, E), bzw. SC(I, E)] folgt, daB || f|| zu T (I, R) [bzw.
S(I,R), bzw. SC(I,R)] gehort. m

Eine Charakterisierung sprungstetiger Funktionen

1.2 Theorem Die Funktion f: I — FE ist genau dann sprungstetig, wenn es eine
Folge von Treppenfunktionen gibt, die gleichméfBig gegen f konvergiert.

Beweis ,=“ Es seien f € S(I,F) und n € N*. Dann gibt es zu jedem z € I
Zahlen o(z), f(x) mit a(z) < z < f(z) und

lf(s)—f@®) <1/n, s,t € (a(z),z) NI oder s,te (z,8(x)NI.

Da {(a(az), ﬂ(z)) sxel } eine offene Uberdeckung des kompakten Intervalls I ist,
finden wir Punkte zo <21 <--- <y, in I, so daB I C U}, (a(z;), B(zj)) gilt.
Mit o := @, nj41 :=a; firj =0,...,mund nym+2 := Fist 30 = (M0, - - -, Pm+2) €i-
ne Zerlegung von I. Nun wihlen wir eine Verfeinerung 3; = (&, . .., &x) von 3¢ mit

Hf(S)*f(t)H<1/’n,, Sate(gjflyfj)7 j:17"'aka
und setzen

L f(x)7 xe{ﬁOa"'agk}7
fnl@) = { F((&Ga+8)/2),  ze(§1,8), j=1...k.

A

\\\ .
_—

' ' ' '
4 L 4 L 4
1 1 1

a=& 6 & &1 & & & € =p
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Dann ist f,, eine Treppenfunktion, und nach Konstruktion gilt
1f (@) = fu(x)| <1/n,  xel,
also |[f — falloo <1/n.

»,<=“ Es sei (f,) eine Folge in 7 (I, E), die gleichmiflig gegen f konvergiert.
Dann konvergiert diese Folge in B(I, E) gegen f. Ferner sei € > 0. Dann gibt es
ein n € N mit ||f(z) — fu(z)|| <e/2 fir alle z € I. AuBlerdem gibt es zu jedem
x € (o, f] ein o € [, ) mit fr(s) = fr(t) fiir s,t € (¢/, ). Folglich gilt

1F(s) = FOI < Wf(s) = fu(I + [[fals) = fa@N + 1 fn(t) = fF@) <& (1.2)
fir s,t € (¢, x).
Es sei nun (s;) eine Folge in I, die von links gegen = konvergiert. Dann gibt
esein N € Nmit s; € (o, z) fir j > N, und aus (1.2) folgt
1f(s;) = fsp)ll <e, G k=N
Also ist ( f (sj))j oy €ine Cauchyfolge im Banachraum F. Deshalb gibt eseine € E
mit lim; f(s;) = e. Ist (¢;) eine weitere Folge in I, die von links gegen « konvergiert,
so zeigt ein analoges Argument die Existenz von ¢’ € F mit limy f(tx) = ¢’. Au-
Berdem gibt es ein M > N mit ¢ € (¢/,x) fiir k¥ > M. Somit ergibt sich aus (1.2)
1f(s5) = fll <e,  jik=M.

Nach den Grenziibergingen j — oo und k — oo finden wir deshalb |le —€'|| < e.
Da e > 0 beliebig war, stimmen e und ¢’ {iberein. Also haben wir nachgewiesen, dafl
limy_,,—o f(y) existiert. In analoger Weise zeigt man, daf fiir « € [«, ) auch der
rechtsseitige Grenzwert lim,_,, 10 f(y) in E existiert. Somit ist f sprungstetig. m

1.3 Bemerkung Ist die Funktion f € S(I,R) nicht negativ, so zeigt der erste Teil
des obigen Beweises, daf3 es eine Folge nichtnegativer Treppenfunktionen gibt, die
gleichméfig gegen f konvergiert. m

Der Banachraum der sprungstetigen Funktionen

1.4 Theorem Der Raum der sprungstetigen Funktionen S(I, E) ist ein abgeschlos-
sener Untervektorraum von B(I, E), also selbst ein Banachraum, und 7 (I, E) ist
dicht in S(I, E).
Beweis Aus den Bemerkungen 1.1(d) und (e) wissen wir, dafi die Inklusionen
T(I,E)CcS(I,E)C B(I,E)
richtig sind. Gemé&fl Theorem 1.2 gilt die Beziehung
T(1,E) = S(1,E) , (1.3)

wobei der Abschlufl in B(I, E) zu bilden ist. Also ist S(I, E') nach Satz I11.2.12
in B(I, E) abgeschlossen. Der letzte Teil der Behauptung folgt aus (1.3). m
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1.5 Korollar

(i) Jede (stiickweise) stetige Funktion ist gleichméBiger Grenzwert einer Folge
von Treppenfunktionen.

(ii) GleichméiBige Grenzwerte von Folgen sprungstetiger Funktionen sind sprung-
stetig.

(iii) Jede monotone Funktion ist gleichméiBiger Grenzwert einer Folge von Trep-
penfunktionen.

Beweis Die Aussage (i) ergibt sich unmittelbar aus Theorem 1.2, und (ii) aus
Theorem 1.4. Aussage (iii) ist eine Konsequenz von Bemerkung 1.1(f). m

Aufgaben

1 Man verifiziere, dal S(I,K) beziigl. der punktweisen Multiplikation eine Banach-
algebra mit Eins ist.

2 Essei f:[-1,1] — R definiert durch

IR S
fx) = n+2"’ n’ n+1 n+1'nl’
0, z=0.

Man beweise oder widerlege:
(a) f e T([-1,1],R).
(b) feS(-1,1],R).

3 Man beweise oder widerlege:
SC(I, E) ist ein abgeschlossener Untervektorraum von S(I, E).

4 Die folgenden Aussagen sind fiir f: [ — E dquivalent.
(i) fesSU E);
(if) 3 (fn) in T(I, E) mit 32, [[fnllec <oound f =372 fn.

5 Man beweise, dafl jede sprungstetige Funktion hoéchstens abzdhlbar viele Unstetig-
keitsstellen besitzt.

6 Es bezeichne f: [0, 1] — R die Dirichletfunktion auf [0,1]. Gehért f zu S([0, 1], R)?
7 Essei f:[0,1] — R mit
1/n, z € Q mit teilerfremder Darstellung © = m/n ,
fa =3
sonst .
Man beweise oder widerlege: f € S([O, 1], ]R).
8 Man entscheide, ob f: [0,1] — R mit
sin(1/z) , z € (0,1],
@) = { . c
, =0,

eine Regelfunktion ist.
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9 Esseien Ej, j=0,...,n, normierte Vektorraume und
f=Uoosfun): I>E:=EyXx - X Ep .

Dann gilt
fES(LE) <~ ijS(I,Ej)7 7=0,...,n.

10 Es seien E und F normierte Vektorrdume, f € S(I,E) und ¢ : E — F gleichmiBig
stetig. Man zeige, dal po f € S(I, F).

11 Es seien f,g € S(I,R) mit im(g) C I. Man beweise oder widerlege: fog € S(I,R).
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2 Stetige Erweiterungen

In diesem Paragraphen studieren wir das Problem der stetigen Fortsetzung einer
gleichmifig stetigen Abbildung auf eine geeignete Obermenge ihres Definitionsbe-
reiches. Wir beschrianken uns hier auf den Fall, in dem der Definitionsbereich dicht
ist in der Obermenge. In dieser Situation ist die stetige Fortsetzung eindeutig be-
stimmt und wird durch die urspriingliche Funktion ,,beliebig genau approximiert*.
Auch in dieser Situation kommt die Approximationsidee, welche die gesamte Ana-
lysis wie ein roter Faden durchzieht, zum Tragen.

Die Fortsetzungssétze dieses Paragraphen sind von fundamentaler Bedeutung
fiir die gesamte , kontinuierliche Mathematik“ und besitzen zahlreiche Anwendun-
gen, von denen wir im folgenden einige besonders wichtige kennenlernen werden.

Der Erweiterungssatz fiir gleichméflig stetige Funktionen

2.1 Theorem (Erweiterungssatz) Es seien Y und Z metrische Rdume, und
Z sei vollstindig. Ferner sei X eine dichte Teilmenge von Y, und f: X — Z sei
gleichméBig stetig.! Dann besitzt f eine eindeutig bestimmte stetige Erweiterung
f:Y — Z. Sie wird durch

fly) = lim f(z), yeY,

T—Y
reX

gegeben und ist gleichméBig stetig.

Beweis (i) Wir verifizieren zuerst die Eindeutigkeitsaussage. Dazu nehmen wir
an, g,h € C(Y,Z) seien Erweiterungen von f. Da X in Y dicht ist, gibt es zu
jedem y € Y eine Folge (z,) in X mit 2, — y in Y. Nun ergibt die Stetigkeit von
g und h, dafl

9(y) = limg(z,) = lim f(2,) = lim h(z,) = h(y)
gilt. Somit folgt g = h.
(ii) Da f gleichm#Big stetig ist, gibt es zu € > 0 ein § = §(¢) > 0 mit
d(f(z), f(a)) <e, v, € X, d(x,a')<§. (2.1)

Es seien y € Y und (x,) eine Folge in X mit 2, — y in Y. Dann gibt es ein
N € N mit
dzj,y) <6/2, j=N, (2.2)

und es folgt

d(xj, ) < d(xj,y) +dy, o) <0,  jk>N.

1Wie iiblich versehen wir X mit der von Y induzierten Metrik.
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Aus (2.1) ergibt sich deshalb

d(f(z;), fzr)) < e, g k> N.

Also ist ( f (33])) eine Cauchyfolge in Z. Da Z vollstéindig ist, finden wir ein z € Z
mit f(x;) — 2. Ist (z},) eine weitere Folge in X mit z} — y, so schlieflen wir in
analoger Weise auf die Existenz von 2z’ € Z mit f(z},) — 2’. Aulerdem finden wir
ein M > N mit d(z},,y) < 6/2 fur k£ > M. Zusammen mit (2.2) folgt deshalb

d(zj, 7)) < d(zj,y) +dy,23,) <0,  j k=M,
und wegen (2.1) somit

d(f(zj), f(z}) <e, g k> M . (2.3)

Die Grenziibergéinge j — oo und k — 00 in (2.3) ergeben nun d(z, 2’) < e. Da dies
fiir jedes positive ¢ gilt, folgt z = z’. Diese Uberlegungen zeigen, daf die Abbildung

f:Y—=>2Z, yr~ lim f(z)
vex

wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der speziellen Folge, ist.

Ist x € X, setzen wir z; := z fiir j € Nund finden f(z) = lim; f(x;) = f(x).
Also stellt f eine Erweiterung von f dar.

(iii) Es bleibt nachzuweisen, daf f gleichmiflig stetig ist. Dazu sei ¢ > 0. Wir
wéhlen § > 0, so daf (2.1) gilt. Ferner seien y, z € Y mit d(y, z) < §/3. Dann gibt
es Folgen (y,,) und (2,) in X mit y, — y und z, — 2. Also gibt es ein N € N mit
d(yn,y) < 6/3 und d(zy,,z) < §/3 fiir n > N. Insbesondere erhalten wir

sowie

d(y’rwyN) S d(yn7y) +d(y7yN) <46 ’
d(zn,2n) < d(zpn,z) +d(z,2n) <6

fir n > N. Aus der Definition von f, Beispiel I11.1.3(1) und (2.1) folgt nun

= liTILH d(f(yn), fyn)) +d(f(yn), f(zn)) + lirrln d(f(zn), f(zn))

< 3¢ .

Also ist f gleichméfBig stetig. m
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2.2 Anwendung Es sei X eine beschrinkte Teilmenge von K”. Dann ist die
Restriktion?
T:C(X)— BUC(X), u—ulX (2.4)

ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis (i) Es sei v € C(X). Da nach dem Satz von Heine-Borel X kompakt ist, folgt
aus Korollar II1.3.7 und Theorem I11.3.13, dafl u, und somit auch Tu = u| X, beschrinkt
und gleichméfig stetig ist. Also ist T' wohldefiniert. Offensichtlich ist T linear.

(ii) Es sei v € BUC(X). Da X in X dicht ist, gibt es nach Theorem 2.1 ein eindeu-
tig bestimmtes u € C(X) mit u|X = v. Also ist T': C(X) — BUC(X) ein Vektorraum-
Isomorphismus.

(iii) Fir u € C(X) gilt

[Tulloc = sup |Tu(z)| = sup |u(z)| < sup |u(z)] = [Jull -
zeX zeX zeX

Andererseits gibt es nach Korollar I11.3.8 ein y € X mit |Julcc = |u(y)|- Wir wihlen eine
Folge () in X mit x, — y und finden

[ulloc = |u(y)| = [limu(zn)| = [lim Tu(zn)| < sup Tu(x)| = | Tulleo -
Dies zeigt, da3 T' isometrisch ist. m

Vereinbarung Ist X eine beschriinkte offene Teilmenge von K", so identifizie-
ren wir stets BUC(X) mit C(X) mittels des Isomorphismus (2.4).

Beschrinkte lineare Operatoren

Besondere Bedeutung kommt Theorem 2.1 im Falle linearer Abbildungen zu. Wir
stellen deshalb zuerst einige Eigenschaften linearer Operatoren zusammen.

Es seien E und F normierte Vektorrdume, und A: E — F sei linear. Dann
heiflt A beschrénkt?®, wenn es ein a > 0 gibt mit
JAz| <allzl , w€E. (2.5)
Wir setzen
L(E,F):={AcHom(E,F); A ist beschréinkt } .
Zu jedem A € L(E, F) gibt es ein a > 0, fiir welches (2.5) erfiillt ist. Also ist
Al :=inf{a >0; [|[Az| < alz|, v € E}

wohldefiniert. Wir nennen ||Al|z(g, r) := || Al Operatornorm von A.

2BUC(X) bezeichnet den Banachraum aller beschrinkten und gleichméBig stetigen Funktio-
nen auf X, versehen mit der Supremumsnorm. Man vergleiche dazu Aufgabe V.2.1.

3Aus historischen Griinden nehmen wir hier eine gewisse Inkonsistenz der Namengebung in
Kauf: Falls F' nicht der Nullvektorraum ist, ist ein von Null verschiedener beschrankter linearer
Operator keine beschriankte Abbildung im Sinne von Paragraph I1.3 (vgl. Aufgabe I1.3.15). Ein
beschrankter linearer Operator bildet lediglich beschriankte Mengen in beschrankte Mengen ab
(vergleiche Folgerung 2.4(c)).
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2.3 Satz Fiir A€ L(E,F) gilt*

Ax
142l _ o Az = sup [Az] = sup [Ac] .

1Al = SUP
lzll  jzp=1 z]|<1 z€Bg

Beweis Offensichtlich sind die Aussagen

[All = inf{a >0 Az <], z € E}

inf{azo; I Azl <a, xEE\{O}}

(Ed]
= sup{ ||I|ix|” ; © € E\{0} }
sup HA(HIH)H r e B\{0} ]

sup [|Ay[l < sup [[Az]
lyll=1 Izl <1

richtig. Da fiir jedes € E mit 0 < ||z]] < 1 die Abschétzung

Izl <o) IAIII*HA(H ||)H

gilt, finden wir

sup [[Az| < sup [[Ay] .
2| <1 lyll=1

Damit ist die Giiltigkeit der ersten drei Gleichheitszeichen der Behauptung gezeigt.

Es seien a := sup,¢p,, ||Az| und y € B := Bg. Dann gehort Ay fiir 0 < A < 1
zu B. Also ist die Abschiitzung ||Ay|| = [[A(Ay)||/A < a/X fiir 0 < A <1 richtig,
was || Ay|| < a zeigt. Folglich gilt

sup [|Az|| < sup [Az|| < sup || Az,
=l <1 weB el <1

womit alles bewiesen ist. m

2.4 Folgerungen (a) Fiir A € L(E, F) gilt

[Az| <[ Alflzll ,  z€E.

(b) Jedes A € L(E, F) ist Lipschitz-stetig, also insbesondere gleichméfig stetig.

Beweis Fiir z,y € E gilt ||[Az — Ay|| = [|[A(z — v)|| < ||A|| ||z — yl|. Also ist A Lipschitz-
stetig mit der Lipschitz-Konstanten ||Al|. m

4Hier und in #hnlichen Situationen wird stillschweigend E # {0} vorausgesetzt.
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(c) Es sei A€ Hom(E, F). Dann gehort A genau dann zu L£(E, F'), wenn A be-
schrinkte Mengen auf beschrinkte Mengen abbildet.

Beweis ,=“ Es sei A€ L(E,F), und B sei beschréankt in E. Dann gibt es ein 8 > 0
mit ||z|] < S fiir x € B. Somit folgt

[Az]| < [|A[|J=]| < [|All6,  zeB.

Also ist das Bild von B unter A beschrinkt in F.

»<=“ Da der abgeschlossene Einheitsball Bz in E beschrinkt ist, gibt es nach Vor-
aussetzung ein o > 0 mit ||Az| < « fiir x € Bg. Wegen y/||y|| € B fiir y € E\{0} folgt
|Ay|| < afly|| fiir alle y € E. m

(d) L(E,F) ist ein Untervektorraum von Hom(FE, F').
Beweis Es seien A, B € L(E, F) und X € K. Fiir jedes = € E gelten die Abschitzungen
(A + B)z|| = | Az + Bz|| < ||Az|| + ||Bz|| < (IlAll + | BI) [l«| (2.6)

und
[AAz[| = [AH[Az]| < [ATA] ] - (2.7)
Also gehoren auch A+ B und AA zu L(E,F). m
(e) Die Abbildung
LE,F)—R", A |4
ist eine Norm auf L(E, F).

Beweis Wegen (d) geniigt es, die Normaxiome zu iiberpriifen. Gilt ||A|| = 0, so folgt
aus Satz 2.3 die Beziechung A = 0. Es sei nun z € E mit ||z|| < 1. Dann folgen aus (2.6)
und (2.7)

1(A+ B)z|| < [Al + Bl und  [[XAz[| = |A][[Az]

und Supremumsbildung beweist die Giiltigkeit der verbleibenden Normaxiome. m

(f) Es seien G ein normierter Vektorraum und B € L(E, F') sowie A € L(F,G).
Dann gelten:
AB € L(E,G) wnd [|AB| < [[A][|B]] .

Beweis Dies folgt aus
[ABz| < [[All|Bx|| < |A[H[BI <]l , =€ E,

und der Definition der Operatornorm. m

(g) L(E):=L(E,E) ist eine normierte Algebra® mit Eins, d.h., £(E) ist eine
Algebra und ||1g|| = 1 sowie

IAB| < [IA[lIBl , A, BeL(E).

Beweis Die Behauptung ergibt sich leicht aus Beispiel 1.12.11(c) und (f). m
5Vgl. die Definition einer Banachalgebra in Paragraph V.4.
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Vereinbarung Im folgenden wird £(E, F') immer mit der Operatornorm ver-
sehen. Also ist

ein normierter Vektorraum mit [|-|| := ||-[|z(g,F)-

Das folgende Theorem zeigt, dafl eine lineare Abbildung genau dann beschrinkt
ist, wenn sie stetig ist.

2.5 Theorem Es sei A € Hom(E, F). Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) A ist stetig.

(ii) A ist stetig in 0.

(i) A€ L(E,F).

Beweis ,(i)=-(ii)* ist klar, und ,,(iii)=-(i)* wurde in Folgerung 2.4(b) gezeigt.
»(ii)=>(iii)* Nach Voraussetzung gibt es ein ¢ > 0 mit ||Ay|| = [[Ay — A0|| < 1
fiir y € B(0,0). Hieraus folgt

1 1 1
sup [|Az]| = o sup [[A(6z)] = o sup [lAy < o,
el <1 =l <1 lyll<o

also ist A beschrankt. m

Die stetige Erweiterung beschrinkter linearer Operatoren

2.6 Theorem Es seien E ein normierter Vektorraum, X ein dichter Untervektor-
raum von E, und F ein Banachraum. Dann gibt es zu jedem A € L(X, F) eine
eindeutig bestimmte Erweiterung A € L(E, F). Sie wird durch

Ae = lim Az , ec b, (2.8)

r—e

zeX
gegeben, und || Al z(s,r) = | Al cx,F)-

Beweis (i) Gemif Folgerung 2.4(b) ist A gleichmiifig stetig. Mit f:= A, YV := F
und Z := F folgt aus Theorem 2.1 die Existenz einer eindeutig bestimmten Erwei-
terung A € C(E, F) von A, welche durch (2.8) gegeben ist.

(ii) Wir zeigen nun, dafl A linear ist. Dazu seien e, e’ € F und A € K, und ()
sowie () seien Folgen in X mit z, — e und 2], — ¢’ in E. Aus der Linearitét
von A und der Linearitdt der Grenzwertbildung folgt

Ale+ Xe') = lim A(x,, + A\x))) = lim Az,, + Alim Ax], = Ae + M\Ae' .

Alsoist A: E — F linear. Da A stetig ist, folgt aus Theorem 2.5, dafi A zu L(E, F)
gehort.
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(iii) Schliefllich beweisen wir die Gleichheit der Operatornormen von A und A.
Aus der Stetigkeit der Norm (vgl. Beispiel II1.1.3(j)) und aus Folgerung 2.4(a)
ergibt sich

[Ae]l = [[lim Az, || = lim [| Az, || < T [JA]| {lz || = [[A] [lim 2, | = [A] el

fiir jedes e € FE und jede Folge (z,,) in X mit z,, — e in E. Somit gilt || A| < ||A].
Weil A den Operator A erweitert, folgt aus Satz 2.3

[All = sup [[Ay[| > sup [[Az| = sup [Az||=][A]l,
<1 <1

llyll<1 =l
zeX zeX
und wir finden ||Al|z (g, ry = ||Allz(x,F). Damit ist alles bewiesen. m

Aufgaben
In den folgenden Aufgaben seien E und E; sowie F' und F; normierte Vektorrdume.
1 Essei A € Hom(E, F) surjektiv. Dann gilt
A" € L(FE) < 3a>0:alz|| < ||Az||, zc€E.
Gehort A zusitzlich zu L(E, F), so gilt |A™*| > ||A] 7 .
2 Es seien E und F endlichdimensional, und A € L(E, F) sei bijektiv und habe eine
stetige Inverse® A™! € L(F, E). Man zeige, daB jedes B € L(E, F) mit
1A = Blle,m < 1A z(r,5)
invertierbar ist.
3 A€ End(K") besitze beziigl. der Standardbasis die Darstellungsmatrix [a;z]. Fiir
E; := (K", |];) mit j = 1,2, 00 gilt dann: A € L(E;) mit
A) [[Allz(m,) = maxk Y2 |ajkl;
(W) 4llc < (5,5 lasel):
(iil) Allz(Bo) = max; >y ael-
4 Man zeige, daB8 6: B(R") — R, f+ f(0) zu £L(B(R"),R) gehért, und man bestim-
me ||6]].
5 Esseien A; € Hom(Ej, Fj) fiir j = 0,1 und
Ao ® A1: Eg X E1 — Fy X F1, (eo,e1) — (Aoeo, Are1) .
Dann gilt
Ao ® A1 € L(Eo x B, Fo x F1) <= Aje L(E;, F;), j=0,1.

6 Es sei (An) eine konvergente Folge in L(E, F) mit Grenzwert A, und (z,) sei eine
Folge in E mit Grenzwert x. Man beweise, dal (A,x») in F gegen Az konvergiert.

7 Man zeige, daf ker(A) fiir A € L(E, F') ein abgeschlossener Untervektorraum von E ist.

61st F ein endlichdimensionaler normierter Vektorraum, so gilt Hom(E, F) = L(E, F) (vgl.
Theorem VII.1.6). Somit kann hier auf die Forderung der Stetigkeit von A, A~ und B verzichtet
werden.
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3 Das Cauchy-Riemannsche Integral

Die Bestimmung des Fldcheninhaltes von geometrischen Figuren in der Ebene
gehort zu den #ltesten und prominentesten Aufgabenstellungen der Mathematik.
Eine Vereinfachung und Formalisierung dieses Problems besteht darin, Flachen
unter Graphen von reellen Funktionen zu berechnen. Dadurch gelangt man zu
einem Intgralbegriff, den wir in diesem Paragraphen einfithren werden. Dazu wer-
den wir zuerst in elementarer Weise das Integral fiir Treppenfunktionen erklédren
und dieses Integral dann in einem zweiten Schritt auf sprungstetige Funktionen
ausdehnen. Diese Konstruktion beruht wesentlich auf den Ergebnissen der Para-
graphen 1 und 2 dieses Kapitels. Sie prizisiert die Idee, den Flicheninhalt unter
einem Graphen durch eine Sum-

me der Fldcheninhalte von Recht- 4
ecken anzundhern, wobei die durch
die Rechtecke definierte Treppen-
funktion den Graphen moglichst gut
approximiert. Bei ,,unbeschrankter
Verfeinerung* der Breite der Recht-
ecke ist zu erwarten, dafl die ,, Recht-
eckssumme® gegen den gesuchten a B
Flacheninhalt konvergiert.

v

Im folgenden bezeichnen

e F:=(FE,|-|) einen Banachraum;
I := [a, (] ein kompaktes perfektes Intervall.

Das Integral fiir Treppenfunktionen

Es seien f: I — E eine Treppenfunktion und 3 := (ay,...,q,) eine Zerlegung
von [ fiir f. Gilt

f@)=e;, xe(aj-1,09), j=1,....n,

d.h., ist e; der Wert von f auf dem Teilintervall (a;_1, @ ), so heifit

n

/(3) fi=Yeila; —a;)

Jj=1

Integral von f beziiglich der Zerlegung 3. Offensichtlich ist f(ﬁ) f ein Element
von E. Man beachte, dafl das Integral unabhingig ist von den Werten von f an den
Sprungstellen. Im Fall E = R kann |e;| (oj — aj—1) als Flicheninhalt eines Recht-
ecks der Seitenlédngen |e;| und (a; — cj—1) interpretiert werden. Folglich stellt
f(S) f eine gewichtete Summe von Rechtecksflichen dar, wobei |e;| (aj — aj—1)
mit dem Gewicht sign e; versehen ist. Mit anderen Worten: Diejenigen Rechtecke,
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welche in der Darstellung des Graphen von f oberhalb der x-Achse liegen, erhalten
das Gewicht 1, und die unterhalb der z-Achse das Gewicht —1.

. +

+ [+
@ N o _ 5

Das folgende Lemma zeigt, daB |, 3) f nur von f und nicht von der speziell gewahl-
ten Zerlegung 3 abhéngt.

3.1 Lemma Essei f €7(I,E), und 3 und 3’ seien Zerlegungen fiir f. Dann
gilt f5)f = Jiz !

Beweis (i) Wir betrachten zuerst den Fall, da8l 3’ := (ag, ..., gk, Y, Qkt1y .- - Q)
genau einen Teilungspunkt mehr besitzt als 3 := (g, . .., @, ). Dann gilt

/f Ze] —aj-1)

(3)

n

k
= Zej(aj — Ozjfl) + ek+1(ak+1 — Ozk) + Z ej(ozj — Ozj',l)

j=1 j=k+2
k n
= eiloy —aj1) +erpr(oni —7) Fen (v —aw) + Y ejloy —ajo1)
=1 kg2

“J

(ii) Ist 3’ eine beliebige Verfeinerung von 3, so folgt die Behauptung durch
wiederholtes Anwenden von (i).

(iil) Sind schlieflich 3 und 3’ beliebige Zerlegungen fiir f, so ist 3 V 3’ geméf
Bemerkungen 1.1(a) und (b) eine Verfeinerung von 3 und von 3’, wie auch eine
Zerlegung fiir f. Somit folgt aus (ii)

/3) /SVS) _/S)f

Aufgrund von Lemma 3.1 kénnen wir fiir f € 7(I,FE) das Integral von f

iiber I durch 5
bl d

also die Behauptung. m
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mittels einer beliebigen Zerlegung 3 fiir f definieren. Offensichtlich wird durch das
Integral eine Abbildung von 7 (I, E') nach F induziert:

[rum-e o[

die wir natiirlich ebenfalls Integral nennen. Erste einfache Eigenschaften dieser
Abbildung halten wir im folgenden Hilfssatz fest.

3.2 Lemma Fiir f € T(I,FE) gilt: |f| € T(I,R) und

1< [ NSl @0

Ferner gehort faﬁ zu L(T(I,E),E), und | ff |=8-a.

Beweis Die erste Aussage ist klar. Um die behaupteten Ungleichungen zu zeigen,
seien f € T(I,E) und (ag,...,ay,) eine Zerlegung fiir f. Dann gilt

B n B
fHZej s )] £ X lel @~y = [ 1
Slgl]agnleglz 5= ag-1) Sswpf(@)] (8- a) = (8- ) If

Die Linearitit von ff folgt aus Bemerkung 1.1.(e) und der Definition von ff
Folglich gehort ff zu L(T(I,E), E), und es gilt || ff | < B — a. Fiir die konstante

Funktion 1 € 7(I,R) mit Wert 1 gilt [ 5 1 =3 — a. Somit erhalten wir auch die
letzte Behauptung. m

Das Integral fiir sprungstetige Funktionen

Aus Theorem 1.4 wissen wir, dafl der Raum der sprungstetigen Funktionen S(1, F),
versehen mit der Supremumsnorm, ein Banachraum, und daf§ 7 (I, E) ein dichter
Untervektorraum (vgl. Bemerkung 1.1(e)) von S(I, E) ist. Da nach Lemma 3.2 das
Integral [ f eine stetige lineare Abbildung von 7 (I, E) nach E ist, konnen wir das
Erweiterungstheorem 2.6 anwenden und erhalten so eine eindeutig bestimmte ste-
tige lineare Erweiterung von ff auf den Banachraum S(I, F). Diese Erweiterung
bezeichnen wir wieder mit dem alten Symbol, so dafl

/B € £(S(1,E), E)
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gilt. Aus Theorem 2.6 folgt

/jf_lirgn/jfninE, feSE),

wobei (f,,) eine beliebige Folge von Treppenfunktionen ist, welche gleichmiflig ge-

gen f konvergiert. Das Element ff f von E heifit (Cauchy-Riemannsches) Integral
von f iiber I, oder in den Grenzen « und 3, und f ist der Integrand.

3.3 Bemerkungen Essei f € S(I,E).

(a) Gemé&s Theorem 2.6 ist ff f wohldefiniert, d.h., dieses Element von E ist un-
abhéngig von der approximierenden Folge von Treppenfunktionen. Im Spezialfall
E = R haben wir ff fn als gewichteten (oder ,orientierten“) Inhalt der Fliche
zwischen dem Graphen von f, und dem Intervall I interpretiert.

A

. 7
ol
: = N

Da der Graph von f,, denjenigen von f approximiert, kénnen wir | f fn als eine
Approximation des ,orientierten® Inhalts der Fliche zwischen dem Graphen von f

v

und dem Intervall I ansehen. Also kann f f f mit diesem orientierten Flicheninhalt
identifiziert werden.

(b) Fir | f / sind weitere Bezeichnungen gebrauchlich, ndmlich

/f, /If, /jf(:c)dx, /If(x)dx, /f(x)dx, /Ifdas.

() Bs gilt [7 f € Emit | [ fda| < (8- 0a)||f].

Beweis Dies folgt aus Lemma 3.2 und Theorem 2.6. m

Riemannsche Summen

Ist 3 := (v, ..., qn) eine Zerlegung von I, so heifit
Az = i — o
3 121?%”(0‘] aj-1)

Feinheit von 3, und jedes Element &; € [aj_1, ;] wird als Zwischenpunkt be-
zeichnet. Mit diesen Notationen beweisen wir den folgenden Approximationssatz

fiir fff
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3.4 Theorem Es sei f € S(I,E). Dann gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 mit

fd:c—Zfﬁj —aj1)| <e

fiir jede Zerlegung 3 := (v, . ..,y ) von I der Feinheit A3 < ¢ und jede Wahl der
Zwischenpunkte &;.

Beweis (i) Wir betrachten zuerst den Fall von Treppenfunktionen. Es seien also
f€T(,E) und € > 0. Ferner sei 3 := (ay,...,d5) eine Zerlegung fiir f, und
e; sei der Wert von f|(@;_1,@;) fiir 1 < j <n. Wir setzen § :=e/4n || f||,, und
wihlen eine Zerlegung 3 := (o, ..., @,) von I mit Az < § sowie Zwischenpunkte
& € lajo1, a4 fiir 1 < j <n. Fir (Bo,...,0m) =3 V3 gilt dann

/fdw—fog ) =

P%

&)y — 1)

€i (az - 64\1‘—1)

'Mm

S
Il

a
<.

MSL’

er(Be = Bo-1) (1)

I
NE

ex(Be — Br-1) —

ol
I
-
ol
I

1

(ex —en)(Br — Br—1) »

Ms

ol
I
-

wobei wir ej und e} wie folgt festlegen:

e = f), §€ (Br-1,5k) ,
eg = (f]) ) falls [/Bk—lwgk} C [aj—lyaj] .

Offensichtlich kann ej, # e} nur an den Intervallrandpunkten {ap, ..., a5} gelten.
Deshalb gibt es in der letzten Summe in (3.1) hochstens 2n Terme, die nicht
verschwinden. Fiir jeden von ihnen gilt

(e, =€) (Be = Bre-1)l < 21 flloc B3 <2 fllc 8

Aus (3.1) und der Wahl von ¢ erhalten wir somit

o) <22 flld=¢.

(ii) Es seien nun f € S(I, E) und € > 0. Dann gibt es geméfl Theorem 1.4 ein
g € T(I,E) mit

If = 9glles < (3.2)

3(B—a)
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Somit folgt aus Bemerkung 3.3(c)

B
[ -9 <lr-glo6-a)<es. (33)

Nach (i) gibt es ein 6 > 0, so daB fiir jede Zerlegung 3 := (ayo,...,a,) von I mit
A3z < § und jede Wahl von &; € [aj—_1, o] gilt:

B n
/ gdaz—Zg(ﬁj)(aj—aj_l)’ <e/3. (3.4)
a j=1
Offensichtlich ist die Abschitzung
3006 — FE) (o —apn)| < I — gl B-) </3 (35)
j=1
richtig. Insgesamt erhalten wir aus (3.3)—(3.5)
B n
/ fdz =" (&) (a; - Oéj—l)‘
« =1
8 B n
/ (f-9) dw’ + ‘/ gdr =Y g(&)(a; — Oéj—l)‘
« « j=1

+ \i(a(@-) — f(&)) (0 — aj_1>\ <e,
j=1

<

womit die Behauptung bewiesen ist. m

3.5 Bemerkungen (a) Die Funktion f: I — F heifit Riemann integrierbar, wenn
ein e € F existiert mit folgender Eigenschaft: Zu jedem & > 0 gibt es ein § > 0,
so daf

e— Zf(ﬁj)(aj —aj1) <e

fir jede Zerlegung 3 := (ag,...,a,) von I mit Az < und fiir jede Wahl der
Zwischenpunkte §; € [oj_1, aj] gilt.

Dann ist e eindeutig bestimmt, heifft Riemannsches Integral von f iiber I und
wird wieder mit ff f dz bezeichnet. Somit besagt Theorem 3.4: Jede sprungstetige

Funktion ist Riemann integrierbar, und das Cauchy-Riemannsche Integral stimmt
mit dem Riemannschen Integral iiberein.
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(b) Man kann zeigen, daf§ die Riemann integrierbaren Funktionen eine echte Ober-
menge von S(I, E) bilden.! Somit ist das Riemannsche Integral eine echte Erwei-
terung des Cauchy-Riemannschen Integrals.

Wir begniigen uns hier mit dem Cauchy-Riemannschen Integral und wollen
die Klasse der Riemann integrierbaren Funktionen nicht n&dher untersuchen, da sie
fir manche Zwecke zu klein ist. Deshalb werden wir spéter (im dritten Band) ein
noch allgemeineres Integral, das Lebesgue Integral, einfithren, das allen Bediirfnis-
sen der Analysis geniigen wird.

(c) Essei f: I — E,und 3 := (ap, . .., an) sei eine Zerlegung von I mit Zwischen-
punkten &; € [aj_1, ;]. Dann heifit

n

> fE)aj—aj 1) €E

j=1

Riemannsche Summe. Ist f Riemann integrierbar, so driickt man dies symbolisch
durch

IB n
/a fdz = Ali;g();f(fj)(aj —aj-1),

aus. m

Aufgaben
1 Es bezeichne [-] die GauBklammer. Fiir n € N* berechne man folgende Integrale:

(1) /01 [ne] dz | (ii) /01 [na’] dz , (iii) /01 [na?] dz | (iv) /j signz dz .

n n? n

2 Man berechne fjlf fiir die Funktion f von Aufgabe 1.2 und folf fiir f von Aufgabe 1.7.
3 Es seien F ein Banachraum und A € £(E, F). Dann gelten fir f € S(I, E):

Af = (z — A(f(2))) € S(I, F)

und A [7 f = [P Af.

4 Fir f € S(I, E) gibt es geméB Aufgabe 1.4 eine Folge (fn) sprungstetiger Funktionen
mit Y [ fallee <ocound f =37 fn. Man zeige: [, f =3, [; fn.

5 Man beweise: Mit f € S(I,R) gehoren auch f* und f~ zu S(I,R), und es gelten

/If§/1f+7 f/lf§/1f7

6 Ist f: I — F Riemann integrierbar, so gilt f € B(I, E), d.h., Riemann integrierbare
Funktionen sind beschrédnkt.
IDies folgt z.B. aus der Tatsache, daB eine beschrinkte Funktion genau dann Riemann inte-

grierbar ist, wenn die Menge ihrer Unstetigkeitsstellen eine (Lebesguesche) Nullmenge ist (vgl.
Theorem X.5.6 in Band III).
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7 Esseien f € B(I,R) und 3 = (ao,...,an) eine Zerlegung von I. Dann heifit
S(f,1,3): Zsup{f ;€€ fajo1,05] Fay —ajo1)

bzw.

S(f,1,3): me{f s €€ a1, 05] F(ay — aj—1)

Ober- bzw. Untersumme von f uber I beziiglich der Zerlegung 3.
Man beweise:

(i) Ist 3’ eine Verfeinerung von 3, so gelten
SUL1,3) < S(L13), S 1,3) < S(1.3) .
(ii) Sind 3 und 3’ Zerlegungen von I, so gilt
S(f,1,3) <S(f,1,3") .

8 Essei f € B(I,R),und 3’ := (Bo, ..., Bm) sei eine Verfeinerung von 3 := (ao, ..., an).
Dann gelten

S(f,1,3) = S(f,1,3") < 2(m —n) | fllc A5 ,
S(f,1,3") = 8(f,1,3) < 2(m —n) || fll. A3 .

9 Essei f € B(I,R). Aufgrund von Aufgabe 7(ii) existieren

<
<

/f = inf{ S(f,I,3); 3 ist eine Zerlegung von I}
I

und
f=sup{S(f,1,3); 3 ist eine Zerlegung von I }

—

in R. Man nennt f[ f bzw. I ;f oberes bzw. unteres Riemann-(Darboux-)sches Integral
von f iiber I.

Man beweise:

) [if < TS
(ii) Zu jedem £ > 0 gibt es ein § > 0, so daB fiir jede Zerlegung 3 von I mit Az < § die
Ungleichungen
0<s(13) - [1<e. 02 [1-s(ry<e
I Jr
gelten.

(Hinweis: Es gibt eine Zerlegung 3’ von I mit S(f,I,3") < flf +¢/2. Es sei 3 eine be-
liebige Zerlegung von I. Aus Aufgabe 8 folgt

Auflerdem folgt aus Aufgabe 7(i): S(f, 1,3V 3') < S(f,1,3).)
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10 Die folgenden Aussagen sind fiir f € B(I,R) dquivalent:

(i) f ist Riemann integrierbar.
(i) [,/ = [if-
(iif) Zu jedem e > 0 gibt es eine Zerlegung 3 von I mit S(f,1,3) —S(f,1,3) <e.

Dann gilt [,f = [,f= [, f.
(Hinweise: ,,(ii)<=(iii)“ folgt aus Aufgabe 9.

»(1)=(iii)“ Es seien € > 0 und e := [, f. Dann gibt es ein § > 0 mit

e— ; <Y f(E) ey —aj) <e+ ;
j=1

fiir jede Zerlegung 3 = (ao,...,an) von I mit Az < §. Somit folgen S(f,1,3) <e-+¢/2
und S(f,1,3) >e—¢/2.)
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4 Eigenschaften des Integrals

In diesem Paragraphen befassen wir uns mit den wichtigsten Eigenschaften des
Integrals und beweisen insbesondere den Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung. Dieser Satz besagt, dafl jede auf einem Intervall stetige Funktion eine
Stammfunktion besitzt, und er liefert eine Integraldarstellung dafiir, welche es
erlaubt, in vielen konkreten Féllen Integrale explizit zu berechnen.

Wie im vorhergehenden Paragraphen bezeichnen
e E = (E,||) einen Banachraum; I = [a, §] ein kompaktes perfektes Intervall.

Integration von Funktionenfolgen

Die Definition des Integrals fiihrt leicht zum folgenden Konvergenzsatz, dessen
theoretische wie auch praktische Bedeutung uns im weiteren klarwerden wird.

4.1 Satz (iiber die Integration von Funktionenfolgen und -reithen) Es sei (f,)
eine Folge sprungstetiger Funktionen.

(i) Wenn (f,) gleichméBig gegen f konvergiert, ist f sprungstetig, und es gilt:

li7rln/jfn:/jli£nfn:/jf.

(ii) Konvergiert Y f, gleichméBig, so ist y . fn sprungstetig, und

[(Cr)-3 [ .

Beweis Aus Theorem 1.4 wissen wir, dafl der Raum S(I, E), versehen mit der Su-
premumsnorm, vollstéindig ist. Somit folgen alle Behauptungen aus der Tatsache,
daB [ f eine lineare Abbildung von S(I, F) nach F ist, und dafl die gleichméiBige
Konvergenz mit der Konvergenz in S(I, E) iibereinstimmt. m

4.2 Bemerkung Die Aussagen von Satz 4.1 sind falsch, wenn die Folge (f,,) nur
punktweise konvergiert.

Beweis Wir setzen I = [0,1], E := R sowie

0, z=0,
falz):=<¢ n, z € (0,1/n) ,
0, z€(l/n1],

fiir n € N*. Dann gehort f, zu 7 (I,R), und (f,) kon-
vergiert punktweise, aber nicht gleichmaflig gegen 0.
Da [, fn =1 fiir n € N* und [, 0 = 0 gelten, folgt die
Behauptung. m

v
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Als eine erste Anwendung von Satz 4.1 beweisen wir, daf§ die wichtige Aus-
sage von Lemma 3.2 iiber die Vertauschung der Norm mit dem Integral auch fiir
sprungstetige Funktionen richtig ist.

4.3 Satz Fiir f € S(I, E) gelten: |f| € S(I,R) und

[ 1)< [Mina <@ -

Beweis Geméif Theorem 1.4 gibt es eine Folge (f,,) in 7 (I, E), die gleichmiflig
gegen [ konvergiert. Ferner folgt aus der umgekehrten Dreiecksungleichung

fu(@)l g = 1f @) g| < |fale) = fF@)E < fa = fllo, z€l.

Also konvergiert | f,,| gleichméBig gegen | f|. Weil jedes |f,| zu 7 (I,R) gehort, folgt
wiederum aus Theorem 1.4, dafl |f]| € S(I,R) gilt.

Aus Lemma 3.2 erhalten wir

/jfndx\ = /jlfndw < (B=a)llfull - (4.1)

Da (f») gleichmiiBig gegen f, und (| f,|) gleichméBig gegen | f| konvergieren, konnen
wir mit Hilfe von Satz 4.1 in (4.1) den Grenziibergang n — oo durchfithren und
finden so die behaupteten Ungleichungen. m

Das orientierte Integral
Fiir f € S(I,E) und v, € I setzen wir!
f[%g] I y<d,

5 s
/ f ::/ f(z)dx := 0, y=94, (4.2)
K 7 _f[(;’,y]f7 5<77

und nennen fj f ,Integral von f (in den Grenzen) von v bis §“. Dabei heiflen

~ untere und § obere Grenze des Integrals von f. Gemé&fl Bemerkung 1.1(g) ist
das Integral von f in den Grenzen von v bis § durch (4.2) wohldefiniert, und es gilt

/jf=—/;f- (43)

IHier und im folgenden schreiben wir einfach fJ f fur fJ f1J, wenn J ein kompaktes perfektes
Teilintervall von I ist.
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4.4 Satz (iiber die Additivitdt des Integrals) Fiir f € S(I, E) und a,b,c € I gilt:

L%=L%+[3.

Beweis Es geniigt, den Fall a <b < ¢ zu betrachten. Sind (f,,) eine Folge von
Treppenfunktionen, die gleichméflig gegen f konvergiert, und J ein kompaktes
perfektes Teilintervall von I, so gelten

fulJ€T(JE) und  folJ — f|J . (4.4)
glm

Aus der Definition des Integrals fiir Treppenfunktionen ergibt sich sofort

fn—L%ﬁAWW (45)

Wegen (4.4) und Satz 4.1 koénnen wir in (4.5) den Grenziibergang n — oo durch-

fithren und finden ,
IREIRETRE
a a b

l%=1%—l?=ﬂ?+lw,

Also gilt

wie behauptet. m

Positivitit und Monotonie des Integrals

Waihrend wir bis jetzt sprungstetige Funktionen mit Werten in beliebigen Ba-
nachrdumen betrachtet haben, beschrinken wir uns im folgenden Satz und dessen
Korollar auf den reellwertigen Fall. In dieser Situation impliziert die Ordnungs-
struktur von R zusétzliche Eigenschaften des Integrals.

4.5 Satz  Fiir f € S(I,R) mit f(z) >0 fiirz € I gilt [ f > 0.

Beweis Geméif Bemerkung 1.3 gibt es eine Folge nichtnegativer Treppenfunktio-
nen (f,), die gleichmiBig gegen f konvergiert. Da offensichtlich [ f, > 0 richtig
ist, folgt [ f =1lim, [ f, >0.m

4.6 Korollar Fiir f,g € S(I,R) mit f(x) < g(xz) fiir z € I gilt fff < ff g, d.h.,
das Integral reellwertiger Funktionen ist monoton.

Beweis Dies folgt aus der Linearitéit des Integrals und aus Satz 4.5. m
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4.7 Bemerkungen (a) Es sei V ein Vektorraum. Dann heilen die linearen Abbil-
dungen von V in den Grundkoérper Linearformen oder lineare Funktionale.

Also ist im ,skalaren Fall“, E =K, das Integral | f eine stetige Linearform
auf S(I).

(b) Es sei V ein reeller Vektorraum, und P sei eine nichtleere Menge mit folgenden
Eigenschaften:

(1) x,y € P=x+ye€ P,
i) (zr€P, NeR") = v € P;
(iii) r,—x€P=2=0.

Mit anderen Worten: P erfiillt P+ P C P, RTP C Pund PN (—P) = {0}. Dann
heifit P (eigentlicher konvexer) Kegel in V' (mit Spitze in 0). Diese Bezeichnung
ist gerechtfertigt, da P konvex ist und mit jedem z den ,Halbstrahl“ R*z durch z
enthilt. Aulerdem enthélt P keine volle ,,Gerade“ Rx mit = # 0.

Wir setzen

r<y<=y—zxecP. (4.6)

Dann ist < eine Ordnung auf V, die linear (oder mit der Vektorraumstruktur
von V vertriglich) ist, d.h., es gelten fiir z,y,z € V:

cly=z+z<y+z

und
(r<y, NeRT)= Xz < )\y.

Ferner heifit (V, <) geordneter Vektorraum, und < ist die von P induzierte Ord-
nung. Offensichtlich gilt:

P={xzeV;z>0}. (4.7)

Deshalb heifit P positiver Kegel von (V, <).

Ist umgekehrt eine lineare Ordnung < auf V' gegeben, so wird durch (4.7) ein
eigentlicher konvexer Kegel in V' definiert, und dieser Kegel induziert die gegebene
Ordnung. Also gibt es eine Bijektion zwischen der Menge aller eigentlichen konve-
xen Kegel von V' und der Menge aller linearen Ordnungen von V. Folglich kénnen
wir statt (V, <) auch (V, P) schreiben, wobei P der positive Kegel von V ist.

(c) Sind (V, P) ein geordneter Vektorraum und ¢ eine Linearform auf V', so heifit ¢
positiv, wenn £(z) > 0 fiir z € P gilt.? Eine Linearform auf V ist genau dann
positiv, wenn sie wachsend? ist.

Beweis Essei¢: V — R linear. Wegen {(x — y) = £(z) — {(y) ist die Behauptung offen-
sichtlich. m

2Man beachte, dal mit dieser Definition die Nullform positiv ist.
3Statt von wachsenden spricht man auch von monotonen Linearformen.
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(d) Es sei E ein normierter Vektorraum (bzw. ein Banachraum), und < sei eine li-
neare Ordnung auf E. Dann heifit £ := (E, <) geordneter normierter Vektorraum
(bzw. geordneter Banachraum), wenn der positive Kegel abgeschlossen ist.

Es sei E ein geordneter normierter Vektorraum, und (z;) und (y;) seien Fol-
gen in E mit z; — z und y; — y. Gilt z; < y; fiir fast alle j € N, so folgt < y.

Beweis Fiir fast alle j € N gilt y; — x; € P, wobei P der positive Kegel von E ist. Dann
folgt aus Satz 11.2.2 und Bemerkung 11.3.1(b)

y—x =limy; —limz; = lim(y; —z;) € P,
da P abgeschlossen ist. m

(e) Es sei X eine nichtleere Menge. Dann ist R ein geordneter Vektorraum mit
der in Beispiel 1.4.4(c) eingefiihrten punktweisen Ordnung:

f<g=fla)<gl@), zeX,

fir f,g € R*. Wir nennen diese Ordnung auch natiirliche Ordnung von R, und
sie induziert auf jeder Teilmenge M von R wiederum die natiirliche Ordnung
von M (vgl. Beispiel 1.4.4(a)). Wird nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt, so
wird R¥ — und damit jeder Untervektorraum hiervon — stets mit der natiirlichen
Ordnung versehen. Insbesondere ist B(X,R) ein geordneter Banachraum mit dem
positiven Kegel

BT(X):= B(X,R"):= B(X,R)n(R")X .

Also ist auch jeder abgeschlossene Untervektorraum §(X,R) von B(X,R) ein ge-
ordneter Banachraum, dessen positiver Kegel durch

FHX) = (X, R) N BF(X) =F(X,R) N (RT)*
gegeben ist.
Beweis Es ist offensichtlich, da8 BT (X) in B(X,R) abgeschlossen ist. m

(f) Aus (e) folgt, daB S(I,R) ein geordneter Banachraum mit positivem Kegel

ST(I) ist, und Satz 4.5 besagt: Das Integral ff ist eine stetige positive (also
monotone) Linearform auf S(I,R). m

Fiir die Treppenfunktion f: [0,2] — R mit

sy

sonst ,

gilt offensichtlich [ f = 0. Also gibt es nichtnegative Funktionen, die nicht iden-
tisch verschwinden, deren Integral aber O ist. Der néchste Satz gibt ein Kriterium
an fiir die strikte Positivitit des Integrals einer nichtnegativen Funktion.
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4.8 Satz FEs seien f € ST(I) und a € I. Ist f in a stetig mit f(a) > 0, so gilt

/jf>0.

Beweis (i) Es gehére a zu I. Aus der Stetigkeit von f in a und f(a) > 0 folgt die
Existenz von ¢ > 0 mit [a — d,a + 6] C I und

7@~ fa)l < fa),  wela—ba+d].
Also gilt

f(x)Z;f(a), x€la—0d,a+d].

Aus f > 0 und Satz 4.5 erhalten wir faaié f>0und faﬁﬂ; f > 0. Nun implizieren
Satz 4.4 und Korollar 4.6

[ L s Lo e [

(ii) Im Fall a € OI fiithrt ein analoges Argument zum Ziel. m

Komponentenweise Integration

4.9 Satz Die Abbildung f = (f',...,f"): I — K" ist genau dann sprungstetig,
wenn dies fiir jede der Komponentenfunktionen f7 der Fall ist. Dann gilt

/jf:(/jfl,...,/jf").

Beweis Nach Theorem 1.2 ist f genau dann sprungstetig, wenn es eine Folge (f%)
von Treppenfunktionen gibt, die gleichméfig gegen f konvergiert. Es ist leicht zu
sehen, daf letzteres genau dann der Fall ist, wenn fiir jedes j € {1,...,n} die Fol-
ge (f])ren gleichméBig gegen f7 konvergiert. Da f7 fiir jedes j zu S(I,K) gehort,
folgt die erste Aussage aus Theorem 1.2. Der zweite Teil der Behauptung ist fiir
Treppenfunktionen offensichtlich. Er folgt somit wegen Satz 4.1 durch Grenziiber-
gang auch fiir f € S(I,K"). m

4.10 Korollar Es seien g,h € R! und f := g+ ih. Dann ist f genau dann sprung-
stetig, wenn dies fiir g und h richtig ist. In diesem Fall gilt

/jfz/jg#—i/jh.
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Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Fiir f € S(I, F) wird durch das Integral die Abbildung

Fil—E, x»—>/$f(§)d§ (4.8)

definiert, deren Eigenschaften wir im folgenden untersuchen wollen.

4.11 Theorem Fiir f € S(I, E) gilt
|F(z) = F)l < fllc 2=yl  zyel.

Also ist das Integral eine Lipschitz-stetige Funktion der oberen Grenze.

Beweis Aus Satz 4.4 folgt fiir x,y € I die Beziehung

T Y T
F(zx) - F(y) = f(&)dg — f(&)d¢ = dg .
@ - F6)= [ s~ [ reie= [ s
Nun ergibt sich die Behauptung aus Satz 4.3. m

Unser néchstes Theorem zeigt, dal F' in den Stetigkeitspunkten von f diffe-
renzierbar ist.

4.12 Theorem (iiber die Differenzierbarkeit nach der oberen Grenze) Es sei
f€S8(,E) stetig in a € I. Dann ist F in a differenzierbar mit F'(a) = f(a).

Beweis Fiir h € R* mit a + h € I gilt
F(a+h)—F 1, [oth a 1 [oth
LA G I GLS B O

Beachten wir hf(a) = fa+h f(a) d&, so folgt

a

a B a) — a a+h
F(a+h) g() I )h_flL/a (£(€) = f(a)) dt .

Da f in a stetig ist, gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 mit
[f(€) = fla)lg <e, celIn(a—d,a+59) .
Somit folgt aus Satz 4.3 fiir alle h mit 0 < |h| < § und a + h € I die Abschitzung

) - o) u a+h
eI < | - sl <

Also ist F in a differenzierbar mit F’'(a) = f(a). m

Als eine einfache Folgerung erhalten wir aus den vorangehenden Resultaten
den wichtigen
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4.13 Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung Jedes f € C(I,E)
besitzt eine Stammfunktion, und fiir jede Stammfunktion F von f gilt

F(x):F(a)Jr/xf(f)d{, xel.

Beweis Wir setzen G(z) := [ f(€) d¢ fiir € I. Gem#B Theorem 4.12 ist G dif-
ferenzierbar mit G’ = f. Also ist G eine Stammfunktion von f.

Es sei F eine Stammfunktion von f. Aus Bemerkung V.3.7(a) wissen wir,
daB es ein ¢ € F gibt mit F = G 4 ¢. Wegen G(«a) = 0 folgt hieraus ¢ = F(«), und
somit die Behauptung. m

4.14 Korollar  Fiir jede Stammfunktion F von f € C(I, E) gilt

163
/ f(z) dz = F(8) — F(a) = F|? .

Den Ausdruck F|? nennt man ,F in den Grenzen o und (3.

Das unbestimmte Integral

Korollar 4.14 reduziert das Problem, das Integral ff f zu berechnen, auf die tri-
viale Differenzenbildung F(3) — F'(«), falls eine Stammfunktion F' von f bekannt
ist. Es zeigt auch, dafl das Integrieren in einem gewissen Sinne das Differenzieren
riickgédngig macht.

Obwohl der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung fiir jedes
f € C(I, E) die Existenz einer Stammfunktion garantiert, ist in den allermeisten
Fillen die explizite Angabe einer solchen nicht moglich.

Um ein Integral gemif Korollar 4.14 explizit ausrechnen zu kénnen, miissen
wir uns auf irgendeinem Wege eine Stammfunktion beschaffen. Einen , Grund-
stock” von Stammfunktionen erhalten wir natiirlich durch das Ableiten einer ste-
tig differenzierbaren Funktion F', da F eine Stammfunktion ihrer Ableitung ist.
Auf diese Weise gewinnen wir aus den Resultaten der Kapitel IV und V eine Liste
wichtiger Stammfunktionen, die wir in den nachfolgenden Beispielen 4.15 angeben
werden. Im néchsten Paragraphen werden wir sehen, wie wir mittels einiger ein-
facher Regeln und mehr oder weniger geschickter Umformungen hieraus weitere
Stammfunktionen gewinnen konnen. Es sei auch darauf hingewiesen, dafl es um-
fangreiche Tafelwerke gibt, in denen Tausende von Stammfunktionen aufgelistet
sind (vgl. z.B. [Ape96], [GR81] oder [BBMS6)).

Statt miithsam eine Stammfunktion in einem derartigen Tafelwerk aufzusu-
chen, ist es natiirlich einfacher, ein Softwarepaket zu benutzen, wie z.B. MAPLE
oder MATHEMATICA, welches ,symbolisch“ integrieren kann. Diese Programme
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,kennen“ viele der Stammfunktionen, die explizit angegeben werden kénnen, bzw.
sind in der Lage, diese durch Beachtung der elementaren Rechenregeln fiir das
Integral zu ,,berechnen*.

Fir f € C(I, E) bezeichnet man mit

/fderc

die Menge aller Stammfunktionen, das unbestimmte Integral von f. Dies ist ei-
ne symbolische Notation, in der das Intervall I weggelassen wird (bzw. aus dem
Zusammenhang ersichtlich sein sollte), und die andeuten soll, daf eine Stamm-
funktion nur bis auf eine additive Konstante ¢ € E bestimmt ist. Mit anderen
Worten: [ fdx + ¢ bezeichnet die Aquivalenzklasse der Stammfunktionen von f,
wobei zwei Stammfunktionen genau dann dquivalent sind, wenn sie sich nur durch
eine Konstante unterscheiden. Im folgenden werden wir in der Regel nur Représen-
tanten dieser Aquivalenzklassen angeben (d.h. die Konstanten weglassen), wofiir
wir im allgemeinen [ f dz schreiben werden.

4.15 Beispiele (a) In der folgenden Liste fundamentaler unbestimmter Integrale
sind @ und ¢ komplexe Zahlen, und x bezeichnet stets eine reelle Variable in I.
Hierbei liegt I immer im Definitionsbereich von f, dessen genaue Angabe dem
Leser iiberlassen bleibt.

/ [ fda ;o [
¢, a#-—1, 29t /(e +1) sinz —cosT
1/x log |z| 1/ cos?® x tanz
a®, a>0, a#l, a®/loga —1/sin®z cotx
e aqeC*, e /a 1/V1—2% arcsinz
cos T sin x 1/(1+2?) arctanz

Beweis Die Giiltigkeit dieser Liste folgt aus den Beispielen 1V.1.13 und der Anwen-
dung IV.2.10. m

(b) Esseia=>apX* € K[X] mit Konvergenzradius p > 0. Dann gilt

/(Zamc)dx— k—i—lxkﬂ’ —p<xT<p.

Beweis Dies folgt aus Bemerkung V.3.7(b). m
(c) Essei f € CY(I,R) mit f(z) # 0 fiir alle z € I. Dann gilt

o
/f dx =log|f| .



V1.4 Eigenschaften des Integrals 35

Beweis Es gelte f(x) > 0 fiir alle € I. Aus der Kettenregel folgt dann*

(log |f])" = (log f) = f'/f .

Im Fall f(x) <0 fiir € I gilt in analoger Weise

/7

(log |f)" = flog(=f)]" = (=H'/(=F) = f'/f -

Also ist log |f] eine Stammfunktion von f'/f. m

Der Mittelwertsatz der Integralrechnung

Wir beschliefen diesen Paragraphen mit einem Mittelwertsatz fiir das Integral
reellwertiger stetiger Funktionen.

4.16 Satz Es seien f,p € C(I,R), und es gelte ¢ > 0. Dann gibt es ein & € I mit
B B
[ @@ s = 1) [ ol ds. (19)

Beweis Gilt ¢(x) =0 fiir alle z € I, so ist (4.9) offensichtlich fiir jedes £ € I
richtig. Also kénnen wir die Existenz eines « € I mit ¢(z) > 0 annehmen. Dann

folgt aus Satz 4.8 die Ungleichung ff o(x)dx > 0.

Mit m := min; f und M := max; f gilt me < f < M wegen ¢ > 0. Somit
implizieren die Linearitédt und die Monotonie des Integrals die Ungleichungen

8 ] B
m/ @dxg/ fgodng/ pdr .

B
m < faﬂfQO <M.
Jo®
Die Wahl von m und M und der Zwischenwertsatz (Theorem I11.5.1) ergeben nun
die Behauptung. m

Also gilt

4.17 Korollar Zu f € C(I,R) gibt es ein £ € I mit ff fdx=f(&)B—a).

Beweis Man setze ¢ := 1 in Satz 4.16. m

Es sei bemerkt, dafl — anders als beim Mittelwertsatz der Differentialrech-
nung (Theorem IV.2.4) — nicht behauptet wird, der Zwischenpunkt & liege im
Innern des Intervalls.

4Wegen dieser Formel heifit f’/f logarithmische Ableitung von f.
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Wir illustrieren die Aussage von Korollar 4.17 anhand folgender Skizzen:

»
»

o ¢ G a

v

Der Punkt & ist dabei so zu wihlen, daf3 der orientier-

te Inhalt der zwischen dem Graphen und dem Intervall T
liegenden Fliche mit dem orientierten Inhalt f(£)(8 — «) des
Rechtecks mit den Seitenldngen |f(€)| und (8 — «) iibereinstimmt.

Aufgaben
1 Man beweise die Aussagen von Bemerkung 4.7(b).
2 Fir f e S() gilt: fﬁf f’B

3 Die beiden stiickweise stetigen Funktionen fi, fo: I — E moégen sich nur an den
Sprungstellen unterscheiden. Dann gilt ff fi= ff fa.

4 Fir f € S(I,K) und p € [1,00) sei

i1 i= (1@ as)”

und p’ := p/(p — 1) bezeichne den zu p dualen Exponenten (mit 1/0 = 0o).
Man beweise folgende Aussagen:
(i) Fir f,g € S(I,K) gilt die Héldersche Ungleichung

8 B
/ e / \Fal dz < |I£ll» lgll,/

(ii) Fir f,g € S(I,K) gilt die Minkowskische Ungleichung
If+glle < IFllo +lglls -

i) (C(I,K),||-|lp) ist ein normierter Vektorraum.
(iv) (C(I,K),]|||2) ist ein Innenproduktraum.
(v) Fir f € C(I,K) und 1 < p < g < oo gilt

£l < (B =)= 211l

(Hinweise: (i) und (ii) Man tibertrage die Beweise der Anwendungen IV.2.16(b) und (c).
(v) Man verwende (i).)
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5 Man zeige, dal im Fall ¢ > p die Norm ||-||q auf C(I,K) stirker® ist als ||-||p. Fiir
p # ¢ sind diese Normen nicht dquivalent.

6 Es ist zu zeigen, daf (C(I,K),|-||,) fiir 1 <p < oo nicht vollstéindig ist. Also ist
(C(I,K), ||-lp) fir 1 <p < oo kein Banachraum, und (C(I,K),||-||2) ist kein Hilbert-
raum.

7 Essei f € C*(I,R) mit f(a) = f(8) = 0. Dann gilt

B
I <y [ (7)) da (410)

Wie muf (4.10) modifiziert werden, wenn f € C*(I,R) nur f( ) = 0 erfiillt?
(Hinweis: Es sei 2o € I mit f*(z0) = || f||%. Dann gilt f*(zo) = [7° ff' dz — f’BO ff dx.
Nun verwende man Aufgabe 1.10.10.)

8 Essei f € C'(I,K) mit f(a) =0. Dann gilt

B _ B
[ urae< U0 [Cirras.

(Hinweis: Fiir F(z) := [ |f(£)|d¢ gelten |f(z)| < F(z) und ff 2FF' de = F?(B).)
9 Die Funktion f € C*(I,R) erfiille f < f” und f(a) = f(8) = 0. Dann gilt

0 < max f'(x 7\// f+

xzel

(Hinweis: Es sei zo € I mit f'(z0) = || ||oc- Gilt f'(z0) <0, so folgt f = 0.

Im Fall f'(z0) > 0 folgt die Existenz von £ € (zo, 3) mit f'(x) > 0 fiir x € [zo, &) und
(&) =0 (vgl. Theorem IV.2.3). Nun betrachte man ffo(ff' — f'f") dz und verwende
Aufgabe 7.)

10 Man beweise den zweiten Mittelwertsatz der Integralrechnung: Es sei f € C(I,R),
und g € C*(I,R) sei monoton.® Dann gibt es ein & € I mit

B 13 ¢
z)g(x)dxr = g(a x)dz x) dx
/qug() g()/gf() +g(ﬁ)/§f()

(Hinweis: Mit F(z) := [T f(s) ds gilt

/f a)de = Fg|’ — /F g'(z)dx .

Auf das Integral der rechten Seite kann nun Satz 4.16 angewendet werden.)

58ind ||-|l1 und ||-]|]2 Normen auf einem Vektorraum FE, so heifit ||-||1 stirker [bzw. |-|2
schwiicher] als ||-||2 [bzw. ||-]|1], wenn es eine Konstante K > 1 gibt mit [|z|l2 < K ||z||; fir € E.

6Man kann zeigen, dafl die Aussage des zweiten Mittelwertsatzes der Integralrechnung richtig
bleibt, wenn man fiir g nur Monotonie, also keine Regularitét, fordert.
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11 Es seien a > 0 und f € C([—a,a], E). Man beweise:
(i) Ist f ungerade, so gilt ffa f(x)dz =0.
(ii) Ist f gerade, so gilt ffa flx)dx = 2an f(x)dx.

12 Essei F: [0,1] — R durch

Flo) = { x?sin(1/2?) | z € (0,1],

0, r=0,

definiert. Man verifiziere:
(i) F ist differenzierbar;
(ii) F' ¢ S(I,R);
d.h., es gibt Funktionen, die nicht sprungstetig sind und trotzdem eine Stammfunktion
besitzen. (Hinweis zu (ii): Bemerkung 1.1(d).)
13 Es seien f € C([a,b],R) und g,h € C* ([, 8, [a, b]). Ferner sei
h(z)
Filo,fl >R, z— f(§)dg .
g(z)
Dann gilt F' € C*([a, 8], R). Wie lautet F'?

14 Esseien n € N* und a4, ...,a, € R. Man beweise, daB es ein a € (0, 7) gibt mit
n
Z apcos(ka) =0 .
k=1

(Hinweis: Man wende Korollar 4.17 auf f(z) := >_;'_, ar cos(kz) und I := [0, ] an.)
15 Man beweise:

(i) lim n(leJr 1 R 1 ):1.

n— o0 (n + 1)2 (2n — 1)2 2
np—1 1 p
ii) li =1 N .
(i) ngr;ok;qk og » PaEN, q<p

(Hinweis: Man betrachte geeignete Riemannsche Summen fiir f(x) := 1/(1 + 2)? auf [0, 1]
bzw. f(x) := 1/z auf [q,p].)

16 Esseien f € C(I x I, E) und

g: I - F, mH/f(x,y)dy.
I

Man zeige g € C(I, E).
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5 Die Technik des Integrierens

Wie wir gesehen haben, erlaubt es der Fundamentalsatz der Differential- und In-
tegralrechnung, Ableitungsregeln in entsprechende Integrationsvorschriften umzu-
setzen. In diesem Paragraphen werden wir diese Umsetzung fiir die Kettenregel
und die Produktregel vornehmen und so zu der wichtigen Substitutionsregel und
der Methode der partiellen Integration gelangen.

In diesem Paragraphen bezeichnet

e [ = [a, ] ein kompaktes perfektes Intervall.

Variablensubstitution

5.1 Theorem (Substitutionsregel) Es seien E ein Banachraum und f € C(I, E)
sowie ¢ € C1([a,b],R) mit —oo < a < b < oo und ¢([a,b]) C I. Dann gilt

b ©(b)
/ﬂwm¢MM=/ fw)dy
a »(a)

Beweis Der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung sichert die
Existenz einer Stammfunktion F € C'(I,E) fiir f. Aus der Kettenregel (Theo-
rem IV.1.7) folgt deshalb F o ¢ € C*'([a,b], E) mit

(Fog)(z)=F(p@)¢(x) = f(o@)¢'(x),  z€lab.

Nun ergibt Korollar 4.14

b
‘/f@@»d@Mx:FoﬂZ:FW@»fF@wD

o(b) ©(b)
:F@(a): fy)dy ,
w(a)

also die Behauptung. m

An dieser Stelle ist es angezeigt, die Bedeutung des Symbols ,,dz*, das bisher
lediglich in der Bezeichnung des Integrals auftrat und die ,Integrationsvariable
markierte“, ndher zu erldutern. Einerseits geben wir eine rein formale Definition,
die wir in Paragraph VIIL.3 rechtfertigen und prézisieren werden. Andererseits
stellen wir dazu einige heuristische Betrachtungen an.
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5.2 Bemerkungen (a) Es sei po: I — R differenzierbar. Dann heifit! dy := ¢’ dx
Differential von ¢. Wihlen wir fiir ¢ speziell die Identitét idy, so folgt dp = 1 dx.
Es ist naheliegend, das Symbol 1 dx wieder mit dx zu bezeichnen. Also ist dx das
Differential der Identitit x — .

(b) Unter Verwendung von Differentialen ldfit sich die Substitutionsregel in fol-
gender priagnanter Form schreiben:

b ©(b)
/mfowdw:i/ fy.
a w(a)

(c) Es seien ¢: I — R differen- 4
zierbar und xo € I.In den folgen-  ¢(xo0) + dp(xo) -
den heuristischen Betrachtungen
wollen wir ¢ in einer ,infinite-
simalen“ Umgebung von xp un-
tersuchen. Dazu wird dx als Zu-
wachs der unabhéingigen Varia-
blen z, also selbst als reelle Va-
riable, aufgefafit.

(o) + Ap(wo) 1

¢(wo) +

v

Es sei t,, die Tangente an ¢ im Punkt (zo, ¢(z0)):
tii R—R, 2 p(zo) + ¢ (30)( — 20) -

Auflerdem bezeichnen Ap(zg) := ¢(xo + dz) — @(z0) den Zuwachs der Funktion ¢
und d (x0) := ¢'(20) de den Zuwachs der Tangente t,,, falls o den Zuwachs dz
erfahrt. Aus der Differenzierbarkeit von ¢ folgt dann

Ap(zo) = do(xo) + o(dx) , dr — 0.

Fiir kleine Zuwéchse dz kann also Ap(zg) ndherungsweise durch die ,lineare Ap-
proximation® dp(xzg) = ¢’ (x0) dx ersetzt werden. m

5.3 Beispiele (a) Fiir a € R* und b € R gilt
g 1
/ cos(az + b)dz =~ (sin(af + b) — sin(ac + b)) .
o a

Beweis Die Variablensubstitution y(z) := az + b fiir z € R ergibt dy = a dz. Somit folgt
aus Beispiel 4.15(a)

B 1 af+b 1
/ cos(az + b) dx = / cosydy = ~ sin
«@ a aa+b a

aB+b

)
aa-+b

wie behauptet. m

IDie Bezeichnung dy = ¢’ dx ist hier nur als formaler Ausdruck fiir differenzierbare Funktio-
nen zu verstehen. Insbesondere ist ¢’ dx kein Produkt von bis jetzt eingefiihrten Objekten.
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(b) Fiir n € N* gilt

1
1
/ " lsin(z®)dx = (1 —cosl) .
0 n

Beweis Hier setzen wir y(z) := z™. Dann gilt dy = nz" ! dz, und folglich

1 1
_ 1 1

/ " sin(z") dz = / siny dy = _cosy’ ,
o n Jo n lo

also die Behauptung. m

Partielle Integration

Die zweite fundamentale Integrationstechnik, ndmlich die Methode der partiellen
Integration, ergibt sich aus der Produktregel.

5.4 Satz Fiir u,v € C1(I,K) gilt
B 5 B
/ wv' dz = uv|a - / wvdr . (5.1)

Beweis Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Produktregel (uv) = v'v + v'u
und Korollar 4.14. m

Mit Differentialen nimmt (5.1) die einprigsame Form

B 3 8
/udv:uv’a—/ vdu (5.2)

al.

5.5 Beispiele (a) Es gilt ff xsinzxdr =sinf — sina — (3cos 5 + a cos a.

Beweis Wir setzen u(z) := z und v’ := sin. Dann gelten v’ = 1 und v = — cos. Also folgt
s B 7 B
/ rsinrdmz—mcosx’a—i—/ cosxdmz(sinm—rcosrﬂa ,
« «@

wie behauptet. m

(b) (Der Flicheninhalt eines Kreises) Eine Kreisscheibe mit Radius R besitzt
den Flicheninhalt R%m.

Beweis Wir kénnen den Ursprung des (ebenen rechtwinkligen) Koordinatensystems in
den Kreismittelpunkt legen. Dann wird die abgeschlossene Kreisscheibe Kr mit Radi-
us R durch

Kr={(z,y) €eR*; |(z,9)| <R} ={(x,y) eR?; 2° +y* < R*}
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beschrieben. Offensichtlich besteht Kr aus den beiden Halbkreisscheiben
Hr:={(z,y) eR*; 2> +y* <R’ y>0}
und —Hpg, und
HrN(—Hgr)=[-R,R x {0} = { (2,00 eR*; —-R<z<R}.
Da der ,,obere Rand“ von Hgr durch
den Graphen der Funktion Y
[~R,R] =R, x> /R2— a2

beschrieben wird, wird der Fliachenin-
halt von Hr geméf unserer fritheren
Interpretation durch Hr

R
/ \/szﬂczdx a > x
-R

-R R

gegeben. Hierbei ist es unwesentlich, ob die ,,untere Berandung® [—R, R] x {0} von Hg
mit zu Hr gezéhlt wird oder nicht, da der Fldcheninhalt eines Rechtecks der Breite 0
definitionsgem&sB 0 ist. Aus Symmetriegriinden? ist der Flicheninhalt Ar des Kreises Kr
gleich dem doppelten Inhalt des Halbkreises Hr. Folglich gilt

R
ARZZ/ \/RQ—rzd:ﬂ.
R

Zur Bestimmung dieses Integrals ist es angebracht, Polarkoordinaten einzufiihren. Dazu
setzen wir z(a) := Rcosa fiir a € [0, 7r]. Dann gilt dz = —Rsin ada, und die Substitu-
tionsregel liefert

0
ARr = —QR/ \/R2—R2C082a sin a dox

2R2/ \/l—coszasinada=2R2/ sin® ada .
0 0

Das Integral fow sin? a da berechnen wir durch partielle Integration. Denn mit « := sin
und v’ := sin gelten v’ = cos und v = — cos. Also folgt

™ s
.2 . ™ 2
/ sin ada:fsmacosa‘o +/ cos” ada
0 0

:/ (1fsin2a)da:7rf/ sin® ada |
0 0

und wir finden [ sin? a da = /2. Insgesamt ergibt sich Ap = R*m. m

2In diesem Beispiel betrachten wir den ,,absoluten® und nicht den orientierten Flicheninhalt,
wobei wir auf eine prézise Definition des Flidcheninhalts verzichten und heuristisch evidente Ar-
gumentationen verwenden. Im dritten Band werden wir eine detaillierte Studie der mit diesem
Begriff zusammenhingenden Fragen durchfithren und die hier verwendeten heuristischen Uber-
legungen exakt begriinden.
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(c) Fiir n € N sei I, := [sin” 2 dz. Dann gilt die Rekursionsformel®
nl, = (n—1)I,_o —coszsin" 'z, n>2, (5.3)
mit Ip = X und I; = — cos.

Beweis Offensichtlich gelten Io = X + ¢ und I1 = —cos +c. Fiir n > 2 folgt
I, = /sin"ﬁx (1- cos? x)de =In_o — /sin"ﬁx coszcoszdr .

Setzen wir u(x) := cosz und v'(x) :=sin" ?z cosz, so erhalten wir ' = —sin sowie
v =sin"""/(n — 1). Nun liefert partielle Integration die Behauptung. m

(d) (Das Wallissche Produkt) Es gilt*

T o 4k? i 4#
= =1

2 ll%? 1 £§I14
22 4 46 6 2k 2k
133557 2k —1 2k+1 ‘

Beweis Wir erhalten die behauptete Produktformel durch Auswerten von (5.3) auf dem
Intervall [0, 7/2]. Dazu setzen wir

/2
A, ::/ sin” zdx , neN.
0

Aus (5.3) folgen dann

Ao=m/2, Ai=1, An:n;IAn,% n>2.

Ein einfaches Induktionsargument ergibt

(2n—1)(2n—3)-----3-1 « 2n(2n —2) - - 4.2

Az = T A = .
2 n(2n —2) - -4-2 2 T on4+1)(@2n—1) - -5-3

Hieraus folgen die Beziehungen

A2n+1: 2n-2n(2n —2)2n—-2)- -+ -4-4-2-2 2
Aan [en+1)(2n—1)][2n—1)(2n=3)] - -+ -[5-3][3-1] = )

27 (207
- TI']!;II (2k)2 — 1

3Man beachte die Vereinbarung vor Beispiel 4.15.
4Es seien (ay) eine Folge in K und py, := [Ti—o ax fiir n € N. Konvergiert die Folge (pn), so
nennt man ihren Grenzwert unendliches Produkt der aj und schreibt

oo n
Hak ::hrnl_[a;C .
k=0 " k=0
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und A
lim “2"*? = lim n+1 =
n—oo Aan n—oo 2n + 2

Wegen sin? z < sinz < 1 fiir z € [0,7/2] gilt Aopto < Aont1 < Agn. Also folgt

(5.5)

A2n+2 < A2n+ 1

<1 neN,
A2n B A2n B ’

und die Behauptung ist eine Konsequenz von (5.4) und (5.5). m

Die Integration rationaler Funktionen

Unter den elementaren Funktionen versteht man die Gesamtheit aller Abbildun-
gen, die sich aus den Polynomen, der Exponentialfunktion, dem Sinus und allen
jenen Abbildungen zusammensetzt, welche hieraus mittels der vier ,, Grundrechen-
arten“ (Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division) sowie der Operatio-
nen ,, Komposition“ und ,,Bilden der Umkehrfunktion“ in endlich vielen Schritten
gewonnen werden kénnen.

5.6 Bemerkungen (a) Die Klasse der elementaren Funktionen ist ,abgeschlossen
unter der Differentiation, d.h., Ableitungen elementarer Funktionen sind elemen-
tare Funktionen.

Beweis Dies folgt aus den Theoremen IV.1.6-8 sowie aus den Beispielen 1V.1.13, An-
wendung IV.2.10 und Aufgabe IV.2.5. m

(b) Stammfunktionen elementarer Funktionen sind im allgemeinen keine elemen-
taren Funktionen. Mit anderen Worten: Die Klasse der elementaren Funktionen
ist unter der Integration nicht abgeschlossen.

Beweis Fiir jedes a € (0,1) ist die Funktion
f:[0,a] = R, m»—>1/\/1—x4

stetig. Also ist

F:c::/ , 0<z<1,
(z) ) 1yt

eine wohldefinierte Stammfunktion von f. Wegen f(z) > 0 fiir z € (0,1) ist F strikt
wachsend. Folglich besitzt F' gem&f8 Theorem III.5.7 eine wohlbestimmte Umkehrfunk-
tion G. Es ist bekannt,> da8 es eine abzahlbare, sich nirgends hiufende Teilmenge M
von C gibt, derart dal G eine eindeutig bestimmte analytische Fortsetzung G auf C\M
besitzt. Es ist auch bekannt, daf3 G doppelt periodisch ist, d.h., es gibt zwei iiber R linear
unabhéngige Perioden wi,w2 € C mit

Gz+w)=G(z+w)=GCG(z), 2€C\M.

5Beweise dieser und der folgenden Aussagen iiber die Periodizitit von G gehen weit iiber den
Rahmen dieser Darstellung hinaus (vgl. z.B. Kapitel V in [FB95]).
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Da eine elementare Funktion hochstens , einfach periodisch® ist, kann G nicht elementar
sein. Also ist auch F' nicht elementar. Damit besitzt die elementare Funktion f keine
elementare Stammfunktion. m

Im folgenden werden wir zeigen, dafl rationale Funktionen elementar inte-
grierbar sind, d.h. elementare Stammfunktionen besitzen. Dazu beginnen wir mit
einigen einfachen Beispielen, auf die wir in der allgemeinen Situation zuriickgrei-
fen werden.

5.7 Beispiele (a) Fiir a € C\ I gilt

de | log|X —a|+c, aeR,
X—a | log(X —a)+c, ae€C\R.

Beweis Dies folgt aus den Beispielen 4.15(c) und IV.1.13(e). m
(b) Es seien a € C\I und k¥ € N mit k£ > 2. Dann gilt

/ dz _ -1 L
(X —a)k  (k=1)(X—a)t
(c) Es seien a,b € R mit D := a? — b < 0. Dann gilt

/ du = 1 arctan<X+a) +c
X242aX+b /—D v—D '

Beweis Wegen

2
a(X) = X" +20X +b= (X +0)’ =D =|D| (1+ ()f/r;‘l) )
erhalten wir mit y := |D|™*/? (z + a) aus der Substitutionsregel
P dx 1 vi® 1 (8)
= 5 = arctan .

Hieraus folgt die Behauptung. m
(d) Fiir a,b € R mit D :=a? —b <0 gilt

Xd 1
/ o N log(X2 + 2aX +b) —

arcta; (X—l—a) +
= I 11 C
+2aX +b 2 \/fD

a
vV—D
Beweis Mit der Notation des Beweises von (c) finden wir

X _ 12X+2 a_14q a
a 2 q ¢ 2q q
Nun ergibt sich die Behauptung aus Beispiel 4.15(c) und (c). m
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(e) Fiir a,b € R mit D:=a?—b=0und —a ¢ I gilt

/ dx -1 n

= c.
X2+2aX+b X+a
Beweis Wegen g = (X + a)? erhalten wir die Behauptung aus (b). m
(f) Es seien a,b € Rund D :=a? —b> 0. Fiir —a++v/D ¢ I gilt

dx 1 X+a—-+vD
5 = log +c.
X2+2aX+b 2D "IX+a++VD

Beweis Das quadratische Polynom ¢ besitzt die reellen Nullstellen z; := —a + v/D und
29 := —a — v/D. Also gilt ¢ = (X — 21)(X — 22). Dies legt den Ansatz
1
_ ai + az (56)

q X — X — 29
nahe. Durch Multiplikation dieser Gleichung mit ¢ finden wir
1= (a1 +a2)X — (a122 + az2z1) .

Also folgt aus dem Identitétssatz fiir Polynome (vgl. Bemerkung 1.8.19(c)) durch Koef-
fizientenvergleich a1 = —as = 1/2\/D. Nun ergibt sich die Behauptung aus (a). m

Im letzten Beispiel ist es uns gelungen, die Integration der rationalen Funk-
tion 1/(X?2 + 2aX + b) mittels der Zerlegung (5.6) auf das Auffinden von Stamm-
funktionen der einfacheren rationalen Funktionen 1/(X — 21) und 1/(X — 23) zu
reduzieren. Eine solche ,,Partialbruchzerlegung® ist bei beliebigen rationalen Funk-
tionen stets moglich, wie wir im folgenden zeigen werden.

Ein Polynom heifit normiert, wenn sein hichster Koeffizient 1 ist. Nach dem
Fundamentalsatz der Algebra besitzt jedes normierte Polynom ¢ von positivem
Grad die Faktorzerlegung

q= H(X —z;)™ (5.7)
j=1

wobei 21, . . ., 2, alle paarweise verschiedenen Nullstellen von ¢ in C und my,...,m,

ihre Vielfachheiten sind. Also gilt
Z m; = Grad(q)
j=1

(vgl. Beispiel II1.3.9(b) und Bemerkung 1.8.19(b)).

Es seien nun p, ¢ € C[X] mit ¢ # 0. Dann folgt durch Polynomdivision geméif}
Satz 1.8.15, dafi es eindeutig bestimmte s, ¢ € C[X] gibt mit

t
7; =s+ ., Grad(t) < Grad(g) (5.8)
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Also konnen wir uns zum Nachweis der elementaren Integrierbarkeit der ratio-
nalen Funktion 7 := p/q wegen Beispiel 4.15(b) auf den Fall Grad(p) < Grad(q)
beschrénken und ¢ als normiert voraussetzen. Die Grundlage fiir diesen Nachweis
ist der folgende Satz iiber die Partialbruchentwicklung.

5.8 Satz  Es seien p,q € C[X] mit Grad(p) < Grad(q), und ¢ sei normiert. Mit
den Bezeichnungen von (5.7) gilt dann

n
) S 9
j=1k= 1
mit eindeutig bestimmten aj;, € C.

Beweis Wir machen den Ansatz

p a h
= + 5.10
N (510
mit a € C und p; € C[X] sowie
q
= ClX] .
=y 2 € ClX]
Durch Multiplikation von (5.10) mit ¢ erhalten wir
= (X —z)™ + (X —z1)p1 (5.11)

j=2

woraus wir

/ﬁ (21— 2,)™ (5.12)

ablesen.® Also ist ai,,, := a eindeutig bestimmt. Aus (5.11) folgt

n

Grad(py) < (Z mj) V Grad(p) < Grad(q) — 1 = Grad(q1) .

Jj=2

Folglich kénnen wir die obige Argumentation auf p;/¢; anwenden und erhalten so
nach endlich vielen Schritten die behauptete Darstellung. m

5.9 Korollar Jede rationale Funktion ist elementar integrierbar.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus (5.8), (5.9) und den Beispielen 5.7(a) und (b). m

6Wie iiblich hat fiir n = 1 das ,leere Produkt* den Wert 1.
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5.10 Bemerkungen (a) Sind alle Nullstellen des Nennerpolynoms einfach, so
lautet die Partialbruchentwicklung (5.9)

P ~p(z) 1
q ; q'(z) X =2 519

Im allgemeinen Fall ist es empfehlenswert, einen Ansatz der Form (5.9) mit un-
bestimmten Koeffizienten a;; zu machen und nach Multiplikation mit ¢ einen
Koeffizientenvergleich durchzufiithren (vgl. den Beweis von Beispiel 5.7(f)).

Beweis Die Aussage (5.13) ergibt sich leicht aus (5.12). m

(b) Es sei s € R[X]. Dann ist mit jeder Nullstelle z € C von s auch die konjugiert
komplexe Zahl z eine Nullstelle derselben Vielfachheit.

Beweis Aus Satz 1.11.3 folgt s(z) = s(z), also die Behauptung. m

(c) Es seien p, ¢ € R[X], und z € C\R sei eine Nullstelle von ¢ der Vielfachheit m.
Ferner sei ay bzw. by, fiir 1 < k < m der Koeffizient von (X — 2)7" bzw. (X — 2)7*
in der Entwicklung (5.9). Dann gilt by = ak.

Beweis Aus (b) wissen wir, dafl auch z eine Nullstelle von ¢ der Vielfachheit m ist. Also
ist by, eindeutig bestimmt. Fiir z € C\{z1,..., zn} folgt aus (5.9)

gtk _p(@) _ ) NANs
22 oo T a) 0D T e

Nun ergibt sich die Behauptung aus der Eindeutigkeitsaussage von Satz 5.8. m

Es sei nun r := p/q mit p,q € R[X] und Grad(p) < Grad(q) eine reelle ratio-
nale Funktion. Ist z € C\R eine Nullstelle von ¢ der Vielfachheit m, so enthiilt die
Partialbruchentwicklung (5.9) geméfl Bemerkung 5.10(c) den Summanden

a e _ (a+a)X — (za+ za) _o Re(a)X — Re(za)
X—2 X-=z2 (X —2)(X —2) X2 —2Re(2)X + |22’

und es gilt D := (Rez)? — |2|? < 0. Folglich zeigen die Beispiele 5.7(c) und (d),
daf gilt:

/(Xa—z+Xa—z)dx

= Alog(z® — 2Re(2)z + |2|°) + Barctan(x\; R;Z) +c

fiir « € I, wobei sich die Koeffizienten A und B in eindeutiger Weise aus Rea,
Re z, Re(za) und v/—D berechnen lassen.

(5.14)
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Fiir 2 < k < m folgt aus Bemerkung 5.10(c) und Beispiel 5.7(b)
/( b n b )d -1 ( b n b ) n
T = c
(x—2)k  (z—2) E—1\(x —2)k-1  (z—2)k1

—2Re(b(z — 2)¥1)
(k —1)(22 — 2Re(2)z + |2[2)"

fir € I. Somit erhalten wir in diesem Fall aus Satz 5.8 sowie (5.14) und (5.15)
eine reelle Darstellung der Stammfunktion.

Fiir einfache konkrete Beispiele zur Integration mittels Partialbruchzerlegung
sei auf die Aufgaben verwiesen.

Aufgaben

1 Man berechne die unbestimmten Integrale

Ol i [ Gy [0
a?z? + bz +c’ @2 =2z +3" B RPN R

(iv) /r“df-l’ v) /;jiml’ (vi) /(am2 +dlu;cﬂc+c)2’

2 Durch geeignete Substitutionen lassen sich die unbestimmten Integrale

e’ —1 dz dx
i dz ii , iii
O/e”—i—l ()/l—i—\/l—i—x ( )/\/ﬂc(1+\%c)
in Integrale rationaler Funktionen iiberfithren. Wie lauten die entsprechenden Stamm-
funktionen?

3 Essei f € C'(I,R). Man zeige:” limx—oo [, f(z)sin(Az) dz = 0.
4 Essei f € C([0,1],R). Man verifiziere:

(1) /07r zf(sinz)dx = g/oﬁ f(sinz) dz,

/2 /2
(ii) / f(sin 2x) cosx dx = / f(cos® ) cos x dz.
0 0

(Hinweise: (i) Substitution ¢t = 7 — .
(ii) Es gilt f:/f f(sin2z) cos z dx = fo’r/4 f(sin 2z) sin x dx. AuBerdem verwende man die

Substitution sin 2z = cos®t.)

5 Die Legendreschen Polynome P, sind durch

Pu(X)i=

= '[(x*-1)"], neN,

"Vgl. Bemerkung 7.17(b).
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definiert.® Man beweise

1 0, n#m,
-1 s n=m.
2n+1

6 Mit Hilfe der Substitution y = tanz beweise man

1
log(1 + x) ™
de = _log2 .
/0 1422 T g%
(Hinweis: 1+ tanz = (v/2sin(z + 7/4)) / cos z.)
7 Man zeige

/1N2 42— 80° —4v2a" —8a®
0

1— 28

(Hinweise: Substitution z =y / V2 und
(y =D —16) = (v* = 2)(y" — 2y + 2)(y° +y" +2y° — 4).)

8 Es seien k,m € N* und c € (0,1). Dann gilt
c $k71 B i cnm+k:
o 1—am nm+k
n=0
(Hinweis: Y o0 "™ =1/(1—a™).)

9 In Aufgabe 8 wihle man ¢ = 1/\/27 m = 8 sowie k = 1,4, 5,6 und schliele mit Auf-
gabe 7 auf folgende Reihendarstellung von 7:

=1 4 2 1 1
I _ _ _ ).
n:016" qn+1 8n+4 8n+5 8n+6
10 Fiir die Integrale

/:c(logr)n dzx |
/ dx

@+ 1)

Q) In = /x"ez dz , (ii) In =
(iii) I, = /cosnm dz (iv) I, =

sind Rekursionsformeln herzuleiten.

8Siehe Aufgabe IV.1.12.
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6 Summen und Integrale

Es seien m,n € Z mit m < n, und f: [m,n] — E sei stetig. Dann kann

als eine Riemannsche Summe fiir

/nfdx (6.1)

m

aufgefafit werden. Folglich stellt sie einen Ndherungswert fiir (6.1) dar.

In den beiden vorangehenden Paragraphen haben wir effiziente Methoden
zur Berechnung von Integralen kennengelernt, insbesondere den Fundamentalsatz
der Differential- und Integralrechnung. In manchen Situationen ist es einfacher,
den Wert des Integrals (6.1) mittels dieser Methoden direkt zu bestimmen, als
die obige Summe auszurechnen. In diesem Fall konnen wir ,,den Spiefl umdrehen*
und das Integral als einen Niherungswert fiir die Summe ansehen. Diese Idee der
niherungsweisen Berechnung von Summen durch Integrale erweist sich als &uflerst
fruchtbar, wie wir anhand einiger Beispiele, die von iibergeordnetem Interesse sind,
belegen werden.

Natiirlich hingt die Effizienz dieser Methode davon ab, wie gut der Fehler
[ = Y s (6.2)
m k=m+1

kontrolliert werden kann. In diesem Zusammenhang sind die Bernoullischen Zah-
len und die Bernoullischen Polynome von Bedeutung, denen wir uns zuerst wid-
men wollen.

Die Bernoullischen Zahlen
Wir beginnen mit dem Nachweis, daf die Funktion®

z X
h:C—C, h(z):_{(e 11)/Z> ZG((C) ’
) z = )

analytisch ist und bestimmen einen Kreis um 0, auf dem A nicht verschwindet.?

1Man beachte fiir das folgende auch die Aufgaben V.3.2-4.
2Die Existenz eines n > 0 mit h(z) # 0 fiir z € B(0, ) folgt natiirlich bereits aus h(0) = 1 und
der Stetigkeit von h.
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6.1 Lemma Es gilt h € C¥(C,C) mit h(z) # 0 fiir z € 27B.

Beweis® (i) Die Potenzreihe Y (1/(k +1)!) X* hat geméf Satz I1.9.4 den Kon-
vergenzradius oo. Also ist die durch sie dargestellte Funktion g aufgrund von
Satz V.3.5 auf C analytisch. Wir wollen die Gleichheit von g und h nachweisen.
Offensichtlich gilt g(0) = h(0). Es sei also z € C*. Dann folgt g(z) = h(z) aus der
Beziehung z - g(z) = e* — 1.

(ii) Fir z € C\2miZ gilt

z z ze*+1 z z
= = th . .
-1 T2 T 91 2Py (6-3)

Somit erhalten wir die Behauptung wegen h(0) = 1. m

Aus dem eben bewiesenen Lemma folgt insbesondere, daf3

z

f:2rB—-C, 2z~
e —1

wohldefiniert ist.* Die Funktion f ist in einer Umgebung von 0 sogar analytisch,
wie der néchste Satz zeigt.

6.2 Satz Es gibt ein p € (0,27) mit f € C¥(pB, C).

Beweis Der Divisionsalgorithmus von Aufgabe 11.9.9 sichert die Existenz einer
Potenzreihe > b, X* mit positivem Konvergenzradius po und der Eigenschaft

(> (k+1) ) (Do bex®) =1eclx].

Mit p := pg A 27 setzen wir
. oo
f:pB—C, zHZbkzk

Dann gilt

eZ

Z_lﬂz):(fj (bt 1) )(Zbkz): . 4B,

Lemma 6.1 und die Wahl von p ergeben somit
~ z
fe)=fe= 7
Nun folgt aus Satz V.3.5 die Analytizitéit von f. m

3Vgl. auch Aufgabe V.3.3.
4Dies bedeutet, dal wir z/(e* — 1) fiir z = 0 als 1 interpretieren.

z€pB .
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In Bemerkung VIIL.5.13(c) werden wir einen weiteren, vom Divisionsalgorith-
mus fiir Potenzreihen (Aufgabe 11.9.9) unabhiingigen Beweis dafiir geben, dafl f
analytisch ist.

Die Bernoullischen Zahlen B, werden fiir £ € N durch
By,
71—2 2 z € pB (6.4)

mit einem geeigneten p > 0 definiert. Aufgrund von Satz 6.2 und wegen des Iden-
titdtssatzes fiir Potenzreihen (Korollar I1.9.9) sind die By, durch (6.4) eindeutig be-
stimmt. Die Abbildung f mit f(z) = z/(e* — 1) heifit erzeugende Funktion der By.

Rekursionsformeln

Aus (6.4) kénnen wir mittels des Cauchyproduktes von Potenzreihen leicht eine
Rekursionsformel fiir die Bernoullischen Zahlen herleiten.

6.3 Satz Die Bernoullischen Zahlen B, erfiillen

41 1, n=20,
. B —
(i) kz—o( k ) b {0, neN*.
(11) B2k+1 =0 fiir k € N*,

Beweis Aufgrund von Satz I11.9.7 gilt fiir z € pB

o = p,
Z:(ez_l)f(z)zz(; (k+1)!)(;?lz)
_ng(k n—l—ll—k;) )z"

Der Identitatssatz fiir Potenzreihen liefert deshalb

“~ By, 1 (1, n=0,
— Kl (n+1-k)! 10, neN*.

Die Behauptung folgt nun durch Multiplikation dieser Identitéit mit (n + 1)!.
(ii) Einerseits finden wir
1 ) e F—1+e*—-1
=z

f(z)ff(fz):'z<ez_1+e_z_1 1—e*—e %41

Andererseits gilt die Potenzreihenentwicklung
—( Bk o~ DBaji1 L 2k+1
— f(—2)= — = 22 .
1z = f(=2) kz_0<k!z 9") = (2k +1)!

Also erhalten wir aus dem Identitéitssatz fiir Potenzreihen Bop 1 = 0 fir k € N*. m

= —Z.
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6.4 Korollar Fiir die Bernoullischen Zahlen gilt

Bo=1, Bi=-1/2, By=1/6, By=-1/30, Bg=1/42,

Mittels der Bernoullischen Zahlen kénnen wir eine Reihenentwicklung des
Cotangens angeben, welche im néichsten Paragraphen niitzlich sein wird.

6.5 Anwendung Fiir geniigend kleine® z € C gilt

zcotz—lJrZ Bgnz

Beweis Aus (6.3) und (6.4) sowie Satz 6.3(ii) erhalten wir wegen B; = —1/2
coth Z Bgn )t z € pB .
Ersetzt man z durch 2iz, so folgt die Behauptung. m

Die Bernoullischen Polynome
Fiir jedes x € C ist die Funktion

Fp:pB—C, 2z~

analytisch. In Analogie zur Definition der Bernoullischen Zahlen werden die Ber-
noullischen Polynome By (X) durch

ze®* = Bi(z)
6z71—kZ:0 TR zepB, zeC, (6.5)

definiert. Wegen des Identitétssatzes fiir Potenzreihen sind die Funktionen By (X)
auf ganz C durch (6.5) eindeutig festgelegt, und der niichste Satz zeigt, daf} es sich
dabei tatsdachlich um Polynome handelt.

6.6 Satz Fiirn € N gilt:
(1) Bn(X) =350 (k) BeX"7;
(i) Bn(0) = Bn;

(iil) B 1 (X) = (n+1)Bn(X);

5 Aus dem Beweis von Anwendung 7.23(a) wird folgen, daf} dies fiir |z| < 1 richtig ist.
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(iv) Ba(X +1) = B, (X) =nX""1;
(V) Bn(l - X) = (_l)an(X)

Beweis Die erste Aussage ergibt sich, wie im Beweis von Satz 6.3, mittels des
Cauchyproduktes von Potenzreihen und durch Koeffizientenvergleich. Es gilt nim-
lich einerseits

R == () (S 5 =X o )

und andererseits F(z) = >, Bn(x)z"/n!.

Die Aussage (ii) folgt unmittelbar aus (i). Ebenfalls aus (i) erhalten wir (iii)
wegen

(X Zn:(n+1)BkX"_k(n+1—k)
k=0

= (n+1 Zn:( )BkX" k= (n+1)Bn(X) .
=0

SchlieBlich ergeben sich (iv) und (v) aus den Identitdten Fjyq(z) — Fy(2) = ze**
und Fy_,(z) = F;(—z) durch Koeffizientenvergleich. m

6.7 Korollar Die ersten vier Bernoullischen Polynome lauten

Bo(X) =1, Bi(X)=X-1/2,
By(X)=X?>-X+1/6, B3(X)=X?-3X%/24+ X/2.

Die Euler-Maclaurinsche Summenformel

Wir werden nun sehen, dafl wir mit Hilfe der Bernoullischen Polynome den Feh-
ler (6.2) abschétzen konnen. Dazu beweisen wir zuerst einen Hilfssatz.

6.8 Lemma Es seien m € N* und f € C?™*1(0,1]. Dann gilt
1 m
1 B 1
/ flx)dx = 2[]0 Z( 2%k f(2k 1) x)’
0 k=1 0

1
_ (2m1<|> 1)' /0 B2m+1($)f(2m+1) (LL') dr .
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Beweis Wir wenden die Funktionalgleichung B}, ;(X) = (n + 1)B,(X) an, um
fortlaufend partiell integrieren zu kénnen. Dazu seien u := f und v’ := 1. Dann
gelten v/ = f und v = B1(X) = X — 1/2. Somit folgt

/f )dr = By (x |0 /31

= [+ 0 )]—/ By(a)f(x) d .

0

(6.6)

Nun setzen wir u := f/ und v’ := By (X). Wegen v/ = f” und v = By(X)/2 finden wir

' : 1 ot "
| B@r@i = @@ -, [ B,

Hieraus folgt mit u := f” und v’ := Bo(X)/2, also mit v’ = "/ und v = B3(X)/3!,

die Gleichung
[ B @ = (B - B 3,/3 () do

Ein einfaches Induktionsargument liefert nun

[ mer@a=Y O s w00

= 4! 0
1 1
* (2m +1)! /0 Bam1(z) fP ) (2) do .

Da geméif Satz 6.6 die Aussagen B, (0) = By, B,(1) =(—1)"B, und Bap4+1 =0
fiir n € N* richtig sind, ergibt sich die Behauptung. m

Im folgenden bezeichnen wir mit En die 1-periodische Fortsetzung der Funk-
tion B, (X)|[0,1) auf R, d.h.

By (z) := By (z —[2]) , zeR.

Offensichtlich ist B, sprungstetig auf R (d.h. auf jedem kompakten Intervall). Fiir
n > 2 ist B, sogar stetig (vgl. Aufgabe 4).

6.9 Theorem (Euler-Maclaurinsche Summenformel) Es seien a,b € Z mit a < b,
und f gehore zu C*™*1a, b] fiir ein m € N*. Dann gilt

/f o+ | Z o 7@,

+ (2m+1)!/ §2m+1($)f(2m+1)($) de

a
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Beweis Wir zerlegen das Integral ff fdz in eine Summe von Termen der Form

f;j: + f dx, auf welche wir Lemma 6.8 anwenden. Es sei also
b b— a 1 a+k+1 b—a—-1 1
[t / - > [ Aty
a a+ k=0 0

mit fix(y) :== f(a+ k+y) fiir y € [0,1]. Dann gelten

b—a—1 b—a—1
; > 1k0) + £r(1)] :; 3" [flat+k) + fla+k+1)]
k=0 k=0
b
=35~ [ (@) + 7))
k=a

sowie

1 1
/ Bom1 () f ) (y) dy = / Bomsi(a+k+y) P (a+k+y)dy
0 0

a+k+1}~
- / Bay1(2) P (@) d
a+k

Also folgt die Behauptung aus Lemma 6.8. m

Potenzsummen

In einer ersten Anwendung der Euler-Maclaurinschen Summenformel wéhlen wir
fiir f ein Monom X ™. Dann erhalten wir leicht berechenbare Ausdriicke fiir die Po-
tenzsummen »_,_, k™, die wir fiir m = 1,2 und 3 bereits in Bemerkung .12.14(c)
bestimmt haben.

6.10 Beispiel Fiir m € N mit m > 2 gilt
n 1n+1 n -BQJ )
— m—275+1
S S () B

2j<m+1

also insbesondere

ikQ _ n3 N 2 +nB, nin+1)(2n+1)
3 )

k=1

n 4 3 2 2
3 nt n® 3, n*(n+1)

> k= gty T Ba= A
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Beweis Fiir f:= X™ gilt
o _ (’;)E!X’H’ . t<m,
0, L>m,
und fiir 25 — 1 < m ergibt sich

BQ‘ i BQ‘ m . m—24 BQ' m m—24
(Qj;!f@ )= (2j;!(2j—1>(2]_1)!n = 2 (2]'—1)” v

Wegen f<m)(m)|g = 0 folgt die Behauptung nun aus Theorem 6.9 mit a =0 und b =n. m

Asymptotische Aquivalenz
Die Folgen (ay) und (bx) in C* heiflen asymptotisch dquivalent, falls gilt

lilgn(ak/bk) =1.
In diesem Fall schreiben wir ay ~ by (k — 00) oder auch (ay) ~ (bg).

6.11 Bemerkungen (a) Es ist nicht schwierig einzusehen, da8 ~ eine Aquiva-
lenzrelation auf (C*)N ist.

(b) Sind (a) und (by) asymptotisch dquivalent, so ist i. allg. weder (ay) noch (b)
konvergent, noch ist (ax — bx) eine Nullfolge.

Beweis Man betrachte ay := k? + k und by := k2. m
(c) Aus (ag) ~ (bx) und by — ¢ folgt ar, — c.

Beweis Dies ergibt sich sofort aus ar = (ar/bx) - bp.

(d) Es seien (ax) und (bg) Folgen in C*, und (ar — bx) sei beschrénkt. Aus
|br| — oo folgt dann (ag) ~ (bg).

Beweis Es gilt |(ar/br) — 1| = |(ax — br)/bk| — O fiir k — co. m
Mit Hilfe der Euler-Maclaurinschen Summenformel gelingt es, wichtige Bei-

spiele asymptotisch dquivalenter Folgen anzugeben. Dazu benétigen wir das fol-
gende Hilfsresultat.

6.12 Lemma FEs sei z € C mit Rez > 1. Dann existiert der Grenzwert
>~ B "B
/ k() dr = lim/ k() dx
1 :I:Z n 1 :LrZ

in C und

1 T® Rez—1
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Beweis Es seien 1 < m < n. Dann gilt

n E n
‘/ k(@) dx—/ d ’ = ’/ dx‘ < |Billso / z-Rez gy
1 x® m

HBkHoo( 1 1 )

" Rez —1\mRez—-1 nRez—1

Diese Abschitzung zeigt, dafl (fln (ék (z)/z?) dx)neNX eine Cauchyfolge in C ist.
Also existiert der behauptete Grenzwert. Setzen wir in der obigen Abschéitzung
m = 1 und fithren den Grenziibergang n — oo durch, so folgt der zweite Teil der
Behauptung. m

6.13 Beispiele (a) (Die Formel von de Moivre und Stirling) Fiir n — oo gilt

n! ~V2rnn"e

Beweis (i) Wir setzen a:=1, b:=n, m:=1 und f(z):=logz. Dann folgt aus der
Euler-Maclaurinschen Summenformel
ST

Zlogk - / logxdx = ; logn + By
1
Beachten wir logz = [z(log z — 1)]/ und Bz = 1/6, so ergibt sich

1
logn! —nlogn — 5 logn +n = log(n! nfn—l/zen)
1 33
=1
SPGB
Nun folgt aus Lemma 6.12, daf3 die Folge (log(n! n7"71/26”))n€N konvergiert. Also gibt

7n71/2en)

es ein A > 0 mit (n!n — A fiir n — oo. Daher gilt

nl ~ An™T2e™ (n — o0) . (6.7)

(ii) Um den Wert von A zu bestimmen, verwenden wir die Wallissche Produktdar-

stellung von 7/2:

i 2k —1)(2k+1) 2
(vgl. Beispiel 5.5(d)). Also gilt auch

- (2k) [T (2R)7 _ 27 (nt)*
hm(U 2% — 1) 2k+1)'1‘[221(2k)2) B o) 20 4 1)1 =/2. (6.8)

Andererseits folgt aus (6.7)
(’I’L' )2 A2n2n+1672n

_ o—2n-—1
(271)' ~ A(Qn)2n+1/2e*2" =2 A\/Z’I’L )
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woraus sich die asymptotische Aquivalenz
24n ( n! )4 AQ

2n[(2n)!]2 4 (6:9)

ergibt. Beachten wir schlieBlich 2n[(2n)!]2 ~ (2n)!'(2n 4+ 1)! und A > 0, so folgt aus
(6.8), (6.9) und Bemerkung 6.11(c) die Gleichung A = v/2w. Wegen (6.7) ist somit alles
bewiesen. m

(b) (Die Eulersche Konstante) Der Grenzwert

n

C:= nlLH;C [Z ]1 — logn}

k=1

existiert in R und heit Eulersche oder Euler-Mascheronische Konstante.® Aufer-
dem gilt

n

1
kalogn (n — o00) .

k=1

Beweis Fiira:=1, b:=n, m:=0und f(z) := 1/z folgt aus der Euler-Maclaurinschen

Summenformel
n

1 [mdr 1 1 " Bi(z)
;k_/1 m+2(1+n)_/1 x2 de.

Aufgrund von Lemma 6.12 existiert somit C' in R. Die behauptete asymptotische Aqui-
valenz folgt aus Bemerkung 6.11(d). m

Die Riemannsche (-Funktion

Wir illustrieren die Bedeutung der Euler-Maclaurinschen Summenformel anhand
eines weiteren, fiir die Theorie der Primzahlverteilung wichtigen Beispieles.

Es seien s € C mit Res > 1 und f(z) := 1/2° fiir « € [1, 00). Dann gilt

FO (@) = (~1)ks(s+1)- - - (s+k— D"k = (71)’6(5 * Z N 1)k!x+k

fiir k € N*. Aus der Euler-Maclaurinschen Summenformel (mit @ = 1 und b = n)
folgt deshalb fiir m € N

"1 "dr 1 1 By /5+2j—2\ . o..4|"
Sf ) S R e
st /1 x5+2< tops sz 25 -1 )7 )
k=1 J=1 (6.10)
s+2m no
o Bm 7(s+2m+1)d )
(2 [ P

6Der Anfang der Dezimaldarstellung von C' lautet 0.577 215664901 . ..
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—Res _, 0 fiir n — oo und Re s > 0 erhalten wir

/"daz 1 1 1
1 x5 s—1 ns—1 s—1

In=5"2 0, j=1,....,m

Wegen [n~*%| =n

sowie

7

fiir n — oo. Beachten wir zudem Lemma 6.12, so ergibt sich nach dem Grenziiber-
gang n — oo aus (6.10)

— 1 1 Boj (s+2j—2
ZnS_Z +Z: j( 2j—1 )

n=1
s+ 2m <~
_ B m —(s+2m+1) dr .
(o) [, Bomeatee o

(6.11)

Aus dieser Formel folgt insbesondere, daf die Reihe > 1/n® fiir jedes s € C mit
Re s > 1 konvergiert.”

Die Formel (6.11) ld8t noch weitere Schluifolgerungen zu. Dazu setzen wir
F,.(s) = / Boma (z) x~H2mHD) gg meN,
1

und H,, :={z€ C; Rez > —2m}. Gemifl Lemma 6.12 ist F,,: H,, — C wohl-
definiert, und es ist nicht schwer einzusehen, da§ F), sogar analytisch ist (vgl.
Aufgabe 4).

Wir betrachten nun die Abbildungen

] ng(s+2j—2> (5—|—2m>
G : Hy, — C, s»—>JZl 9j 1 om + 1 Fo(s), meN,

und halten die folgende Eigenschaft fest:

6.14 Lemma Fiir n > m ist G,, eine Erweiterung von G,

Beweis Mit H :={z€ C; Rez > 1} folgt aus (6.11)

oo

1 1 1
Gm(s) = Gu(s) = ks "9 T s 1 se H.
k=1

Mit Fj, ist auch Gy auf Hj, analytisch fiir jedes k£ € N. Somit folgt die Behauptung
aus dem Identitéitssatz fiir analytische Funktionen (Theorem V.3.13). m

"Man beachte auch Bemerkung 6.16(a).
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6.15 Theorem Die Funktion

— 1
{z€¢C; Rez>1}—-C, sr—>zns

besitzt eine eindeutig bestimmte analytische Fortsetzung, ¢, auf C\{1}, die Rie-
mannsche (-Funktion. Fiir m € N und s € C mit Res > —2m und s # 1 gilt

1 1 " By, 8+2j—2) (8+2m)
- - Fin(s) .
() 2+571+; Qj( 2j —1 om +1)Fm ()

Beweis Dies folgt unmittelbar aus (6.11) und Lemma 6.14. m

6.16 Bemerkungen (a) Die Reihe Y 1/n® konvergiert fiir jedes s € C mit Res > 1
absolut.

Beweis Fiir s € C mit Res > 1 gilt

=1
=2 Z@
n=1

und die Behauptung folgt aus dem Majorantenkriterium. m

nRe s

= - C(Re S) )

(b) (Produktdarstellung der ¢-Funktion) Es bezeichne (py) mit py < pa < p3z < ---
die Folge aller Primzahlen. Dann gilt

((s):H 175, Res>1.

k=1 L=p

Beweis Wegen |1/p;| = 1/pRCS < 1 gilt (geometrische Reihe)

1
e . ke N*.
1-p;* Jz: p
Somit folgt fiir jedes m € N
m 1 m o0 1 , 1
II, =112 =2 .
k=1 k=1 j=0 Pk

wobei die durch ,,Ausmultiplizieren“ entstandene Reihe Y’ alle Zahlen der Form 1/n°
enthélt, in deren Primfaktorzerlegung n =g - --- - ¢;* keine anderen Primzahlen als
P1, ..., pm vorkommen. Also enthilt >°'(1/n°) gewif alle Zahlen n € N mit n < p,,. Die
absolute Konvergenz der Reihe ), (1/n") liefert deshalb

mwgl

1
< n>z nRes ~

m

ns
=1

Aus Aufgabe 1.5.8(b) (Satz von Euklid) folgt p,, — oo fiir m — oo. Also bilden die Rei-
henreste (Zn>pm(1/chs)) wegen (a) eine Nullfolge. m
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(c) Die Riemannsche ¢-Funktion besitzt in { z € C ; Rez > 1} keine Nullstellen.

Beweis Es sei s € C mit Res > 1 und ¢(s) = 0. Wegen Res > 1 gilt limy(1 — p;°) = 1.
Also gibt es ein mo € N, so da8 log(1l —p, °) fiir alle &k > mo wohldefiniert ist, und
wir finden

N
— > . .
log(kl_i0 - ) k;() log(1—p;°), N >mg (6.12)
Die Konvergenz von (szmo (1 —p;°)” I)NGN, die Stetigkeit des Logarithmus und (6.12)
implizieren, dafl die Reihe Zkzmo log(1 — p;, °) konvergiert. Insbesondere bilden die Rei-
henreste (372, log(1 — p,zs))wem0 eine Nullfolge. Somit folgt aus (6.12)

mlinooH L-p)7 =1

=m

Also gibt es ein m1 > mo mit [[}7 (1 —p;°)"' #0. Daauch []7,(1 — p,*)~" von
Null verschieden ist, folgt

oo

o=co)=T1, ' . II , ' .#0,

k=1 L =py k=mq+1 Dy
was unmoglich ist. m
(d) Die Reihe > 1/py, divergiert.
Beweis Aus den Uberlegungen im Beweis von (b) folgt die Abschitzung
N1 el
[T(-,) =>,. nen,
D n
p<m

wobei das Produkt mit allen Primzahlen < m zu bil- A
den ist. Nun fassen wir die Summe als eine Riemann-
sche Summe auf und finden, da die Funktion z — 1/z
fallend ist,

i 711 / dz =logm .

n=1 T —

v

Wegen der Monotonie des Logarithmus folgt
—1
Z log(l — ) > loglogm , m > 2. (6.13)
p<m
Mittels der fii |z| < 1 giiltigen Reihenentwicklung des Logarithmus (Theorem V.3.9)
1 o 2
log(l—2)" =—log(l—2) = i

ergibt sich

Zlog(lf ) :sz;k < ;+R (6.14)

p<m p<m k=1 p<m
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mit

R_:Zi1<1zi1:12 1 <1§: 11
L SiEkt T2 et 2 e - 1) 255G -0 20

Jj=2

Nun folgt aus (6.13) und (6.14)

1 1
> log | — >2 1
Zp_ogogm g M2, (6.15)

p<m
wobei sich die Summen iiber alle Primzahlen < m erstrecken, also die Behauptung. m

(e) Die vorangehende Aussage enthilt Informationen iiber die Anzahl von Prim-
zahlen. Da die Reihe " 1/py divergiert (und zwar gemi (6.15) mindestens so
schnell wie loglogm), kann die Folge (px) nicht zu schnell nach co gehen. Zum
genaueren Studium der Primzahlverteilung bezeichnet man fiir x € R* mit 7 (z)
die Anzahl der Primzahlen < x. Dann besagt der Primzahlsatz, dafl gilt:

w(n) ~n/logn (n — o0) .

Um mehr Informationen zu erhalten, kann man das asymptotische Verhalten des

relativen Fehlers
n(n) —n/logn  w(n)

r(n) = 1

fiir n — oo studieren. Es ist moglich zu zeigen, dafl

r(n) = O( !

logn

n/logn ~n/logn

) (0= 0)

richtig ist. Es wird jedoch vermutet, daf fiir jedes € > 0 die deutlich bessere Fehler-

abschétzung
1
r(n) = O(nl/z—s) (n — o)

gilt. Diese Vermutung ist dquivalent zu der berithmten Riemannschen Vermutung:

Die ¢-Funktion besitzt keine Nullstelle s mit Res > 1/2 .

Wir wissen aus (c), dal ¢ keine Nullstelle in {z € C; Rez > 1} besitzt. Es ist
auch bekannt, da8 die Menge aller Nullstellen von ¢ mit Realteil < 0 mit —2N*
iibereinstimmt. Nennt man diese Nullstellen trivial, so kann man aus den Eigen-
schaften der ¢-Funktion folgern, daf§ die Riemannsche Vermutung #dquivalent ist
zu der Aussage:

Alle nichttrivialen Nullstellen der Riemannschen ¢-Funktion

liegen auf der Geraden Rez =1/2.

Man weif}, daf3 ¢ auf dieser Geraden unendlich viele Nullstellen hat, und fiir recht
grofle Werte von K wurde gezeigt, dal es keine nichttriviale Nullstelle s mit
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[Im s| < K gibt, fir die gilt Res # 1/2. Ein Beweis der Riemannschen Vermu-
tung steht aber trotz vielfdltiger Bemiithungen bis heute aus.

Fiir einen Beweis des Primzahlsatzes, fiir die angegebenen asymptotischen
Fehlerabschétzungen und fiir weitere Untersuchungen mufl auf die Literatur zur
Analytischen Zahlentheorie verwiesen werden, z.B. auf [Brii95], [Pra78], [Sch69]. m

Die Sehnentrapezregel

In den meisten praktischen Anwendungen miissen bestimmte Integrale niherungs-
weise numerisch berechnet werden, da keine Stammfunktionen bekannt sind. Aus
der Definition des Integrals ff f dx einer sprungstetigen Funktion f folgt sofort,
daf} Riemannsche Rechteckssummen Néherungswerte darstellen. Falls die Funktion
geniigend glatt ist, kann man erwarten, daf§ (im reellwertigen Fall) die Fliche unter
dem Graphen von f mit der gleichen Anzahl von ,Stiitzstellen“ besser approxi-
miert wird, wenn man statt der Rechtecke Trapeze, sog. Sehnentrapeze, verwendet.

) f(=)

f(z+h)

«a r x+h 8 x x+h

Dabei stellt h[f(z + h)+ f(x)] /2 den (orientierten) Flicheninhalt des Sehnen-
trapezes T dar.

Das folgende Theorem zeigt, daBl im Falle einer glatten Funktion f diese
»Sehnentrapezregel“ fiir kleine Schrittlingen h einen guten Niherungswert fiir [ f
liefert. Wie {iiblich sind dabei —oo < a@ < 8 < oo und F ein Banachraum.

6.17 Theorem Es seien f € C?([a,(],E) und n € N* sowie h:= (3 —a)/n.
Dann gilt

n—1

B
[ s@de=[35@)+ 3 fla-+ kb + L 15)] 1+ BULE)

k=1

mit
g

) "
R < .
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Beweis Aus der Additivitdt des Integrals und der Substitutionsregel folgt mit
x(t) == o+ kh 4+ th und gr(t) := f(a+ kh + th) fir t € [0,1]:

/ i /a+(k+1) (x)dx_hzz_::/olgk(t)dt

k ) a+kh
Formel (6.6) impliziert®

1 1 1
| asterae = Jlon0) + )] - [ Brtogiioya
0 0

Setzen wir u := g; und v’ := B;(X), so gelten v’ = g} und v = —X (1 — X)/2 sowie
v(0) = v(1) = 0. Also erhalten wir durch partielle Integration

1 1
- [ Bigod= [ owgod.
0 0

n—1 1
R(f,h) :_hkz_o/o o(t)gy (t) dt

folgt aus diesen Betrachtungen die Darstellung

Mit

n—1

B
| #ardn=n[y @)+ Y slat k) + o 5(6)] + BULE)

k=1

Um das ,Restglied R(f, h) abzuschétzen, beachten wir zuerst

1 1
t(1—t 1
[ gl < g [ = g
0 0

Die Kettenregel liefert

" — " )] = h2 " < h2 "
19k Il nax |9k (1)) a+kh§£?ﬁ-(k+1)h‘f @) < 1N

Somit ergibt sich

R(f.h |<hZ’/ ) dt _12Hf”\| 21— TN

aufgrund der Wahl von h. m

8Man beachte, da8 die Formel (6.6) véllig elementar ist und die Theorie der Bernoullischen
Polynome zu ihrer Herleitung nicht benétigt wird.
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Die Sehnentrapezregel stellt eine der einfachsten ,, Quadraturformeln® zur
néherungsweisen numerischen Berechnung von Integralen dar. Fiir weitergehen-
de Untersuchungen und effizientere Verfahren muf3 auf Vorlesungen und Biicher
iiber Numerische Mathematik verwiesen werden (vgl. auch Aufgabe 8).

Aufgaben
1 Man beweise die Aussagen (iv) und (v) von Satz 6.6.
2 Man berechne Bs, Big, Biz sowie B4(X), B5(X), Bs(X) und Br(X).

3 Man zeige fiir n € N*:
(i) Bzn+1(X) hat in [0,1] genau die Nullstellen 0, 1/2 und 1.

(ii) B2, (X) hat in [0, 1] genau zwei Nullstellen 2, und xb,, mit Tom + To, = 1.

4 Es bezeichne B, die 1-periodische Fortsetzung von B, (X)|[0,1) auf R. Dann gelten
(i) B, € C"2(R), n>2.
(ii) [ Bu(z)dz =0, k€Z, neN.

(iii) Fir jedes n € N ist die Abbildung

F,:{z€C; Rez>-2n} —>C, s+ / Egnﬂ(m)m*(ﬁ%ﬂ) dx
1

analytisch.
5 Man beweise Bemerkung 6.11(a).
6 Fiir die ¢-Funktion gilt: lim,, . (n) = 1.
7 Esseien h >0 und f € C*([—h,h],R). Man zeige
" h e
[ f@)do =3 (£(=h) +4£0) + ()] < g 17Dl -
o 3 90
(Hinweise: Partielle Integration und Mittelwertsatz der Integralrechnung.)

8 Esseien f € C4([a,ﬁ]7R) und o := a+ jh fiir 0 < j < 2n mit h:= (8 — a)/2n und
n € N*. Ferner sei’

S(F o B1,0) 1= by (£(0) + 73 42 fleany) + 43 flazy-)

Man zeige, daB fiir diese Simpsonsche Regel zur ndherungsweisen Integration die Fehler-
abschéitzung

’ L)
| t@ydo = (5,080 < (8- ) [ 17
gilt. (Hinweis: Aufgabe 7.)

9Wie iiblich wird der ,leeren Summe* 29:1 -+ der Wert 0 zugeordnet.
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9 Man berechne Niaherungswerte fiir

1 2
dzr T dzr
/0 1+22 4 b /1 T 08

mit der Sehnentrapezregel fiir n = 2, 3,4 und mit der Simpsonregel fiir n = 1, 2.

10 Man zeige, dafl die Simpsonsche Regel mit einer inneren Stiitzstelle fiir jedes p € R[X]
vom Grad héchstens 3 den richtigen Wert fiir ff p liefert.
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7 Fourierreihen

Am Ende von Paragraph V.4 haben wir die Frage nach dem Zusammenhang zwi-
schen trigonometrischen Reihen und stetigen periodischen Funktionen aufgewor-
fen. Mit Hilfe der uns nun zur Verfiigung stehenden Integrationstheorie kénnen
wir diesen Zusammenhang genauer studieren. Dabei gewinnen wir erste Einblicke
in die ausgedehnte Theorie der Fourierreihen, wobei wir uns auf einige der wichtig-
sten Sétze und Techniken beschrdnken werden. Der Einfachheit halber behandeln
wir nur den Fall stiickweise stetiger 2m-periodischer Funktionen, da zum Studium
umfassenderer Funktionenklassen die Lebesguesche Integrationstheorie benotigt
wird, welche wir erst im dritten Band entwickeln werden.

Die Theorie der Fourierreihen ist eng mit der Theorie der Innenproduktriume
verkniipft, insbesondere mit der Theorie der Lo-Rédume. Aus diesem Grund stellen
wir unseren Untersuchungen einige allgemeine Betrachtungen iiber die Lo-Struktur
auf Rdumen stiickweise stetiger Funktionen sowie iiber Orthonormalsysteme in
Innenproduktriaumen voran. Die gewonnenen Ergebnisse werden fiir Konvergenz-
untersuchungen bei Fourierreihen von fundamentaler Bedeutung sein.

Das Lo-Skalarprodukt

Es sei I := [«, 8] ein kompaktes perfektes Intervall. Aus Aufgabe 4.3 wissen wir,

daB [ 5 fdx fiir f € SC(I) von den Werten von f an den Sprungstellen unabhéngig
ist. Also konnen wir diese Werte im Rahmen der Integrationstheorie beliebig fest-
setzen. Aus diesem Grund werden wir im folgenden ,normalisierte* Funktionen
betrachten. Dabei heift f: I — C normalisiert, wenn gilt:

f@) = (fe+0)+ flx—0))/2, axel, (7.1)

und
fla)=f(B) = (fla+0)+f(B-0)/2. (7.2)

Die Menge der normalisierten stiickweise stetigen Funktionen f: I — C bezeich-
nen wir mit! SC(I).

A

— /.

o _/\/,@'

! Natiirlich schreiben wir SC[a, 8] bzw. Cla, 8] statt SC([a, 8]) bzw. C ([, ) etc.
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Die Bedeutung der Festsetzung (7.2) wird im Zusammenhang mit periodischen
Funktionen klarwerden.

7.1 Satz SC(I) ist ein Untervektorraum von S(I), und durch

15
(F19)s ::/ fgdz | f.geSC()

wird ein Skalarprodukt (-|-)2 auf SC(I) definiert.

Beweis Die erste Behauptung ist klar. Die Linearitéit des Integrals impliziert, dafl
(+]-)2 eine Sesquilinearform auf SC(I) ist. Korollar 4.10 impliziert (f|g), = (g f)2
fir f,g € SC(I). Wegen der Positivitidt des Integrals gilt

B
(f\f)zz/ \flPdz>0,  feSO().

Ist f € SC(I) nicht die Nullfunktion, so gibt es aufgrund der Normalisiertheit
einen Stetigkeitspunkt a von f, also auch von |f|?, mit |f(a)|* > 0. Damit folgt
(f1f) > 0 aus Satz 4.8. Folglich ist (-|-)2 ein inneres Produkt auf SC(I). m

Die von (-]-)2 induzierte Norm

Fo il =19 = ([ 192a2)

heifit Lo-Norm, und (-|-)2 ist das Lo-Skalarprodukt auf SC(I). Im folgenden ist
SC(I) stets mit diesem Skalarprodukt versehen,

SC(I) = (SC(I), (-] )2) »

falls nicht ausdriicklich etwas anderes vereinbart wird. Also ist SC(I) ein Innen-
produktraum.

7.2 Bemerkungen (a) Die Lo-Norm auf SC([) ist schwicher? als die Supremums-
norm. Genauer gilt

Iflz<vVB=alfle . fesOU).

(b) Gilt fiir f € SC(I) die Ungleichung || f||s < €, so liegt der Graph von f ganz
im ,e-Streifen” um das Intervall I. Gilt dagegen || f]|2 < €, so kann f sehr grofle
Werte annehmen. Es muf} ja nur der Inhalt der Fliche zwischen I und dem Gra-
phen von |f|? kleiner als €2 sein. Man sagt, die Funktion f sei im quadratischen
Mittel kleiner als . Die Konvergenz in der Lo-Norm heifit auch Konvergenz im
quadratischen Mittel.

2Vgl. Aufgabe 4.5.
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T R

v

[fllooc <& £l <e

(c) Konvergiert die Folge (fy,) in SC(I) — also im quadratischen Mittel — gegen
Null, so braucht (f,(z)) fiir kein z € I zu konvergieren.

Beweis Fiir n € N* seien 7, k € N die eindeutig bestimmten Zahlen mit n = 2* + j und
§ < 2F. Dann definieren wir f, € SC[0,1] durch fo := 1 und

co—k (; —k

o 0 sonst .

1 1 1t —
— > > >
1 1/2 1 1/2 1 /4 1
fo=h f2 fs fa

Wegen || f»||3 = 27 konvergiert (f») in SC[0, 1] gegen 0, aber (fn(z)) ist fiir kein z € [0, 1]
konvergent. m

Die Approximation im quadratischen Mittel

Es ist offensichtlich, daf§ C'(I) in SC(I) beziiglich der Supremumsnorm nicht dicht
ist. Beziiglich der Lo-Norm ist die Situation jedoch eine andere, wie der folgende
Satz iiber die Approximation im quadratischen Mittel zeigt. Hierbei setzen wir

Co(I) :={ueC(); ula) =u(B) =0} .

Dann ist Co(I) offensichtlich ein abgeschlossener Untervektorraum von C(I) (be-
ziiglich der Maximumsnorm), also ein Banachraum.
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7.3 Satz Cy(I) ist dicht in SC(I).

Beweis Esseien f € SC(I) und € > 0. Nach Theorem 1.2 gibt es ein g € 7 (I) mit
If = glleo < &/2v/B — a. Also folgt?® || f — g||2 < /2. Somit geniigt es, ein h € Co([)
zu finden mit [|g — hll2 < e/2.

Es seien also f € 7(I) und € > 0. Dann gibt es eine Zerlegung (o, ..., ay)
fir f und Funktionen g; mit

0i(x) = { flx),  we(ag,a4),

0<j<n—1,
O, IEI\(O[j,Oéj+1), =7 =

sowie f(z) = Z;L:_Ol g;(x) fiir x # ;. Wiederum aufgrund der Dreiecksungleichung
geniigt es, ho, ..., hn—1 € Co(I) zu finden mit ||g; — hjll2 < g/n.

Somit kénnen wir annehmen, dafl f eine nichttriviale Treppenfunktion , mit
nur einer Stufe® ist. Mit anderen Worten: Es gibt Zahlen o, 3 € I und y € C* mit
a < B, derart daf fiir f die Beziehung

aoJl v z € (a,f),
i >‘{ 0, azel\[wf],

gilt. Es sei € > 0. Dann fixieren wir § > 0 mit § < (3 — a)/2 A e?/|y|* und defi-
nieren g durch

0, xe[\(a,ﬁ),
Y, IE(O[‘F(S,ﬂ*(S),
g(x) == x;ay7 z € [a,a+4],
8 —x @ B
_5 ] ‘ {— >
s v z€[6-54] a a4+ B-6 B

Dann gehort g zu Co(I), und es gilt

B
£ =gl = [ 1 —gPdr <oy <<

Damit ist die Behauptung bewiesen. m

7.4 Korollar
(i) (C(I),(-|)2) ist kein Hilbertraum.
(ii) Die Maximumsnorm ist auf C(I) strikt stérker als die Lo-Norm.
Beweis (i) Es sei f € SC(I)\C(I). Dann gibt es aufgrund von Satz 7.3 eine
Folge (f;) in C(I), die beziiglich der Lo-Norm gegen f konvergiert. Also ist (f;)
3Natiirlich ist |jul|2 fiir jedes u € S(I) definiert.
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gemiB Satz I1.6.1 eine Cauchyfolge in SC(I), und damit auch in E := (C (1), ||-|2)-
Wire E ein Hilbertraum, also vollsténdig, so gébe es ein g € ¥ mit f; — gin E.
Also konvergierte (f;) in SC(I) sowohl gegen f als auch gegen g, wobei f # g
gélte, was unmoglich ist. Folglich ist F nicht vollsténdig.

(ii) Dies folgt aus (i) und den Bemerkungen 7.2(a) und I1.6.7(a). m

Orthonormalsysteme

Wir erinnern nun an einige Begriffsbildungen aus der Theorie der Innenprodukt-
raume (vgl. Aufgabe 11.3.10). Es sei E := (E, (-|-)) ein Innenproduktraum. Dann
sind u,v € E orthogonal, wenn (u|v) = 0 gilt. In diesem Fall schreiben wir auch
u L v. Eine Teilmenge M von E heifit Orthogonalsystem, wenn je zwei verschiede-
ne Elemente von M orthogonal sind. Gilt zusétzlich ||u|| = 1 fiir u € M, so ist M
ein Orthonormalsystem (ONS).

7.5 Beispiele (a) Fiir k € Z sei
er(t) := ! et teR.
V2T '
Dann ist {eg ; k € Z} ein ONS im Innenproduktraum SCY0, 27].

Beweis Da die Exponentialfunktion 27i-periodisch ist, finden wir

L, J=k,
27

27 27
1 o
. - ‘e dt = iG=Rt g — i o
(ejlex)2 /0 ejex 27r/0 e o iG=Re BT
0

2m(j — k)

also die Behauptung. m

(b) Es seien
1

Vor ’

co(t) := ck(t) == \/17r cos(kt)
und

sg(t) = \/17r sin(kt)

fir t € R und k € N*. Dann ist {cg,ck,sx ; k¥ € N* } ein Orthonormalsystem im
Innenproduktraum SC([0, 27], R).

Beweis Die Eulersche Formel (I11.6.1) impliziert e, = (cx + isk)/Vv/2 fiir k € N*. Hier-
aus folgt

2(ejlern)2 = (cjlcr)2 + (sjlsk)2 + i [(sjlcn)2 — (cjsk)2] (7.3)
fir j,k € N*. Da (ej|ex)2 reell ist, finden wir

(siler)2 = (cilsk)2,  jkeN*. (7.4)
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Partielle Integration ergibt
1 27 ]
(Sj ‘Ck)z = / sin(jt) COS(k’t) dt = — (Cj |Sk)2
T Jo k

fir j,k € N*. Also erhalten wir mit (7.4)
(1+j/k)(sjler)2 =0,  jkeN*.

Hieraus lesen wir
(silex)2 =0,  jk€eN,
ab, da diese Relation fiir j = 0 und k& = 0 trivialerweise richtig ist, falls wir so := 0 setzen.

Mit dem Kroneckersymbol erhalten wir aus (7.3) und (a)
(cjler)s + (sjlsk)2 =206, j,k €N . (7.5)

Partielle Integration ergibt

(sjlsk)2 = 2(@ lck)2 s JkeNT. (7.6)
Somit gilt
(1+37/k)(cjler)2 = 26, , j ke N* .
Hieraus, zusammen mit (7.6), folgen
(ciler)2 = (sjlsk)2 =0,  j#k,
und
leelld = Iskll3 =1, keN*.

SchlieBlich sind (co|c;)2 = (co|s;)2 = 0 fiir j € N* und ||co]|3 = 1 offensichtlich. m

Die Integration periodischer Funktionen

In den folgenden Bemerkungen stellen wir einige elementare, aber niitzliche Ei-
genschaften periodischer Funktionen zusammen.
7.6 Bemerkungen Es sei f: R — C p-periodisch fiir ein p > 0.

(a) Ist f|[0,p] sprungstetig [bzw. gehort f|[0,p] zu SC[0,p]], so ist f auf jedem
kompakten Teilintervall I von R sprungstetig [bzw. gehort f|I zu SC(I)].

(b) Ist f][0, p] sprungstetig, so gilt

P a+p
/ fdx:/ fdx, aceR.
0 «

Beweis Aus der Additivitdt des Integrals folgt

/:H)fdmz/()pfdm+/z)a+pfdm—/oafdx.
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Fiihrt man im zweiten Integral auf der rechten Seite die Substitution y(z) := x — p durch,

folgt
/I)Mpfdr:/oaf(wp)dy:/oafdy

wegen der p-Periodizitdt von f, also die Behauptung. m

Aus Bemerkung V.4.12(b) wissen wir, dafl wir uns fiir das Studium periodi-
scher Funktionen auf den Fall p = 27 beschrénken diirfen, was wir im folgenden
auch tun werden. Deshalb sei von nun an I := [0, 27|, und das Lo-Skalarprodukt
werde stets beziiglich I gebildet.

Fourierkoeffizienten

Es sei .
T,:R—-C, t~ @ 4 Z [ak cos(kt) + by, sin(kt)] (7.7)

2
k=1
ein trigonometrisches Polynom. Mit

co = a0/2 , k= (ak — ibk)/2 , C_k:i= (ak —l—ibk)/? (7.8)

fir 1 < k <n konnen wir T}, in der Form

n

T.(t)= Y e, teR, (7.9)

k=—n

schreiben (vgl. (V.4.5) und (V.4.6)).

7.7 Lemma Fiir die Koeffizienten ¢, gilt die Darstellung

1 27 i
/ T,(t)e F dt =
0

:271' (Tn‘ek)Zy —ngkgn

. 1
F Vor
Beweis Wir bilden das innere Produkt in SC(I) von T, € C(I) und e;. Dann
folgt aus (7.9) und Beispiel 7.5(a)

(Tn|e]')2 = \/27T Z ck(ek|ej)2 = \/27TC]'

k=—n
fir —n < j < n, also die Behauptung. m

Es seien nun (ay) und (by) Folgen in C, und ¢;, werde fiir k € Z durch (7.8)
definiert. Dann koénnen wir die trigonometrische Reihe

a20 + 12 [ak cos(k-) + by sin(k~)] = (120 + VT %(akck + bisk)
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in der Form '
Z crett = \/QWZ CLek (7.10)
keZ keZ

schreiben.

Vereinbarung Im restlichen Teil dieses Paragraphen ist unter einer Reihe der
Form Y, g die Folge der Partialsummen (}°;__, gk)neN und nicht die
Summe der beiden Einzelreihen >, - gx und >_, -, g—k zu verstehen.

Der folgende Satz gibt eine hinreichende Bedingung dafiir an, dafl die Koeffizi-
enten der trigonometrischen Reihe (7.10) aus der von ihr dargestellten Funktion
berechnet werden kénnen.

7.8 Satz Die trigonometrische Reihe (7.10) konvergiere gleichméfig auf R. Dann
stellt sie eine stetige 2m-periodische Funktion f dar, und es gilt

1

C =
27'(' 0

2m
f(t)e ** dt = (fler)2

1
Vo
fiir k € Z.

Beweis Da die Partialsummen T, stetig und 27-periodisch sind, folgt die erste
Behauptung sofort aus Theorem V.2.1. Es sei also

oo

f@) = Z cne'™ = lim T,(t) , teR.

Dann konvergiert die Folge (Tex)nen fiir jedes k € Z gleichmiflig, also in C(I),
gegen feg. Damit ergibt sich aus Satz 4.1 und Lemma 7.7
2 2
(fler)2 = ferdt = lim Thep dt = V2w ey,

0 n—oo 0

firkeZ. m

Klassische Fourierreihen

Wir bezeichnen mit SCs, den Untervektorraum von B(R) aller 2m-periodischen
Funktionen f: R — C mit f|I € SC(I), versehen mit dem Skalarprodukt

2m

(f‘g)QZ 0 fgdx7 f,gGSCQW.

Dann ist

~ 1 2 ikt g1
fiom o /0 FO = ) (Fle: (7.11)
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fir f € SCyr und k € Z wohldefiniert und heiit k-ter (klassischer) Fourierkoeffi-
zient von f. Die trigonometrische Reihe

SF=>"fre™™ = "(flex)ex (7.12)
kEZ keZ

ist die (klassische) Fourierreihe von f. Ihre n-te Partialsumme

Suf = > fre'™

k=—n

ist das n-te Fourierpolynom.

7.9 Bemerkungen (a) SCy, ist ein Innenproduktraum, und Cs,, der Raum der
stetigen 2m-periodischen Funktionen* f: R — C, ist dicht in SCox.

Beweis Da eine periodische Funktion durch ihre Werte auf einem Periodenintervall be-
stimmt ist, folgt die Behauptung aus den Sitzen 7.1 und 7.3. Hierbei ist zu beriicksich-
tigen, daB die 27-periodische Fortsetzung von g € Co(I) zu Car gehért. m

(b) Die Fourierreihe Sf 148t sich auch in der Form
Sf = a20 + ];(ak cos(k-) + by sin(k-)) = a20 +/7 ;(akck + bisk)

schreiben mit

27
o= al)= | [ st d= ) (7]e)
7 Jo ™
und
1 2 ) 1
b = b(f) := f(t)sin(kt) dt = J (f|sk)
7 Jo ™
fiir k € N* sowie
1 [ 2
aoizao(f)iz7r ; f(t)dt—\/w(fco)~

Beweis Dies folgt aus (7.8) und der Eulerschen Formel V2er =cp +is,. m
(c) Ist f gerade, so ist Sf eine reine Cosinusreihe:
o ao o ao
Sf = ) + Zakcos(h) =, + \/wZakck
E>1 E>1
mit
2 v
ar = ai(f) = / f(t) cos(kt) dt
™ Jo
fir kK € N.
4Vgl. Paragraph V.4.
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Wenn f ungerade ist, dann ist Sf eine reine Sinusreihe:
Sf = Zbksm \/Wzbksk
k>1 E>1
mit o /7
b = bi(f) = / f () sin(kt) dt (7.13)
T Jo
fur k € N.

Beweis Da der Cosinus gerade und der Sinus ungerade sind, sind fci gerade [bzw.
ungerade] und fs; ungerade [bzw. gerade], wenn f gerade [bzw. ungerade| ist. Somit
ergeben sich aus Bemerkung 7.6(b) und Aufgabe 4.11

/77Tf cos(kt) d / f(t) cos(kt) d
! /7 7; (1) sin(kt) dt =

falls f gerade ist, und ay = 0 sowie (7.13), falls f ungerade ist. m

7.10 Beispiele (a) Es sei f € SCor mit f(t) = sign(¢) fiir ¢ € (—m, 7).

A

-+
-
-
-

R S
*
v

Dann gilt
4 sin((2k + 1))
ST= 2 2k+1

In den nachstehenden Abbildungen sind einige Fourierpolynome in [—7, 7| gra-
phisch dargestellt.

[ U At W i
L ]

Sif Ssf Suf So1f

(Aufgrund dieser Bilder ist zu vermuten, dafi Sf punktweise gegen f konvergiert.)

Beweis Da f ungerade ist, und da

4
T 77 ‘” ke2N+1
2/ f(t)sin(kt) dt = 2/ sin(kt) dt = — 2 cos(kt)| =< km’ €+,
™ Jo ™ Jo km 0 0, keoN,

gilt, folgt die Behauptung aus Bemerkung 7.9(c). m
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(b) Es sei f € Cyr mit f(t) = |¢| fiir [t| < 7. Mit anderen Worten:

f(t) = 2w Zack(t/2x) , teR,

(vgl. Aufgabe II1.1.1).

Dann gilt
™ 4 cos((2k + 1)-
S/ = ’WZ ((2k+1)2 .
k>0
Diese Reihe konvergiert normal auf R.

Beweis Da f gerade ist und da fiir £ > 1 partielle Integration

2 (7 _ 2 . _ 2k
aki”/o tcos(kt) dt = 7rk/0 sm(kt‘)dtfﬂk2 (-1)"—1)

ergibt, folgt die erste Behauptung aus Bemerkung 7.9(c). Weil 3"(2k + 1)~2 wegen Bei-
spiel I1.7.1(b) eine konvergente Majorante fiir 3 cor41/(2k 4 1)? ist, ergibt sich die zweite
Behauptung aus dem Weierstrafischen Majorantenkriterium (Theorem V.1.6). m

(c) Essei z € C\Z, und f, € Ca, sei durch f,(¢t) := cos(zt) fiir |[t| < 7 bestimmt.
Dann gilt

SfZ:sin(wz)<i+Z(_1)n( 1 n 1 )cos(n~)).

s z+mn zZ—n
n>1

Diese Reihe konvergiert normal auf R.

Beweis Da f gerade ist, ist Sf, eine Cosinusreihe. Mit dem ersten Additionstheorem
von Satz I11.6.3(i) finden wir

an = 72r /07T cos(zt) cos(nt) dt = 71r /07r (cos((z +n)t) + cos((z — n)t)) dt
(—1)" sin7(T7rz) ( 1 n 1 )

zZ4+mn Z—n

fiir n € N. Also hat Sf. die angegebene Form.
Fiir n > 22| gilt |an| < [sin(7z)| |2|/|z* — n®| < 2]sin(7z)||2|/n?. Somit ergibt sich
die normale Konvergenz wiederum aus dem Weierstra3schen Majorantenkriterium. m
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Die Besselsche Ungleichung

Es sei (E, (-|)) ein Innenproduktraum, und { ¢y ; k € N} sei ein ONS in® E. In
Verallgemeinerung der klassischen Fourierreihe nennt man die Reihe in £

> (uler)ex

k
Fourierreihe von u € E beziiglich des ONS { ¢y ; k£ € N}, und (u|pg) ist der k-te
Fourierkoeffizient von u beziiglich { ¢x ; k € N }.
Fiir n € N seien E,, := span{o, - . ., ¢} und

n

P,:E—E,, UHZ(uwk)gpk .

k=0

Der folgende Satz zeigt, dafl P,u w
fiir jedes u € E das eindeutig be- En
stimmte Element in F, ist, wel-
ches den kiirzesten Abstand von wu Pru
zu FE,, realisiert, und dafl u — P,u -
auf E,, senkrecht steht.® v
7.11 Satz Fiiru € F undn € N gilt:

(i) u— Pyu € E;-.

(ii) ||lu — Pyul| = min,eg, ||u — v|| = dist(u, E,,) und

lu — Poul| < JJlu—2] , veEE,, v#Pu.

n 2
(i) [lu— Poull® = [Jull® = Xi_o|(ulew)]".

Beweis (i) Fiir 0 < j < n finden wir

(u— Pauley) = (ule;) = > (uler)(@rlo;) = (ul@;) — (ulp;) =0
k=0

wegen (k| @) = O;-
(ii) Es sei v € E,,. Wegen P,u — v € E, folgt dann aus (i) (vgl. (I1.3.7)

lu = vl = [|(u = Paw) + (Pou = 0)|I* = [[(u = Paw)|* + [|(Pou — v)|* .
Also gilt |Ju — v|| > ||u — Pyul| fiir jedes v € E,, mit v # Pyu.
(iii) Wegen
i — Poal® = [[ul]® — 2 Re(u] Pu) + | Py

folgt die Behauptung aus (¢;|¢k) = k. ®

5Man beachte, daf dies impliziert, da8 E unendlich-dimensional ist (vgl. Aufgabe 11.3.10(a)).
6Vgl. Aufgabe I1.3.12.
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7.12 Korollar (Besselsche Ungleichung) Fiir jedes u € E konvergiert die Reihe
der Quadrate der Fourierkoeffizienten, und es gilt

S ulen)]) < Jlul®
k=0

Beweis Aus Satz 7.11(iii) erhalten wir

n

3 lwlen)|® < llul®,  neN.

k=0

Somit impliziert Theorem I1.7.7 die Behauptung. m

7.13 Bemerkungen (a) Gemé&$ (7.11) besteht fiir f € SCs, zwischen dem k-ten
Fourierkoeffizienten von f beziiglich des ONS { ey ; k£ € Z} und dem klassischen
k-ten Fourierkoeffizienten f die Relation (flex)s =V 27 fr,. Diese Normierungs-
differenz ist historisch bedingt. (Natiirlich ist es unwesentlich, dafl im klassischen
Fall das ONS mit k € Z statt mit k& € N indiziert ist.)

(b) Fiir n € N gelten

P,€L(E), P}=P,, im(P,)=E,. (7.14)

n

Eine lineare Abbildung A eines Vektorraumes in sich mit 42 = A heifit Projektion.
Also ist P, eine stetige lineare Projektion von E auf F,,, und weil u — P,u fiir jedes
u € E auf F, senkrecht steht, ist P, eine Orthogonalprojektion. Somit besagt
Satz 7.11, daf} es zu jedem u ein eindeutig bestimmtes Element in E,, gibt, welches
den kiirzesten Abstand von E zu E,, realisiert, und daf§ es durch orthogonale
Projektion von u auf E, erhalten wird.

Beweis Der einfache Nachweis von (7.14) bleibt dem Leser iiberlassen. m

Vollstéindige Orthonormalsysteme

Das ONS { ¢ ; k€ N} in FE heifit vollstiindig oder Orthonormalbasis (ONB)
von E, wenn fiir jedes u € F in der Besselschen Ungleichung das Gleichheits-
zeichen gilt:

> =Y |ulen)|*,  ueE. (7.15)
k=0

Diese Aussage nennt man auch Vollstéindigkeitsrelation oder Parsevalsche Glei-
chung.

Die Bedeutung vollstdndiger Orthonormalsysteme ist aus dem folgenden Theo-
rem ersichtlich.
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7.14 Theorem Das ONS { ¢y ; k € N} in F ist genau dann vollsténdig, wenn fiir
jedes u € E die Fourierreihe > (ug | ¢k )r konvergiert und u darstellt, d.h., wenn

o0

UZZ(““Pk)@k: UGE,
k=0

gilt.

Beweis Gemé8 Satz 7.11(iii) gilt P,u — u, also

o0
u = nler;C Pou = Z(M@k)@k
k=0

genau dann, wenn die Parsevalsche Gleichung richtig ist. m

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen, die neben ihrer geometrischen An-
schaulichkeit auch wichtige theoretische und praktische Bedeutung besitzen, keh-
ren wir zur klassischen Theorie der Fourierreihen zuriick.

7.15 Theorem Die Funktionen {ey ; k € Z } bilden eine ONB von SCo;.

Beweis Es seien f € SCo,; und € > 0. Dann liefert Bemerkung 7.9(a) ein g € Car

mit ||f — gll2 < £/2. Aufgrund des Weierstrafischen Approximationssatzes (Korol-

lar V.4.17) finden wir ein n := n(e) und ein trigonometrisches Polynom T;, mit
g — Tulloo < g/2V2r .

Also folgt aus Bemerkung 7.2(a) und aus Satz 7.11(ii)

lg —Sngllz < llg — Tull2 < /2,
also
[f =Snfll2 <IIf =Snglle < If —gllz2+1lg = Sngll2 <,

wobei wir im ersten Schritt der letzten Zeile nochmals von der Minimaleigenschaft,
d.h. von Satz 7.11(ii), Gebrauch gemacht haben. Schliefilich ergibt Satz 7.11(iii)

0 < 13 =S [(Flew)a]* < A2 =S| (Flew)a]* = I1f —Sufll3 < e

k=0 k=0

fiir m > n. Dies impliziert die Giiltigkeit der Vollstdndigkeitsrelation fiir jedes
f € SCyy, also die Behauptung. m

7.16 Korollar Fiir jedes f € SCs, konvergiert die Fourierreihe Sf im quadrati-
schen Mittel gegen f, und es gilt die Parsevalsche Gleichung

1 2m oo 9
o | 1Pd= S0 |RF

k=—o0
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7.17 Bemerkungen (a) Das reelle ONS {co,ck,s; ; k € N* } ist eine ONB im
Raum SCy;. Mit den Fourierkoeffizienten ay := ax(f) und by := br(f) gilt

1 [ a? >
7RA [fPdt= "0+ (ai +b7)
k=1

fiir reellwertige f € SCa;.

Beweis Dies folgt aus Beispiel 7.5(b), Bemerkung 7.9(b) und daraus, dafl die Euler-
sche Formel

V2(fler) = (flex) —i(flsk) ,
also

2|(flen)|” = (flex)® + (F1st)” =m(ai +b2) ,

fiir k € Z* ergibt, falls wir zusétzlich a_x = ax und b_y = —by, beriicksichtigen. m

(b) (Riemannsches Lemma) Fiir f € SCI0, 2] gilt

2 2m
f(t)sin(kt)dt — 0, f(t)cos(kt)dt — 0 (k— o0) .
0 0

Beweis Dies folgt unmittelbar aus der Konvergenz der Reihe in (a). m

(c) Es sei £3(7Z) die Menge aller Folgen @ := (z)rez € CZ mit

o0

|3 = Z lzg|? < oo .

k=—o00

Dann ist £5(Z) ein Untervektorraum von C* und ein Hilbertraum mit dem Skalar-
produkt (z,y) — (z|y)2 := > e TkY. Die Parsevalsche Gleichung impliziert,
dafl die Abbildung

SCor — U2(Z) , fr— (‘/2”ﬁ€>kez

eine lineare Isometrie ist. Diese Isometrie ist jedoch nicht surjektiv, also kein iso-
metrischer Isomorphismus, wie wir im dritten Band im Zusammenhang mit der
Lebesgueschen Integrationstheorie sehen werden. Also gibt es Orthogonalreihen
> kez Ck€k mit Sore o lek? < oo, welche keine Funktion f € SCs, darstellen.
Hieraus folgt auch, dafi SCs; — und damit SCI0,27] — nicht vollstéindig, al-
so kein Hilbertraum ist. Im dritten Band werden wir einen SC[0, 27] umfassenden
Hilbertraum kennenlernen, die ,Vervollstindigung” Ly (0, 27) von SCI0, 27|, wel-
che diesen ,Mangel“ behebt.

Beweis Fiir Beweise einiger dieser Aussagen sei auf Aufgabe 10 verwiesen. m

Die Parsevalsche Gleichung kann dazu verwendet werden, Grenzwerte von
Zahlenreihen zu berechnen, wie die folgenden Beispiele belegen.”

"Vgl. auch Anwendung 7.23(a).



84 VI Integralrechnung in einer Variablen

7.18 Beispiele (a) Es gilt:

2 & 1 1 1 1
= :1 PR
8 kZ:O(ZkJrl)Q T Teatet

Beweis Dies folgt aus Beispiel 7.10(a) und Bemerkung 7.17(a). m
(b) Die Reihe 7, -, 1/(2k + 1)* hat den Wert 7*/96.

Beweis Dies ist eine Konsequenz aus Beispiel 7.10(b) und Bemerkung 7.17(a). m

Stiickweise stetig differenzierbare Funktionen

Wir wollen uns nun der Frage nach der gleichméfiigen Konvergenz von Fourier-
reihen zuwenden. Um zu einem einfachen hinreichenden Kriterium zu gelangen,
miissen wir mehr Regularitét fiir die betrachteten Funktionen verlangen.

Es sei J := [a, (] ein kompaktes perfektes Intervall. Dann heiit f € SC(J)
stiickweise stetig differenzierbar, wenn es eine Zerlegung (ag, a1, ..., ay) von J
gibt, so daB f; := f|(oj,aj41) fiir 0 <j <n—1 eine gleichméBig stetige Ablei-
tung f; besitzt.

7.19 Lemma Die Funktion f € SC(J) ist genau dann stiickweise stetig differenzier-
bar, wenn es eine Zerlegung (v, ..., a,) von J gibt mit folgenden Eigenschaften:

(i) fl(aj, ;1) € CHay,aj41) fiir 0<j <m— 1.

(ii) Fir 0<j<n-—1und1l<k<n existieren f'(a; + 0) und f'(as — 0).
Beweis ,=“Ist f stiickweise stetig differenzierbar, so folgt (i) aus der Definition,
und (ii) ist eine Konsequenz von Theorem 2.1.

»<=" Geméif Satz II1.2.24 besitzt f; € C(a;,a;41) eine stetige Fortsetzung
auf [a;, ajt1], falls (1) und (i) erfiillt sind. Also ist f; wegen Theorem III.3.13
gleichméfig stetig. m
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Es sei f € SC(J) stiickweise stetig differenzierbar. Dann garantiert Lem-
ma 7.19 die Existenz einer Zerlegung (ayp, ..., ay) von J sowie genau einer nor-
malisierten stiickweise stetigen Funktion f’, die wir normalisierte Ableitung nen-
nen, mit

Flej-1,05) = [fl(aj1,09)]" . 0<j<n—1.
SchlieBlich heiit f € SCy, stiickweise stetig differenzierbar, wenn f|[0, 27| diese
Eigenschaft hat.

7.20 Bemerkungen (a) Ist f € SCsy, stiickweise stetig differenzierbar, so gehort f’
zu SCoyr.

Beweis Dies ist eine unmittelbare Konsequenz der Definition der Normalisierung an
Intervallenden. m

(b) (Ableitungsregel) Ist f € Cy, stiickweise stetig differenzierbar, so gilt

fl=ikfs, ke,
mit fl; = (f/)k
Beweis Es seien 0 < a1 < -++ < an—1 < 27 alle Sprungstellen von f’ in (0,27). Dann

folgt aus der Additivitdt des Integrals und durch partielle Integration (mit g :=0
und o, := 27)

A+l

Ft)e *dt

R 27 . n—1 [P ERY .
271_'](-]:: _ f/(t)efzkt dt = Z/ it f/(t)e—zkt dt
0 j=0"7
n—1 . n—1
_ Zf(t)efikt J+1 +zk2/
j=0 i j=0"a
27 N
=ik f@®)e " dt = 2mikfy
0
fiir k € Z, da die erste Summe nach dem dritten Gleichheitszeichen aufgrund der Stetig-
keit von f und der 2m-Periodizitat den Wert Null hat. m
Gleichmifige Konvergenz

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir das folgende einfache Kriterium fiir die
gleichméfige und absolute Konvergenz einer Fourierreihe beweisen.

7.21 Theorem Essei f: R — C 2rw-periodisch, stetig und stiickweise stetig dif-
ferenzierbar. Dann konvergiert die Fourierreihe Sf auf R normal gegen f.
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Beweis Die Bemerkungen 7.20(a) und (b), die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
fiir Reihen® von Aufgabe IV.2.18 und die Vollstindigkeitsrelation implizieren

e’} . e’} e’} 1/2 e’} R 1/2 1 e’} 1
BERAESD SEMITENC) S R (5 SRV (Y REEN ) Sie T
k=—o00 k:—oo k=1 k=—o00 k=1

k#0 k#0

Somit besitzt Sf wegen ||fke = |fk’ die konvergente Majorante ZkeZ’fk|'
Also folgt die normale Konvergenz der Fourierreihe von f aus dem Weierstraf-
schen Majorantenkriterium von Theorem V.1.6. Wir bezeichnen den Wert von S f
mit g. Dann ist g stetig und 27-periodisch, und es gilt ||S,, f — g|lcc — 0 fiir n — oo.
Da die Maximumsnorm stérker ist als die Lo-Norm, gilt auch lim ||S,, f — g|l2 = 0,
d.h., Sf konvergiert in SCs, gegen g. Weil Sf geméfl Korollar 7.16 in SCs, ge-
gen f konvergiert, folgt aus der Eindeutigkeit des Grenzwertes, dal f =g gilt.
Also konvergiert Sf normal gegen f. m

zkH

7.22 Beispiele (a) Fiir |t| < 7 gilt

It\— Z 2k+1))7

T (2k+1)2

und die Reihe konvergiert auf R normal.

Beweis Dies folgt aus dem vorangehenden Theorem und Beispiel 7.10(b), da die (norma-
lisierte) Ableitung f der Funktion f € Cor mit f(t) = |¢| fiir [¢| < 7 durch die Abbildung
aus Beispiel 7.10(a) gegeben wird. m

(b) (Partialbruchzerlegung des Cotangens) Fiir z € C\Z gilt

— 1
7 cot(mz) ( ) . 7.16
Z z+ n zZ—n ( )
Beweis Aus Theorem 7.21 und Beispiel 7.10(c) erhalten wir

cos(zt) = S0 ( i (z b in) cos(nt)>

fiir |¢| < 7. Also folgt die Behauptung fir t =7. m

Die Partialbruchzerlegung des Cotangens hat die beiden folgenden interessan-
ten und schonen Konsequenzen, die, wie auch die Partialbruchzerlegung selber, auf
Euler zurtickgehen.

8D.h. der Holderschen Ungleichung fiir p = 2.



VI.7 Fourierreihen 87

7.23 Anwendungen (a) (Die Eulerschen Formeln fiir ((2k)) Fiir k € N* gilt

o0 1)+ () 2k
(k)= nik = 1)2(2]4:()2! ) Bo .

Insbesondere finden wir
(2)=7%/6, ((4)=7"/90, ((6)=n°/945.
Beweis Aus (7.16) folgt

1

nzcot(mz) = 1+ 22° Z ) 9
22—n

n=1

., zeC\Z. (7.17)

Fiir |2] <7 < 1 gilt [n® — 2%| > n? —7? > 0, falls n € N*. Dies impliziert, daB die Reihe
in (7.17) auf rB normal konvergiert. Die geometrische Reihe ergibt

— X
22—n27 nzz(nQ) ’ Z€B, neN.

Somit erhalten wir aus (7.17)

7rzcot(7rz):1—222inlzi(zz) —1722(271%) . z€B, (118
n=1 k=0

wobei wir im letzten Schritt die Summationsreihenfolge vertauscht haben, was aufgrund
des Doppelreihensatzes (Theorem I1.8.10) zuléssig ist (wie sich der Leser iiberlegen moge).

Nun erhalten wir die angegebene Relation aus Anwendung 6.5 aufgrund des Iden-
titiitssatzes fiir Potenzreihen.’ m

(b) (Die Produktdarstellung des Sinus) Fiir z € C gilt

2

sin(rz) = wz ﬁ (1 — n2) .

n=1

Fiir z = 1/2 ergibt sich hieraus das Wallissche Produkt (vgl. Beispiel 5.5(d)).

Beweis Wir setzen .
£(2) = sin(7z) 7 2eC*

Tz
und f(0) := 0. Dann folgt aus der Potenzreihenentwicklung des Sinus

2k 2k

=> (-1 (2t 1) (7.19)

k=0

und der Konvergenzradius dieser Potenzreihe ist co. Somit ist f gemé&fl Satz V.3.5 auf C
analytisch.

9Hieraus folgt die Giiltigkeit der Potenzreihenentwicklung in Anwendung 6.5 fiir |z| < 1.
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Als niichstes setzen wir
g(z)::li[l(lan), zeC,

und zeigen, daf} auch g auf C analytisch ist. Dazu fixieren wir N € N* sowie z € NB und
betrachten

S (- )= 1T (1 2) -

Aus der Potenzreihenentwicklung des Logarithmus (vgl. Theorem V.3.9) folgt

o |2k 2 2
)10g(1 - 22)’ < |Z|2k = |Z|2 ! 2 = \ N2
n = kn n? 1—(z/n) 3n

fiir z € NB und n > 2N. Also konvergiert aufgrund des Weierstrafischen Majorantenkri-

teriums die Reihe
52
E log (1 - 2)
n
n>2N

absolut und gleichméBig auf NB. Aus (7.20) und aus der Stetigkeit der Exponentialfunk-
tion ergibt sich somit

oo m 2
JL0- )= L0 =) -
2 .

m 2 o0
lim exp Z log(lf 22) = exp Z log(lf 22) ,

n=2N n=2N

und die Konvergenz ist gleichméflig auf NB. Somit konvergiert auch das Produkt

2

Sl z
}1(17 n?

gleichméBig auf NB. Da dies fiir jedes N € N* gilt, ist g auf C definiert, und mit

2 OO 2

) = 2111(1 - 22) l:[N(l - 22) (7.22)

n=

gm(z):—ﬁ(lzz), 2ze€C, meN*,

gilt: gm — g lokal gleichméflig auf C. Weil die , Partialprodukte® g, auf C analytisch
sind, folgt aus dem Weierstrafischen Konvergenzsatz fiir analytische Funktionen'® (Theo-
rem VIIL.5.27), daf auch g auf C analytisch ist.

Aufgrund des Identititssatzes fiir analytische Funktionen folgt nun die Behauptung,
wenn wir zeigen, dafl f(z) = g(x) fiir z € J := (—1/m, 1/7) gilt.

10Natiirlich ist der Beweis von Theorem VIII.5.27 unabhingig von der Produktdarstellung des
Sinus, so dafl wir an dieser Stelle vorgreifen diirfen.
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Aus (7.19) und Korollar 11.7.9 zum Leibnizkriterium fiir alternierende Reihen er-
halten wir
If(z) —1| < m?2?/6 < 1, xeJ.

Also ist log f wegen Theorem V.3.9 auf J analytisch, und wir finden

(log f)'(z) = 7 cot(rx) — 1/x , xz € J\{0} .

Aus (7.17) lesen wir somit

(log f)'( Z z e J\{0}, (7.23)

ab, wobei die rechts stehende Reihe fiir jedes r € (0,1) auf [—r,r] normal konvergiert.
Hieraus folgt insbesondere, dafl (7.23) fiir alle z € J giiltig ist.

Den Formeln (7.21) und (7.22) entnehmen wir die Relation

log g(z Zlog(lf ) xeJ.

Nun folgt aus Korollar V.2.9 {iber die Differenzierbarkeit von Funktionenreihen, dafl log g
auf J differenzierbar ist und dafl

oo
(log g)'( Z —n2’ zeld,

gilt. Somit ergibt sich (log f)" = (log g)’ auf J. Wegen log f(0) = 0 = log g(0) erhalten wir
aus dem Eindeutigkeitssatz fiir Stammfunktionen (Bemerkung V.3.7(a)), dafl log f =log g
auf ganz J gilt, was f|J = g|J nach sich zieht. m

Neben der gleichméfiigen Konvergenz und der Konvergenz im quadratischen
Mittel von Fourierreihen wird man natiirlich die Frage nach dem punktweisen
Verhalten stellen. Dazu gibt es eine Vielzahl von Untersuchungen und einfache
hinreichende Kriterien, die zum klassischen Bestand der Analysis gehoren. Einige
der einfachsten dieser Kriterien sind in den géngigen Lehrbiichern dargestellt (vgl.
etwa [BF87], [Bla91], [K6n92], [Wal92]). Damit ist es z.B. leicht nachzupriifen,
dafl die Fourierreihe von Beispiel 7.10(a) punktweise gegen die dort angegebene
Funktion konvergiert.

Wir wollen hier nicht néher auf diese Untersuchungen eingehen, da sie im we-
sentlichen auf den Fall klassischer Fourierreihen einer Variablen beschréankt sind.
Von ungleich groflerer Bedeutung ist die Lo-Theorie der Fourierreihen, da sie, wie
wir oben darzustellen versuchten, von sehr allgemeiner Natur ist. Sie ist auf eine
Vielzahl von Problemen der Mathematik und der Physik anwendbar — z.B. im
Zusammenhang mit der Theorie von Differentialgleichungen in einer und mehre-
ren Variablen — und spielt in der modernen Analysis und ihren Anwendungen
eine duflerst wichtige Rolle. Der Leser wird der ,Hilbertraumtheorie der Ortho-
gonalreihen® bei einem vertieften Studium der Analysis und der Angewandten
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Mathematik immer wieder begegnen, und auch wir werden gelegentlich weitere
Einblicke in diese Theorie vermitteln.

Aufgaben
1 Fir f € SCar gelte 0277 f =0. Dann gibt es ein £ € [0,27] mit f(§) =
2 Man verifiziere, daB fiir f € Car mit f(t) := |sin(t)]| fir ¢ € [0, 27] gilt:

2 4 o= cos(k)
Sf_7r 7r:14k2—1'

3 Fiir n € N heifit
D, :=V2r Z er =1+ 2cos+2cos(2-) + -+ 2cos(n-)

k=—n

Dirichletscher Kern vom Grad n. Man zeige

i 1/2)t 2
sin((n 12 e Dn(t)dt=1, neN.

Dal) =Gy ;

4 Essei f € SCor durch

, 0<t<2m,
fy=1{ 2
0, t=0,

erklart. Man beweise, daf3
>, sin(k-)
S =
=2
k=1
(Hinweise: In( f Dy(s)ds = (t —m) +2(sint + - - - +sin(nt)/n) fir t € (0,27). Auf-
gabe 3 und partlelle Integratlon ergeben |, (t)| < 2[(n + 1/2)sin(t/2)] “irt e (0,2m).)

5 Es ist zu zeigen, daB die 1-periodische Fortsetzung B, von B,(X)|[0,1) auf R die
folgende Fourierentwicklung besitzt:

~ (=11 (2n)! X cos(27k-) %
Bon =2 ) o Do e neN”, (7.24)
k=1
~ (=D (2n + 1)) O sin(27k)
Ban1 =20 "o i Z 2n+1 , neN. (7.25)
k=1

(Hinweise: Es geniigt, (7.24) und (7.25) auf [0, 1] zu beweisen. Fiir die Einschriankung Us,
bzw. Uzn+1 auf [0, 1] der Reihe in (7.24) bzw. (7.25) gilt Uy, 11 = (m + 1)Uy, fiir m € N,
Aus Aufgabe 4 folgt Ui (t) = Bi(t). Somit zeigt Satz 6.6(iii), dal es zu m > 2 elne Kon-
stante ¢m gibt mit U (t) = Bm(t) + cm fiir ¢t € [0, 1]. Schliellich gelten fo t)dt =0

(Satz 4.1(ii)) und fo B, (t) dt = 0 (Aufgabe 6.4(iii)). Somit folgt ¢, = 0 fiir m 2 2.)
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6 Man verifiziere die asymptotischen Aquivalenzen

(2n)! n \2n
| Ban| 2(2%)2” 4\/7m(7re) ’

(Hinweise: Aufgabe 5 zeigt:

D 1
BQn = B2n(0) = (_1 27T 2n Z an .

Ferner beachte man Aufgabe 6.6, Anwendung 7.23(a) und Aufgabe 6.3(a).)
7 Man beweise die Wirtingersche Ungleichung: Fiir —co < a < b < cound f € C* ([a7 b})

mit f(a) = f(b) = 0 gilt
b b
/ P < [(b— a)?/n] / e

Die Konstante (b — a)?/7* kann nicht verkleinert werden.

(Hinweis: Aufgrund der Substitution x — 7(x — a)/(b — a) geniigt es, a = 0 und b = 7 zu
betrachten. Fiir g: [—m, 7] — K mit g(z) := f(z) fir z € [0, 7] und g(z) := —f(—=) fiir
xz € [-m,0] gilt g € Cl([—m 7]), und g ist ungerade. Somit folgt aus der Parsevalschen
Gleichung und Bemerkung 7.20(b)

1 B -~ -~ L N 1 B
271/ 917 =D Nl 2 Yol =D ik = 3 |ail” = 2W/ lg1?

kez k#0 k#0 k#0
wegen g(0) = 0. Nun folgt die Behauptung aus der Konstruktion von g.)
8 Fiir f,g € SCo heifit

f*g:R—=K, zm— ; Flx—y)g(y) dy

Faltung von f mit g. Man zeige:
(i) frg=g*f;
(ii) Fir f,g € Car gilt f x g € Car;
(iii) en * €m = Onmen, Mm,n € Z.
9 Es bezeichne D,, den Dirichletschen Kern n-ter Ordnung. Man zeige, daf} fiir f € SCar
gilt: Spf = Dn * f.
10 Man verifiziere die Aussagen von Bemerkung 7.17(c):
(i) £2(Z) ist ein Hilbertraum;
(ii) SCorn — 02(Z), f— (\/27r ﬁ“)keZ ist eine lineare Isometrie.

11 Man beweise die allgemeine Parsevalsche Gleichung

27
o1t fgdt k; fkgk7 f,gGSCQﬂ- .
(Hinweis: Man beachte
Zw = i(|z+w\2— |z —w|* +i \z+iw\2—i|z—iw|2) , z,w e C,

und verwende Korollar 7.16.)



92 VI Integralrechnung in einer Variablen

8 Uneigentliche Integrale

Bis jetzt konnen wir nur sprungstetige Funktionen auf kompakten Intervallen inte-
grieren. Bereits in Lemma 6.12 haben wir jedoch gesehen, daf} es sinnvoll ist, den
Integralbegriff auch auf den Fall stetiger Funktionen, die auf nichtkompakten Inter-
vallen definiert sind, auszudehnen. Es wird sich zeigen, dafl der Flidcheninhalt der
Menge F, die zwischen dem Graphen einer stetigen Funktion f: RT — R und der
positiven Halbachse liegt, endlich ist, wenn f fiir x — oo hinreichend schnell gegen
Null geht. Zur Berechnung des Flicheninhal- N
tes von F wird man Rt durch [0,n] ersetzen,
d.h. den Graphen bei z = n abschneiden, und
dann n gegen oo streben lassen. Die folgenden
Ausfithrungen prézisieren diese Uberlegungen
und liefern eine Erweiterung des Integralbe- F
griffes fiir eine Klasse von Funktionen, die auf
beliebigen Intervallen definiert sind.!

v

In diesem Paragraphen gelten

e J ist ein Intervall mit inf J = a und sup J = b;
E := (E,||) ist ein Banachraum.

Zulissige Funktionen

Die Abbildung f: J — E heifit zuléissig, wenn ihre Einschréinkung auf jedes kom-
pakte Teilintervall von J sprungstetig ist.

8.1 Beispiele (a) Jedes f € C(J, E) ist zuléssig.
(b) Sind a und b endlich, so ist jedes f € S([a,b], E) zulissig.
(c) Ist f: J — E zuléssig, so ist es auch |f|: J > R. m

Uneigentliche Integrale

Die zulissige Funktion f: J — E heiflt (uneigentlich) integrierbar, falls es ein
¢ € (a,b) gibt, fir welches die Grenzwerte

c 8
li d 1l
[ 7 wa i [

in F existieren.

IWir beschrinken uns in diesem Paragraphen darauf, eine relativ elementare Erweiterung
des Integralbegriffes vorzustellen. Eine vollstdndigere Integrationstheorie wird im dritten Band
ausfiihrlich behandelt werden.
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8.2 Lemma Ist f: J — E uneigentlich integrierbar, so existieren die Grenzwerte

c 8
li d li
a—l>g}|-0 /a f un ﬁi}brio L f

fiir jedes ¢ € (a,b). AuBerdem gilt

c 3 c I5)
li li = i li
:n/ fm:zn_o/c f ﬂm/ fm:%zo/c, f

fiir jede Wahl ¢, ¢’ € (a,b).

Beweis Nach Voraussetzung gibt es ein ¢ € (a,b), so daf§

B
e =1 d = Ii
aiﬂo/ f und ecyp ﬁ—l}brio/c !

in F existieren. Es sei nun ¢’ € (a,b). Wegen Satz 4.4 gilt fi f= f(;:f + fcc f fur
jedes a € (a,b). Somit existiert der Grenzwert e, o := limg—q40 f: f in E, und

es gilt eq,cr = €q,c + fcc f- In analoger Weise folgt die Existenz von

€crp 1= hrbno/ f
8

in F mit e p = ecp + fcc, f. Also finden wir

C/ C
€a,c! + €c’,b = €q,c +/ f + €c,b + / f = €a,c + €cb
c c’
womit alles bewiesen ist. m

Es seien f: J — E uneigentlich integrierbar und ¢ € (a, ). Dann heif3t

/abfdx;_/abf(x)dx:_agﬂo/ er tim / F

(uneigentliches) Integral von f iiber J. Zusétzlich zu diesen Notationen verwenden
wir die Schreibweisen

Statt ,,f ist uneigentlich integrierbar“ sagen wir auch: ,Das Integral f; f dz exi-
stiert oder konvergiert“. Lemma 8.2 zeigt, dafl das uneigentliche Integral wohlde-
finiert, d.h. unabhéngig von der Wahl von ¢ € (a, b), ist.
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8.3 Satz  Fiir —0o <a <b<oo und f € S([a,b],E) stimmt das uneigentliche
Integral mit dem Cauchy-Riemannschen Integral iiberein.

Beweis Dies folgt aus Bemerkung 8.1(b), der Stetigkeit des Integrals als Funktion
der oberen Grenze und Satz 4.4. m

8.4 Beispiele (a) Es seien ¢ > 0 und s € C. Dann gilt:
o0
d
/ f existiert <= Res > 1,
. X

und

OOd 1—s
/ r_a Res>1.
a

xs s—1"

Beweis Geméfl Bemerkung 8.1(a) ist die Funktion (a,00) — C, =z 1/z° fiir jedes
s € C zuléssig.

(i) Wir betrachten zuerst den Fall s # 1. Dann gilt

Pde 1 R ( T 1)
o T 1-—s a 1—s\@s—1  gs=1/°

Aus |817%| = g1 Res folgt

6871H0(ﬁﬂoo)<:>Res>1,

und daB der Grenzwert limg_..o 1/3°~" fiir Re s < 1 nicht existiert. Auchim Fall Res =1
trifft letzteres zu, denn mit s = 1+ i7 fiir ein 7 € R* folgt 8571 = #*7 = ¢'71°8% und
die Exponentialfunktion ist 27i-periodisch.

(ii) Im Fall s = 1 gilt
8

. dx .
lim = lim
B—o0 a xT B—o0

(log B8 —loga) = o .
Also ist die Funktion = — 1/z auf (a,c0) nicht integrierbar. m
(b) Es seien b > 0 und s € C. Dann gilt

b
dx
/ , existiert <= Res <1,
0 :I/.

und fé) 7 5dr =b'7%/(1 — s) fiir Res < 1.
Beweis Dies folgt analog zum Beweis von (a). m

(c) Das Integral [ x* dx existiert fiir kein s € C.
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(d) Das Integral

e . 16 ) 2218
/ zdxr = lim zdr = lim

a——00 @ a——00 [e%

- B—o00 B—o0

existiert nicht.?

(e) Es gelten

/°° dzx T /1 dx
y = und =T
o l+=x 2 11— 22

Beweis Dies folgt wegen

. g T . . 18
lim arctan|. = und lim arcsin| =
B—o0 0 2 a——1+40 o
B—1-0

aus Beispiel 4.15(a). m

Der Integralvergleichssatz fiir Reihen

Im Lichte von Paragraph 6 ist ein enger Zusammenhang zwischen Reihen und
uneigentlichen Integralen zu erwarten.? Der folgende Satz stellt in einem wichtigen
Fall eine solche Beziehung her.

8.5 Satz FEssei f: [1,00) — RT zulissig und fallend. Dann gilt:

Z f(n) < oo <= /OO f(z) dx existiert .
1

n>1
Beweis (i) Die Voraussetzungen
implizieren

fn) < flz) < fln—1)

fir € n—1,n] und n € N mit
n > 2. Deshalb gilt

v

fo < [* o< fn- 1),

2Man beachte, da83 ffooo x dx nicht existiert, obwohl lim~—, oo fj,y x dx = 0 gilt! Es ist wichtig,
dafl beim Nachweis der Konvergenz eines Integrals die untere und die obere Integrationsgrenze
unabhéngig voneinander approximiert werden.

3Vgl. auch den Beweis von Bemerkung 6.16(d).
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und wir finden durch Summation iiber n
N N N-1
i [ f@de< Y f0), Nz, (8.1)
n=2 1 n=1

(ii) Die Reihe Y f(n) konvergiere. Dann folgt aus (8.1) und f > 0 die Ab-
schitzung

/Nfdxgif(n), N>2.
1 n=1

Also ist die Funktion 8 — flﬁ f(z) dx wachsend und beschrénkt. Wegen Satz I11.5.3
existiert deshalb [~ f dz.

(iii) Das Integral [ f dax konvergiere. Dann folgt aus (8.1)

N oo
T;f(n)é/l f(z)dx N>2.

Also konvergiert aufgrund von Theorem IL.7.7 auch 3>~ -, f(n). m

8.6 Beispiel Fiir s € R konvergiert die Reihe

1
% n(logn)s
genau dann, wenn s > 1 gilt.

Beweis Im Fall s <0ist > 1/n eine divergente Minorante. Es geniigt also, den
Fall s > 0 zu betrachten. Wegen

/B dr { [(log B)' =% — (log2)*~*] /(1 = s) , s#1,
5 z(logx)® log(log 3) — log(log 2) , s=1,

existiert f;o dx / z(log z)® genau dann, wenn s > 1 gilt. Die Behauptung folgt nun
aus Satz 8.5. m

Absolut konvergente Integrale

Es seil f: J — F zuldssig. Dann heifit f absolut integrierbar (iiber .J), wenn das
Integral ff |f(z)|dz in R existiert. In diesem Fall sagt man auch, f; f sei absolut
konvergent.

Der folgende Satz zeigt, dal jede absolut integrierbare Funktion (uneigent-
lich) integrierbar ist.
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8.7 Satz Ist f absolut integrierbar, so existiert das Integral f; fdx in E.

Beweis Es sei ¢ € (a,b). Da f; |fldx in R existiert, gibt es zu jedem € > 0 ein
0 > 0 mit

(e c c
Al =[] 1= 1[<e,  anaze(@ate).
(e 5] a9
Deshalb folgt aus Satz 4.3
c c a2 a2
Lo [a=|[o<|[ 1)< anmc@ary. 62
[e5] a2

Es sei nun («/}) eine Folge in (a, ¢) mit lim oj = a. Wegen (8.2) ist dann ([, f dx)
J
eine Cauchyfolge in E. Also gibt es ein ¢/ € E mit f:, fdx — € fiir j — oo. Ist

(o) eine weitere Folge in (a,c) mit lima} = a, so ergibt sich in analoger Weise
die Existenz von ¢” € E mit lim; [, fdz =¢” in E.
J

Nun wiéhlen wir N € N mit o}, o/ € (a,a +9) fir j > N. Aus (8.2) erhal-
ten wir dann | f:, f- f:,_, f ’ < ¢ fiir j > N, woraus sich nach dem Grenziibergang

j — oo die Ungleichung |e¢’ — ¢e”’| < ¢ ergibt. Da dies fiir jedes ¢ > 0 gilt, folgt
e’ = ¢’ und wir haben bewiesen, dafl limg 410 fac fdz in E existiert. In analo-

ger Weise zeigt man die Existenz von limg_.;_g fcb fdx in E. Also existiert das

uneigentliche Integral fab fdxrin E. m

Das Majorantenkriterium

In Analogie zur Situation bei Reihen sichert die Existenz einer integrierbaren Ma-
jorante von f die absolute Konvergenz von fab fdx.

8.8 Theorem FEsscien f: J— Fundg: J — Rt zuliissig mit
|f(@)| <g(z), z€(ab).

Ist g integrierbar, so ist f absolut integrierbar.

Beweis Esseien c € (a,b) und a1, a2 € (a, ¢). Dann gilt aufgrund von Korollar 4.6

\fl

5 N

If\\g

9| = iE

Existiert fa gdx in R, so gibt es zu jedem £ > 0 ein § > 0 mit ‘f; g— f:z gl <e
fir ay, a2 € (a,a + 0), und wir erhalten

/ If\—/ |f\‘<6, a1, as € (a,a+9) .
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Diese Aussage ermoglicht eine sinngeméfie Wiederholung der Argumente des Be-
weises von Satz 8.7, woraus die absolute Konvergenz von fab fdx folgt. m

8.9 Beispiele Es sei f: (a,b) — E zulissig.

(a) Ist f reellwertig mit f > 0, so ist f genau dann absolut integrierbar, wenn f
integrierbar ist.

(b) (i) Es seien @ > 0 und b = co. Gibt es Zahlen ¢ > 0, M > 0 und ¢ > a mit

M
@IS Y w2,

so ist [ f absolut konvergent.
(ii) Es seien a = 0 und b > 0. Gibt es Zahlen e > 0, M > 0 und ¢ € (0,b) mit

f@ls ). e,

so ist foc f absolut konvergent.

Beweis Dies folgt aus Theorem 8.8 und den Beispielen 8.4(a) und (b). m
(c) Das Integral [, (sin(z)/(1 4 x?)) dz konvergiert absolut.

Beweis Offensichtlich ist  — 1/(1 + 2?) eine Majorante von x — sin(z)/(1 4 z?). Au-
Berdem existiert geméf Beispiel 8.4(e) das Integral [ daz/(1+ z%). m

8.10 Bemerkungen (a) Es seien f,, f € S([a, b},E), und (f,) konvergiere gleich-

méBig gegen f. Dann haben wir in Satz 4.1 bewiesen, daf} (f; fn) in E gegen

neN
f; f konvergiert. Eine analoge Aussage ist fiir uneigentliche Integrale nicht richtig.

Beweis Wir betrachten die Funktionenfolge

1
fn(z) = nefm/yﬂ zeRT, neN*.

Dann gehort jedes f, zu C(R',R). AuBerdem konvergiert die Folge (f,) gleichmiBig
gegen 0, denn es gilt || fn]oo = 1/n.

Andererseits gilt

> _ 1 —xz/n _ . _—z/n B _
/0 fn(m)dm—/o € dx—%lir&( e M0 =1.

Insgesamt folgt also lim,, fooo fndx =1, aber fooo limy, fpdzr =0.m

(b) Wir sehen davon ab, Kriterien anzugeben, die es erlauben, Grenzwerte mit
uneigentlichen Integralen zu vertauschen. Wir werden im dritten Band die allge-
meinere Lebesguesche Integrationstheorie entwickeln, welche den Bediirfnissen der
Analysis besser angepaBt ist als die (einfachere) Theorie des Cauchy-Riemannschen
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Integrals. Im Rahmen der Lebesgueschen Theorie werden wir sehr allgemeine
und flexible Kriterien fiir die Vertauschbarkeit von Grenzwerten mit Integralen
kennenlernen. m

Aufgaben

1 Man beweise die Konvergenz der uneigentlichen Integrale

(i) /100 ST G /OOo ST ) /100 sin(1/2) 4

x? T T
In welchen Féllen liegt absolute Konvergenz vor?
2 Welchen Wert besitzen die uneigentlichen Integrale
(i) 01 jrlcs_m;z e, (i) /1 h kff dz, (i) /0 h f‘f; dz , (iv) /0 T e de
(Hinweis zu (iii): Man betrachte [~ und fol.)
3 Man zeige foﬂ log sin x de = —7log 2. (Hinweis: sin 2z = 2sin z cos z.)

4 Esseien —co < a <b<oo,und f: [a,b) — E sei zulissig. Dann existiert f: f genau
dann, wenn es zu jedem € > 0 ein ¢ € [a,b) gibt mit }ff f’ < e fir a, B € [c,)).

5 Man zeige, dafl das Integral fooo V't cos(t?) dt konvergiert.*
6 Esseien —co < a <b<oo,und f: [a,b) — R sei zulissig.
(i) Gilt f > 0, so konvergiert f: f(x) dx genau dann, wenn K := supce[a’w’f: f] < oo

(ii) Es seien f € C([a,b),R) und g € C*([a,b),R). Gilt K < 0o und strebt g(z) mono-
ton gegen 0 fiir x — b — 0, so konvergiert fab fg.

7 Essei feC? ([a7 oo),R) mit a € R, und f’ sei wachsend mit lim,—o0 f'(z) = co. Man
beweise, dafl faoo sin ( f (w)) dx konvergiert.
(Hinweis: Man substituiere y = f(z) und beachte Theorem I11.5.7.)

8 Die Funktion f € C([0, 00),R) erfiille sup0<a<b<oo’fab f’ < oco. Dann gilt
= flaz) = f(bx) , a
/0 - dac—f(O)log(b)7 0<a<b.

(Hinweis: Es sei ¢ > 0. Die Existenz von £(c) € [ac, be] mit

/OO f(az) ; f(bx) de — be f(z) dr = f(g(c)) log(a)

we T b

folgt aus Satz 4.16.)

4Diese Aufgabe zeigt insbesondere, daf aus der Konvergenz von fooo f nicht geschlossen werden
kann, da8 f(z) — 0 fiir £ — oo gilt. Man vergleiche dazu Satz I1.7.2.
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9 Essei—c0o<a<0<b<oo,und f: [a,0)U (0,b] — R sei zuléssig. Existiert

lim (/ai F(z) da + /Eb F(z) dx)

in R, so heifit dieser Grenzwert Cauchyscher Hauptwert von fab f, und man schreibt dafiir®
VP f: f. Man berechne

1 x/2 1
VP/ @ yp ,dx,VP/ o
1T —ny2 SinT _q z(6 42— a?)

5VP steht fiir ,,valeur principal®.
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9 Die Gammafunktion

In diesem abschlieBenden Paragraphen des der Integrationstheorie gewidmeten Ka-
pitels wollen wir eine der wichtigsten nichtelementaren Funktionen der Mathema-
tik, ndmlich die Gammafunktion, studieren. Wir werden ihre wesentlichsten Eigen-
schaften herleiten und insbesondere zeigen, daf sie die Fakultdtenfunktion n — n!
interpoliert, d.h. eine Erweiterung dieser Abbildung fiir nicht ganzzahlige Argu-
mente liefert. Auflerdem werden wir eine Prézisierung der de Moivre-Stirlingschen
asymptotischen Beziehung fiir n! beweisen und — sozusagen als Nebenprodukt der
allgemeinen Theorie — den Wert eines wichtigen uneigentlichen Integrals, ndmlich
des Gauflschen Fehlerintegrals, berechnen.

Die Eulersche Integraldarstellung

Wir fithren die Gammafunktion fiir z € C mit Re z > 0 mittels eines parameter-
abhingigen uneigentlichen Integrals ein. Dazu dient die folgende Uberlegung.

9.1 Lemma Fiir z € C mit Rez > 0 konvergiert das Integral
/ t*letdt
0

Beweis Zuerst bemerken wir, dafi die Funktion ¢ — t*~te~" auf (0, 00) zuliissig ist.

absolut.

(i) Wir betrachten das Integral an der unteren Grenze. Fiir ¢ € (0, 1] gilt

‘tzfleft‘ — 7chzfleft S tRczfl .

Aus Beispiel 8.9(b) folgt somit, dafl fol t*~le~t dt absolut konvergent ist.
(ii) Fiir m € N* gilt die Abschétzung

m &

tk .
m!S g £=20.
k=0

Nach Multiplikation mit t8¢*~1 folgt

m!

z—1_—t| _ ;Rez—1_—t .
|t € | =t — tmcherl :

(&

Nun fixieren wir m € N* mit m > Re z und erhalten aus Beispiel 8.9(b) die abso-
lute Konvergenz von [~ t*"le~'dt. m

Fiir z € C mit Rez > 0 heifit das Integral

I'(z) := /000 t*~letdt (9.1)
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zweites Eulersches Integral oder Eulersches Gammaintegral, und die durch (9.1)
definierte Funktion ist die Gammafunktion auf [Rez > 0]:={2€ C; Rez > 0}.

9.2 Theorem Die Gammafunktion geniigt der Funktionalgleichung
T(z+1) =2I(z), Rez>0.
Insbesondere gilt
P(n+1)=n!, neN.

Beweis Partielle Integration mit u(t) := t* und v'(¢) := e~ liefert

B B
/ tze_tdt:ftze_t|§+z/ t*"te7tdt I<a<f<oo.
«

[e%

Aus der Stetigkeit der Potenzfunktion auf [0, 00) und aus Satz I11.6.5(iii) erhalten
wir t*e~t — 0 fiir t — 0 und fiir ¢ — oo. Somit folgt

B [eS)
I'(z+1)= lim t*e b dt = z/ t*lemtdt = 2T'(2) ,
%_)0—" e’ 0

also die behauptete Funktionalgleichung.
SchlieBlich zeigt vollstéindige Induktion

'n+1)=nT(n)=n(n-1)-----1-T'(1) =nlT'(1), neN.

Wegen I'(1) = [ e tdt = —e~!| " = 1 ist alles bewiesen.! m

Die Gammafunktion auf C\ (—N)

Fiir Rez > 0 und n € N* folgt aus Theorem 9.2

Fz4+n)=(CEF+n—1(z+n—-2) - - (z2+1)2['(2) ,
oder
B I(z+n)
F(Z)_z(z—i—l)u-H(z—i—n—l)' 92)

Die rechte Seite von (9.2) ist fiir jedes z € C\ (—=N) mit Rez > —n erklirt. Diese
Formel legt daher eine Fortsetzung der Funktion z — T'(z) auf C\ (—N) nahe.

1Natiirlich ist f|Zo eine Abkiirzung fiir limy_, o f|Z
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9.3 Theorem (und Definition) Fiir z € C\ (—N) ist

T(z) e T'(z+n)
zZ(z+1)- - - (z+n—1)
unabhingig von n € N* mit n > — Re z. Also wird durch
I'(z) :=Ty(2), z€C\(-N), n>—-Rez,

eine Erweiterung auf C\(—N) der durch (9.1) gegebenen Funktion definiert, die
Gammafunktion. Sie geniigt der Funktionalgleichung

I'(z+1) = 2I'(2) , z € C\(-N) .

Beweis Wegen (9.2) stimmt T, auf [Rez > 0] mit der durch (9.1) definierten
Funktion iiberein. Zudem gilt fiir m,n € N mit n > m > —Rez

Pz+n)=(+n—-1---(z+m)(z+m) .
Deshalb folgt
B I'(z+n)
Tn(z) = 2(z+1) - - (z4+n-1)
_ (z+n-=-1) - - (z+m)(z+m)
z2z+ 1) - (z+m-=-1(E+m)- - - (z24+n-1)
B T'(z+m) B
Cz(z41) - (24+m—1) =Tm(2) -

Also stimmen die Funktionen I',, und I',, auf dem Durchschnitt ihrer Definiti-
onsbereiche iiberein. Dies zeigt, dal die Gammafunktion wohldefiniert ist und auf
[Re z > 0] mit dem Eulerschen Gammaintegral {ibereinstimmt.

Fiir 2 € C\(—N) und n € N* mit Rez > —n gilt

F(z+n+1) _ z2(z+n)(z+n)

P(z+1) = (z4+1)- - (z4+n) z(z+1)-----(z2+n)

= 2I'(2)
vermoge (z+n)l'(z+n)=T(z+n+1). =

Die Gauf3sche Darstellung

Die Gammafunktion hat eine weitere Darstellung, welche auf Gaufl zuriickgeht
und wichtige Anwendungen besitzt.
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9.4 Theorem Fiir z € C\(—N) gilt

z

n*n!

Beweis (i) Wir betrachten zuerst den Fall Re z > 0. Wegen

I'(z) = lim t*"te7tdt,

n—oo 0
und da gemé#f Theorem I11.6.23
¢ . i\
e :hm(l—n> . t>o0, (9.3)

gilt, kénnen wir vermuten, dafl die Formel

n t n
I(z) = lim tz_l(l— )dt, Rez>0, (9.4)

n—oo Jq n

richtig sei. DaB} dies in Tat der Fall ist, werden wir weiter unten beweisen.

(ii) Es sei Re z > 0. Wir fiithren im Integral in (9.4) eine partielle Integration
mit u(t) := (1 —t/n)™ und v'(¢) := t*~! durch:

n t\" 1 (" tyn—1
/ tz_l(l— ) dt = / tz<17 ) dt .
0 n z 0 n

Eine weitere partielle Integration liefert

" t\"™ 1 -1 " t\n—2
/t2—1(1— ) dt= - " /tz+1(1— ) dt |
o n z n(z+1) Jy n

und wir finden durch vollstdndige Induktion

/ntz—l(l_t)ndtzl. n-1 ~n=2 1 /ntz+”_1dt
o n z n(z+1) n(z+2) n(z+n—-1) J,
1 n-1 n—2 1 n*tn
T2 n(z+1) niz+2)  nk+n-1) z+n
_ nln®
Z(Z+1)(Z+n)

Nun folgt die Behauptung in diesem Fall aus (9.4).
(iil) Wir setzen

nln?
n(2) = St 1) () z € C\(-N) . (9.5)
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Dann gilt

2(z+1)- ...1.(Z+k_1)(1+’2:1)<1+222>,...

1+ Z:;k)’yn(z-i-k)

Yn(2) =

fiir jedes k € N*. Wihlen wir speziell k > — Re 2, so folgt aus (ii) und Theorem 9.3

I'(z+k)

2(z+1)- - - (z4+k—1) =T

lim v, (2) =

Damit ist alles bewiesen, falls auch (9.4) gezeigt ist.

iv) Um (9.4) fiir ein festes z zu beweisen, kénnen wir f(t) := t*"le~* und
(iv) Um (9.4) :

t=t1—t/n)", O0<t<n,
n(t) :=
fnlt) { 0, t>n,
setzen. Dann folgt aus (9.3)
lim fo(t)=f(1), t>0. (9.6)

Da die Folge ((1 — t/n)”)neN fiir t > 0 wachsend gegen e~ konvergiert (vgl. (v)),
gilt auflerdem
|fn@®)] <g(t), t>0, neN, (9.7)

mit der iiber (0, c0) integrierbaren Funktion t — g(t) := tR¢*~le~t. Nun folgt aus
(9.6), (9.7) und dem (in Band III bewiesenen) Konvergenzsatz von Lebesgue

lim t*~1(1 —t/n)"dt = lim fn t)dt = / f(@t) I'(z),
also (9.4).

Um einen Vorgriff auf den Satz von Lebesgue zu vermeiden, geben wir im
folgenden auch eine direkte Begriindung von (9.4). Dazu beweisen wir zuerst, dafl
die Konvergenz in (9.3) wachsend und lokal gleichméfig stattfindet.

(v) Aus der Taylorentwicklung des Logarithmus (Anwendung IV.3.9(d) oder
Theorem V.3.9) folgt

log( = sk
-1- 1
SOMEEE SRS

und wir finden
log(1 — s)

s T—1 (s—0+). (9.8)
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Setzen wir in (9.8) speziell s :=t/n mit ¢t > 0, so gilt

nlog(l - th) :t[?log(l - th)} 1=t (n—o00).

Somit zeigen die Monotonie und die Stetigkeit der Exponentialfunktion, dafl die
Folge ([1— t/n]”)neN fiir jedes t > 0 wachsend gegen e~* konvergiert.

Die gleichméfige Konvergenz dieser Folge auf kompakten Teilintervallen von

R™ folgt aus der gleichméBigen Stetigkeit der Abbildung s — [log(l — s)] / s auf

solchen Intervallen (vgl. Aufgabe I11.3.11). Es seien ndmlich T > 0 und & > 0. Dann
gibt es ein § > 0 mit

‘ log(l—s

. )+1’<s, 0<s<4d. (9.9)

Nun gilt fiir n > T/§ und t € [0, T] gewifl t/n < §. Mit s := t/n folgt also aus (9.9)

¢ ¢
’nlog(1— )+t’gT’t‘1og(1— )+1’<Ta, 0<t<T.
n n

Somit konvergiert die Folge (nlog(1 — t/n))neN auf [0, 7] gleichmiilig gegen —t.
Aufgrund der gleichméBigen Stetigkeit der Exponentialfunktion auf [0, 7] konver-
giert deshalb ((1 — t/n)")nEN gleichmiBig beziiglich ¢ € [0,T] gegen e~ *.

(vi) Schliefllich beweisen wir (9.4). Dazu sei e > 0. Der Beweis von Lemma 9.1
zeigt, dafl es ein Ny € N gibt mit

oo
/ the==le=t gt < ¢/3 .
No

Also folgt aus (v)

n ™ n 00 c
/ tRC z—1 (1 _ ) dt < / tRC zfleft dt < / tRC zfleft dt <
No n No No 3

fiir n > Ny. Schliellich gibt es, ebenfalls aufgrund von (v), ein N € N mit

No t\"™ €
/ tR"Z*(e*L (1— ) )dtS ;o nm=2N.
0 n 3

Fiir n > Ng V N erhalten wir nun
n t n
’1"(2) —/ t2_1<1 - ) dt‘
0 n
No No n t\"
< ‘F(z)—/ tzfle*tdth’/ tzfle*tdtf/ tzfl(lf ) dt‘
0 0 0 n
oo No t\ "
S / tReZ—le—t dt+/ tReZ—l(e—t _ (1 _ ) )dt
No 0 n

n t n
+/ tR“*(l— ) dt < e |
No n

was (9.4) zeigt. m
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Die Ergéinzungsformel

Als eine Anwendung der Gaufschen Produktdarstellung wollen wir einen wichtigen
Zusammenhang zwischen der Gammafunktion und dem Sinus herleiten. Dazu be-
weisen wir zuerst eine auf Weierstrafl zuriickgehende Produktdarstellung fiir 1/

9.5 Satz Fiir z € C\ (—N) gilt

! ) = 2e“* ﬁ (1 + Z)e_z/k , (9.10)

I'(z Pt

wobei C' die Euler-Mascheronische Konstante bezeichnet. Das unendliche Produkt
konvergiert absolut und lokal gleichméfBig. Insbesondere besitzt die Gammafunk-
tion keine Nullstellen.

Beweis Offensichtlich gilt
oy e l( ) [ TT (1)
k=1 k=1

fiir z € C\(=N). Mit ax(2) := (1 + z/k)e~*/* gilt fiir |2| < R

z

lar(z) — 1| = ’(1 +2/k) [1 2kt i (j1!)j (kﬂ . 1’ <c¢/k? (9.11)
j=2

mit einer geeigneten Konstanten ¢ := c(R). Also gibt es eine Konstante K € N*
mit |ag(z) — 1] < 1/2 fur kK > K und |z| < R. Hieraus folgt

ﬁ z Jkr k ek — (ﬁ ak(z)> exp( i log ak(z)> (9.12)
k=1 k=1

k=K+1

fir n > K und |z| < R. Aus der Potenzreihenentwicklung des Logarithmus erhal-
ten wir leicht die Existenz einer Konstanten M > 1 mit |log(1l + ¢)| < M |¢] fiir
|| < 1/2. Somit finden wir mit (9.11) die Abschétzung

> logar(z)| < M > ar(z) =1 < eM Y k2
k

k>K k>K

fiir [2] < R. Also konvergiert die Reihe ), , logax(z) aufgrund des Weierstraf-
schen Majorantenkriteriums absolut und gleichméBig fiir |z| < R. Wegen (9.12)
und der Eigenschaften der Exponentialfunktion gilt dies auch fiir das in (9.10)
auftretende unendliche Produkt. Nun folgen die Behauptungen aus Theorem 9.4
und Beispiel 6.13(b). m

Unter Verwendung dieser Produktdarstellung und der des Sinus erhalten wir
die angekiindigte Beziehung zwischen dem Sinus und der Gammafunktion.
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9.6 Theorem (Erginzungsformel) Fiir z € C\Z gilt

M()r1—2)= .

sin(nz)

Beweis Die Darstellung (9.10) impliziert (vgl. Satz I1.2.4(ii))

1 1 1 - 7?
= = 1—
T()T(1—z2)  —2T()(=2)  ~ k[[l( k2)
fir z € C\Z. Nun folgt die Behauptung aus Anwendung 7.23(b). m

Mittels der Ergidnzungsformel berechnen wir den Wert eines wichtigen unei-
gentlichen Integrals.

9.7 Anwendung (Gauflsches Fehlerintegral?) Es gilt
/ e dr =T(1/2) = /7

— 00

Beweis Mit der Substitution z = v/¢ finden wir®

o, dt o2 2
F12:/et :2/emdx:/emdx,
(1/2) 0 Vit 0 —co

w? gerade ist. Nun folgt die Behauptung aus der Ergénzungsformel. m

daz+— e

Im dritten Band werden wir eine ,,elementare“ Methode zur Berechnung des
Gauf3schen Fehlerintegrals mit Hilfe von Mehrfachintegralen kennenlernen.

Die logarithmische Konvexitit der Gammafunktion
Mit
on(z) := zlogn — Zlog(z + k) + log(n!) , neN* 2eC\(-N),
k=0

erhalten wir aus (9.5) die Darstellung ~,, = e®~. Hieraus ergibt sich fiir die loga-
rithmische Ableitung 7/, /v, von +, die einfache Gestalt

/ n
Tn(2) 1
Pn(2) = = logn — E 9.13
2Der Name , Fehlerintegral® stammt aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung, in der die Funktion

z — e~ eine fundamentale Rolle spielt.
3Diese Substitution ist im eigentlichen Integral /. f vorzunehmen, und anschlieflend sind die

Grenziibergénge o — 04+ und 8 — oo durchzufiihren.
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und weiter

/ 2) = 1
P (2) 2 (24 k)2 (9.14)

fir n € N* und z € C\ (—N).

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir die Giiltigkeit der folgenden Darstel-
lung der ersten beiden logarithmischen Ableitungen der Gammafunktion beweisen.

9.8 Satz I € C*(C\(—N)), und es gelten
I'(z) N | 1
I'(z) _707ziz<z+kik) (9.15)

sowie

o5 L

k=0

fiir z € C\(—N), wobei C' die Euler-Mascheronische Konstante bezeichnet.

Beweis Wir zeigen zuerst, dafl die Folgen (¢,,) und (¢/,) auf C\ (—N) lokal gleich-
miéfig konvergieren. Dazu beachten wir

wn<z>=(bgn—éi)—i—é(zik—i)-

Folglich haben wir die lokal gleichméBige Konvergenz der Reihen
Z( - 1) =3 77 wmd Y (k) (9.17)
—~\z+ kE k - k(z+k) - ’

auf C\ (—N) zu zeigen.

Es seien zp € C\(—N) und 0 < r < dist(z9, —N). Dann gilt fiir z € B(zo,7)
die Abschitzung

lz+ k| > |20+ k| — |2 — 20| > k — |20] =7 > k/2
fiir k € N* mit k > ko := 2(|20| + ). Somit finden wir

‘ z ko 1 < 4
k(z+k)| = k27 |2+ k2 = k2

fiir z € B(zo, ) und k > ko. Also folgt die gleichméBige Konvergenz auf B(zg, ) —
und somit die lokal gleichméBige Konvergenz auf C\(—N) — der Reihen (9.17)
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aus dem Weierstrafischen Majorantenkriterium (Theorem V.1.6). Folglich gilt

P(z) = nh_)rr;own(z) =-C-— i - Z(z}rk - i) , z€C\(-N). (9.18)
k=1

Aus dem Satz tiber die Differenzierbarkeit von Funktionenfolgen (Theorem V.2.8)
folgt ferner, dafi ¢ auf C\ (—N) stetig differenzierbar ist mit

oo

¥(z) = tim () =Y (Hlk)Q . 2eC\(-N). 9.19)

n— oo
k=0

Fiir z € C\ (—N) kénnen wir ¢, (z) auch in der Form
"1 "z z
on(z) = longrz(logn; k) +;(k flog(l + k:))
schreiben. Wegen
log(1+ z/k) = z/k+O((2/k)?) (k— o0)

und wegen Beispiel 6.13(b) folgt hieraus, dafl p,, (z) fiir n — oo gegen

o(z) == —logz — Cz—l—;(z - log(l + Z))

konvergiert. Somit erhalten wir aus v, = e~ und aus Theorem 9.4
I'(z) =,  2€eC\(-N). (9.20)

Da ¢!, = 1, gilt und da die Folge (¢,,) lokal gleichmiflig konvergiert, garantiert
Theorem V.2.8, dafl ¢ stetig differenzierbar ist mit ¢’ = 1. Nun folgt aus (9.20),
dafl auch I stetig differenzierbar ist mit

IM=¢'e? =4I . (9.21)

Also ergibt sich (9.15) aus (9.18), und (9.16) ist eine Konsequenz von (9.19).
SchlieBlich folgt I' € C?(C\ (—N)) aus (9.21) und der stetigen Differenzierbarkeit
von 1. m

9.9 Bemerkungen (a) Aus dem obigen Satz und aus Theorem VIII.5.11 wird
folgen, daf T auf C\ (—N) analytisch ist.

(b) Wegen (I'"/T')' = (I'"'T — (I')?) /T? erhalten wir aus (9.16)

I"(@)l(z) > (M(2)? >0, zeR\(-N).
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Also gilt sign(I'"(z)) = sign(I'(x)) fiir € R\(~N). Aus der Gaufschen Formel
von Theorem 9.4 lesen wir ab, daf} gilt

1 x>0
1 F = ’ ’
sign(T'(z)) { (—1)*, —k<z<-k+1, keN.

Also ist I konvex auf (0, 00) und den Intervallen (—2k, —2k + 1) sowie konkav auf
den Intervallen (—2k — 1, —2k) fiir k € N.

UU
IR

(c) Eine iiberall strikt positive, auf einem perfekten Intervall definierte Funktion f
heif}t logarithmisch konvex, wenn log f konvex ist. Ist f zweimal differenzierbar,
so ist f gemifB Korollar IV.2.13 offensichtlich genau dann logarithmisch konvex,
wenn [ f — (f)2 > 0 gilt. Also ist die Gammafunktion auf (0,00) logarithmisch
konvex. Man kann zeigen, dafl T'| (0, 00) die einzige Funktion f: (0,00) — (0, 00)
ist, welche die folgenden Bedingungen erfiillt:

v

(i) f ist logarithmisch konvex;
(ii) f(z+1)=2zf(z), >0
(iii) f(1)=1.
Fiir einen Beweis und einen Aufbau der Theorie der Gammafunktion (im Reellen)

auf der Basis dieser Eigenschaften verweisen wir auf [Art31] (vgl. auch [Kon92]
und Aufgabe 6). m

Die Stirlingsche Formel

Die de Moivre-Stirlingsche Formel beschreibt das asymptotische Verhalten der
Fakultédtenfunktion n +— n! fiir n — co. Genauer folgt aus Beispiel 6.13(a)

T(n)=(n—1) ~V2rn" 2e " . (9.22)

Im folgenden Theorem prézisieren und erweitern wir diese Aussage.
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9.10 Theorem (Stirlingsche Formel) Zu jedem x > 0 gibt es ein 0(x) € (0,1) mit
I(z) = V2 gt Y2 ef(@) /120
Beweis Fiir v, aus (9.5) erhalten wir
logfyn(x)zlogn!erloganlog(erk) , xz>0.

k=0

Auf die Summe wenden wir die Euler-Maclaurinsche Formel (Theorem 6.9) mit
a:=0, b:=nund m := 0 an und finden

Z log(z + k) = /On log(z +t) dt + ; [logz + log(z + n)| + R (z)

mit

Ry (z) := /On flft) dt .

Partielle Integration mit u(t) := log(z + t) und v’ = 1 liefert

/Onlog(ert)dt— (z +t)[log(z + t) — 1] Z:(ern)log(ern)fnfxlogx,

und folglich
1
log v, (z) = ( 2) logz +logn!+n+xlogn — (m—l—n—i— )log(w—i—n) R, (z) .
Wegen log(x +n) = logn + log(1 + z/n) folgt
1 (n+1) 1 X
<x+n+2>log(x+n):xlogn+log(n 2 )+<x+2)log(l+ )
n

n
und wWI1r erhalten

o) = (o st (14 7)) - o+ ) {1+ )

— R, () .

(9.23)
1 mn.
+ Og[nn+1/2e—n:|

Um R, (z) abzuschitzen, beachten wir

k+1B1 n—1
_R"(x):_z/k x+t Z/ x+t+k t:l;g(wrk)

k=0
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mit

1
t—1/2 1 1 1 1
g(x)::f/ / dt:(er )log<x+ )71: log +y717
o T+t 2 T 2y 1—y

wo wir y := 1/(2x 4+ 1) gesetzt haben. Fiir z > 0 gilt 0 < y < 1. Also folgt aus
log((1+y)/(1 —y)) =log(l +y) —log(l - y)
und der Potenzreihenentwicklung des Logarithmus

1 1+y s y2k+1

log
2 B1-y T Lokl
und somit

o0 2k el 2

_ Yy 1 2k71 Yy
O<g(x)_22k+1<3zy T 312

k=1 k=1
1 1 1

- = - —h 0.
e +1) 120 12041y M@, @

Folglich stellt ), h(z + k) eine konvergente Majorante der Reihe ), g(z + k) dar.
Also existiert

R(z) := lim R,( ngJrk
und es gilt
0<—R(z) < x>0,

12z’
da 1/12z der Wert der Reihe )", h(z + k) ist und g(x) < h(x) fiir x > 0 gilt.

Nun fithren wir in (9.23) den Grenziibergang n — oo durch und finden auf-
grund von Theorem 9.4

logT'(z) = (w— ;)logas—x—i—log\/%r—R(x) ,

wobei wir die de Moivre-Stirlingsche Formel (9.22) verwendet haben. Die Behaup-
tung folgt nun mit f(x) := —12zR(z). m

Die Stirlingsche Formel stellt die Grundlage dar zur ndherungsweisen Berech-
nung der Gammafunktion, und somit insbesondere von n!, fiir groffe Argumente.
Wiihlt man namlich /27 2°~/2¢~* als Niaherungswert fiir I'(z), so ist der relative
Fehler kleiner als e'/12* — 1, und fiir groBe = wird dieser Ausdruck schnell klein.
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Das Eulersche Betaintegral

Neben dem zweiten spielt das erste Eulersche Integral

/1#’1(1 —t)tat (9.24)
0

im Zusammenhang mit der Gammafunktion eine wichtige Rolle.

9.11 Satz Das Integral (9.24) konvergiert fiir p,q € [Re z > 0] absolut.

Beweis Wegen

1 1
/ (1 — )7t :/ tRep=1(1 — p)Rea=1 g
0 0

geniigt es, den Fall p,q € R zu betrachten.
(i) Es sei ¢ € R. Dann gibt es Zahlen 0 < m < M mit

m<(1-H)Tt<M, 0<t<1/2.

Somit folgt aus Beispiel 8.9(b)
1/2
/ tP~1(1 — )71 dt existiert <= p >0 .
0
(ii) Es sei nun p > 0. Dann gibt es Zahlen 0 < m/ < M’ mit

m <Pl < M, 1/2<t<1.

Also existiert f11/2 tP=1(1 — t)9=1 dt genau dann, wenn f11/2(1 — )21 dt existiert.
Mit der Substitution s := 1 — ¢ folgt* aus Beispiel 8.9(b)

1 1/2
/ (1—t)tdt = / 5771 ds existiert <= ¢ >0 .
1/2 0

Damit ist alles bewiesen. m

Aufgrund dieses Satzes ist die Eulersche Betafunktion B durch
1
B: [Rez>0]x[Rez>0]—-C, (pq) +— / 11—t at
0
wohldefiniert.

4Wie bereits frither bemerkt, sind Substitutionen bei uneigentlichen Integralen vor den Grenz-
iibergéngen durchzufiihren.
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9.12 Bemerkungen (a) Die Gammafunktion und die Betafunktion sind durch die
Funktionalgleichung

L(p)L(q)

Fptq) —o®®,  Ppa€Rez>0], (9.25)

miteinander verkniipft. Ein Beweis dieser Aussage fiir p,q € (0, 00) ist in den Auf-
gaben 12 und 13 skizziert. Den allgemeinen Fall behandeln wir im dritten Band.

(b) Fiir p,q € [Rez > 0] gelten

p

B(p,q) =B(¢,p) und B(p+1,9) = qB(p,q+1)~

Beweis Die erste Aussage folgt unmittelbar aus (9.25). Ebenfalls aus (9.25) und aus
Theorem 9.2 ergibt sich

pI'(p)T(q) _ »p

Blp+19)= p+a)T(p+q9) p+gq

B(p,a) ,
und somit, wegen der Symmetrie, auch B(p,q+ 1) = (q/(er q))B(p7 q). Dies impliziert
die Behauptung. m

(c) Mittels der Funktionalgleichung (9.25) und der Eigenschaften der Gamma-
funktion kann die Betafunktion fiir alle p,q € C mit p,q, (p+ ¢q) ¢ —N definiert
werden. m

Aufgaben
1 Man beweise:
F(n+1):\/7rﬁ2k_1:1~3~--~-(2n—1)\/7r n e N*
2 Pt 2 on '
2 Man zeige, daB I' zu C*°(C\(—N), C) gehort mit
r™(z) = / t*(logt)"e " dt , neN, Rez>0.
0

(Hinweis: Man beachte (9.4).)
3 Es bezeichne C die Euler-Mascheronische Konstante. Dann gelten die Aussagen
(i) [y e flogtdt =—C.
(ii) [;e "tlogtdt=1—C.
(iii) [77e " logtdt = (n—1)! Y721 (1/k—C), n€N, n>2.
(iv) [;°(log t)%e~tdt = C% + 7% /6.

(Hinweis: Zur Berechnung des Integrals in (iv) beachte man Anwendung 7.23(a).)
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4 Es ist zu zeigen, dafl die Gammafunktion fiir z € C mit Rez > 0 die Darstellung

F(z):/o (—logt)* " dt

besitzt.

5 Es seien f und g logarithmisch konvexe Funktionen. Dann ist auch fg logarith-
misch konvex.

6 Die Funktion f: (0,00) — (0, 00) sei differenzierbar® und erfiille die Bedingungen
(i) f ist logarithmisch konvex;
(ii) fz+1)==zf(z), z>0;

(iii) f(1) =1.

Dann gilt f =T'](0, c0).

(Hinweise: (o) Es sei h :=log(I'/f). Aufgrund von (iii) geniigt es, A’ = 0 nachzuweisen.
(8) Aus (ii) und Theorem 9.2 folgt, da8 h 1-periodisch ist.

(v) Aus (i) folgt, daB (log f)" wachsend ist (vgl. Theorem IV.2.12). Somit ergibt sich
fir0<y<1:

0 < (log f)'(z +y) — (log f)'(z) < (log )’ (z + 1) — (log f)'(z) = 1/,

wobei im letzten Schritt nochmals (ii) verwendet wurde. Eine analoge Abschétzung ist
auch fiir (logT")" richtig. Deshalb folgt

~1/z <h(z+y)—h(z)<1/z, y€ (0,1, z€(0,00).
Da mit h auch k' und h’(- + y) 1-periodisch sind, ergibt sich
—1/(z+n) <h(z+y)—h(z) <1/(z+n), z,y € (0,11, neN*.
Fiir n — oo folgt nun A’ = 0.)

7 Man beweise die Legendresche Verdoppelungsformel

r(g)r(x;”) - 2‘x/flr(x) . ze(0,00) .

(Hinweis: Man betrachte h(z) := 2°I'(x/2) T'((z + 1)/2) und verwende Aufgabe 6.)

8 Fiir z € (—1,1) verifiziere man die Potenzreihenentwicklung
(logT)(1+ ) = —Cr + ;2(71)’“ C(kk) o .

(Hinweis: Man stelle log(1 + z/n) fiir n € N* als Potenzreihe dar und beachte Satz 9.5.)
9 Es gilt fol log I'(z) dz = log v/27. (Hinweis: Aufgabe 8.4 und Theorem 9.6).

5Man kann zeigen, da8 auf die Differenzierbarkeit von f verzichtet werden kann (vgl. [Art31],
[K&n92)).
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10 Man verifiziere, dafl fiir 0 < a < b gilt

=T .

/a Vi fjjj(b, v)

11 Fiir festes g € (0, 00) ist die Funktion (0, c0) — (0, 00),

— B(

p—B
und logarithmisch konvex. (Hinweis: Es gilt 9; (log ("~ (1 —t)?7 ")) =

und ¢ € (0,1).)
12 Man beweise (ohne (9.25) zu verwenden): Fiir p, g € (0, c0) gilt

Blp+1,9) =pB(p,q)/(p+4q) -

13 Fiir p,q € (0,00) gilt
I'(p)(q)
I'(p+aq)

(Hinweise: Es seien ¢ € (0,00) fest und

Jf:(0,00) = (0,00), p+—B(p,q)T(p+q)/T(q) -

=B(p,q) .

117

p,q) differenzierbar
0 fiir D,q € (0700)

Gemafl Aufgabe 11 und Satz 9.8 ist f differenzierbar, und die Aufgaben 5 und 11 zeigen,
dal f logarithmisch konvex ist. Ferner folgt aus Aufgabe 12, daf§ f die Funktional-
gleichung f(p+ 1) = pf(p) erfiillt. Wegen f(1) = 1 ergibt sich die Behauptung aus Auf-

gabe 6.)



Kapitel VII

Differentialrechnung mehrerer
Variabler

Im ersten Band haben wir bereits gesehen, wie wir mit Hilfe der Differential-
rechnung tiefgriindige und weitreichende Aussagen iiber die , Feinstruktur® von
Funktionen gewinnen kénnen. Dabei hat sich die Idee der linearen Approximation
als duBerst schlagkriftig und flexibel erwiesen. Allerdings haben wir uns bis jetzt
auf den Fall von Funktionen einer Variablen beschrinkt.

Dieses Kapitel ist der Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Varia-
bler gewidmet. Wiederum werden wir uns von der einfachen Idee der linearen Ap-
proximierbarkeit leiten lassen. Allerdings ist — im Gegensatz zum eindimensiona-
len Fall — der Sachverhalt hier wesentlich komplizierter, da die linearen Abbildun-
gen in der mehrdimensionalen Situation eine weit reichhaltigere innere Struktur
aufweisen als dies bei nur einer Variablen der Fall ist.

Wie auch in den vorangehenden Kapiteln geben wir einer koordinatenfreien
Darstellung den Vorzug. Mit anderen Worten: Wir entwickeln die Differential-
rechnung fiir Abbildungen zwischen Banachrdumen. Diese Darstellung ist konzep-
tionell einfach und verstellt nicht durch komplizierte Ausdriicke den Blick auf
das Wesentliche. Die klassischen Formeln fiir die Ableitungen in der iiblichen
Koordinatendarstellung ergeben sich leicht aus den allgemeinen Resultaten durch
Ausnutzen der Produktstruktur endlichdimensionaler euklidischer Rdume.

Da lineare Abbildungen zwischen Banachriumen das Fundament fiir die li-
neare Approximation, also fiir die Differenzierbarkeit, bilden, ist der erste Para-
graph dem Studium von R&umen linearer Operatoren gewidmet. Besondere Auf-
merksamkeit kommt natiirlich dem endlichdimensionalen Fall zu, in dem wir uns
auf die einfachen Grundregeln der Matrizenrechnung, die aus der Linearen Algebra
als bekannt vorausgesetzt werden, stiitzen.

Als eine Anwendung der erhaltenen Resultate studieren wir die Exponential-
funktion in der Endomorphismenalgebra eines Banachraumes und leiten daraus ei-
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nige Grundtatsachen iiber Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen und iiber
Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeflizienten her.

In Paragraph 2 wird das zentrale Konzept der (Fréchet-) Ableitung eingefiihrt.
Dariiber hinaus betrachten wir Richtungsableitungen, die naturgeméf zu partiellen
Ableitungen und der Darstellung der (Fréchet-) Ableitung mittels der Jacobimatrix
fithren. Schliellich beleuchten wir den Zusammenhang zwischen der Differenzier-
barkeit von Funktionen einer komplexen Variablen und der totalen Differenzier-
barkeit der zugehorigen reellen Darstellungen und charakterisieren die komplexe
Differenzierbarkeit mittels der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen.

Im dritten Paragraphen stellen wir die Rechenregeln fiir das Differenzieren
zusammen und leiten durch einfaches Riickfithren auf den Fall einer Variablen die
wichtigen Mittelwertsétze her.

Bevor wir uns den hoheren Ableitungen zuwenden kénnen, miissen wir den
Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen mit Werten in Rdumen linearer
Operatoren und multilinearen Abbildungen kldren. Dies geschieht in Paragraph 4.
Die dort entwickelten einfachen Resultate bilden die Grundlage fiir eine {iber-
sichtliche Darstellung hoherer Ableitungen im Falle mehrerer Variabler.

In Paragraph 5 erklidren wir das Konzept der Ableitungen hoherer Ordnung.
Insbesondere beweisen wir die fundamentalen Taylorschen Formeln — und zwar
sowohl fiir Abbildungen zwischen Banachrdumen als auch fiir Funktionen von
endlich vielen Verédnderlichen. In Verallgemeinerung der Kriterien fiir den ein-
dimensionalen Fall kénnen wir dann hinreichende Bedingungen fiir das Vorliegen
lokaler Extrema bei Funktionen mehrerer Variabler angeben.

Paragraph 6 spielt eine Sonderrolle. Er dient in erster Linie zur Illustrati-
on der Bedeutung der Differentialrechnung in Banachrdumen. Dazu erkliren wir
die Grundgedanken der Variationsrechnung und leiten die fundamentalen Euler-
Lagrangeschen Differentialgleichungen her. Dabei soll dem Leser vor Augen gefiihrt
werden, wie hilfreich der abstrakte Zugang ist, der Funktionen als Punkte ei-
nes unendlichdimensionalen Banachraumes auffaft. Dadurch ist es leicht, auch
bei ,,Funktionen von Funktionen® einfache geometrische Ideen einzusetzen, um in
natiirlicher Weise zu Resultaten mit weitreichenden Konsequenzen zu gelangen. Im
vorliegenden Fall fithrt das einfache und durchsichtige Kriterium, daf ein kritischer
Punkt notwendig fiir das Vorliegen eines lokalen Minimums ist, zu den grundlegen-
den Euler-Lagrangeschen Differentialgleichungen, deren Bedeutung fiir weite Teile
der Mathematik und auch der Physik nicht hoch genug bewertet werden kann.

Nach diesem Ausflug in die Bereiche der ,hoheren Analysis“ beweisen wir
in Paragraph 7 den vielleicht wichtigsten Satz der Differentialrechnung, ndmlich
das Theorem iiber die Umkehrabbildungen. Aquivalent zu diesem Resultat ist der
Satz iiber implizite Funktionen, den wir im darauffolgenden Paragraphen herlei-
ten. Auch diese Sitze konnen wir ohne zusétzliche Miihe fiir Abbildungen zwischen
Banachrdumen beweisen. Wiederum gewinnen wir durch die koordinatenfreie Dar-
stellung erheblich an Klarheit und Eleganz.
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In Paragraph 8 geben wir auch einen ersten Einblick in die Theorie nicht-
linearer gewohnlicher Differentialgleichungen. Mittels des Satzes iiber implizite
Funktionen diskutieren wir skalare Differentialgleichungen erster Ordnung. Aufer-
dem beweisen wir den Satz von Picard-Lindelof, den fundamentalen Existenz- und
Eindeutigkeitssatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen.

Im restlichen Teil dieses Kapitels illustrieren wir die grole Bedeutung des Sat-
zes iiber implizite Funktionen im endlichdimensionalen Fall indem wir zeigen, wie
mit Hilfe dieses Theorems Untermannigfaltigkeiten des R™ charakterisiert werden
konnen. Anhand zahlreicher Beispiele erkliren wir, wie Kurven, Flichen und — all-
gemeiner — hoherdimensionale Mannigfaltigkeiten dargestellt und mittels linearer
Approximation, ndmlich durch ihre Tangentialrdume, genauer beschrieben werden
konnen. Wir beschréinken uns dabei auf den Fall von Untermannigfaltigkeiten eu-
klidischer Vektorrdaume, der konzeptionell einfacher ist als derjenige der abstrakten
Mannigfaltigkeiten. Jedoch legen wir bereits hier die Grundlage fiir die Analysis
auf (allgemeinen) Mannigfaltigkeiten, die im dritten Band behandelt wird. Als ei-
ne praktische Anwendung der geometrischen Ideen, welche diesen Betrachtungen
zugrunde liegen, leiten wir am Schlufl des letzten Paragraphen die Lagrangesche
Multiplikatorenregel her und erldutern sie anhand zweier nichttrivialer Beispiele.
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1 Stetige lineare Abbildungen

Wie wir bereits in der Einleitung zu diesem Kapitel bemerkt haben, steht auch
im Falle von mehreren Variablen hinter dem Differenzieren die Idee der lokalen
Approximation mittels affiner Funktionen. Aus Satz 1.12.8 wissen wir, daf affine
Funktionen zwischen Vektorriumen durch lineare Abbildungen beschrieben wer-
den. Daher befassen wir uns in diesem vorbereitenden Paragraphen mit linearen
Abbildungen zwischen normierten Vektorrdumen und leiten einige ihrer grundle-
genden Eigenschaften her. Als eine erste Anwendung studieren wir das Exponential
und geben eine Einfiihrung in die Theorie der linearen Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten.

In diesem Paragraphen bezeichnen

e F=(E,|) und F = (F,|||) normierte Vektorrdume!
iiber demselben Korper K.

Die Vollsténdigkeit von L(E, F)

Aus Paragraph VI.2 wissen wir bereits, dafl L(F, F'), der Raum aller beschrinkten
linearen Abbildungen von E nach F', ein normierter Vektorraum ist. Nun unter-
suchen wir die Vollstdndigkeit dieses Raumes.

1.1 Theorem Ist F' ein Banachraum, so gilt dies auch fiir L(E, F).

Beweis (i) Es sei (A4,) eine Cauchyfolge in L(E, F). Dann gibt es zu jedem
e>0ein N(e) € N mit |A, — Al < e fiir m,n > N(e). Insbesondere folgt fiir
jedes x € B

[Ane = Amz|| < [An — Al [zl < ez, m,n>N(). (L1

Also ist (A,x) eine Cauchyfolge in F. Da F vollstéindig ist, gibt es ein eindeutig
bestimmtes y € F mit lim A,z = y. Durch x — lim A,,z wird somit eine Abbildung
A: E — F definiert. Aus der Linearitidt der Grenzwertbildung folgt sofort, dafl A
linear ist.

(ii) Als Cauchyfolge ist (Ay,) in L(E, F') beschrénkt (vgl. Satz I1.6.3). Folglich
gibt es ein @ > 0 mit || 4,|| < « fiir alle n € N. Hieraus folgt

[Anz]| < [[Anll lz]] < afle]l ,  neN, zeck.

Nach Weglassen des mittleren Terms liefert der Grenziibergang n — oo fiir jedes
x € E die Abschitzung || Az| < a||z||. Folglich gehért A zu L(E, F).

1Falls es erforderlich ist, unterscheiden wir die Normen in E und F durch entsprechende
Indizes.
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(iii) SchlieBlich weisen wir nach, da§ die Folge (A4,) in L(E, F) gegen A
konvergiert. Aus (1.1) folgt

|Anz — Apz|| < e, n,m>N(), z€Bg.
Fiir m — oo ergibt sich hieraus
|Anz — Az|| < e, n>N(), z€Bg,
und wir erhalten durch Supremumsbildung iiber B die Ungleichung

|A, — Al = sup ||[Anx — Az <e, n > N(e),

llzll<1

was die Behauptung beweist. m

1.2 Korollar
(i) L(E,K) ist ein Banachraum.
(ii) Ist E ein Banachraum, so ist L(F) eine Banachalgebra mit Eins.

Beweis (i) ist klar, und (ii) folgt aus Bemerkung VI.2.4(g). m

Endlichdimensionale Banachriume

Die normierten Vektorriume E und F heiflen (topologisch) isomorph, wenn es
einen stetigen linearen Isomorphismus A von E auf F gibt, derart, da A~! auch
stetig ist, d.h. zu L(F, E) gehort. Dann ist A ein topologischer Isomorphismus
von E auf F. Die Menge aller topologischen Isomorphismen von E auf F' bezeich-
nen wir mit

Lis(E, F) ,

und wir schreiben E = F, wenn Lis(E, F) nicht leer ist.? Ferner setzen wir
Laut(E) := Lis(E, E) .

Somit ist Laut(E) die Menge aller topologischen Automorphismen von FE.

1.3 Bemerkungen (a) Die Ridume L(K, F) und F sind isometrisch® isomorph.
Genauer ist
LK,F)—=F, A~ Al (1.2)

ein isometrischer Isomorphismus, mit dem wir L(K, F') und F kanonisch identifi-
zieren: L(K, F) = F.

2Man beachte, daf im Falle von normierten Vektorraumen 2 immer ,topologisch isomorph
bedeutet und nicht nur die Existenz eines Vektorraum-Isomorphismus fordert.

3Vgl. Beispiel I11.1.3(0)).
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Beweis Es ist klar, dafl die Abbildung (1.2) linear und injektiv ist. Fiir v € F betrachte
man A, € L(K, F) mit A,z := zv. Dann gilt A,1 = v. Also ist A — Al ein Vektorraum-
Isomorphismus. Ferner gilt

|Az||F = |z| || ALl < [|AL||F , zre€Br, AecL(KF).
Dies impliziert [|Al|zk,r) = ||Al||r. Folglich ist (1.2) eine Isometrie. m

(b) Laut(FE) ist eine Gruppe, die Gruppe der topologischen Automorphismen
von F, wobei die Multiplikation durch die Verkniipfung zweier linearer Abbildun-
gen definiert ist.

Beweis Dies folgt aus Bemerkung VI.2.4(g). m

(c) Sind E und F isomorph, so ist F genau dann ein Banachraum, wenn F einer ist.

Beweis Es ist leicht zu sehen, daf ein topologischer Isomorphismus Cauchyfolgen auf
Cauchyfolgen und konvergente Folgen auf konvergente Folgen abbildet. Nun ist die Be-
hauptung klar. m

(d) Es seien E und F Banachrdume, und A € L(E, F) sei bijektiv. Dann ist A ein
topologischer Isomorphismus, d.h. A € Lis(E, F).

Beweis Dieser Satz wird in Vorlesungen und Biichern tiber Funktionalanalysis bewiesen
(Banachscher Homomorphiesatz, Satz iiber offene Abbildungen). m

1.4 Theorem Es sei {by,...,b,} eine Basis von E. Dann ist
T: E—-K", 6:ijbjﬂ(x1,...,xn) (1.3)
j=1

ein topologischer Isomorphismus, d.h., jeder endlichdimensionale normierte Vek-
torraum ist zu einem euklidischen Vektorraum topologisch isomorph.

Beweis Offensichtlich ist 7" wohldefiniert, linear und bijektiv, und

n
Tﬁlxzz‘rjbj, r=(z',...,2") e K",
j=1

(vgl. Bemerkung 1.12.5). Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung von Korol-
lar I1.3.9 folgt

n n

no N1/ /
It < Sl sl < () (S M) = Bl
j=1

Jj=1 Jj=1

mit §:= (37, Hij2)1/2. Also gehort T zu L(K", E).

Wir setzen |z|e := || T 12| fiir z € K". Es ist nicht schwierig einzusehen,
daB |-|e auf K" eine Norm ist (vgl. Aufgabe I1.3.1). In Beispiel I11.3.9(a) haben
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wir gesehen, dafl auf K" alle Normen &quivalent sind. Somit gibt es ein a > 0 mit
|z] < alz|, fir z € K". Also folgt

|Te| < a|Tel, =ale| , eeE,
d.h., T € L(E,K"). Damit ist alles bewiesen. m

1.5 Korollar Ist E endlichdimensional, so gelten folgende Aussagen:
(i) Alle Normen auf E sind dquivalent.

(ii) F ist vollsténdig, also ein Banachraum.

Beweis Essei A :=T7"! mit T aus (1.3).

(i) Fir j =1,2 seien [|-||; Normen auf E. Dann sind z +— || := || Az,
Normen auf K". Also gibt es nach Beispiel I11.3.9(a) ein a > 1 mit

a |y < fzle) < alzyy zeK".
Wegen ||e||; = |[A"e|(;) folgt hieraus
a ey <llelz<alel, ., ecE.

Folglich sind ||-||; und ||-||2 dquivalente Normen auf E.

(ii) Dies folgt aus Bemerkung 1.3(c) und den Theoremen 1.4 und I1.6.5. m

1.6 Theorem Es sei E endlichdimensional. Dann gilt Hom(E, F) = L(E, F). Mit
anderen Worten: Jeder lineare Operator auf einem endlichdimensionalen normier-
ten Vektorraum ist stetig.

Beweis Wir definieren T € Lis(E,K") durch (1.3). Dann gibt es ein 7 > 0 mit
[Te| < 7|le]| fiir e € E.

Nun sei A € Hom(E, F). Dann gilt Ae =37, xI Ab;. Also folgt aus der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (mit z. := Te)

n 1/2
lell < (D 114b12) el = alael . e B,

j=1
wobei wir o := (3 HAbj||2)1/2 gesetzt haben. Somit erhalten wir
|Ae|| < alze| = a|Te| < at|e]| , ecE.

Folglich ist A geméfl Theorem VI.2.5 stetig. m
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1.7 Bemerkungen (a) Die Aussagen von Korollar 1.5 und Theorem 1.6 sind fiir
unendlichdimensionale normierte Vektorrdaume falsch.

Beweis (i) Wir setzen E := BC"((—1,1),R) und betrachten im normierten Vektorraum
(E,||||c) die Folge (un) mit un(t) := \/t2 + 1/n fiir t € [-1,1] und n € N*.

Es ist leicht einzusehen, daf8 (u,) eine Cauchyfolge in (E,||-|loo) ist. Nehmen wir
an, daBl (E, ||-||cc) vollstéindig sei. Dann gibt es ein u € E mit lim ||u, — ul|cc = 0. Insbe-
sondere konvergiert (u,) punktweise gegen wu.

Offensichtlich gilt u,(t) = \/t2 4+ 1/n — |t| fiir ¢t € [~1,1] und n — oo. Also folgt
aus der Eindeutigkeit des Grenzwertes (bei punktweiser Konvergenz)

t—th)=ue BCH ((—1, 1),R) ,

was falsch ist. Dieser Widerspruch zeigt, daf3 (E, ||-||c) nicht vollstéindig ist.

Schliefllich wissen wir aus Aufgabe V.2.10, da (BC'((—1,1),R),|-[ls) mit der
Norm ||ulle := ||u|loc + ||tt’]|oc ein Banachraum ist. Folglich kénnen ||-|| und ||-||s wegen
Bemerkung I1.6.7(a) nicht dquivalent sein.

(ii) Wir setzen
B = (C'(10,1L,R), [ lle) und F:= (C([0,1],R), ||

und betrachten A: E — F, u > u'. Dann sind E und F normierte Vektorrdume, und
A ist linear. Nehmen wir an, dal A beschrinkt, also stetig, sei. Weil (uy) mit

un(t) := (1/n) sin(n’t) neN*, telo,1],

eine Nullfolge in F ist, folgt dann Au, — 0 in F.

Wegen (Auy,)(t) = ncos(n’t) gilt (Au,)(0) = n. Da (Au,) in F gegen 0 konvergiert,
und da die gleichméflige die punktweise Konvergenz nach sich zieht, ist dies nicht moglich.
Damit ist gezeigt, da8 A nicht zu L(E, F') gehort, d.h., es gilt Hom(E, F)\L(E,F) # (. m

(b) Jeder endlichdimensionale Innenproduktraum ist ein Hilbertraum.

(c) Es sei FE ein endlichdimensionaler Banachraum. Dann gibt es eine fiquivalente
Hilbertnorm auf E, d.h. eine Norm, die von einem Skalarprodukt induziert wird.
Mit anderen Worten: Jeder endlichdimensionale Banachraum kann durch Umnor-
mieren zu einem Hilbertraum gemacht werden.*

Beweis Es seien n :=dim F und T € Lis(E,K"). Dann wird durch
(@ly)p = (Tz|Ty), =zyek,

ein Skalarprodukt auf E definiert. Nun folgt die Behauptung aus Korollar 1.5(i). m

4Die Voraussetzung der endlichen Dimension ist wesentlich!
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Matrixdarstellungen

Es seien m,n € N*. Wir bezeichnen mit K™*" die Menge aller (m x n)-Matrizen

. a% PR a}l
[ax] = |
af’ ap’

mit Eintrégen af; aus K. Hierbei benennen der obere Index die Zeilen- und der un-

tere die Spaltennummer.® Falls erforderlich schreiben wir fiir [ai] der Deutlichkeit
halber auch

SchlieBllich setzen wir

M= | D laj?,  Mi=[a]] e K™ . (1.4)
j=1k=1

Im weiteren setzen wir voraus, dafi der Leser von der Linearen Algebra her mit den
Grundbegriffen der Matrizenrechnung vertraut sei. Dort wird gezeigt, dafy K"™*"
beziiglich der iiblichen Addition von Matrizen und der Multiplikation mit Skalaren
ein K-Vektorraum der Dimension mn ist.

1.8 Satz
(i) Durch (1.4) wird eine Norm, |-|, auf K™*" definiert, die Hilbert-Schmidt
Norm. Also ist

K™= (K™ )
ein Banachraum.
(ii) Die Abbildung
K™ K™ | [a]] = (a1,...,a,,a7,...,a

ist ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis Die einfachen Verifikationen bleiben dem Leser iiberlassen.® m

Im folgenden werden wir K™*" stets mit der Hilbert-Schmidt Norm versehen,
ohne dies explizit anzugeben.

5Statt ai werden wir gelegentlich auch a; oder a’® schreiben, wobei der erste Index immer
die Zeilen- und der zweite die Spaltennummer angeben.
6Vgl. auch Aufgabe I1.3.14.



128 VII Differentialrechnung mehrerer Variabler

Es seien F und F' endlichdimensional, und

E={er,...,en} bzw. F={f1,..., fm}

sei eine (geordnete) Basis von E bzw. F. Gemifl Theorem 1.6 gilt dann insbeson-
dere Hom(E, F) = L(E, F). Wir wollen die Wirkung von A € L(E, F) auf Vek-
toren aus E beziiglich der Basen & und F darstellen. Zunéchst gibt es zu jedem
k =1,...,n eindeutig bestimmte Zahlen aj,...,a mit Aey = 27:1 ay f;. Somit
gilt wegen der Linearitit von A fiir jedes z =Y )_; zhe, € B

A =3 ab Aoy =3 (Y alab) = D (Aw)
k=1 j=1 k=1 j=1
mit N
(Ax)’ ::Zaixk, ji=1,...,m.
k=1
Wir setzen

[Ale 7 = [a]] € K™*"
und nennen [A]g 7 Darstellungsmatrix von A beziiglich der Basen £ von E und
F von F. (Gilt E = F, so schreiben wir einfach [A]¢ fir [A]s¢.)

Es sei nun [a}] € K™*". Fiir = Y _,_, 2ej, € E setzen wir

Ax = i(i aixk)fj .

j=1 k=1
Dann ist A := (z +— Ax) eine lineare Abbildung von E nach F, und fiir ihre Dar-
stellungsmatrix gilt [A]e 7 = [a]].
Im folgenden Theorem stellen wir einige wichtige Eigenschaften der Dar-

stellungsmatrizen linearer Abbildungen auf endlichdimensionalen Vektorrdumen
zusammen.

1.9 Theorem
(i) Wir setzen n := dim F und m := dim F', und € bzw. F sei eine Basis von E
bzw. F. Dann ist die Matrixdarstellung

L(E,F)—K™" A [Alsr (1.5)

ein topologischer Isomorphismus.
(ii) Es sei G ein endlichdimensionaler normierter Vektorraum, und G sei eine
Basis von G. Dann gilt”
[AB]&Q = [A]]-:g[B}&f R Ae [,(F, G) , Be E(E,F) .
TWie iiblich schreiben wir bei linearen Abbildungen meist einfach AB fiir Ao B.
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Beweis (i) Es ist klar, daf§ die Abbildung (1.5) linear ist, und die obigen Betrach-
tungen zeigen, daf} sie auflerdem bijektiv ist (vgl. auch [Gab96, Abschnitt D.5.5]).
Insbesondere gilt dim £(E, F) = dimK™*". Wegen K™*" =2 K™" hat somit der
Raum L(E, F) die Dimension mn. Daher kénnen wir Theorem 1.6 anwenden und
finden

(A [Ale.5) € L(LE, F),K™™) | ([Als.r — A) € LK™, L(E, F)) .

Also ist A — [A]g 7 ein topologischer Isomorphismus.

(ii) Diese Tatsache ist aus der Linearen Algebra wohlbekannt (z.B. [Gab96,
Abschnitt D.5.5]). m

In der Analysis werden wir vor allem Abbildungen von metrischen Rdumen
in den Raum der stetigen linearen Abbildungen zwischen zwei Banachrdumen E
und F' betrachten. Sind E und F' endlichdimensional, so konnen wir uns gemaf
Theorem 1.9 auf den Fall von Abbildungen in einen Raum von Matrizen be-
schrinken. In dieser Situation ist es aufgrund der obigen Resultate leicht, die Ste-
tigkeit der entsprechenden Abbildungen nachzuweisen. Wie das folgende wichtige
Korollar zeigt, geniigt es ndmlich, die Stetigkeit der Eintrédge von Darstellungsma-
trizen zu verifizieren.

1.10 Korollar FEs sei X ein metrischer Raum, und E bzw. F sei ein endlichdi-
mensionaler Banachraum der Dimension n bzw. m mit geordneter Basis & bzw. F.
Ferner sei A(-): X — L(E, F), und [a{c(x)] sei die Darstellungsmatrix [A(z)]
von A(z) fiir x € X. Dann gilt

EF
A() € C(X,L(E, F)) <« (ag;(.) EOX,K), 1<j<m, 1<k< n) .

Beweis Dies folgt unmittelbar aus Theorem 1.9, Satz 1.8(ii) und Satz IT1.1.10. m

Vereinbarung Falls nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, versehen
wir K" stets mit der Standardbasis {es,...,e,} von Beispiel 1.12.4(a). Au-
Berdem bezeichnet [A] die Darstellungsmatrix von A € L(K", K™).

Die Exponentialabbildung

Es seien E ein Banachraum und A € £(F). Aus Korollar 1.2(ii) wissen wir, daf
L(FE) eine Banachalgebra ist. Folglich gehort A* fiir k € N zu £(E), und es gilt

IAF < fAl* . keN.

Also ist fiir jedes o > ||A|| die Exponentialreihe Y, a*/k! eine Majorante der

Exponentialreihe
> ARk (1.6)
k
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in L(E). Somit folgt aus dem Majorantenkriterium (Theorem I1.8.3), dafl die Rei-
he (1.6) in £(E) absolut konvergiert. Thr Wert

0 gk
A A

T
k=0

e

heiflt Exponential von A, und
L(E)— LE), A—el
ist die Exponentialabbildung in £(E).
Mit A und ¢ € K gehort auch tA zu L(F). Also ist die Abbildung
U:=Us:K—L(E), tr el (1.7)

wohldefiniert. Im néchsten Theorem stellen wir die wichtigsten Eigenschaften der
Funktion U zusammen.

1.11 Theorem Es seien E ein Banachraum und A € L(E). Dann gelten:
(i) U e C®(K,L(E)) und U = AU.
(ii) U ist ein Gruppenhomomorphismus von der additiven Gruppe (K, +) in die
multiplikative Gruppe Laut(E).
Beweis (i) Es geniigt zu zeigen, daf fiir jedes r > 1 gilt:
UeC'(rBe,L(E)), UR)=AUt), |t|<r
Dann folgt die Behauptung durch Induktion.
Fiir n € Nund [¢| < 7 sei f,,(t) := (tA)"/n!. Dann liegt f, in C* (rB¢, L(E)),
und 3 f,, konvergiert punktweise gegen U | rBc. Ferner gilt f,, = Af,_1, und somit

£ < AN aaa @) < (IAD" /(= 1)t ,  terBc, neN*.

Also ist eine skalare Exponentialreihe eine Majorantenreihe fiir ) frn. Somit kon-
vergiert > f, auf rB¢ normal gegen AU |rBc, und die Behauptung folgt aus
Korollar V.2.9.

(ii) Fiir s,t € Kkommutieren sA und tA in £(E). Somit ergibt der binomische
Lehrsatz (Theorem 1.8.4)

(sA+tA)" = Z(Z) (sA)*(tA)" " .
k=0

Aufgrund der absoluten Konvergenz der Exponentialreihe erhalten wir, wie im
Beweis von Beispiel 11.8.12(a),

Uls 4 t) = eBTHA = 34Tt — o346t — [1(5)U (1) , s, tekK.

Nun ist die Behauptung klar. m
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1.12 Bemerkungen Es seien A € £L(F) und s,t € K.
(a) Die Exponentiale e*4 und e*4 kommutieren: es4et4 = et4es4.

(b) [letA|| < eltliAl,

Beweis Dies folgt aus Bemerkung 11.8.2(c). m

(c) (etA)—l — A

(d) Opetd = Aetd = et4A™ n e N.

Beweis Durch Induktion folgt dies unmittelbar aus Theorem 1.11(i). m

1.13 Beispiele (a) Fiir £ = K stimmt die Exponentialabbildung mit der Exponen-

tialfunktion iiberein.

(b) Es sei N € L(E) nilpotent, d.h., es gebe ein m € N mit N™*! = 0. Dann gilt

m Nk N2 N™
N = CELENG e
= k! 2! m!

wobei 1 das Einselement von £(F) bezeichnet.

(c) Es seien E und F Banachrdume sowie A € L(F) und B € L(F). Ferner sei
A®B: ExF—EXF, (z,y)— (Az,By) .

Dann gilt

6A®B = eA ®6B .

Beweis Dies folgt leicht aus (A® B)" = A" ® B". m
(d) Fir A € £(K™) und B € L(K") besteht die Beziehung

€A®B — )

Beweis Dies folgt aus (c). m

(e) Esseien Ay,..., Ay € K, und diag(Ay,..., Ap) € L(K™) sei durch

AL

0 =: diag[A1, ..., Am)
0 A

[diag(A1, ..., Am)] ==

definiert. Dann gilt

ediag(A,-Am) diag(e/\1 ey e’\m) .

Beweis Dies folgt aus (a) und (d) durch Induktion. m
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(f) Fiir A € £(R?) mit

gilt

tA] —

e { cost —sint

sint cost } ’ tER.

Beweis Aufgrund von Aufgabe 1.11.10 folgt leicht
AT = ()" A, (AP = (=)t 1z, te€R, neN.
Da eine absolut konvergente Reihe beliebig umgeordnet werden kann, erhalten wir

SRS IO (Sl

k=0 k' n=0 (271)' n=0 (271 + 1)'
o0 n t2n o0 n t2n+1
::(22(_1)(2nﬂ)1R2+_(§:(_1)(2n+fU!>A’

n=0

woraus sich die Behauptung ergibt. m

Lineare Differentialgleichungen

Fiir a € F ist u(-,a): R — E, tws e4a glatt und geniigt der , Differentialglei-
chung“ & = Az, wie sofort aus Theorem 1.11(i) folgt. Wir wollen nun solche Diffe-
rentialgleichungen etwas genauer studieren.

Es seien A € L(F) und f € C(R, E). Dann heifit
i=Av+f(t), teR, (1.8)

lineare Differentialgleichung erster Ordnung in E. Ist f = 0, so ist (1.8) homogen,
andernfalls inhomogen. Da A von der ,Zeit“ t unabhingig ist, sagt man auch,
& = Az sei eine lineare homogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizi-
enten. Unter einer Losung von (1.8) versteht man eine Funktion z € C*(R, E),
welche (1.8) punktweise erfiillt, fiir die also @(t) = A(z(t)) + f(t), t € R, gilt.

Es sei a € E. Dann ist
t=Azx+ f(t), teR, z(0)=a, (1.9),
ein Anfangswertproblem fiir die Differentialgleichung (1.8), und a ist ein Anfangs-

wert. Eine Losung dieses Anfangswertproblems ist eine Funktion z € C'(R, E),
welche (1.9), punktweise erfiillt.
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1.14 Bemerkungen (a) Bei der Angabe des Arguments ¢ von f in (1.8) und (1.9),
handelt es sich um eine symbolische Notation. Es wird dabei explizit zum Ausdruck
gebracht, dafl f i.allg. von der Zeit abhéngt. Zur vollstindigen Beschreibung von
(1.8) bzw. (1.9), mufl immer angegeben werden, was unter einer Losung einer
solchen Differentialgleichung zu verstehen ist.

(b) Der Einfachheit halber betrachten wir hier nur den Fall, da§ f auf ganz R
definiert ist. Die offensichtlichen Modifikationen, die hier und im folgenden vorzu-
nehmen sind, wenn f nur auf einem perfekten Teilintervall definiert und stetig ist,
bleiben dem Leser iiberlassen. m

() Wegen C1(R,E) C C(R, E) und da der Ableitungsoperator o linear ist (vgl.
Theorem IV.1.12), ist

0—A:CYR,E) - C(R,E), uwu— Au
linear. Aufgrund von
ker(0 — A) = {z € C'(R,E) ; = ist eine Losung von & = Az } =V

ist der Losungsraum V' der homogenen Gleichung & = Az ein Untervektorraum
von C1(R, E).

(d) Die Gesamtheit der Losungen von (1.8) bildet den affinen Unterraum u + V/
von C1(R, E), wobei u (irgend)eine Lésung von (1.8) ist.

Beweis Fir w:=u+vecu+V gilt (0 —A)w=(0—A)u+ (0— A)v=f. Also ist w
eine Losung von (1.8). Ist umgekehrt w eine Losung von (1.8), so gehort v:=u —w
wegen (0 —Ajv=0—-A)u— (0 —-A)w=f—f=0zuV.nm

(e) Fir a € Eund z € C(R, E) sei

D, (x)(t) := aJr/O (Az(s) + f(s)) ds .

Offensichtlich ist ®, eine affine Abbildung von C(R, E) nach C*(R, E), und z ist
genau dann eine Losung von (1.9),, wenn z ein Fixpunkt von @, in® C(R, E) ist,
d.h., wenn x die lineare Integralgleichung

x(t) =a+/0 (Az(s)+ f(s))ds, teR,

16st. m

8Selbstverstindlich identifizieren wir ®, mit i o ®,, wobei ¢ die Inklusion von ct (R, E) in
C(R, E) bezeichnet.
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Das Gronwallsche Lemma

Ein wichtiges Hilfsmittel bei der Untersuchung von Differentialgleichungen ist die
folgende, als Gronwallsches Lemma bekannte Abschitzung.

1.15 Lemma (Gronwall) Es seien J ein Intervall, ty € J und a, 8 € [0, 00). Ferner
sei y: J — [0,00) stetig und erfiille

y(t)ga—i—ﬁ‘/t yrdr| . ter. (1.10)

Dann gilt
y(t) < aellt=tol teJ.

Beweis (i) Wir betrachten zuerst den Fall ¢ > ¢y und setzen dazu

h: [to,t] — RT, sr—>ﬁeﬁ(t°7s)/ y(7r)dr | teJ.

to

Aus Theorem VI.4.12 und (1.10) folgt:
d

W (s) = =Bh(s) + BP0~y (s) < afe’ 0™ = | (—ae07) s € to. 1]
s

Die Integration dieser Ungleichung von to bis t ergibt, wegen h(ty) = 0,
t
h(t) = BePlto=t) / y(r)dr < a— aePto—t)
to
Somit gilt

t
s / y(r)dr < ael=") —qa
to

und die Behauptung folgt aus (1.10).
(ii) Im Fall ¢ < ¢y setzt man
to

h(s) i= —BePa—to) / Y dr . seltto],

S

und schlieBt wie in (i). m

Mit Hilfe des Gronwallschen Lemmas kénnen wir leicht die folgenden Aussa-
gen iiber den Losungsraum der Gleichung (1.8) beweisen.
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1.16 Satz
(i) Esseixz € CY(R, E) eine Losung von & = Ax. Dann gilt

x=0<2(tg) =0 fiireinty e R .

(ii) Das Anfangswertproblem (1.9), besitzt héchstens eine Losung.

(iii) Das Anfangswertproblem & = Az, x(0) = a besitzt fiir jedes a € E die ein-
deutig bestimmte Losung t — etA

(iv) Der Losungsraum V C CH(R, E) von @ = Az und E sind isomorphe Vektor-
rdume. Ein Isomorphismus wird durch

E—V, a— (t—e?a)

gegeben.

(v) Esseien zy,...,x, Losungen von & = Ax. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(a) z1,...,7m sind in C*(R, E) linear unabhéngig;

(B) Fiir jedes t € R sind 1 (t),...,2Zm(t) in E linear unabhéngig;

(v) Esgibteinty € R, sodaBx1(tg),...,xm(to) in E linear unabhéngig sind.
Beweis (i) Es geniigt, die Implikation ,,<=* zu beweisen. Dazu sei tp € R mit
z(tp) = 0. Dann gilt

t
zt)=A [ z(r)dr, teR,

to

(vgl. Bemerkung 1.14(e) und Aufgabe VI.3.3). Somit erfiillt y :=||z| die Un-
gleichung

<HAHH/ dr\<||AH\/ la(r Hdr\—HAn(/

und die Behauptung folgt aus dem Gronwallschen Lemma.

, teR,

(ii) Sind w und v Losungen von (1.9),, so ist w = u — v eine Losung von
= Az mit w(0) = 0. Aus (i) folgt deshalb w = 0.

(iii) Dies folgt aus Theorem 1.11 und (ii).

(iv) ist eine Konsequenz von (iii).

(v) Wegen (iv) und Theorem 1.11(ii) geniigt es, die Implikation ,,(«)=-(5)*
zu beweisen. Dazu selen tp € Rund A\; € K, j=1,...,m, mit Z;n:l Ajz(to) = 0.
Weil 377 Ajz; eine Losung von & = Az ist, folgt aus (i), da > 7, Aja; = 0.
Nach Voraussetzung sind z1,...,2z,, in C*(R,E) linear unabhiingig. Also gilt
A1 =+ =\ =0, was die lineare Unabhingigkeit von z1(to),...,zm (o) in E
impliziert. m
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Die Variation-der-Konstanten-Formel

Das Anfangswertproblem fiir die homogene Gleichung & = Ax 148t sich aufgrund
von Satz 1.16(iii) fiir jeden Anfangswert eindeutig 16sen. Um die inhomogene Glei-
chung (1.8) zu losen, greifen wir auf Bemerkung 1.14(d) zuriick: Unter der An-
nahme, da§ der Losungsraum V' der homogenen Gleichung & = Az bekannt sei,
geniigt es, irgendeine Losung von (1.8) zu finden, um alle Lésungen angeben zu
konnen.

Die Konstruktion einer solchen partikuléren Losung ergibt sich aus der fol-
genden Uberlegung: Es seien z € C*(R, E) eine Losung von (1.8) und

T € C'(R,L(E)) mit T(t) € Laut(E) (1.11)

fir ¢t € R. Ferner sei

y(t) =T O)a(t)  mit T'):=[T@®)], teR.

Die Freiheit bei der Wahl der ,, Transformation“ T soll dazu verwendet werden,
eine ,,moglichst einfache“ Differentialgleichung fiir y herzuleiten. Zunéchst liefern
die Produktregel® und die Tatsache, daf z die Losung von (1.8) ist,

g(t) = (T71) (O)=(t) + T (t)i(t)
= (T7YY ()z(t) + T 1) Az(t) + T Ht) f (1) (1.12)
= (T (T ()y(t) + T () AT (t)y(t) + T~ () f(t) .

t
t

Weiter folgt durch Differentiation der Identitét
T'WT(t) =idg, teR,
(aufgrund der Produktregel) die Gleichung
(T~HYy T+ T Y )T (t) =0, teR,

und somit
(T~ ) =-T'®OTHT ), teR.

Zusammen mit (1.12) folgt
g(t) = TH ) [AT(t) — T(t)]y(t) + TH () f(t) teR. (1.13)

GemiiB Theorem 1.11 erfiillt ¢ +— T'(t) := e** die Gleichung AT — T = 0 und (1.11).
Mit dieser Wahl von T folgt aus (1.13)

gy =T f(t), teR.

9Es ist leicht zu verifizieren, dafl der Beweis der Produktregel von Theorem IV.1.6(ii) auch in
den hier auftretenden allgemeineren Situationen giiltig bleibt (vgl. auch Beispiel 4.8(b).)
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Also gilt
¢
y(t) :y(0)+/ efTAf(T) dr , teR.
0

Wegen y(0) = 2(0) folgt

t
z(t) = e z(0) + / eIAf(r)dr,  teR. (1.14)
0

Nun konnen wir leicht das folgende Existenz- und Eindeutigkeitsresultat
fiir (1.9), beweisen.

1.17 Theorem Zu jedem a € E und f € C(R, E) gibt es eine eindeutig bestimmte
Losung u(-;a) von
t=Az+ f(t), z(0)=a.

Sie ist durch die Variation-der-Konstanten-Formel

¢
u(t;a) = etta +/ eIAf(r) dr | teR, (1.15)
0

gegeben.

Beweis Aufgrund von Satz 1.16(ii) geniigt es nachzuweisen, daf§ die durch (1.15)
definierte Funktion eine Losung von (1.9), ist. Dies folgt jedoch unmittelbar aus
den Theoremen 1.11 und VI.4.12. m

1.18 Bemerkung Um den Namen ,, Variation-der-Konstanten-Formel“ zu erkléren,
betrachten wir den allereinfachsten Fall, ndmlich die Gleichung

i=azx+ f(t), teR, (1.16)

in R. Also gilt @ € R, und die homogene Gleichung & = ax besitzt die Funktion
v(t) := €', t € R, als Losung. Folglich wird die allgemeine Lésung der homogenen
Gleichung durch cv mit ¢ € R gegeben, d.h., { cv ; ¢ € R} ist der Losungsraum der
homogenen Gleichung.

Um eine partikuldre Losung von (1.16) zu bestimmen, ,, variieren wir die Kon-
stante®, d.h., wir machen den Ansatz z(t) := c¢(¢)v(t) mit einer noch zu bestim-
menden Funktion ¢. Da a der Gleichung (1.16) geniigen soll, muf

cv+cv=acv+ f

gelten, somit ¢ = f/v wegen ¢t = ¢(av). Hieraus erhalten wir durch Integration
die Darstellung (1.14). m
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Determinanten und Eigenwerte

In den folgenden Bemerkungen stellen wir einige Grundtatsachen aus der Linearen
Algebra zusammen.

1.19 Bemerkungen (a) Die Determinante, det[a]], von [a]] € K™*™ wird durch
die Signaturformel

deta]] := Z Sign(a)a;(l) S g
o€Sm

definiert (vgl. [Gab96, Abschnitt A3]), wobei sign die Signumfunktion aus Aufga-
be 1.9.6 ist.!0

(b) Es sei E ein endlichdimensionaler Banachraum. Die Determinantenfunktion
det: L(E) - K

wird fiir A € £(E) durch det(A) := det([A]¢) erklért, wobei € eine Basis von E
ist. Dann ist det wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der speziellen Basis £, und
es gelten

det(lg) =1, det(AB)=det(A)det(B), A ,BeL(E), (1.17)

sowie
det(A) #0 <= A€ Laut(F) . (1.18)
Mit A — A:=Alg — A und m := dim(E) gilt

m

det(A\— A) => (=DFam_xA™",  AeC, (1.19)
k=0
mit a € C und
am =1, am_1=spur(Ad), ap=det(A). (1.20)

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms (1.19) sind die Eigenwerte von A,
und die Menge aller Eigenwerte ist das Spektrum, o(A), von A.

Die Zahl A € K ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn die Eigenwert-
gleichung
Ax = \x (1.21)

eine nichttriviale Losung x € F\{0} besitzt, d.h., wenn ker(A — A) nicht trivial
ist. Fiir'? X € o(4) NK ist dim(ker(A — A)) die geometrische Vielfachheit von ),

O0sign(o) heiBt auch Signatur der Permutation o.

1 Man beachte, da das Spektrum von A auch dann eine Teilmenge von C ist, wenn E ein reeller
Banachraum ist. Ist K= R und gehért A zu o(A)\R, so ist die Gleichung (1.21) nicht sinnvoll.
In diesem Fall mufl man zur Komplexifizierung von E und A iibergehen, um X\ die Eigenwert-
gleichung zuordnen zu kénnen (vgl. z.B. [Ama95, § 12]). Dann ist die geometrische Vielfachheit
von A € o(A) in jedem Fall definiert.
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und jedes x € ker(A — A)\{0} ist ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \. Die
Vielfachheit, die A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms zukommt, ist
die algebraische Vielfachheit von A. Die geometrische ist nicht grofier als die alge-
braische Vielfachheit. Schliefilich ist A ein einfacher Eigenwert von A, wenn seine
algebraische Vielfachheit 1 ist, wenn also A eine einfache Nullstelle des charakteri-
stischen Polynoms ist. Stimmen die geometrische und die algebraische Vielfachheit
iiberein, so ist A halbeinfach.

Jedes A € L(FE) besitzt genau m Eigenwerte Aq,..., Ay, falls diese gemifl
ihrer (algebraischen) Vielfachheit gezéhlt werden. Die Koeffizienten oy, des cha-
rakteristischen Polynoms von A sind die elementarsymmetrischen Funktionen von
A1y .-y Am. Insbesondere gelten

spur(A) =M+ -+ A, det(A) =X+ - - Ay (1.22)

Ist £ eine Basis von F, derart dafi [A]¢ eine (obere) Dreiecksmatrix ist,

a% a% ... a;l:n
a% PR a”?n
[A]e = . S (1.23)

0

U,
d.h. gilt af; =0 fiir £ < j, so stehen in der Diagonalen gerade die geméf ihrer
algebraischen Vielfachheit gezdhlten Eigenwerte von A.
Beweis Die Eigenschaften (1.17)—(1.20) der Determinanten von quadratischen Matrizen
werden in der Linearen Algebra gezeigt und als bekannt vorausgesetzt.

Ist F eine andere Basis fiir E, so gibt es eine invertierbare Matrix T € K™*™ mit
[A]lF = T[AleT ™!

(z.B. [Koe83, Abschnitt 9.3.2]). Also folgt det([A]#) = det([A]¢) aus den fiir Matrizen
giiltigen Regeln (1.17). Dies zeigt, dafl det(A) fiir A € L(E) wohldefiniert ist. Nun ist
offensichtlich, daf (1.17)—(1.20) fiir A € L(F) richtig sind.

Die Existenz eines Eigenwertes von A und die Aussage, dafl A genau m Eigenwerte
hat, wenn diese geméif} ihrer algebraischen Vielfachheit gezdhlt werden, erhalten wir aus
dem Fundamentalsatz der Algebra (vgl. Beispiel 111.3.9(b)). m

(c) Es sei p € K[X] ein Polynom vom Grad n > 1 iiber dem Kérper K. Dann
zerfillt p in K, wenn es k,vq,...,vx € N* und a, Ai,..., A\ € K gibt mit

k
p=aJ(xX—x)".
j=1

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt, dafl jedes nichtkonstante Polynom
p € C[X] in C zerféllt (vgl. Beispiel 111.3.9(b)). Im allgemeinen braucht ein Po-
lynom nicht zu zerfallen: Ist z.B. K ein angeordneter Koérper, so zerfallt X2 + 1
nicht in K.



140 VII Differentialrechnung mehrerer Variabler

(d) Es seien A € K und p € N*. Dann heifit J(\, p) € KPP mit
Al

JN) =[], JW\p):=

elementare Jordanmatrix der Grofle p zu A.
Fir p=a+iw € C mit @ € R und w > 0 sei

o —Ww
x@mw—[w a}eR“%

und 15 bezeichne das Einselement in R?*2. Dann heift J(u, p) € RZ*% mit

Ag(p) 12

(1) = As(p) . T(up) = e . p>2

0 B Ly
Az (p)
erweiterte Jordanmatrix der Grofle 2p zu p.

(e) Es seien E ein endlichdimensionaler Banachraum iiber K und A € £(E). Ferner
zerfalle das charakteristische Polynom von A in K. In der Linearen Algebra zeigt
man, da8 es dann eine Basis £ von E und py,...,p, € N* gibt, so dafl

J(Al,pl)
[Ale = .0 e K™ (1.24)
0 T, pr)

mit {A1,..., A} =0(A) gilt. Man nennt (1.24) Jordansche Normalform von A.
Sie ist bis auf die Reihenfolge der J(\;,p;) eindeutig bestimmt. Die Basis £ heifit
Jordanbasis von F beziigl. A. Besitzt A nur halbeinfache Eigenwerte, so gelten
r=dim(F) und p; =1 fiir j =1,...,r, und A wird diagonalisierbar genannt.

(f) Das charakteristische Polynom von
010
A=| -1 0 0 | eR>®
0 01

lautet
p=X>-X?+X-1=(X-1)(X?+1).

Also zerféllt p nicht in R, und o(A) = {1,4,—i}.
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In diesem Fall kann A nicht in die Form (1.24) transformiert werden, sondern
besitzt die nachfolgend definierte erweiterte Jordansche Normalform.

(g) Es sei FE ein endlichdimensionaler reeller Banachraum, und das charakteristi-
sche Polynom p von A € L(FE) zerfalle nicht in R. Dann gibt es einen nichtreellen
Eigenwert 4 von A. Da das charakteristische Polynom p = > ap X k reelle Ko-
effizienten besitzt, folgt aus

0=0=p(p) =Y awh = aru® =p(p)
k=0 k=0

daf} auch p ein Eigenwert von A ist.

Es sei nun

U::{.uluu‘la"'wu‘fmué}CU(A)7 521,

die Menge aller nichtreellen Eigenwerte von A, wobei wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit annehmen konnen, da8 p; = o + fw; mit o; € R und w; > 0. Be-
sitzt A auch reelle Eigenwerte, so nennen wir diese Aq, ..., \g.

Dann gilt: Es gibt eine Basis £ von E und p1,...,pr,q1,.-.,qs € N* mit

[J(A1,p1) i

JAr,pr)

e R™*™ . 1.25
J(#b‘h) ( )

L J (s, qs)

Dabei sind \j € 0(A)\o fur j =1,...,7 und pi € o fir k=1,...,s. Man nennt
(1.25) erweiterte Jordansche Normalform von A. Sie ist bis auf die Reihenfolge
der einzelnen Matrizen eindeutig bestimmt (vgl. [Gab96, Abschnitt A5]). m

Fundamentalmatrizen

Es seien E ein Vektorraum der Dimension n iiber K und A € £(E). Ferner bezeich-
ne V C CH(R, E) den Losungsraum der homogenen linearen Differentialgleichung
& = Az. Geméf Satz 1.16(iv) sind V und E isomorph, besitzen also insbesondere
dieselbe Dimension. Jede Basis von V heifit Fundamentalsystem von & = Azx.

1.20 Beispiele (a) Es sei

A:[g IC)]GK“z.
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Um ein Fundamentalsystem fiir £ = Ax zu erhalten, 16sen wir zuerst das Anfangs-
wertproblem

11 2 100 —

it =ax +bz”, 2(0)=1,
i =ca? | 22(0)=0.

Aus Anwendung IV.3.9(b) folgt 2% = 0, und weiter z! () = e fiir t € R. Also ist
z1 := (t— (e*,0)) die Losung von (1.26). Eine zweite, von z linear unabhéngige
Losung x5 erhalten wir durch Lésen von

(1.26)

it =ax' +02®, 2'(0)=0,
i? = ca? | 22(0)=1.

In diesem Fall gilt 23(t) = e fiir t € R, und die Variation-der-Konstanten-Formel
liefert

t t
r3(t) = / et pelT dr = beat/ em(¢=9) qr
0 0

:{ b(et — e /(c—a), a#c,

btect a=c.
)

Somit ist

z1(t) = (¢,0) x2<t>—{ (bt =) /(e —a),e) . ate,

(bte, et) | a=c,
mit ¢ € R, ein Fundamentalsystem von & = Azx.

(b) Es seien w > 0 und

A:—{O _w}esz.
w

0
Aus
it = —wa? , % = wz!

folgt &/ + w?ax? = 0 fiir j = 0, 1. Aufgabe IV.3.2(a) zeigt, daB

z1(t) = (cos(wt), sin(wt)) , x2(t) = (—sin(wt), cos(wt)) , teR,
ein Fundamentalsystem von & = Ax ist. m

Sind A € K™*" und {z1,...,7,} ein Fundamentalsystem von i = Az, so
heifit die Abbildung

wi(t) o an(t)
X:R—K"™™, tH[xl(t),...,zn(t)] = :
W) e )

n

Fundamentalmatrix von ¢ = Az. Gilt X(0) = 1,, so nennt man X Hauptfunda-
mentalmatrix.
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1.21 Bemerkungen Essei A € K™*".

(a) Die Abbildung
KTLXTL — KTLXTL , X — AX

ist linear. Somit kénnen wir neben der linearen Differentialgleichung # = Az in K"
auch die lineare Differentialgleichung X = AX in K"*™ betrachten. Jede Funda-
mentalmatrix von & = Az ist eine Losung von X = AX in K™*".

(b) Es seien X eine Fundamentalmatrix von # = Az und ¢ € R. Dann gelten:
(i) X(t) € Laut(K");
(i) X(t) = e X(0).

Beweis (i) ist eine Konsequenz von Satz 1.16(v).
(ii) folgt aus (a), Theorem 1.11 und Satz 1.16(iii). m

(c) Die Abbildung t — e*4 ist die eindeutig bestimmte Hauptfundamentalmatrix
von & = Az.

Beweis Dies folgt aus (b). m

(d) Fiir s,t € R gilt
=94 = X ()X Y(s) .

Beweis Dies ist eine Konsequenz von (b). m

(e) Mittels der Jordanschen Normalform und der Beispiele 1.13(b)—(e) kann et
berechnet werden. Wir wollen dies im Fall n = 2 durchfiihren.

Das charakteristische Polynom von

A::{CCL cbl} c R2x?

lautet det(A — A) = A% — A(a + d) + ad — bc und besitzt die Nullstellen
Mo=(a+d£VD)/2,  D:=(a—d)>?+4bc.

1. Fall: K=C, D <0 Dann besitzt A die beiden einfachen, konjugiert kom-

plexen Eigenwerte A := X1 und A = A\y. Geméf Bemerkung 1.19(e) gibt es eine
Basis B von C? mit [A]z = diag[\, \], und Beispiel 1.13(e) impliziert

e!lAs — diagleM, eM] | teR.

Bezeichnet T € Laut(C?) den Basiswechsel von der Standardbasis zu B, so gilt
aufgrund von Theorem 1.9

(Al = [TAT™] = [T]A[T) ™" .
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Also folgt aus Aufgabe 11
!t = [T)eA T

und wir finden
et = [T~ diag[e™, eM][T] , teR.

2. Fall: K=C oder K=R, D >0 Dann besitzt A die beiden einfachen re-
ellen Eigenwerte A\; und A, und es folgt wie im ersten Fall

e = [T]7! diag[eM?, e*2!][T7] , teR.

3.Fall: K=C oder K=R, D=0 In diesem Fall besitzt A den Eigenwert
A:= (a+ d)/2, dessen algebraische Vielfachheit 2 ist. Folglich gibt es gemifl Be-
merkung 1.19(e) eine Basis B von K* mit

[A]B_[g;].

o] o]

kommutieren, folgt aus Aufgabe 11 und Beispiel 1.13(e)

tHAls _ At 0 1]\ _ x 0 1]\ _ x| 1t
e e exp(t{o O]) e (12+t|:0 0 e 01 |-

Somit erhalten wir

Weil

e“‘zeM[T]—l[é H[T}, teR.

4. Fall: K=R, D <0 In diesem Fall besitzt A die beiden konjugiert kom-
plexen Eigenwerte A := o+ iw und Amit o := (a + d)/2 und w := v/— D /2. Gemé8
Bemerkung 1.19(g) gibt es eine Basis B von R? mit

[A]BZ[Q _w]-

w [}

a 0 d 0 —w
0 « u w 0
kommutieren. Somit folgt aus Beispiel 1.13(f)
o —W _ ta 0 -1 _ ta | cos(wt) —sin(wt)
st G P U ) R o

Hieraus leiten wir

‘A atrem—1 | cos(wt)  —sin(wt)
e =)™ [ sin(wt)  cos(wt) ] 1, LER,

Die Matrizen

ab, mit dem Basiswechsel T von der Standardbasis zu B (vgl. Beispiel 1.13(f)). m
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Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Bis jetzt haben wir ausschliefllich lineare Differentialgleichungen erster Ordnung
betrachtet, also lineare Relationen zwischen der gesuchten Funktion und ihrer
ersten Ableitung. In vielen Anwendungen sind lineare Differentialgleichungen ho-
herer, insbesondere zweiter Ordnung, auf die wir nun kurz eingehen wollen, von
grofier Bedeutung.!?

Im folgenden seien
e bceRund g € C(R,K).

Unter einer Losung der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten

U+ bl + cu=g(t) , teR, (1.27)

verstehen wir eine Funktion u € C?(R,K), die (1.27) punktweise erfiillt. Unser
néchstes Resultat zeigt, dal (1.27) zu einer Differentialgleichung erster Ordnung
der Form (1.8) in der (u,@)-Ebene, der Phasenebene, ,dquivalent® ist.

1.22 Lemma

(i) Istu € C?(R,K) eine Lésung von (1.27), so ist (u, 1) € C*(R, K?) eine Lésung
der Gleichung
&= Az + f(t) (1.28)

in K? mit
A= 0] =0 (1.29)
: e | : ,q) - .
(i) Lost z € C*(R,K?) die Gleichung (1.28), so stellt u := pr, z eine Lésung von
(1.27) dar.

Beweis (i) Wir setzen z := (u, ) und erhalten aufgrund von (1.27)

I N e

(ii) Es sei = (u,v) € C*(R,K?) eine Losung von (1.28). Dann gelten
t=v, v=-—-cu—bv+g(t). (1.30)

Aus der ersten Gleichung folgt, da v zu C?(R, K) gehort, und beide Gleichungen
zusammen ergeben, dafl u die Differentialgleichung (1.27) 16st. m

12F{ir den Fall von Gleichungen hherer Ordnung verweisen wir auf die Literatur {iber Gewthn-
liche Differentialgleichungen (z.B. [Ama95]).
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Lemma 1.22 erlaubt es, unsere Kenntnisse iiber lineare Differentialgleichun-
gen erster Ordnung auf (1.27) zu iibertragen. Dazu berechnen wir die Eigenwerte
von A. Aus det(A — A) = A(A + b) + ¢ folgt, daf die Eigenwerte A; und Ay von A
mit den Nullstellen des Polynoms X2 + bX + ¢, des charakteristischen Polynoms
von i + bt + cu = 0, iibereinstimmen, und wir erhalten

Mg =(-bxvD)/2 mit D=0b"—4c.
Nun betrachten wir das Anfangswertproblem
i+bu+cu=g(t), telR, u(0)=a1, u(0)=as (1.31)

mit (aq,as) € K2. Nach den obigen Vorbereitungen kénnen wir leicht den folgenden
grundlegenden Satz beweisen.

1.23 Theorem

(i) Zujedem (a1, az) € K gibt es eine eindeutig bestimmte Lésung u € C?(R, K)
des Anfangswertproblems (1.31).

(ii) Die Gesamtheit der Losungen von i + bis + cu = 0 bildet einen zweidimen-
sionalen Untervektorraum V von C?(R,K), aufgespannt durch

{eMt e} | falls D > 0 oder (D <0 und K =C) ,
{e* te®'} | falls D=0,
{e* cos(wt),e* sin(wt)} , falls D <0und K=R,

mit o := —b/2 und w := /D /2.
(iii) Die Gesamtheit der Losungen von (1.27) bildet den zweidimensionalen af-

finen Unterraum v+ V von C%(R,K), wobei v eine beliebige Lisung von
(1.27) bezeichnet.

(iv) Es seien uy,us € V linear unabhéingige Lésungen von i + bt + cu = 0 und
w = Uil — Uius. Dann wird durch

o(t) = /Ot u1(7)g(7) dr us(t) — /Ot us(7)g(7) drui(t), teR,

w(T) w(7)
eine Lésung von (1.27) gegeben.

Beweis (i) Dies folgt unmittelbar aus Lemma 1.22 und Theorem 1.17.

(ii) und (iii) Diese Aussagen ergeben sich aus Lemma 1.22, Satz 1.16(iv) und
den Bemerkungen 1.14(d) und 1.21(e).

(iv) Es seien A und f wie in (1.29). Dann ist gemd8 Lemma 1.22 und
Bemerkung 1.21(a)

X:_[%ﬂl }
Uy U
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eine Fundamentalmatrix von & = Az. Wegen
A= X)X ), tTER,

(Bemerkung 1.21(d)) folgt aus der Variation-der-Konstanten-Formel von Theo-
rem 1.17, daf

y(t):X(t)/O XY f(r)dr, teR, (1.32)

eine Losung von & = Az + f(¢) ist. Aufgrund von det(X) = w gilt

X—1:1[ Ug —UQ]

w| —u W
wobei die Funktion w wegen Satz 1.16(v) keine Nullstellen hat. Also erhalten wir

X f = (—uag/w,u1g/w). Die Behauptung ergibt sich nun aus Lemma 1.22 und
(1.32). m

1.24 Beispiele (a) Das charakteristische Polynom X2 — 2X + 10 von
U — 20+ 10u =0

besitzt die Nullstellen 1+ 3i. Somit ist {e’ cos(3t),e’sin(3t)} ein Fundamental-
system'3. Die allgemeine Losung lautet deshalb

u(t) = e’ (ay cos(3t) + agsin(3t)) , teR,

mit a1, as € R.

&

(t,u)-Ebene Phasenebene

(b) Um die Losung des Anfangswertproblems

i—2t+u=¢e", wu0)=0, u(0)=1 (1.33)

13Wie im Fall linearer Differentialgleichungen erster Ordnung nennt man jede Basis des
Losungsraumes Fundamentalsystem.



148 VII Differentialrechnung mehrerer Variabler

zu berechnen, bestimmen wir zuerst ein Fundamentalsystem fiir die homogene
Gleichung i — 24 4+ v = 0. Das zugehorige charakteristische Polynom ist

X2 -2X +1=(X-1)*.
Geméif Theorem 1.23(iii) bilden somit uy(t) := e* und wuq(t) := te fiir t € R ein
Fundamentalsystem. Wegen

w(r) = uy (7)o (1) — Uy (T)ug(1) = 7, TeR,
ist

t t t2
v(t) = / 9 gy us(t) — / “29 47 ur(t) = _ e, teR,
0o w 0

eine partikuldre Losung von (1.33). Somit lautet die allgemeine Losung

2

t
2(t) = are’ + aste' + _ et teR, a,ax€R.

2
Da 2(0) = a1 und (0) = a1 + a2 gelten, finden wir schlielich, daf die eindeutig
bestimmte Losung von (1.33) durch

ut) = (t+1%/2)e', teR,
gegeben ist.

(c) Die Differentialgleichung des harmonischen Oszillators (oder der ungedémpften
Schwingungen) lautet
i+ wéu =0,
mit der Kreisfrequenz wg > 0. Geméf Theorem 1.23 besitzt ihre allgemeine Losung
die Form
u(t) = ay cos(wot) + az sin(wot) , teR,

mit a1, as € R. Offensichtlich sind alle Losungen periodisch mit der Periode 27 /wy,
und der Ursprung der Phasenebene ist ein ,, Zentrum®.

(d) Die Differentialgleichung der gedimpften Schwingungen besitzt die Form

i+ 200 +wiu=0.
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Dabei bezeichnet o > 0 die Dampfungskonstante, und wg > 0 ist die Kreisfrequenz
der ungeddmpften Schwingung. Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
sind

Mo =—at /a2 —wj.

(i) (Starke Dampfung: o > wp) In diesem Fall liegen zwei negative Eigen-
werte A\; < A2 < 0 vor, und die allgemeine Losung lautet

u(t) = areM?t + age?t | teR, aj,as €R.

Somit klingen alle Lésungen exponentiell ab. In der Phasenebene liegt ein , stabiler
Knoten*“ im Ursprung vor.

A A

\

(ii) (Schwache Dampfung: o < wg) In diesem Fall besitzt das charakteri-
stische Polynom die zwei konjugiert komplexen Eigenwerte A\ 2 = —a + ¢w mit
w = \/ w2 — a2. Folglich wird die allgemeine Losung gemi Theorem 1.22 durch

u(t) = e~ (ay cos(wt) + ag sin(wt)) , teR, aj,a2€R,

gegeben. Auch in diesem Fall klingen die Losungen exponentiell ab, und der Ur-
sprung der Phasenebene ist ein ,stabiler Strudel®.

A

(iii) (Kritische Dampfung: o = wy) Hier ist A = —a ein Eigenwert der al-
gebraischen Vielfachheit 2 des charakteristischen Polynoms. Also lautet die allge-
meine Losung

u(t) = e~ (a1 + ast) , teR, aj,a2€R.
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Der Ursprung der Phasenebene wird in diesem Fall als ,stabiler uneigentlicher
Knoten“ bezeichnet. m

4

N

v

Aufgaben

1 Es seien F und F; Banachrdume sowie A; € Hom(E, F}) fiir j = 1,...,m. Auflerdem
sei F:= H;n:1 F;. Fir A := (as — (Aiz,.. .7Amr)) € Hom(E, F) gilt

AG[,(E,F)C‘? (AJ E[,(E’,Fj)7 j=1,...,m) .

2 Fiir die quadratische Matrix A := [a]] € K™*™ wird die Spur definiert durch

Man zeige:
(i) Die Abbildung spur: K™*™ — K ist linear.
(ii) spur(AB) = spur(BA), A, B € K™*™.
3 Zwei quadratische Matrizen A, B € K™*™ sind dhnlich, wenn es eine invertierbare

Matrix S € K™ ™ gibt (d.h., wenn S zu Laut(K™) gehért) mit A = SBS™!. Man zeige:
Sind A und B &hnlich, so gilt spur(A) = spur(B).
4 Es sei F ein endlichdimensionaler normierter Vektorraum. Man beweise, daf§ fiir
A€ L(E) gilt:

Spur([A}g) = spur([A}}-) ,
wobei £ und F Basen von E sind.

Hieraus folgt, daf§ durch
spur(A) = spur([A]¢)

die Spur von A € L(E) wohldefiniert ist, wobei £ eine beliebige Basis von E bezeichnet.
Man zeige ferner:

(i) spur € L(L(E),K).

(ii) spur(AB) =spur(BA), A,B e L(E).
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5 Esseien (E,(-|-)g) und (F,(-|-)r) endlichdimensionale Hilbertriume. Man verifizie-
re: Zu A € L(E, F) gibt es ein eindeutig bestimmtes A* € L(F, E), den zu A adjungierten
Operator A*, mit

(Az|ly)r = (@|A"y)e, x€E, yeF.
Die Abbildung
L(E,F)— L(F,E), Aw— A"

ist konjugiert linear und erfiillt

() (AB)" = B A",

(ii) (A")" = A,
(i) ()" = (C)!
fir A,B € L(E,F) und C € Lis(E, F). Fiir A= [a]] € K™*" gilt A* = [a}] € K™™,
d.h., A" ist die hermitesch transponierte Matrix von A.

Gilt A = A", also insbesondere F = F', so heifit A selbstadjungiert oder symme-
trisch. Man zeige auch, da§ A*A und AA* fir A € L(E, F) symmetrisch sind.

6 Essei E:= (E,(-|)) ein endlichdimensionaler Hilbertraum. Dann gilt fiir A € L(E):
(i) spur(A*) = spur(A).
(ii) spur(A) = >"7_, (Ap;|p;), wobei {¢1,...,¢n} eine Orthonormalbasis von E ist.
7 Es seien E und F endlichdimensionale Hilbertrdaume. Man beweise:

(i) L(E,F) ist ein Hilbertraum mit dem inneren Produkt

(A,B)— A: B:=spur(B*A) .
(ii) Fir £ := K" und F := K™ gilt
Alee,ry SVA:A= AL, A€LEF).

8 Es sei [gjx] € R"™" symmetrisch und positiv definit, d.h., es gelte g;i = gi;, und es
gebe ein v > 0 mit

> g =yl teRr™.
k=1

Man zeige, dafl durch
(@|y)? = > gna’y", wyeR",
Jik=1
ein Skalarprodukt auf R™ erklart wird.
9 Esseien F ein Banachraum und A, B € £(E) mit AB = BA. Man beweise Ae” = e® A

und e?t8 = e?ef.
10 Man finde A, B € K®*? mit
(i) AB # BA und e*8 +#£ e4e?;
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(i) AB # BA und e*+8 = ¢4eB.
(Hinweis zu (ii): e**™ =1, k€ Z.)

11 Es seien E ein Banachraum, A € £(E) und B € Laut(FE). Dann gilt

1 _
6BAB :BeAB 1 .

12 Es seien F ein endlichdimensionaler Hilbertraum und A € L(FE). Man zeige:
() (") =",
(i) Ist A symmetrisch, so ist es auch e”.

(iii) Ist A antisymmetrisch, d.h. A* = —A, so gilt [e?]*e? = 1.

13  Man berechne e, falls A € L(R*) durch die folgenden Darstellungsmatrizen gege-
ben ist.

1 1 1 1 2 1 0 0 2 1 0 0 2 1 0 0
1 1 1 1 2 1 0 2 1 0 2 0 0
1 1 1 1 ’ 2 1 ’ 2 0 ’ 2 0
1 1 1 1 0 2 0 2 0 2
14 Man bestimme A € R3*3 mit
cost —sint 0
et = | sint cost O , teR.
0 0 1

15 Man berechne die allgemeine Lésung von
T=3r—-2y+1,
y=4dx —y+ 2.

16 Es ist das Anfangswertproblem
g=z+e, y0)=3/2,
i=z—x, 2(0)=1

zu 16sen.

17 Essei A= [al] € R™™™ eine Markoffmatrix, d.h., es gelte a], > 0 fiir alle j # k und
> @, =0firk=1,...,n Ferner sei

H.:= (xl,...,:cn)ERn;Z?lej:c}, ceR.

Man zeige, daf jede Losung von & = Az mit Anfangswert in H,. fiir alle Zeiten in H.
bleibt. Mit anderen Worten: etAHc C H. fir t € R.

18 Esseien b,c € R, und z € C*(R, C) sei eine Losung von i 4 bit + cu = 0. Man zeige,
dafl Re z und Im z reelle Losungen von i + bt + cu = 0 sind.
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19 Es seien b,c € R, und u sei eine Losung von i + b + cu = g(t). Man zeige:
(i) k € NU{oo} und g € C*(R,K) implizieren u € C**?(R,K).
(ii) Aus g € C¥(R) folgt u € C*(R).

20 Man bestimme die allgemeine Losung der Differentialgleichung der erzwungenen
geddmpften Schwingung

i + 20 + wiu = csin(wt) teR,
mit o, wo,w > 0 und ¢ € R.

21 Man berechne die allgemeine Lésung auf (—m/2,7/2) von
(1) 4 +u=1/cost;
(ii) 4+ 4u = 2tant.

22 Es seien E ein endlichdimensionaler Banachraum und A € £(E). Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Fiir jede Losung u von & = Az in E gilt lim¢—oc u(t) = 0.
(ii) ReX <0 fiir A € o(A).

In den folgenden Aufgaben bezeichnet E stets einen Banachraum, und A € L(E).
23 Fiir A € K mit Re X > ||A]| gilt

A=A = / e Mgy
0

(Hinweis: Man setze R(\) := [~ e A=A dt und berechne (A — A)R(\).)
24 Fiir die Exponentialabbildung gilt die Darstellung
e = lim (1 _t 14)77L .
n— o0 n
(Hinweis: Beweis von Theorem II1.6.23.)

25 Es sei C eine abgeschlossene konvexe Teilmenge von E. Dann sind dquivalent:
(i) e'*C C C fiir alle t € R;
(ii) (\—A)~'C C C fiir alle A € K mit Re X > ||A||.

(Hinweis: Aufgaben 23 und 24.)
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2 Differenzierbarkeit

In diesem Paragraphen erklidren wir die zentralen Konzepte ,,Differenzierbarkeit®,
,Ableitung“ und ,,Richtungsableitung® einer Funktion' f: X ¢ E — F. Dabei be-
zeichnen E und F' Banachriume, und X eine offene Teilmenge von E. Nach allge-
meinen Schlufifolgerungen veranschaulichen wir die grofie Tragfihigkeit und Flexi-
bilitdt dieser Konzepte anhand spezifischer Annahmen iiber die Rdume F und F:

Im Fall £ = R" erkldren wir den Begriff der partiellen Ableitung und unter-
suchen den Zusammenhang zwischen der Differenzierbarkeit und der Existenz der
partiellen Ableitungen.

Fiir die Anwendungen besonders wichtig ist der Fall E = R™ und F' = R. Hier
fithren wir den Begriff des Gradienten ein und kldren mit Hilfe des Rieszschen

Darstellungssatzes die Beziehung zwischen der Ableitung und dem Gradienten
einer Funktion f: X C R” — R.

Im Fall E = F = C leiten wir die wichtigen Cauchy-Riemannschen Differen-
tialgleichungen her, welche den Zusammenhang zwischen der komplexen Differen-
zierbarkeit von f = u+ iv : C — C und der Differenzierbarkeit von (u,v) : R* — R?
beschreiben.

SchlieBlich zeigen wir, dafl die eingefiihrten Begriffe fiir £ = K mit denen von
Paragraph IV.1 iibereinstimmen.

Im folgenden seien

e E=(E,|']]) und F = (F,||-]|) Banachriume iiber demselben Korper K;
X eine offene Teilmenge von FE.

Die Definition

Eine Funktion f: X — F heift in 29 € X differenzierbar, wenn es ein A,, € L(E, F)

gibt mit
L)~ Fro) — vyl — o)
a—io [l = ol

=0. (2.1)

Der folgende Satz enthélt einige Umformulierungen dieser Definition sowie erste
Eigenschaften differenzierbarer Funktionen.

2.1 Satz FEsscien f: X — F und zp € X.
(i) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(o) f ist in xz¢ differenzierbar;
(B) Es existieren Ay, € L(E, F) und 1y, : X — F, wobei ry, in xq stetig ist
und 1, (z9) = 0 erfiillt, so daB gilt

f(@) = f(@0) + Ago(x — 20) + 700 (2) 2 — w0l ,  zE€X;
1Die Notation f: X C E — F ist eine Kurzschreibweise fiir X C Fund f: X — F.
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(v) Es existiert Ay, € L(E,F) mit

f(@) = f(0) + Azo(x — 20) + o[z — x0]]) (7 — 20) ; (2.2)

(ii) Ist f in xo differenzierbar, so ist f in xq stetig;
(iii) Es sei f in xq differenzierbar. Dann ist der lineare Operator A,, € L(E, F)
in (2.1) eindeutig bestimmt.
Beweis (i) Der Beweis dieser Aussage kann vollig analog zum Beweis von Theo-

rem IV.1.1 gefiithrt werden und bleibt dem Leser iiberlassen.

(ii) Ist f in xo differenzierbar, so folgt die Stetigkeit von f in xg direkt
aus (i8).
(iii) Es sei B € L(E, F), und es gelte

f(@) = f(wo) + B(z — x0) + o([|x — z0l) (z — x0) . (2.3)

Subtrahieren wir (2.3) von (2.2) und dividieren das Resultat durch ||z — zg]|, so
finden wir

lim (AmOfB)( v ):o

@ =g |z — 20|

Es seien y € E mit |ly|| =1 und x, := zo + y/n fiir n € N*. Wegen limz,, = o
und (z, — 20)/||xn — 2ol = y finden wir dann

(Azy — B)y = lim(A,, — B)( Tn — To ) -

|Zn — o]

Da dies fiir jedes y € 0B gilt, folgt A, = B. =

Die Ableitung

Essei f: X — Fin xy € X differenzierbar. Dann bezeichnen wir den nach Satz 2.1
eindeutig bestimmten linearen Operator Ay, € L(E, F) mit 0f(x). Er heifit Ab-
leitung von f in x¢ und wird auch mit

Df(xo) oder f'(z0)
bezeichnet. Also gilt: df(xo) € L(E, F') und

i (@) = f(x0) = 0 (o) ( — o)

z—ay [l = ol

=0.
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Ist f: X — F in jedem Punkt z € X differenzierbar, so heiflt f differenzier-
bar, und die Abbildung?

of : X - L(E,F), xz+— 0f(x)

ist die Ableitung von f.

Da L(E,F) ein Banachraum ist, kann sinnvollerweise von der Stetigkeit
der Ableitung gesprochen werden. Ist df stetig, d.h. gilt df € C(X,L(E,F)),
so heiflt f stetig differenzierbar. Wir setzen

CHX,F):={f: X — F; f ist stetig differenzierbar } .

2.2 Bemerkungen (a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) f: X — Fist in zg € X differenzierbar;
(ii) Es gibt ein 0f(x0) € L(E, F) mit

f(@) = f(xo) + 0f (x0)(x — w0) + o([|x — 20l]) (z — @0) ;

(iii) Es gibt ein 0f(z¢) € L(E, F) und ein ry, : X — F, das in x( stetig ist und
Tz (o) = 0 erfiillt, so daf§

f(@) = f(xo) + 0f (wo)(x — o) + 12y (2) |2 — o],  2€X,
gilt.
(b) Aus (a) folgt, dal f genau dann in xq differenzierbar ist, wenn f in z¢ durch
die affine Abbildung
g: E—F, xw f(zo)+ 0f(xo)(x — x0)

so approximierbar ist, dafy der Fehler schneller gegen Null geht als der Abstand
von x zu xg, d.h., es gilt:

o 17@) = 9@

e=zo ||z — o]

=0.

Also ist die Abbildung f genau dann in xy differenzierbar, wenn sie in xy linear
approximierbar ist (vgl. Korollar IV.1.3).

(c) Die Begriffe ,Differenzierbarkeit* und , Ableitung“ sind unabhéngig von der
Wahl dquivalenter Normen in £ und F'.

Beweis Dies folgt z.B. aus Bemerkung I11.3.13(d). m

2Um die Ableitung 8f(zo) € L(E, F) im Punkt zo und die Ableitung 9f : X — L(E, F) deut-
lich zu unterscheiden, spricht man auch von der Ableitungsfunktion 0f : X — L(E, F).
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(d) Statt ,differenzierbar® sagt man auch ,total differenzierbar® oder ,Fréchet
differenzierbar®.

(e) (Der Fall E=K) In Bemerkung 1.3(a) haben wir gesehen, daf§ die Abbil-
dung L(K,F) — F, A~ Al ein isometrischer Isomorphismus ist, mit dem wir
L(K,F) und F kanonisch identifizieren. Diese Identifizierung zeigt, daf im Fall
E = K die obigen Definitionen von Differenzierbarkeit und Ableitung mit denen
aus Paragraph IV.1 iibereinstimmen.

(f) CY(X,F) C C(X,F), dh., jede stetig differenzierbare Funktion ist stetig. m
2.3 Beispiele (a) Fiir A € L(E, F) gilt: Die Funktion A = (x — Ax) ist stetig
differenzierbar, und 0A(z) = A fiir x € E.

Beweis Mit Az = Az + A(z — xo) folgt die Behauptung aus Bemerkung 2.2(a). m

(b) Es sei yo € F. Dann ist die konstante Abbildung k,, : E — F, x + yo stetig
differenzierbar, und 9k,, = 0.

Beweis Dies ist wegen ky,(z) = ky,(zo) fiir z,zo € F unmittelbar klar. m

(c) Es seien H ein Hilbertraum und b: H — K, z+ ||z||?>. Dann ist b stetig
differenzierbar, und es gilt:

0b(x) = 2Re(z]") , reH.

Beweis Fiir jede Wahl von z,x9 € H mit x # o gilt
lz[|* = llzol|* = ll — zo + zo||* — [|zo||* = [|lz — zo||* +2Re(xo | & — o) ,
also
b(z) — b(zo) — 2Re(zo |z — x0)
[l — ol
Dies impliziert 9b(zo)h = 2Re(xo|h) fiir h€ H. m

= [lz = o -

Richtungsableitungen

Esseien f: X — F, x9 € X und v € E\{0}. Da X offen ist, gibt es ein € > 0 mit
xo + tv € X fiir [t] < e. Also ist die Funktion

(—g,e) = F, tre f(xo+tv)

wohldefiniert. Ist diese Funktion im Punkt 0 differenzierbar, so heifit ihre Ableitung
Richtungsableitung von f an der Stelle x in der Richtung v und wird mit D, f(x¢)
bezeichnet. Folglich gilt

Dy f(zo) = lim 4 (F0 T 10 = o)

t—0 t
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2.4 Bemerkung Die Funktion
foze: (—g,6) = F, t— f(zo+tv)

kann als ,Kurve®“ in E x F' interpretiert
werden, die offensichtlich ,auf dem Gra-
phen von f liegt“. Dann stellt D, f (o) fiir
||v|| = 1 die Steigung der Tangente an die-
se Kurve im Punkt (zo, f(x0)) dar (vgl.
Bemerkung IV.1.4(a)). m

Der néchste Satz zeigt, dal f in zg in jeder Richtung eine Richtungsableitung
besitzt, wenn f in xq differenzierbar ist.

2.5 Satz Essei f: X — F differenzierbar in o € X. Dann existiert D, f(x) fiir
jedes v € E\{0}, und es gilt D, f(xo) = 0f (xo)v.

Beweis Fiir v € E\{0} folgt aus Bemerkung 2.2(a)
f(@o + tv) = f(wo) + 0f (o) (tv) + o([[tv]]) = f(xo) + t0f (z0)v + o([t])
fiir ¢ — 0. Somit ergibt sich die Behauptung aus Bemerkung IV.3.1(c). m

2.6 Bemerkung Die Umkehrung von Satz 2.5 ist falsch, d.h., eine Funktion,
die Richtungsableitungen in jeder Richtung besitzt, braucht nicht differenzierbar
zu sein.

Beweis Wir betrachten die Funktion f: R?* — R mit

2

o e ] wr iy @V EQO),

0, (z,y) = (0,0) .

Fiir jedes v = (¢,1) € R\ {(0,0)} gilt

Hieraus folgt
Duf(0) = lim f(tv)/t = f(v) -

Wire f in 0 differenzierbar, wiirde aus Satz 2.5 folgen, da8 9f(0)v = D, f(0) = f(v) fiir
jedes v € R*\{(0,0)} gilt. Da v — Of(0)v linear ist, f aber nicht, ist dies nicht méglich.
Also ist f in O nicht differenzierbar. m
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Partielle Ableitungen

Im Fall E = R"™ kommt aus praktischen und historischen Griinden den Ableitun-
gen in Richtung der Koordinatenachsen eine besondere Bedeutung zu, und es ist
zweckméBig, flir sie eine eigene Bezeichnung einzufithren. Wir schreiben daher
Ok oder 9/0z" fiir die Ableitungen in Richtung der Standardbasisvektoren® ey,
k=1,...,n. Also gilt

of - flzo +tex) — f(xo)
O f (o) = g (20) = De, f (o) = lim : ,  1<k<n,
und O f(ro) heiBit partielle Ableitung beziigl. z¥ von f in xg. Die Funktion f
heift in x¢ partiell differenzierbar, wenn alle 01 f(x9), . .., 0, f(xo) existieren, und

sie heifit [stetig] partiell differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt von X partiell
differenzierbar ist [und wenn Jx f : X — F stetig ist fiir 1 < k < n).

2.7 Bemerkungen (a) Existiert die k-te partielle Ableitung in zy € X, so gilt

1 k-1 _k k+1 n
Lo,y Ty LT h,xg" . ..,z0) — f(x
akf(aso)zlimf(o 0 %o t+h, g 0) f(O)7 1<k<n.
h—0 h
Also ist f in zg genau dann nach der k-ten Koordinate partiell differenzierbar,
wenn die Funktion t — f(asé, el mg_l, t, x’g"'l, ...,x0) einer reellen Variablen im

Punkt z% differenzierbar ist.

(b) Die partielle Ableitung Oy f (7o) kann definiert werden, falls zf ein Hiufungs-
punkt der Menge

{f eR; (:c(l),...,x’g_l,g,x’g+1,...,x0") € X}
ist. Insbesondere muf3 X nicht offen sein.
(c) Ist f in xq differenzierbar, so ist f in xo partiell differenzierbar.
Beweis Dies ist ein Spezialfall von Satz 2.5. m

(d) Wenn f in z¢ partiell differenzierbar ist, folgt nicht, dafl f in x¢ differenzier-
bar ist.

Beweis Bemerkung 2.6. m

(e) Ist f in z( partiell differenzierbar, so braucht f in xo nicht stetig zu sein.
Beweis Wir betrachten f: R? — R mit

Flz,y) = { (a2 j_yy2)2 ) (z,y) #(0,0) ,
| 0, (z,9) = (0,0) .

Dann gilt f(h,0) = f(0, k) = 0 fiir alle h € R. Also folgt 01 f(0,0) = d2£(0,0) = 0. Somit
ist f in (0, 0) partiell differenzierbar.

Wegen f(0,0) = 0 und f(1/n,1/n) = n®/4 fir n € NX ist f in (0,0) nicht stetig. m

3Gelegentlich schreiben wir auch 9, fiir 9/9z".
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(f) Um die ,,Differenzierbarkeit“ deutlich von der , partiellen Differenzierbarkeit*
zu unterscheiden, sagt man manchmal auch, f sei [in x¢] total differenzierbar,
wenn [ [in zg] differenzierbar ist. m

Im folgenden geht es darum, konkrete Darstellungen fiir 9f(z¢) zu finden,
falls E = R" oder F = R™ gilt. Diese Darstellungen werden es uns spéter erlauben,
Ableitungen gegebener Funktionen explizit zu bestimmen.

2.8 Satz
(i) Essei E=R", und f: X — F sei in xg differenzierbar. Dann gilt

Of(wo)h =Y Okf(xo)h*,  h=(h',....h") €R".
k=1

(ii) Es seien E ein Banachraum und f = (f',...,f™): X — K™. Dann ist f
genau dann in xo diflerenzierbar, wenn jede der Koordinatenfunktionen f7,
1 < j < m, in xg differenzierbar ist. Dann gilt

Of(xo) = (8f1(:c0), ceey 8]””(330)) ,
d.h., Vektoren werden komponentenweise differenziert.

Beweis (i) Wegen h = Y, h¥ey, fiir h = (hl,..., h") € R" folgt aus der Linearitiit
von Of (zg) und Satz 2.5

Of(zo)h =Y  hFof(wo)er =Y Orf(zo)h* .
k=1 k=1

(i) Fiir A = (A',...,A™) € Hom(E,K™) gilt

A€ LEK™) <= A € L(E,K), 1<j<m,
(vgl. Aufgabe 1.1). Nun folgt aus Satz I1.3.14 und Satz 2.1(iii), daf die Aussage
f(@) = f(@o) = 0f (wo)(x — o)

lim =0
o [l — ol
dquivalent ist zu
J _ {3 —OfI _
i P@) = o) 0P o) —z0)

@ =g |z — ol

was die Behauptung beweist. m
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Die Jacobimatrix

Es sei X offen in R™, und f = (f!,..., f™): X — R™ sei in z¢ partiell differen-
zierbar. Dann heifit die Matrix

nfHxo) -+ Onfmo)

[8kfj(:c0)]: : :
O1f™(xo) -+ Onf™(o)

Jacobimatrix oder Funktionalmatrix von f in xg.

2.9 Korollar Ist f in x differenzierbar, so ist jede Koordinatenfunktion f7 in xg
partiell differenzierbar, und es gilt

oft(wo) -+ Onf'(z0)
[0f(z0)] = [0k (z0)] = : : ,
O1f™(xo) -+ Onf™(x0)

d.h., die Darstellungsmatrix (beziiglich der Standardbasen) der Ableitung von f
ist die Jacobimatrix von f.

Beweis Fir k=1,...,n gilt 0f(xo)exr = Z;nzl aiej mit eindeutig bestimmten
ai € R. Aus der Linearitét von 0f(z¢) und aus Satz 2.8 folgt

Of (zo)er, = (Of (xo)en, - -, f ™ (zo)ex) = (S (x0), - -, O f™ (20))

Z Ouf (wo)e
Also ist af; = O, f7 richtig. m

Ein Differenzierbarkeitskriterium

Bemerkung 2.6 zeigt, dafl die Existenz aller partiellen Ableitungen einer Funkti-
on nicht ihre (totale) Differenzierbarkeit impliziert. Um die Differenzierbarkeit zu
garantieren, sind zusétzliche Voraussetzungen notwendig. Der néchste Satz — das
fundamentale Differenzierbarkeitskriterium — zeigt, dafl die Stetigkeit der parti-
ellen Ableitungen eine solche hinreichende Bedingung darstellt. Ist sie erfiillt, ist
die Abbildung sogar stetig differenzierbar.

2.10 Theorem Es scien X offen in R und F ein Banachraum. Dann ist f : X — F
genau dann stetig differenzierbar, wenn f stetig partiell differenzierbar ist.
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Beweis ,=“ folgt leicht aus Satz 2.5.
»<="“Essei z € X. Wir definieren eine lineare Abbildung A(z) : R" — F durch

h:=(h',...,h") — A(z)h = zn: O f (x)hk
k=1

Aufgrund von Theorem 1.6 gehort A(x) zu L(R™, F). Unser Ziel ist es zu zeigen,
daB df(z) = A(z), d.h.,

Lo J@+h) = f(z) = A@)h

=0
h—0 ‘h|

gilt. Wir withlen £ > 0 mit B(x, ) C X und setzen z¢ := x und xy := xo + 25:1 hie;
fir 1 <k <mnund h= (h',... h") € B(x,¢). Dann erhalten wir

n

fl@+h) = f@) =Y (flzr) = f@r-1))

k=1

und der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung ergibt
flz+h)— th/ O f(zp_1 +th¥ey)dt .
Hiermit finden wir die Darstellung
fx+h)— f(z) th/ Ouf (Tpo1 + thhey) — O f(2)) dt

Diese zieht

1f (@ +h) = f(x) = A@)h][r < |h\ooz sup |0k f(y) — Onf ()]l 7
T ly—eloe<|hlo
nach sich. Die Stetigkeit der Ok f impliziert
i (S0 swp ks ) - sl ) =0

h=0\; = ly—2|c<|hloo

Also gilt

f(x+h) = f(z) = A@@)h = o(|hlos) (h—0).
Folglich ist f aufgrund der Bemerkungen 2.2(a) und 2.2(c) in « differenzierbar,
und Of (z) = A(z). Wegen

10f (x) = 0f )]l < D 10kf (x) = O f ()l |1* |
k=1

< (X9 (@) = af W)l ) bl

k=1
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und der Aquivalenz der Normen auf R" folgt die Stetigkeit von df aus derjenigen
der Opf, 1<k<n.m

2.11 Korollar Es sei X offen in R™. Dann ist f: X — R™ genau dann stetig
differenzierbar, wenn jede Koordinatenfunktion f7: X — R stetig partiell diffe-
renzierbar ist. In diesem Fall gilt

[0f ()] = [Ocf!(z)] € R™*™ .

2.12 Beispiel Die Funktion
R =R?, (z,9,2) — (e® cosy, sin(zz))
ist stetig differenzierbar, und

e’ cosy —evsiny 0
z cos(zz) 0 x cos(xz)

[3f(x,y, Z)] =
fir (z,y,2) €R®. m

Im Spezialfall einer differenzierbaren reellwertigen Funktion mehrerer reel-
ler Variabler wollen wir eine wichtige geometrische Interpretation der Ableitung
geben. Dazu benétigen wir einige Vorbereitungen.

Der Rieszsche Darstellungssatz

Es sei F ein normierter Vektorraum iiber K. Dann heifit E’ := L(FE,K) (stetiger)
Dualraum von E. Die Elemente von E’ sind die stetigen Linearformen auf E.

2.13 Bemerkungen (a) Gemi$ unserer Vereinbarung ist E' mit der Operatornorm
von L(E,K),
Ifll == sup [f(@)],  feE,

llzll<1

versehen. Also garantiert Korollar 1.2, dafi E’ := (E’,||-||) ein Banachraum ist.
Man sagt auch, die Norm von E’ sei die (zur Norm von F) duale Norm.

(b) Es sei (E,(-|)) ein Innenproduktraum. Fiir y € E setzen wir

fy(z) = (z]y) , reF.

Dann ist f, eine stetige Linearform auf E, und es gilt || fy||zr = ||yl &.

Beweis Da das Innenprodukt im ersten Argument linear ist, gilt f, € Hom(FE,K). Wegen
fo = 0 geniigt es, den Fall y € E\{0} zu betrachten.
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Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhalten wir

Ify@)| ==l <zl llyll ,  z€E.
Also gilt fy € L(E,K) = E' mit [|fy]| < llyll. Aus £y (y/llyll) = (u/llyll|y) = lly]l folgt

1full = Sup, (@) = | fu @/ lyD] = llyll -

Insgesamt finden wir [|fy]| = ||y|. m

(c) Es sei (E,(-|)) ein Innenproduktraum. Dann ist die Abbildung
T:E—E, ye fy=(ly)
konjugiert linear und isometrisch.

Beweis Dies folgt aus T(y + A\z) = (-|ly + A2) = (*|y) + A(-]2) =Ty + ATz und (b). m

Gemifl Bemerkung 2.13(b) erzeugt jedes y € E eine stetige Linearform f,
auf E. Der folgende Satz zeigt, dafl es auf endlichdimensionalen Hilbertrdumen
keine weiteren stetigen Linearformen gibt. Mit anderen Worten: Jedes f € E’
besitzt genau eine Darstellung der Form f = f, mit einem geeigneten y € E.

2.14 Theorem (Rieszscher Darstellungssatz) Es sei (E, (+]-)) ein endlichdimensio-
naler Hilbertraum. Dann gibt es zu jedem f € E' ein eindeutig bestimmtes y € F,
so daB f(x) = (x|y) fiir alle x € E gilt. Also ist

T:E—E, y—(ly)
eine bijektive konjugiert lineare Isometrie.

Beweis Aus Bemerkung 2.13(c) wissen wir, da T': E — E’ eine konjugiert linea-
re Isometrie ist. Insbesondere ist T injektiv. Mit n := dim(E) folgt aus Theorem 1.9
und Satz 1.8(ii)

E/ — ;C(E,K) o~ len o~ Kn ,
und damit dim(E’) = dim(F). Die Rangformel der Linearen Algebra
dim (ker(T)) + dim(im(7)) = dim E (2.4)

(z.B. [Gab96, Abschnitt D.5.4]) impliziert nun die Surjektivitdt von 7. m

4Aus Theorem 1.6 wissen wir, daf auf einem endlichdimensionalen Hilbertraum jede Linear-
form stetig ist. Ferner garantiert Korollar 1.5, da8 jeder endlichdimensionale Innenproduktraum
ein Hilbertraum ist.
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2.15 Bemerkungen (a) Mit den Bezeichnungen von Theorem 2.14 setzen wir
B x B =K, [flg= (T g|T ).

Dann ist (E’,[-|-]) ein Hilbertraum.

Beweis Die einfache Verifikation bleibt dem Leser iiberlassen. m

(b) Es sei (E,(-])) ein reeller endlichdimensionaler Hilbertraum. Dann ist die
Abbildung E — E’, yr~ (-]y) ein isometrischer Isomorphismus. Insbesondere
ist (R™)’ isometrisch isomorph zu R™ vermége dieses kanonischen Isomorphismus,
wobei (-|-) das euklidische Innenprodukt auf R™ bezeichnet. Sehr oft identifiziert
man die Rdume R™ und (R™)’ mit Hilfe dieses Isomorphismus.

(c) Der Rieszsche Darstellungssatz ist auch fiir unendlichdimensionale Hilbert-
raume richtig. Fiir einen Beweis in dieser Allgemeinheit miissen wir auf die Li-
teratur zur Funktionalanalysis oder entsprechende Vorlesungen im Hauptstudium
verweisen. m

Der Gradient

Essei X offen in R”, und f: X — Rseiin g € X differenzierbar. Dann nennt man
die Ableitung 0 f (o) auch Differential von f in x, und man schreibt dafiir® df (z¢).
Das Differential von f in z( ist also eine (stetige) Linearform auf R". Aufgrund
des Rieszschen Darstellungssatzes gibt es ein eindeutig bestimmtes y € R™ mit

df(xo)h = (hly) = (y|h) ,  hER™.

Dieses durch f und z( eindeutig festgelegte Element y € R"™ heifit Gradient von f
im Punkt z¢ und wird mit V f(zo) oder grad f(z¢) bezeichnet. Das Differential
und der Gradient von f in g sind also durch die fundamentale Beziehung

df (xo)h = (V f(z0)|h) , heR",

miteinander verkniipft. Man beachte, daf§ das Differential df (z() eine Linearform
auf R", der Gradient V f(zg) aber ein Vektor in R™ ist.

2.16 Satz FEs gilt
Vf(.’)i'()) = (alf(x0)7 v 78nf(330)) eR".

Beweis Wegen Satz 2.5 gilt df (xo)er = Ok f(xo) fiir Kk =1,...,n. Nun folgt

n n
(VS (zo)|h) = df (z0)h = df (o) Y h*ex = D Oxf(zo)h" = (y|h)
k=1 k=1
5Eine Klirung des Zusammenhangs mit dem in Bemerkung VI.5.2 eingefiihrten Differential
werden wir in Paragraph VIII.3 vornehmen.
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fiir h = (h',...,h™) € R™ mit y := (01f(w0),...,0nf(x0)) € R™. Da dies fiir jedes
h € R" gilt, folgt die Behauptung. m
2.17 Bemerkungen (a) Der Punkt z( heifit kritisch fiir f, falls V f(zq) = 0 gilt.

(b) Es sei o nicht kritisch fiir f. Setzen wir hg := V f(z0)/|V f(20)], so zeigt der
Beweis von Bemerkung 2.13(b), dafl
df (zo)ho = |V f(z0)| = max df (xo)h

[h|<1

gilt. Da df (x¢)h die Richtungsableitung von f in xq
in Richtung h ist, ergibt sich

F(wo + the) = (o) + tdf (wo)ho + o(t) ol
l \\\\ (\)
= f(xo) +t |I]I-Ll‘él)§ df(l‘o)h —+ O(t) liﬂ/ ‘8\\ \\\\\\ ‘\ “:“

fir ¢t — 0, d.h., der Vektor Vf(xo) gibt die Rich-
tung an, in der die Richtungsableitung von f maxi-
mal ist, die Richtung des steilsten Anstiegs von f.

Im Fall n = 2 kann der Graph von f,

_——
e
—

M:={(z,f(x)) ; 2e X} CR*xR=R?,

als , Fliche* im R® interpretiert werden.® Wir stellen uns nun vor, auf M bewege
sich ein Punkt m wie folgt: Startpunkt der ,Bewegung“ von m sei ein Punkt
(gco, f(:co)) € M, derart, dafl x¢ nicht kritisch fir f e

ist. Die Richtung der Bewegung sei so, da8 die Pro- e
jektion des , Geschwindigkeitsvektors“ der Rich- @

tung des Gradienten von f folgt. Dann bewegt
sich m auf einer Kurve des steilsten Anstiegs. Auf
dem Riickweg folgt m der entsprechenden , Kurve
des steilsten Abstiegs®. _——

(c) Die obigen Ausfithrungen zeigen, dafl V f(xp) eine geometrische Bedeutung
zukommt, die unabhéngig ist von der speziellen Wahl der Koordinaten oder des
Skalarproduktes. Hingegen hingt die Darstellung von V f(x) von der Wahl des
Skalarproduktes ab. Insbesondere gilt die Darstellung von Satz 2.16 nur dann,
wenn R™ mit dem euklidischen Skalarprodukt versehen ist.

Beweis Es sei [gjx] € R™*" eine symmetrische, positiv definite Matrix, d.h., es gelte
gik = gx; fir 1 < j,k <n und es gebe ein v > 0 mit

j ok 2 n
D g =yl teRr™.
J,k=1
6vgl. Korollar 8.9.
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Dann wird durch

.If‘y Zgjkmy ’ mvyean
J,k=1
ein Skalarprodukt auf R™ erklirt” (vgl. Aufgabe 1.8). Somit sichert Theorem 2.14 die
Existenz eines eindeutig bestimmten y € R"™ mit df (zo)h = (y|h)? fir h € R™. Wir nen-
nen V9 f(xo) :=y Gradient von f in zo beziiglich des Skalarprodukts (-|-)?. Um seine
Komponenten zu bestimmen, beachten wir

> 0if(wo)l’ = df(wo)h = (y|h)* = > giny"h’,  heER".
=1 Gk=1
Also gilt
> gyt =0f(x0),  j=1,....n. (2.5)
k=1

Aufgrund unserer Voraussetzung ist die Matrix g invertierbar und ihre Inverse ist wieder-
um symmetrisch und positiv definit.® Wir bezeichnen die Eintrige der Inversen von [g;%]
mit ¢’%, d.h. [g7%] = [g;x]~". Aus (2.5) folgt dann

=N gM0if(x0) . k=1,...,n.
j=1

Dies bedeutet, dal der Gradient von f beziiglich des von g = [g,x] induzierten Skalar-
produktes durch

(Zg Ok f (0), Zg O f wo) (2.6)

gegeben wird. m

Komplexe Differenzierbarkeit

Wegen der Identifizierungen £(C) = C und C'*! = C kénnen wir A € £(C) mit
seiner Matrixdarstellung identifizieren. Also gilt Az = a -z fiir z € C mit a € C.
Wie iiblich identifizieren wir C = R + iR mit R*:

C=R+iR3z=x+iy— (z,y) € R?, z=Rez, y=Imz.

Fiir die Wirkung von A beziiglich dieser Identifikation finden wir wegen der Iden-
tifikation a = a + 18 «— («, §)

Az=a-z=(a+if)(z+iy) = (ax — By) +i(Bz +ay) ,

Az<—>{g ‘f“ﬂ. 2.7)

"Es gilt auch die Umkehrung: Jedes Skalarprodukt auf R™ ist von der Form (-|-)9 (vgl. z.B.
[Art93, Paragraph VII.1]).
8Vgl. Aufgabe 5.18.

also
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Es sei X offen in C. Fiir f: X — C setzen wir v :=Re f und v :=1Im f.
Dann gilt
C s f=u+tive (u,v)=F¢ (R2>X ,
wobei im letzten Ausdruck X als Teilmenge von R? aufzufassen ist. Mit diesen

Bezeichnungen gilt der folgende fundamentale Satz tiber den Zusammenhang zwi-
schen komplexer? und totaler Differenzierbarkeit.

2.18 Theorem Die Funktion f ist genau dann in zg = xg + iyo komplex diffe-
renzierbar, wenn F := (u,v) in (xq, o) total differenzierbar ist und die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen'”

Up =Vy , Uy = —Ug,
in (zo,yo) erfiillt sind. In diesem Fall gilt

f/(ZO) = u$($0>y0) + iva:(x07y0) .

Beweis (i) Es sei f in z9 komplex differenzierbar. Wir setzen

=[5 7]

mit o := Re f/(20) und 8 :=Im f'(zp). Dann gilt fiir h =& +in «— (£, n)

lim |F(zo + &, 90 + 1) — F(z0,90) — A&, 1)
(&m)—(0,0) (€, )]
‘f(zo +h) — f(z0) = f'(20)

=0.
) |

= lim
h—0

Also ist F'in (x9,yo) total differenzierbar (vgl. Bemerkung I1.2.1(a)) mit

vl = [ S50 S 1[5 ]

Folglich gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
O1u(wo, yo) = d2v(z0,90) ,  O2u(z0,y0) = —01v(20,%0) - (2.8)
(ii) Ist F in (x0,yo0) total differenzierbar und gilt (2.8), so setzen wir

a = O1u(zo, yo) + i61v(z0, yo) -

9Es sei daran erinnert, daB f genau dann im Punkt zg komplex differenzierbar ist, wenn
(f(20 + k) — f(20)) /h fiir h — 0 in C einen Grenzwert in C besitzt.

10F{ir Funktionen f mit zwei oder drei reellen Variablen sind die Bezeichnungsweisen f, := 01 f,
fy := O2f und, gegebenenfalls, f, := 03 f sehr gebrauchlich.
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Dann folgt wegen (2.7)

lim f(zo+h)— f(z0) —ah
h—0 h

_ lim ‘F($0+€7y0+77)_F($07y0)_aF($07y0)(€7n)‘ =0
(&m—(0,0) (& n)l

Somit ist f in 2o komplex differenzierbar mit f/(z9) = a. m

2.19 Beispiele (a) Gemifl Beispiel 1V.1.13(b) ist f: C — C, =z~ 22 {iberall
komplex differenzierbar mit f/(z) = 2z. Wegen
flx+iy) = (@ +iy)® =2 —y* +i(2zy) — (u(z,y),v(z,y))
gilt
Up = Vy = 2T, Uy = —Vy = —2y .

Also sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt (wie es sein
mufl), und es gilt f/'(2) = f'(x + iy) =2z +i2y = 2(x + iy) = 22.

(b) Die Abbildung f: C — C, z— z ist in keinem Punkt komplex differenzier-
bar,!! denn mit

flx+iy) =z —iy«— (u(az,y),v(x,y))
gilt
Um:l, Uy207 IUI:O7 Il}y:71'

Folglich sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen nirgends erfiillt.

Die obige Abbildung stellt ein sehr einfaches Beispiel einer stetigen, aber
nirgends differenzierbaren komplexwertigen Funktion einer komplexen Variablen
dar. Man beachte, daf3

F=(uv):R =R, (2,9)— (z,—-y)

in jedem Punkt total differenzierbar ist mit der konstanten Ableitung
1 0
[aF(x(byO)] = |: 0 —1 :|
fiir (zo,10) € R?. Also ist F' sogar stetig differenzierbar. m

Aufgaben
1 Man berechne 92 f(1,v) fiir f: (0,00)% — R mit

f(@,y) = (((z")")*)” + log(z) arctan (arctan (arctan(sin (cos(zy) — log(x + y))))) .
11vgl. Aufgabe IV.1.4.
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2 Essei f: R? — R gegeben durch

V42, y>0,
f(xay):: € , yzov
—/x2 4 y? y<O0.

Man zeige:
(a) f ist in (0,0) nicht differenzierbar.
(b) Jede Richtungsableitung von f existiert in (0, 0).

3 In welchen Punkten ist

/a2y, (z,y) # (0,0)

R —=R, (-Tay)’_){ 0, (x, ):(0,0),

differenzierbar?

4 Essei f: R? — R definiert durch

ay/22+y?,  (x,y) #(0,0),
0, (z,y) = -

flz,y) = {

Man zeige:

(a) 01 f(0,0) und 92 f(0,0) existieren.

(b) D, £(0,0) existiert nicht fiir v € R*\{ey, ea}.
(c) f ist in (0, 0) nicht differenzierbar.

5 Man berechne die Jacobimatrizen von

— 327y + e 4428 ;
— (ay, cosh(zy), log(1 + 7)) ;
— (log(1 + 2? +2%), 22 o — 2 sin(zz)) ;

— (xsinycos z, xsinysin z, x cosy) .

RBHR’ (CL‘,y7Z
RQHR:}’ (%y
RgHRg’ (x7yaz
RSHR37 (z,y,2

—_ — — —

6 Es seien X offen in R™ und F ein Banachraum sowie f: X — F. Ferner seien zo € X
und € > 0 mit B(zo,e) C X. SchlieBlich sei

zx(h) :::co—i—hlel—l—~~~—|—hkek7 k=1,...,n, he&DB(zo,e) .

Man beweise, dafl f in xo genau dann differenzierbar ist, wenn fiir jedes h € B(zo, €) mit
h* #£0 fiir 1 < k < n der Grenzwert

i f(zr(h)) — f(zr—1(h))
h*—0 h¥ ’
h*=£0

1<k<n,

in F' existiert.

7 Man beweise Bemerkung 2.15(a). (Hinweis: Theorem 2.14.)
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8 Die Gradienten der folgenden Funktionen sind zu bestimmen:

Rm—)R, x»—>(:00|x);
R™\{0} =R, x |z|;
R™ >R, =z |(zo|2)]*;

E™\{0} =R, o 1/ja].

9 In welchen Punkten ist C — C, z > z|z| differenzierbar? Man bestimme gegebenen-
falls die Ableitung.

10 In welchen Punkten ist R™ — R™, z +— x|z|* mit k € N differenzierbar? Man be-
rechne die Ableitung, wenn sie existiert.

11 Man gebe alle differenzierbaren Funktionen f: C — C mit f(C) C R an.

12 Fir pe [1,00] sei fp: R™ - R, x> |z],. Wo ist f, differenzierbar? Man finde
gegebenenfalls V f,(z).

13 Es seien X offen in C und f: X — C differenzierbar. Ferner sei f*(z) := f(z) fiir
z€ X" :={zeC; z€ X} Man zeige, dal f*: X* — C differenzierbar ist.
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3 Rechenregeln

Wir stellen einige wichtige Rechenregeln fiir differenzierbare Abbildungen zusam-
men. Dazu seien im folgenden, wie iiblich,

e F und F' Banachrdume iiber demselben Korper K;
X eine offene Teilmenge von E.
Linearitit

Der néchste Satz zeigt, dal — wie im Fall einer Variablen — das Differenzieren
eine lineare Operation ist.

3.1 Satz Es seien f,g: X — F in xq differenzierbar und o € K. Dann ist auch
f + ag in xy differenzierbar mit

O(f + ag)(wo) = 0f(w0) + adg(xo) .

Beweis Gemifl Voraussetzung kénnen wir schreiben

f(@) = f(zo) + 0f (x0)(x — o) + 720 (%) [|[2 — 0|
g(x) = g(xo) + dg(x0)(x — x0) + 520 () 2 — w0 ,

mit Funktionen rg,, sz, : X — F, die in z( stetig sind und dort verschwinden.
Also folgt

(f +ag)(@) = (f + ag)(wo) + [0/ (z0) + adg(wo)] (z — T0) + tay (x) || — o]
mit ty, 1= Tz, + ASz,. Somit ergibt sich die Behauptung aus Satz 2.1. m
3.2 Korollar C'(X, F) ist ein Untervektorraum von C(X, F), und
9: CY(X,F) - C(X,L(E,F)), fw—0f

ist linear.

Die Kettenregel

Im Fall von Funktionen einer Variablen haben wir die grofie Bedeutung der Ket-
tenregel bereits in Kapitel IV erkannt. Der analogen Regel im Fall von Funktionen
mehrerer Variabler wird eine dhnliche Bedeutung zukommen.

3.3 Theorem (Kettenregel) EsseiY offen in F', und G sei ein Banachraum. Ferner
seien f: X — F inxzo und g: Y — G in yo := f(xo) differenzierbar, und es gelte
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f(X)CY.Dannistgo f: X — G in xq differenzierbar, und fiir die Ableitung gilt
(g o f)(xo) = 9g(f(0))0f (o) -

Beweis! Fiir A := dg(f(x0))0f(xo) gilt A € L(E,G). Satz 2.1 impliziert

f(@) = f(zo) + 0f (x0)(x — w0) + 7(z) |2 — 20| , reX,

o) = 900) + g(u0)y —w) + s@) [y —woll »  yev, OV

wobei r: X — F in a9 und s: Y — G in yp stetig sind sowie r(xg) =0 und
s(yo) = 0 erfiillen. Wir definieren t: X — G durch ¢(zg) := 0 und

Tr — X9 +’r‘(1‘)

Ha) = Og(f (@0))r(@) + s(/(@) |0 (z0) . am.

|z — ol

Dann ist ¢ in zg stetig. Aus (3.1) leiten wir mit y := f(z) die Relation

(9o (@) = g(f(w0)) + Alx — z0) + 9g(f (z0))r(2) [ — @0
+5(f(2)) [|0f (o) (@ — zo) + 7(2) [|lz — 2ol
= (g0 f)(xo) + Alx — z0) + t(2) [l — zo||

ab. Nun folgt die Behauptung aus Satz 2.1. m

3.4 Korollar (Kettenregel in Koordinatendarstellung) Es seien X offen in R"
und Y offen in R™. Ferner seien f: X — R™ inxo und g: Y — R® in yo := f(x0)
differenzierbar, und es gelte f(X) CY. Dann ist h:=go f: X — R’ in zo diffe-

renzierbar und
[0h(20)] = [9g(f(x0))][0f (w0)] (32)
d.h., die Jacobimatrix der Komposition h = g o f ist das Produkt der Jacobima-

trizen von g und f.

Beweis Dies folgt aus Theorem 3.3, Korollar 2.9 und Theorem 1.9(ii). m

3.5 Bemerkung Mit den Bezeichnungen von Korollar 3.4 gilt fiir die Eintréage der
Jacobimatrix von h

O (wo) _ i 9’ (f(w0)) Of (o)
Ox* — oy’ oxk
(Mit dieser fundamentalen Formel werden partielle Ableitungen zusammengesetz-
ter Funktionen in konkreten Féllen berechnet.)

Beweis Unter Verwendung der Regeln fiir die Multiplikation von Matrizen folgt dies
unmittelbar aus (3.2). m

1Man vergleiche den Beweis von Theorem IV.1.7.
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3.6 Beispiele (a) Wir betrachten die Abbildungen
FRTRY, (2,9) = (22, 2y, 297)
g:RP=R*, (§n,¢) — (sing, cos(énQ))

Fiir h:=go f: R* - R? gilt dann h(z,y) = (sin2?, cos(z?y?)). Folglich ist h ste-
tig differenzierbar mit

2x cosx

2 ¥ (33)
—4z3y3sin(aty®)  —3aty?sin(zty3) | '

[3h(x, y)] =

Fiir die Jacobimatrix von ¢ bzw. f finden wir

cos§ 0 0 ] bzw ” S:
—nCsin(ene) —€Csin(gng) —Ensin(€nd) e amy

Nun priift man leicht nach, da das Produkt dieser zwei Matrizen an der Stelle
(&,1n,¢) = f(z,y) mit (3.3) iibereinstimmt.

(b) Es seien X offen in R" und f € C*(X,R). Ferner seien I ein offenes Intervall
in R und ¢ € C*(I,R™) mit p(I) C X. Dann gehort f o ¢ zu C1(I,R), und es gilt

(fow) ()= (VI(e®)|e®), tel.
Beweis Aus der Kettenregel folgt
(fow)(t) =df () e(t) = (Vi(e®) |e®) . tel,

also die Behauptung. m

(c) Wir verwenden die obigen Bezeichnungen und betrachten einen Weg ¢ : I — X,
der ganz in einer ,Niveaufliche“ von f verlduft, d.h., es gebe ein y € im(f) mit
fe(t)) =yfiirt € I. Aus (b) folgt dann

(V£ (o) |e®) =0

fir t € 1. Dies zeigt, dal der Gradi-
ent Vf(z) im Punkt 2 = ¢(¢) senkrecht
auf dem Weg ¢, also auf der Tangente
von ¢ durch (¢,¢(t)), steht (vgl. Bemer-
kung IV.1.4(a)). Etwas unprizise halten
wir fest: ,,Der Gradient steht senkrecht
auf den Niveauflichen.“ m
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Die Produktregel

Als eine weitere Anwendung der Kettenregel beweisen wir die Produktregel fiir
reellwertige Funktionen.?

3.7 Satz Es seien f,g € C1(X,R). Dann gehért auch fg zu C*(X,R), und es gilt
die Produktregel

d(fg) =gof + fag . (3.4)
Beweis Fiur
m:R? SR, (o, B) — af

gelten m € C'(R* R) und Vm(a, §) = (B, @). Setzen wir F :=m o (f, g), so erhal-
ten wir F'(z) = f(z)g(z) fiir € X, und aus der Kettenregel folgt F' € C''(X,R) mit

OF (z) = 0m(f(z),g(x)) o (0f (x),09(x)) = g(x)0f (z) + f(x)dg(x) .

Damit ist alles bewiesen. m
3.8 Korollar Im Fall E = R" gelten

d(fg) = gdf + fdg und V(fg)=gVf+ fVg.

Beweis Die erste Formel ist eine andere Schreibweise fiir (3.4). Wegen

(V(f9)(@)|h) =d(fg)(z)h = f(x)dg(x)h + g(x)df (x)h
= (f(z)Vg(z) + g(x)V f(z) | h)

fiir x € X und h € R™ folgt die Giiltigkeit der zweiten Relation. m

Mittelwertsitze

Wie im Fall einer Variablen gelten auch in der allgemeinen Situation Mittel-
wertsdtze. Mit ihrer Hilfe kann die Differenz von Funktionswerten mittels der
Ableitung abgeschiitzt werden, was weitreichende Konsequenzen hat.

Fiir das Folgende erinnern wir an die in Paragraph I11.4 eingefiihrte Notation
[z, y] fiir die Verbindungsstrecke { @ +¢(y —x) ; ¢t € [0,1] } zwischen den Punk-
ten x,y € E.

2Man vergleiche dazu auch Beispiel 4.8(b).
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3.9 Theorem (Mittelwertsatz) Essei f: X — F differenzierbar. Dann gilt
1f (@) = F@)I < sup [|0f (= + tly — 2)) || Iy — || (3:5)
0<t<1

fiir alle x,y € X mit [z,y] C X.

Beweis Wir setzen ¢(t) := f(z 4 t(y — x)) fiir t € [0,1]. Wegen [z,y] C X ist ¢
definiert. Die Kettenregel zeigt, daf ¢ differenzierbar ist mit

G(t) =0f(z+ty —a))(y—x) .

Aus Theorem IV.2.18, dem Mittelwertsatz fiir vektorwertige Funktionen einer Va-
riablen, folgt

1£(y) — f@)]| = [le(1) —@0)| < sup [|o(t)] .
0<t<1
Beachten wir noch

le@®ll < [|of (@ +ty =) ly—=] ,  te01],

so ergibt sich die Behauptung. m

Unter der etwas stiarkeren Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit kon-
nen wir eine sehr niitzliche Variante des Mittelwertsatzes beweisen:

3.10 Theorem (Mittelwertsatz in Integralform) Es sei f € C*(X, F). Dann gilt

F(y) — f(a) = / 8f ( + tly — ) (y — ) dt (3.6)

fir z,y € X mit [z,y] C X.

Beweis Die Hilfsfunktion ¢ des vorstehenden Beweises ist nun stetig differen-
zierbar. Folglich ist der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung
(Korollar VI.4.14) anwendbar und liefert

1 1
F(0) — £(2) = o(1) — (0) = / Bty dt = / Of (i + 1y — ) (y — x)dt |
wie behauptet. m

3.11 Bemerkungen Es sei f: X — F differenzierbar.
(a) Falls Of stetig ist, hat die Darstellung (3.6) die Abschétzung (3.5) zur Folge.

Beweis Dies ist eine Konsequenz von Satz VI1.4.3 und der Definition der Operatornorm. m
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(b) Sind X konvex und 0f : X — L(E, F) beschrinkt, so ist f Lipschitz-stetig.

Beweis Es sei o := sup,¢y [|0f(z)|. Dann erhalten wir aus Theorem 3.9

f) —f@l <aly—=l, wyeX, 3.7)
also die Behauptung.

(c¢) Ist X zusammenhingend und gilt 9f = 0, so ist f konstant.

Beweis Es seien zg € X und r > 0 mit B(zo,r) C X. Mit yo := f(z0) folgt dann aus
(3.7), daB f(x) = yo fiir alle z € B(xo, r) gilt. Da z¢ beliebig war, ist f lokal konstant. Also
ist £ ~!(yo) nicht leer und offen in X. Ferner ist f~*(yo) aufgrund von Satz 2.1(ii) und Bei-
spiel I11.2.22(a) abgeschlossen in X. Mit Bemerkung II1.4.3 folgt nun die Behauptung. m

Die Differenzierbarkeit von Funktionenfolgen

Es ist nun leicht, den Satz iiber die Differenzierbarkeit von Funktionenfolgen
(Theorem V.2.8) auf den allgemeinen Fall zu erweitern.

3.12 Theorem Essei f;, € C1(X, F) fiir k € N. Ferner gebe es Funktionen f € FX
und g: X — L(E, F), so daf§

(i) (fx) punktweise gegen f konvergiert;
(ii) (Ofk) lokal gleichméBig gegen g konvergiert.
Dann gehort f zu CH(X, F), und es gilt Of = g.

Beweis Unter Verwendung von Theorem 3.9 bleibt der Beweis von Theorem V.2.8
wortlich giiltig. m

Notwendige Bedingungen fiir lokale Extrema

In Theorem IV.2.1 haben wir ein wichtiges notwendiges Kriterium fiir das Vorliegen
eines lokalen Extremums einer Funktion einer reellen Variablen bereitgestellt. Mit
den hier entwickelten Methoden kénnen wir jetzt den Fall von ,,mehreren Varia-
blen“ behandeln.

3.13 Theorem Die Abbildung f: X — R habe in xg ein lokales Extremum, und
in o mdogen alle Richtungsableitungen von f existieren. Dann gilt

Dyf(zo) =0, wve E\{0}.

Beweis Es sei v € E\{0}. Wir wihlen r > 0 mit 2o + tv € X fiir t € (—r,r) und
betrachten die Funktion einer reellen Variablen

p: (=rr) =R, t— flxg+tv).
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Dann ist ¢ in 0 differenzierbar und hat in 0 ein lokales Extremum. Aus Theo-
rem IV.2.1 folgt »(0) = D, f(zg) =0. m

3.14 Bemerkungen (a) Es sei f: X — R in ¢ differenzierbar. Dann heifit xg
kritischer Punkt von f, wenn df (z¢) = 0 gilt. Besitzt f in x¢ ein lokales Extremum,
so ist zg ein kritischer Punkt. Im Fall £ = R" stimmt diese Definition mit der von
Bemerkung 2.17(a) iiberein.

Beweis Dies folgt aus Satz 2.5 und Theorem 3.13. m
(b) Ist wg ein kritischer Punkt, so folgt nicht, dal zg eine lokale Extremalstelle ist.?

Beweis Man betrachte

[iRP =R, (z,y) =2’ —y® . N\
nrl/
Yenst);

Dann gilt V £(0,0) = 0, aber (0, 0) ist
keine Extremalstelle von f, sondern

ein , Sattelpunkt“. m

Aufgaben
1 Eine Funktion f: E — F heifit positiv homogen vom Grad « € R, falls gilt

ftz) =t f(x) , t>0, xe€E\{0}.
Man zeige: Ist f € C*(E, F) positiv homogen vom Grad 1, so gilt f € L(E, F).

2 Essei f: R™ — R differenzierbar in R™\ {0}. Man beweise, da} f genau dann positiv
homogen vom Grad « ist, wenn die Eulersche Homogenititsrelation

(Vf(2)|z) = af(z),  =eR™\{0},
erfiillt ist.
3 Es seien X offen in R™ und f € C*(X,R™). Man zeige, daf
g: X—>R, z+— sin(|f(m)|2)
stetig differenzierbar ist, und man bestimme Vg.
4 Fir f € C'(R*,R) und A € L(R") gilt
V(foA)(z)=A"Vf(Az), zeR™.

5 Esseien X offen in R® und Y offen und beschrinkt in R™. Ferner sei f € C' (X XY, R)
in X x Y differenzierbar, und es gebe ein ¢ € C*(X,R™) mit im(¢) C Y und

m(z) = Lréi)rflf(w,y) =f(z,¢x), zeX.

Man berechne den Gradienten von m: X — R.

3Man vergleiche dazu auch Bemerkung IV.2.2(c).
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6 Firge C*(R™,R)und f; € C*(R,R), j=1,...,m, berechne man den Gradienten von

R™ >R, (z1,.-..,%m) Hg(fl(xl),...,fm(xm)) .

7 Die Funktion f € C'(R? R) erfiille 9, f = d2f und f(0,0) = 0. Man zeige, dal es ein
g € C(R*,R) gibt mit f(z,y) = g(z,y)(z +y) fir (z,y) € R”.

8 Fiir die Exponentialabbildung verifiziere man:

exp € C'(L(E),L(E)) und dexp(0) =idg(s) -
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4 Multilineare Abbildungen

Es seien E und F Banachrdume, und X sei eine offene Teilmenge von E. Fiir
feCHX,F) gilt 0f € C(X,L(E,F)). Wir setzen g:=0f und F:=L(E,F).
Dann ist F gemifl Theorem 1.1 ein Banachraum. Also kénnen wir die Differen-
zierbarkeit der Abbildung g € C(X,F) studieren. Ist g [stetig] differenzierbar, so
heifit f zweimal [stetig] differenzierbar, und 9?f := g ist die zweite Ableitung
von f. Somit gilt

Of(x) e L(E,LE,F)), z€X.

Theorem 1.1 besagt, daf3 E(E L(E, ) wieder ein Banachraum ist. Folglich kén-
nen wir die dritte Ableitung 8°f := 9(9? f) studieren (falls sie existiert) und finden

O f(x) e L(E,L(E,L(E,F))), reX.

Offensichtlich wird der Bildraum von 0™ f mit wachsendem n sehr schnell sehr
kompliziert und uniibersichtlich. In diesem Paragraphen zeigen wir, dafl der Raum
L(E,L(E,F)) zum Raum aller stetigen bilinearen Abbildungen von E x E nach F
isometrisch isomorph ist. Entsprechendes gilt fiir L(E, E(E7 . L(E,F)-- )) und
geeignete Rdume multilinearer Abbildungen. Bilineare [multilineare] Abbildungen
stellen also einen addquaten Rahmen fiir die Untersuchung zweiter [hoherer] Ab-
leitungen zur Verfiigung.

Stetige multilineare Abbildungen

Im folgenden bezeichnen Ei,...,E,,, m > 2, und F sowie F Banachrdume iiber
demselben Korper K. Eine Abbildung ¢: Ey X --- X E,, — F heifit multilinear
oder, genauer, m-linear!, falls fiir jedes k € {1,...,m} und jede Wahl von z; € Ej

fir 7 =1,...,m mit j # k die Abbildung
O(X1y ey Tty Ty - - oy T )t By — F

linear ist, d.h., wenn ¢ in jeder Variablen linear ist.

Als erstes zeigen wir, dal multilineare Abbildungen genau dann stetig sind,
wenn sie beschrinkt sind.?

4.1 Satz Fiir die m-lineare Abbildung ¢ : Fy X --- X E,, — F sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) ¢ ist stetig.
(ii) ¢ ist stetig in 0.
(iii) ¢ ist beschrénkt auf beschrinkten Mengen.

Im Fall m = 2 [m = 3] spricht man von bilinearen [trilinearen] Abbildungen.
2Vgl. Theorem VI.2.5.
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(iv) Es gibt ein a > 0 mit

lp@is s m)ll < allea]l- - llamll ;2 € By 1<j<m.

Beweis Die Implikation ,,(i)=>(ii)“ ist klar.

,»(il)=(iii)“ Es sei B C Ey X --- X E,, beschrinkt. Gemifl Beispiel 11.3.3(c)
und Bemerkung I1.3.2(a) gibt es ein 8 > 0 mit ||z;|| < 8 fir (z1,...,2,) € B und
1 < j < m. Da ¢ in 0O stetig ist, gibt es ein § > 0 mit

||30(y177ym)||§17 ijEj7 ||y]H§6> 1§]§m

Fir (z1,...,2m) € Bund 1 < j <m setzen wir y; := dz; /8. Dann gilt ||y;|| <9,
und wir erhalten

@0/8)" lle(@r, s zm)l| = Iy, -, ym)[ < 1

Also ist p(B) beschrankt.
,(iil)=>(iv)*“ Nach Voraussetzung gibt es ein o > 0 mit

lo(z, ..., zm)|l < a, (1,...,2m) EB.

Fiir y; € E;\{0} setzen wir x; := y;/||y;||. Dann gehort (z1,...,2,) zu B, und
wir finden
1

Hw(yb...,y )H = ”90(3317'“71; )H <a,
lyall - - Myl " "

woraus sich die Behauptung ergibt.

»(1v)=(@1)“ Es sei y = (y1,...,Ym) ein Punkt von Ej x ---x E,,, und es

sei (z™) eine Folge in Ey X - -+ x Ep, mit lim, 2™ = y. Mit (aF,...,2%) = 2™ gilt

geméf Voraussetzung

n

H(p(yh . aym) - (p(x?a cee a'rm)H
<oy — 275 y2, - Ym) | + lo(@T, y2 — 25, y3, -+ ym) ||

< afllyn = ot el - - - lymll + 1220 iy = 2311 < - lym]
e s g — 2l -
Da die Folge (z™) in E;j X --- x E,, beschrinkt ist, zeigt diese Abschétzung, zu-

sammen mit (dem Analogon zu) Satz 11.3.14, dal p(z™) gegen ¢(y) konvergiert.
Damit ist alles bewiesen. m
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Es ist niitzlich, einige Abkiirzungen einzufithren. Wir bezeichnen mit
[’(ElaaE’rn;F)

die Menge aller stetigen multilinearen Abbildungen von Fy X - - - X E,, nach F. Of-
fensichtlich ist L(Ey,..., Ey; F) ein Untervektorraum von C(FEy X -+ X Ep,, F).
Besondere Bedeutung kommt dem Fall zu, in dem alle F; {ibereinstimmen. In
dieser Situation verwenden wir die Bezeichnung

L™E,F) = L(EB,... E;F).
AuBlerdem setzen wir L1(E, F) := L(E, F) und L°(E, F) := F. SchlieBlich sei
el =inf{a>0; lo@,....am)ll <afoll- - flamll, = € B} (4.1)
fir p € L(E1,...,Ep; F).
4.2 Theorem
(i) Fiir p € L(F1,...,En; F) gelten
el = sup{ lo(@1, .., @m)ll 5 llogll <1, 1<j<m}

und
lo(@r, . am)ll < el laall - - - lzmll
fiir (z1,...,%m) € E1 X -+ X Ep,.

(ii) Durch (4.1) wird eine Norm erklirt, und
ist ein Banachraum.
(iii) Gilt dim E; < oo fiir 1 < j < m, so ist jede m-lineare Abbildung stetig.

Beweis Fiir m = 1 ergeben sich die Aussagen aus Satz VI.2.3, Folgerung VI.2.4(e)
und den Theoremen 1.1 und 1.6. Der allgemeine Fall kann durch offensichtliche
Modifikationen dieser Beweise verifiziert werden und bleibt dem Leser als Ubung
iiberlassen. m

Der kanonische Isomorphismus

Die Norm auf L(E1, ..., E,; F) stellt ein natiirliches Analogon zur Operatornorm
auf L(E,F) dar. Das folgende Theorem zeigt, daBl diese Norm auch in anderer
Hinsicht natiirlich ist.
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4.3 Theorem Die Ridume L(FE1,...,E,; F) und ﬁ(El, E(EQ, s L(Ep, F) -+ ))
sind isometrisch isomorph.

Beweis Wir verifizieren die Aussage fiir den Fall m = 2. Den allgemeinen Fall
beweist man durch ein einfaches Induktionsargument.

(i) Fiir T € L(E1, L(E2, F)) setzen wir
or(r1,x2) = (T21)22 (x1,22) € E1 X Es .
Dann ist ¢ : E7 X Es — F bilinear mit
ler (@, z)ll < TN lzalllz2ll ,  (z1,22) € By x E» .

Also gehort o zu L(E4, Eq; F), und es gilt ||or|| < ||T|-
(ii) Es sei ¢ € L(E1, Eo; F'). Dann setzen wir

Tw(xl)xg = @(xl,xg) s (1‘171'2) € By x By .
Wegen
[T (z1)z2|l = (@1, z2)|| < [l [lzal[lz2ll . (z1,22) € By X Es
erhalten wir
Tp(z1) € L(E2, F) | Tp(z)ll < [[ol] lza |l

fiir jedes x1 € Ey. Also gilt
Ty = (21— Typ(a1)] € L(BEL, L(E2, F)) [Tl < [l -
(iii) Zusammengefafit haben wir bewiesen, daf§ die Abbildungen
Tw— or: E(El,E(Eg,F)) — L(Ey, Eqy; F)

und

o Typ: L(Ey, Eo; F) — L(Ey, L(Ey, F)) (4.2)

linear, stetig und zueinander invers — also topologische Isomorphismen — sind.
Insbesondere gilt T}, =T, und wir erhalten

1Tl = [Tpo |l < llerll < 1T -

Folglich ist die Abbildung T' — @7 isometrisch. m

Vereinbarung Mittels des isometrischen Isomorphismus (4.2) identifizieren
wir die Rdume L(E1, ..., Ey; F) und E(El, E(EQ, oy L(Ep, F) - ))
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4.4 Folgerungen (a) Fiir m € N gilt
L(E,L™E,F))=L""Y(E,F).
Beweis Dies folgt unmittelbar aus Theorem 4.3 und der obigen Vereinbarung. m

(b) L™(E, F) ist ein Banachraum.
Beweis Dies folgt aus Theorem 4.3 und Bemerkung 1.3(c). m

Symmetrische multilineare Abbildungen

Esseim > 2, und ¢: E™ — F sei m-linear. Dann heifit ¢ symmetrisch, falls
O(To(1)s -+ Ta(m)) = P(T1,5 - Tm)

fir jedes (21, ...,zm) und jede Permutation o von {1,...,m} gilt. Wir setzen

LY (B F):={¢peLm™(E,F); ¢ist symmetrisch } .

sym

4.5 Satz L7 (FE,F) ist ein abgeschlossener Untervektorraum von L™ (E, F), und

sym
somit selbst ein Banachraum.

Beweis Essei () eine Folge in £ (E, F), die in L™(E, F) gegen ¢ konvergiert.

sym
Fiir jedes (71,...,2,) € E™ und jede Permutation® o € S,,, gilt dann
O(Zo(1)s -+ s Ta(m)) = lilgn Or(To(1ys - To(m)) = liin oK1, Tm)
=@(r1,. .., Tm) -

Also ist ¢ symmetrisch. m

Die Ableitung multilinearer Abbildungen

Der néchste Satz zeigt, dal m-lineare Abbildungen sogar stetig differenzierbar
und daB die Ableitungen Summen von (m — 1)-linearen Funktionen sind.

4.6 Satz L(FEy,...,E,,; F) ist ein Untervektorraum von C'(Ey X -+ X Ep, F).
Fir p € L(F1,...,En; F) und (x1,...,2m) € By X -+ X By, gilt

8<p(x1,...,a:m)(h1,...,hm) = Z‘P(wly-~-71’j—17hj7$j+17~-~733m)
J=1

fiir (h1,... hm) € E1 X -+ X Ep,.

3Wir erinnern daran, da8 S,, die Permutationsgruppe der Menge {1,...,n} bezeichnet (vgl.
das Ende von Paragraph 1.7).
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Beweis Wir bezeichnen mit A, die Abbildung

m

(hl,...,hm) = Z(p(xl,...7l‘j,1,hj,l‘j+1,...,$m)

j=1
von E; X --- x E,, nach F. Dann ist es nicht schwierig nachzupriifen, daf3
(x> Ay) €EC(EL X -+ X Epy, L(Ey X -+ X Epy, F))

gilt. Mit yy, := z, + hy folgt aus der Multilinearitét von ¢

m
w(y17 e 7l/m) = @("L‘17 e 7$m) + Z@(xly e 7$k—1>hk>yk+17 cee 7ym) .
k=1
Da jede der Abbildungen
Eppr XX Ep — F (241,05 2m) = (@1, -0y Th1, Py Zhg 15+ -+ Zm)
(m — k)-linear ist, erhalten wir analog
@(Ila v 7xk717hk7yk+1a v 7ym)
= @(T1, .y X1, Pky Thtly - -+ » Ton)
m—k
+ Z @(1‘17 ce 7xk*17hk7xk+1a s 7xk+j*17hk+j7yk+j+17 ce 7ym) .
j=1

Somit finden wir
(p(xl +h1,.-.,Im +hm) - @(Il,...7l'm) 7Arh = T(I,h) )

wobei r(z,h) eine Summe von Funktionswerten multilinearer Abbildungen ist,
in der jeder Summand mindestens zwei verschiedene Eintrége h; fiir geeignete
i € {1,...,m} besitzt. Folglich impliziert Theorem 4.2(i), da8 r(z, h) = o(]|h||) fiir
h — 0 gilt. Damit ist alles bewiesen. m

4.7 Korollar Esseien X offen in K und ¢ € L(E, ..., Eny; F) sowie f; € C1(X, Ej)
fiir 1 < j < m. Dann gehort die Abbildung

o(fi, o fm): X = F CC'—><,0(f1(33),~-~,fm(33))
zu CH(X, F), und es gilt
Ap(frseos fn)) = DUt fimas S fiwnsoos fm)

j=1

Beweis Dies folgt wegen f]’(as) € E; aus Satz 4.6 und der Kettenregel. m
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Die Signaturformel
det[a]] = Z sign(a)acl,(l) S Ay
oESm
zeigt, daB det[a]] eine m-lineare Funktion der Zeilenvektoren al := (ai, ..., a},)
bzw. der Spaltenvektoren af := (a},...,a}") ist.

Fiir ay,...,ay, € K™ mit a; = (a},...,a}") setzen wir

[a1,. .., am) == [a]] € K™*™ .

Mit anderen Worten: [a1,. .., an,] ist die quadratische Matrix mit den Spaltenvek-
toren aj := ay, fir 1 <k < m. Also ist die Determinantenfunktion

det: K" x--- x K™ =K, (a1,...,am,)— detlay,...,an]
- ~ -
m

eine wohldefinierte m-lineare Abbildung.

4.8 Beispiele Es sei X offen in K.
(a) Fiir a1,...,am € CH{X,K™) gilt: det[ay,...,an] € CH(X,K) und

m
(det[al, . ,am])/ = Zdet[al, . ,aj,l,a;-,ajJrl, cey )
j=1

(b) Es seien ¢ € L(Ey, F; F) und (f,g) € CY(X, E1 x E). Dann gilt die (verall-
gemeinerte) Produktregel

9o(f,9) = w(0f,9) + »(f,0g) -

Aufgaben

1 Essei H:= (H7 a )) ein endlichdimensionaler Hilbertraum. Man zeige:

(a) Zu jedem a € £L*(H,K) gibt es genau ein A € L(H), den von a induzierten linearen
Operator mit

a(z,y) = (Azly) , w=yeH.
Die hierdurch definierte Abbildung

LP(H,K)— L(H), a— A (4.3)

ist ein isometrischer Isomorphismus.
(b) Im reellen Fall gilt a € £2,,,,(H,R) < A = A*.
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(c) Es seien H = R™ und (-|-) das euklidische Skalarprodukt. Dann folgt

j k
CL(I,y): § a’jkx]y ) CEI(SL‘17...7CCm)7 y:(yla---7ym)7 I,yGKm,
J,k=1

wobei [a;i] die Matrixdarstellung des von a induzierten linearen Operators ist.
(Hinweis zu (a): Rieszscher Darstellungssatz?).

2 Essei X offen in E, und f € C* (X, L™(E, F)) erfiille f(X) C L (E, F). Dann gilt
Of(x)h € Ligm(E, F) fir x € X und h € E.

3 Fiir A€ K" gilt dete? = P (Hinweis: Es sei h(t) := det ¢! — 5P fiiy
t € R. Mit Hilfe von Beispiel 4.8(a) schlieffie man auf A’ = 0.)

4 FirTh,T> € L(F,E)und S € L(E, F) sei g(T1,T>)(S) := T1.5T>. Man verifiziere:

(a) 9(Th, T2) € L(L(E,F), L(F, E)).

(b) g € L*(L(F,E); L(L(E,F),L(F,E))).

5 Es seien H ein Hilbertraum, A € £(H) und a(z) := (Az|x) fir z € H. Man zeige:
(a) Daz)y = (Az|y) + (Ay|2) fiir 2,y € H.

(b) Im Fall H = R" gilt Va(x) = (A + A")z fiir z € R"™.

4Da der Rieszsche Darstellungssatz auch in unendlichdimensionalen Hilbertraumen gilt, ist
(4.3) auch in solchen Réumen richtig.
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5 Hohere Ableitungen

Nach den vorangehenden Vorbereitungen kénnen wir nun hohere Ableitungen de-
finieren. Dabei werden wir sehen, dafl im Fall der stetigen Differenzierbarkeit die
hoheren Ableitungen symmetrische multilineare Abbildungen sind.

Das zentrale Ergebnis dieses Paragraphen ist die Verallgemeinerung der Tay-
lorschen Formel fiir Funktionen einer Variablen auf den Fall mehrerer Verénderli-
chen. Wie im eindimensionalen Fall ergeben sich daraus insbesondere hinreichende
Kriterien fiir die Existenz lokaler Extrema.

Im folgenden seien

e F und F Banachriume und X eine offene Teilmenge von E.

Definitionen
Wie wir bereits in der Einleitung von Paragraph 4 angedeutet haben, werden wir
die hoheren Ableitungen — wie auch im Fall einer Variablen — induktiv definieren.

Es seien f: X — F und xyp € X. Dann setzen wir 0f := f. Also gehort
O f(wg) zu F = LO(E, F). Es sei nun m € N, und ™71 f: X — L™ 1(E, F) sei
bereits definiert. Existiert

O™ f(zo) == 00" ' f)(w0) € L(E, L™ YE,F)) =L™(E,F) ,

so heifit 9™ f (z() m-te Ableitung von f in xy, und f ist in zy m-mal differenzierbar.
Existiert 9™ f(x) fiir jedes € X, so heifit

o"f: X - L™(E,F)

m-te Ableitung von f, und f ist m-mal differenzierbar. Ist 0" f auflerdem stetig,
so heiflt f m-mal stetig differenzierbar. Wir setzen

C™(X,F):={f: X — F; fist m-mal stetig differenzierbar }

und
C¥(X,F):= () C™(X,F).
meN

Offensichtlich ist C%(X, F) = C(X, F), und f heifit glatt oder unendlich oft stetig
differenzierbar, wenn f zu C°° (X, F) gehort.

Statt 0™ f verwendet man auch die Bezeichnungen D™ f oder f(™), wobei
man [/ := f), 7= f@ 7 .= fO) etc. schreibt.
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5.1 Bemerkungen FEs sei m € N.
(a) Die m-te Ableitung ist linear, d.h., es gilt
O™ (f + ag)(wo) = 0™ f(xo) + ad™g(xo)
firae Kund f,g: X — F, falls f und g in zp m-mal differenzierbar sind.
Beweis Dies folgt durch Induktion aus Satz 3.1. m
(b) C™(X,F) = {f: X—F;dfc C(X,Ej(E,F)), 0<5< m}.
Beweis Dies ergibt sich aus Satz 2.1(ii) und der Definition der m-ten Ableitung. m

() Man priift leicht nach, dal C™*1 (X, F) ein Untervektorraum von C™ (X, F)
ist. Ferner ist C°°(X, F) ein Untervektorraum von C™ (X, F'). Insbesondere gilt
die Inklusionskette

C*X,F)c---cC™"YX,F)cC™(X,F)C---CcC(X,F).
AuBerdem ist fiir £ € N die Abbildung
ok . cmtR (X, F) — C™(X, F)
definiert und linear.

Beweis Die einfache Verifikation dieser Aussage bleibt dem Leser iiberlassen. m

5.2 Theorem Es sei f € C%(X, F). Dann gilt

d.h!
O*f(x)[h, k] = O?f(x)[k,h], 2z€X, hkeE.

Beweis (i) Es seien z € X und r > 0 mit B(z,2r) C X und h, k € rB. Wir setzen
9(y) = f(y +h) = f(y) und

r(h, k) == /01[/1{82f(x+5h+tk) 782f(x)}hds}kdt .

0

Aus dem Mittelwertsatz (Theorem 3.10) und wegen der Linearitéit der Ableitung
erhalten wir

fl@t+h+k)—flx+k) = fl@+h)+f(z)=gle+k) —glx)

= /1ag(as+tk)kdt = /1(8f(x+h+tk) — Of (@ +tk))kdt
0 0

_/01(/0182f(x+sh+tk)hd5)kdt— O’ f(z)[h, k] + r(h. k) ,

da x + sh + tk fur s,t € [0, 1] zu B(x, 2r) gehort.

IDer Deutlichkeit halber setzen wir die Argumente multilinearer Abbildungen im folgenden
in eckige Klammern.
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(ii) Setzen wir g(y) := f(y + k) — f(y) und

F(k,h) == /01 (/01{82f(x + sk +th) — 62f(x)}kds>hdt ,
so ergibt sich auf analoge Weise
f@+h+k)— f(x+h)— flx+k)+ f(z) = 0*f(2)k,h] +T(k,h) .
Folglich erhalten wir
O*f(z)[h, k] — 0 f(2)[k, h] = 7(k,h) — r(h, k) .
Beachten wir ferner die Abschéitzung

17k, WV flr(h, k)| < sup 10%f (x + sh + th) — &> f ()| |2l %]l ,

<s,t<1
so finden wir

10 f ()[h, k] — 0% f () [k, A
<2 sup |[|0°f(x + sh+th) — 0% f ()| [|h]| | -

0<s,t<1

In dieser Ungleichung kénnen wir h und &k durch 7h und 7k mit 7 € (0, 1] ersetzen.
Dann folgt

10 f () [h, K] — 07 f () I, b |
<2 sup [|0%f(z + r(sh + th)) — & (2)|| | |k -

0<s,t<1
SchlieBlich impliziert die Stetigkeit von 92 f

sup H@Qf(erT(sthtk)) 762]”(33)” —0 (1—0).

0<s,t<1

Also gilt 92 f(z)[h, k] = 8 f(x)[k, h] fiir h, k € rB, woraus die Behauptung folgt. m

5.3 Korollar Fiir f € C"™(X, F) mit m > 2 gilt

" f(x) e L (E,F) , reX.

sym

Beweis Ausgehend von Theorem 5.2 fithren wir einen Induktionsbeweis nach m.
Der Induktionsschritt m — m + 1 ergibt sich dabei wie folgt: Weil L (E,F)

sym
ein abgeschlossener Untervektorraum von L(E, F) ist, folgt aus der Induktions-
voraussetzung

oML f () € L

Sym

(E,F), Mm€eE,
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(vgl. Aufgabe 4.2). Insbesondere gilt deshalb
8m+1f(x)[h17 h0(2)> h0(3)7 ey hcr(erl)} = 8m+1f($)[h1, h27 h?n ey hm-i—l]

fiir jedes (h1,. .., hm+1) € E™H und jede Permutation o von {2,...,m + 1}. Da
sich jedes 7 € S, 41 als Komposition von Transpositionen darstellen 148t, geniigt
es, die Beziehung

6m+1f(l‘)[h1’ h2a h3a ) hm+1] = am+1f(x)[h2’ hl’ h3a R hm+1}
nachzuweisen. Wegen 0™ f(x) = 92(0™~1 f)(z) folgt dies aus Theorem 5.2. m

Partielle Ableitungen héherer Ordnung

Wir betrachten nun den Fall £ = R" mit n > 2.
Fiir ¢ € N* und Indizes ji,...,j, € {1,...,n} heifit
91f(x)
833jl ax]2 .« aqu
partielle Ableitung ¢-ter Ordnung? von f: X — F in 2. Die Abbildung f heifit

g-mal [stetig] partiell differenzierbar, wenn alle Ableitungen bis zu und mit der
Ordnung ¢ existieren [und stetig sind].

= 04,04, 05, f(z) , reX,

5.4 Theorem Es seien X offen in R" und f: X — F sowie m € N*. Dann gelten
die folgenden Aussagen:

(i) f gehért genau dann zu C™ (X, F), wenn f m-mal stetig partiell differenzier-
bar ist.

(ii) Fiir f € C™(X, F) gilt
a1f B 91f
6le oo al‘]q - ax]o‘(l) e 8xja(q) ’
fiir jede Permutation o € S,

d.h., die partiellen Ableitungen sind von der Differentiationsreihenfolge un-
abhingig.?

1<qg<m,

2Selbstverstindlich verwenden wir bei mehrfach in Folge auftretenden Indizes die vereinfa-

chende Schreibweise
3f . 3f ot f _ ot f
dxloztdxt — 9x1(0z4)? ' 922023023012~ Hx2(923)20x2
etc. Die Differentiationsreihenfolge ist i. allg. wesentlich, d.h., i.allg. gilt
o%f o%f
Ox1ox? 7 0x20xt

(vgl. Bemerkung 5.6).

3Man kann zeigen, daB die partiellen Ableitungen bereits dann von der Differentiationsreihen-
folge unabhingig sind, wenn f: X C R® — F m-mal total differenzierbar ist (vgl. Aufgabe 17).
Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen kann jedoch i. allg. nicht vertauscht werden, wenn f
nur m-mal partiell differenzierbar ist (vgl. Bemerkung 5.6).
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Beweis Zuerst bemerken wir, daB fir hi,...,hy € R" mit ¢ < m gilt:
OUf (x)[h1,...,hg] = O(---0(df (x)h1)ha - ) hg , reX.
Insbesondere folgt
f(x)lej,. .. e5,] = 05,05, 05 f(x), reX. (5.1)
Somit finden wir
U (@), hgl = > 0,05, -+ 0y, fx)hi - b (5.2)
Jise-sJg=1

fir # € X und h; = (h},...,h?) € R" mit 1 <i <gq.
(i) Aus (5.1) ergibt sich sofort, dafl jedes Element aus C™ (X, F') m-mal stetig
partiell differenzierbar ist.

Es sei umgekehrt f m-mal stetig partiell differenzierbar. Im Fall m = 1 wissen
wir aus Theorem 2.10, daf3 f zu C'(X, F) gehort. Nehmen wir an, die Aussage sei
fir m — 1 > 1 richtig. Aus dieser Voraussetzung und aus (5.2) lesen wir ab, daf
9;(0™~1f) fiir j € {1,...,n} existiert und stetig ist. Aufgrund von Theorem 2.10
existiert deshalb

O™ f): X — L(R™, L™ (R™, F)) = L™(R", F)

und ist stetig. Also gilt f € C™(X, F).
(ii) Dies folgt unmittelbar aus Korollar 5.3 und (5.1). m

5.5 Korollar Essei f: X C R™ — K. Dann sind die folgenden Aussagen richtig:
(i) f gehért genau dann zu C?(X,K), wenn gilt

£.0,£,0,00f €C(X,K), 1<jk<n.

(i) (Satz von H.A. Schwarz) Gehért f zu C*(X,K), so gilt

0;0nf(x) = 00;f(x), weX, 1<jk<n.

5.6 Bemerkung Der Satz von H.A. Schwarz ist falsch, wenn f nur zweimal partiell
differenzierbar ist.

Beweis Wir betrachten f: R? — R mit

zy(z? — y?)
f(.l‘,y) = .’L’2+y2 ’ (‘rvy)?é(o,()) ,

0, (z,y) = (0,0) .



VIL.5 Hohere Ableitungen 193

Dann gilt
y(‘IA + 45L‘2y2 — y4)
o f(z,y) = (22 + y2)? . (z,y) #(0,0)
0, (z,y) = (0,0),

und es folgt
81f(05 h) - alf(ov O)
h

Beriicksichtigen wir f(y,z) = —f(z,y), so finden wir

fyz+h) = flyx) _ . fle+hy) - flz
h h—0 h

9201£(0,0) = lim =-1.

02 (v, 7) = Iim W= —ofe)

Also gilt 9102 f(y, x) = —0:201 f(x,y) fiir (z,y) € R?. Wegen 0201 £(0,0) # 0 ergibt sich
somit 0102 f(0,0) # —9201 f(0,0). m

Die Kettenregel

Auch im Falle hoherer Ableitungen gilt die wichtige Kettenregel. Allerdings gibt
es i.allg. keine einfache Darstellung fiir hohere Ableitungen zusammengesetzter
Funktionen.

5.7 Theorem (Kettenregel) Es sei Y offen in F, und G sei ein Banachraum.
Ferner seien m € N* sowie f € C™(X, F) mit f(X) CY und g € C™(Y,G). Dann
gilt go f € C™(X,G).

Beweis Ausgehend von Theorem 3.3 folgt die Aussage durch Induktion nach m.
Eine ausfiihrlichere Argumentation bleibt dem Leser als Aufgabe iiberlassen. m

Taylorsche Formeln

Wir erweitern nun den Taylorschen Satz auf den Fall von Funktionen mehrerer
Variabler. Dabei verwenden wir folgende Bezeichnung:

O f(x)[h,....h], 1<k<gq,
N N “

0" f(x)[n]* = k-mal
f(x), k=0,

firze X, he Eund f € C1(X, F).
5.8 Theorem (Taylorsche Formel) Es sei X offen in E, q € N*, und f gehore zu
CYX,F). Dann gilt

q

Flath) =32 L@ + Ry(fa:h)

k=0
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fiirx € X und h € E mit [x,z + h] C Xmit

1—t)a-t
(g —1)!

dem Restglied g-ter Ordnung von f im Punkt x.

Ry(f,x;h) :—/O ( [0%f(x +th) — 89f ()] [n]*dt € F,

Beweis Im Fall ¢ = 1 reduziert sich die Behauptung auf den Mittelwertsatz in
Integralform (Theorem 3.10):

1
f(erh):f(x)Jr/o Of (x+th)hdt
:f(x)—i-(“)f(x)h—i—/o [0f (z + th) — Of (x)|hdt .

Es sei nun ¢ = 2. Fiir u(t) := df(x + th)h und v(t) :=t — 1, t € [0,1], gelten
W' (t) = 0% f(x + th)[h]? und v’ = 1. Also folgt aus der verallgemeinerten Produkt-
regel (Beispiel 4.8(b)) und aus der obigen Formel durch Integration*

fla+ ) = 1) +f@h+ | (00 + I e
0
=3 L O @) I+ Balfoih)
k=0 "

Fiir ¢ = 3 setzen wir u(t) := 9 f(z + th)[h]? und v(¢) ;== —(1 — t)?/2 und er-
halten in analoger Weise
— 1)

) : O3 f(x + th)[h)® dt .

1
flat )= @)+ 0f @+ i+ [

Im allgemeinen Fall ¢ > 3 folgt die Behauptung mittels eines einfachen Induk-
tionsarguments. m

5.9 Bemerkung Fiir f € C9(X,F) und z,h € E mit [z,z + h] C X gilt

IRy(foas B < ; max 077 (x + th) — 0 (@) A .

1 o<t<1
Insbesondere folgt

Ry(f,;h) = o(|[n]|*) (h—0) .

Beweis Dies folgt aus Satz VI.4.3 und der Stetigkeit von 09f. m
4Vgl. den Beweis von Satz VI.5.4.
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5.10 Korollar Es seien f € C4(X, F) mit ¢ € N* und # € X. Dann gilt®

q

flz+h)=3" ;@kf(x)[h]k +o([[All7) (h—0).

k=0

Funktionen von m Variablen

Im restlichen Teil dieses Paragraphen betrachten wir Funktionen von m reellen
Variablen, d.h., wir setzen E = R™. In diesem Fall ist es zweckmiBig, die partiellen
Ableitungen mit Hilfe von Multiindizes darzustellen.

Es seien o = (a1,...,a,) € N™ ein Multiindex der Linge® |af = 37", a;
und f € Cl*l(X, F). Dann schreiben wir

olal f

T =000 = gty (ga2)es . (9am)an

a#0,
und 9°f := f.

5.11 Theorem (Taylorscher Satz) Es seien f € C4(X,F) mitq € N* undx € X.
Dann gilt

=3 "Iy ae oe -y @)

la|<q

Beweis Wir setzen h := y — x und schreiben h = Z;”:l hje;. Dann gilt

O F@)* =0 (@)D hsvessoos D e

Jji=1 Je=1

m " (5.3)
=D > @y eqlhy oo by,
Ji=1 Je=1
fir 1 <k <gq. Die Anzahl der k-Tupel (ji,...,Jk) von Zahlen 1 < j; < m, bei
denen jede der Zahlen ¢ € {1,...,m} genau ay-mal vorkommt, ist gleich
k! k!
= . 5.4
(041)!(042)!~ et (am)! a! ( )
Aus (5.1) und Korollar 5.3 folgt die Beziehung
akf(x)[ejl ) €hay ejk} = 87?17”876::1711 e alalf(x) = aaf(x) : (55)

5Fiir geniigend kleines h liegt [z,x + h] in X.
6Vgl. Paragraph L.8.
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Zusammenfassend erhalten wir aus (5.3)—(5.5)
k k k! le? «
O f@)ht =D 0 f@h ol =k,
|a|=k

und die Behauptung folgt aus Korollar 5.10. m

5.12 Bemerkungen Es sei f € CY(X,R) fiir ein ¢ € N*.
(a) Im Fall ¢ =1 gilt

fy) = f(2) +df (@) (y —a) +olly — z|) = f(z) + (Vf(2) |y — ) +olly — )
fur y — x.

(b) Im Fall ¢ =2 gilt

Fl) = @)+ @)y — ) + @)y 2l + ofly —af?)
= @) + (VF@)y )+, (Hy @)y~ )|y~ ) +olly —2P)
fiir y — 2. Dabei bezeichnet”
Hy() = (0500 (2)] € R

die Hessesche Matrix von f in z. Mit anderen Worten: H(x) ist die Darstellungs-
matrix des von der Bilinearform 92 f(x)[-, -] in R™ induzierten linearen Operators
(vgl. Aufgabe 4.1). m

Hinreichende Kriterien fiir lokale Extrema

In den folgenden Bemerkungen stellen wir einige Resultate der Linearen Algebra
zusammen.

5.13 Bemerkungen (a) Es sei H := (H,(-])) ein endlichdimensionaler reeller
Hilbertraum. Die Bilinearform b € £2(H, ) heifit positiv [semi-|definit, wenn sie
symmetrisch ist und wenn gilt

b(z,z) >0 [b(z,x) >0], x € H\{0} .
Sie heifit negativ [semi-]definit, wenn —b positiv [semi-]definit ist. Ist b weder

positiv noch negativ semidefinit, so ist b indefinit. Der von b induzierte lineare

"Wir schreiben R fiir den Untervektorraum von R™*™, der aus allen symmetrischen

(m x m)-Matrizen besteht
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Operator® B € L(H) mit (Bx|y) = b(z,y) fiir z,y € H heifit positiv bzw. negativ
[semi-]definit, wenn b die entsprechende Eigenschaft besitzt.

Es sei A € L(H). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) A ist positiv [semi-]definit.
(i) A= A* und (Az|z) >0 [> 0], x € H\{0}.
(iii) A= A* und es gibt ein a > 0 [a > 0] mit (Az|z) > a|z|? fir z € H.
Beweis Dies folgt aus den Aufgaben 4.1 und 111.4.11. m
(b) Es sei H = (H,(-|-)) ein Hilbertraum der Dimension m, und A € L(H) sei
selbstadjungiert, d.h. A = A*. Dann sind alle Eigenwerte von A reell und halb-

einfach. Zudem gibt es eine ONB von Eigenvektoren A, ..., h,,, derart dafl A die
Spektraldarstellung

A= iAJ—CIhj)hj (5.6)

besitzt, wobei A1, ..., Ay, die gem&f ihrer Vielfachheit gezéhlten Eigenwerte von A
sind und Ahj; = A\jh; fiir 1 < j < m gilt. Dies bedeutet insbesondere, daf die Ma-
trix von A beziiglich dieser Basis Diagonalgestalt besitzt: [A] = diag(A1, ..., Am).

Schliefilich ist A genau dann positiv [semi-]definit, wenn alle Eigenwerte po-
sitiv [nicht negativ] sind.

Beweis Fiir die Aussagen, dafl o(A) C R gilt und die Spektraldarstellung existiert, sei
auf die Lineare Algebra verwiesen (z.B. [Art93, Paragraph VIIL.5)).°

Aus (5.6) lesen wir die Relation
(A:L“I)IZ)\J"(I“L]')‘Q, reH,
j=1

ab. Hieraus ergibt sich leicht die angegebene Charakterisierung der positiven [Semi-]
Definitheit mittels der Eigenwerte. m

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir — in (partieller) Verallgemeinerung
der Resultate von Anwendung IV.3.9 — hinreichende Kriterien fiir Maxima und
Minima reellwertiger Funktionen von mehreren reellen Variablen herleiten.

5.14 Theorem Es sei X offen in R™, und xg € X sei ein kritischer Punkt von
f € C*(X,R). Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Ist 0 f(wo) positiv definit, so hat f in xg ein isoliertes lokales Minimum.
(i) Ist 9% f(z0) negativ definit, so hat f in zo ein isoliertes lokales Maximum.
(iii) Ist 0% f(xo) indefinit, so ist xo keine lokale Extremalstelle von f.

8Vgl. Aufgabe 4.1.
9Siehe auch Beispiel 10.17(b).
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Beweis Weil zg ein kritischer Punkt von f ist, gilt gemifi Bemerkung 5.12(b)

Flmo +8) = f(zo) + 0 (wo)lE + o(lEP) (€~ 0).
(i) Ist 0% f(wo) positiv definit, so gibt es ein a > 0 mit
o)l Z ale)® ,  EeR™.

Wir fixieren ein § > 0 mit |o(|¢[?)] < « |£|? /4 fiir € € B™(0,6) und finden dann die
Abschitzung

o
2

(67

) €, e <o

€ = flwo) +

2
€ - |

flwo+&) = flwo) +

Also ist xg ein lokales Minimum von f.
(ii) Die Aussage folgt durch Anwenden von (i) auf —f.
(iii) Ist 0% f(z0) indefinit, so gibt es &1, & € R™\ {0} mit

a:=0%f(zo)[&1]* >0 und B:=0"f(w0)[&]*> <0.

AuBerdem finden wir ¢; > 0 mit [zo, zo + ¢;&;] C X und

2162 12 &)
3 O(tz 511||2 ) |£1‘2 >0 bzw. g + 0(152 ||§22||2 ) ‘52\2 <0

fir 0 <t <ty bzw. 0 < t < t3. Somit folgen
2|6

Floo+161) = f(wo) +12( + O(tz ||§112 ) &) > fl@o),  O<t<ti,

und

B o(t*|&l

f(xo +t&2) = f(zo) +t2<2 + O(tQ 522||2 ) |§2\2> < f(zo) , 0<t<ty.

Also ist xg keine lokale Extremalstelle von f. m

5.15 Beispiele Wir betrachten
iR SR, (2,y) — c+ 0% 4 e

mit ¢ € R und d,e € {—1,1}. Dann gelten

Vi(z,y) =2(6x,ey) und Hf(x,y):2[g g]

Folglich ist (0,0) der einzige kritische Punkt von f.
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(a) Gilt f(z,y) =c+ 2% +y? also 6§ = =1, so ist Hs(0,0) positiv definit. Des-
halb ist (0,0) ein isoliertes (absolutes) Minimum von f.

(b) Im Fall f(z,y) =c—2? —y? ist H¢(0,0) negativ definit, und f hat in (0,0)
ein isoliertes (absolutes) Maximum.

(¢) Im Fall f(x,y) = ¢+ 2% — y? ist Hf(0,0) indefinit. Also ist (0,0) keine Extre-
malstelle von f, sondern ein ,,Sattelpunkt*.

7
477X/
N ‘:{{"""”'
)
AN
N
A\t

Minimum Maximum Sattel

(d) Ist O?f in einem kritischen Punkt von f semidefinit, so kann aus dem Stu-
dium der zweiten Ableitung keine allgemeine Aussage gewonnen werden. Dazu
betrachten wir Abbildungen f; : R* - R, j=1,2,3, mit

hey) =2 vyt foley) =2, filey) =2"+y".

In jedem Fall ist (0,0) ein kritischer Punkt von f;, und die Hessesche Matrix
Hy,(0,0) ist positiv semidefinit.

)
\ \W’u
\ I

Man iiberpriift sofort, da§ (0,0) fiir f1 ein isoliertes Minimum, fiir fo ein nicht
isoliertes Minimum und fiir f3 keine lokale Extremalstelle ist. m

Aufgaben
1 Fiir A€ L(E,F) gilt A€ C®(E,F) mit §°4 = 0.
2 Fiir ¢ € L(E1,...,Em; F) gilt 0 € C®(E1 X -++ X B, F) mit 0™ g = 0.
3 Essei X offen in R™. Der (m-dimensionale) Laplaceoperator, A, wird durch
A: C*(X,R) — C(X,R), ur— Au:= ZBJQu
j=1

erklart. Die Funktion u € C?(X,R) heifit harmonisch in X, falls Au = 0 ist. Die harmo-
nischen Funktionen bilden also den Kern der linearen Abbildung A. Man verifiziere, daf3
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gm : R™\{0} — R mit

loglz|, m=2,
gm(‘l‘) = |x‘27m

in R™\{0} harmonisch ist.
4 Fir f,g € C*(X,R) gilt

A(fg) = gAf +2(VfIVg) + fAg .

5 Esseig: [0,00) x R — R (r,¢)— (rcosp,rsinp). Man verifiziere:

(a) g/(0,00) x (=m,m) — R*\H mit H :={ (z,y) €R*; 2 <0, y=0} = (-R") x {0}
ist topologisch.

(b) im(g) = B2,

(c) Sind X offen in R*\ H und f € C?(X,R), so gilt

0*(f o 10(fo 1 0*(fo
(Af)og (J;zg) ! (frg) 4 (fzg)
auf g7 (X).

6 s seien X :=R" x (0,00) und p(z,y) := y/(|z|* + y*) fiir (z,y) € X.
Man berechne Ap.

7 Man verifiziere
(Au)o A=A(uocA), weC*R"R),
falls A € L(R™) orthogonal ist, d.h. A*A =1 erfiillt.

8 Es seien X offen in R™ und E ein Banachraum, und fiir k¥ € N sei
BC*(X,E) = ({ w€ BC(X,E); 0®ue BC(X,E), o] <k}, ||.\|k,oo)

mit
lelli o0 = max 0% ufloc -
Man verifiziere:
(a) BC*(X, E) ist ein Banachraum.
(b) BUC*(X,E) :== {u € BC(X,E) ; 0*u € BUC(X,E), |a| <k} ist ein abgeschlosse-
ner Untervektorraum von BC*(X, E), also selbst ein Banachraum.

9 Esseien ¢ € Nund aq € K fiir « € N™ mit || < g. Ferner gelte aq # 0 fiir ein « € N™
mit |a| = ¢. Dann heifit

A(0): CU(X,K) = C(X,K), ur— AQ@)u:= > aadu

lal<q

linearer Differentialoperator der Ordnung ¢ mit konstanten Koeffizienten.
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Man zeige fiir k € N:

(a) A(9) € L(BC*(X,K), BC*(X,K));

(b) A(9) € L(BUC*(X,K), BUC*(X,K)).

10 Fiir v € C*(R x R™,R) und (¢,z) € R x R™ setzen wir
Ou = 9fu — Agu

und
(0 — A)u := Oru — Agu

wobei A, den Laplaceoperator beziiglich x € R™ bezeichnet. Man nennt O Wellen- (oder
d’Alembert-)operator und 9; — A Wiirmeleitungsoperator.

(a) Man berechne (9; — A)k in (0, c0) x R™ fiir
k(t,z) =t " exp(—|z|*/4t) ,  (t,z) € (0,00) x R™ .
(b) Es seien g € C*(R,R) und ¢ > 0 sowie v € S™~'. Man berechne Ow fiir

w(t,x) :=g(v-z —tc), (t,z) eERxR™.

11 Es seien X eine offene konvexe Teilmenge eines Banachraumes F und f € C*(X,R).
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) f ist konvex;

(i) f(z) > f(a) +0f(a)(z —a), a,a € X;

(iti) &*f(a)[h]* >0, a € X, h€ E.
Im Fall E = R™ sind diese Aussagen auflerdem #quivalent zu

(iv) Hy(a) ist positiv semidefinit fiir a € X.
12 Man klassifiziere die kritischen Punkte der Funktion

fa:RE=R, (2,y) — z° —y® + 3azy

nach Maxima, Minima und Sattelpunkten in Abh#ngigkeit von o € R.

13 Essei f: R? =R, (z,9) — (y — 2%)(y — 22%). Man beweise:
(a) f hat in (0,0) kein lokales Minimum.

(b) Fiir jedes (o, y0) € R? \ {(07 0)} hat R — R, t — f(tzo, tyo) in 0 ein isoliertes lokales
Minimum.

14 Man bestimme die Taylorentwicklung von
(0,00) x (0,00) = R, (2,9) = (z —y)/(x +y)

im Punkt (1, 1) bis einschlieflich der Glieder zweiter Ordnung.

15 Essei X offen in R™. Fiir f,g € C*(X,R™) wird [f, g] € C(X,R™) durch
[/, 9)(z) :==0f(z)g(x) — g(x) f(x) , weEX,

definiert. Man nennt [f, g] Liesche(s) Klammer(produkt) von f und g.
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Es sind folgende Aussagen zu verifizieren:
() [f, 91 = —lg, f1;
(i) [af +Bg,h] = alf,h] + Blg, b, a,B€R, he C'(X,R™);
(ii)) [pf,vg] = oVlf, g + (Vol H)vf — (Velg)pg, ¢, ¢ € CH(X,R);
) (Jacobi-Identitit)
Fiir f,g,h € C*(X,R™) gilt: [[f,g],h] + [lg, ], f] + [[h, f], 9] = O.

16 Es ist zu zeigen, daf

(iv

exp(l/(|36|2 — 1)) , lz| <1,

R" =R, z~
0, |z =1,

glatt ist.

17 Es sei X offen in R™, und f: X — F sei m-mal differenzierbar. Dann gilt
Df(z) € Lyn(X,F), we€X, 1<q<m.
Insbesondere gilt fiir jede Permutation o € Sq:

9f(z) _ 9f(z)
Ole----~8qu 78mja(1).....81‘j0(<1) ’ reX.
(Hinweis: Es geniigt, den Fall ¢ = m =2 zu betrachten. Man wende den Mittelwert-
satz auf

[0,1] = F, t~ f(z+tshy +tsha) — f(z + tshi)
an und verifiziere, daf3

fiy | @+ shy 4 sha) = f(z + shy) = f(x + sha) + f(2)

s—0 52
5>0

= 0" f(z)[h1, he]

gilt.)
18 Es sei H ein endlichdimensionaler Hilbertraum, und A € L(H) sei positiv [bzw.
negativ] definit. Dann gehért A zu Laut(H), und A™! ist positiv [bzw. negativ] definit.
19 Es seien H ein endlichdimensionaler Hilbertraum und A € C* ([0, 77, L(H)). Ferner
sel A(t) fiir jedes ¢ € [0,T] symmetrisch. Man beweise:
(a) OA(t) ist symmetrisch fiir ¢ € [0, T7;
(b) Ist OA(t) fiir jedes t € [0, 7] positiv definit, so gilt fiir 0 <o <7 < T

(i) A(r) — A(o) ist positiv definit;

(i) A7(r) — A7 (o) ist negativ definit, wenn A(t) fiir jedes t € [0,7] ein Automor-

phismus ist.

(Hinweis zu (ii): Man differenziere t — A7 (t)A(t).)
20 Es seien H ein endlichdimensionaler Hilbertraum und A, B € L(H). Sind A, B sowie

A — B positiv definit, so ist A™! — B™! negativ definit.
(Hinweis: Man betrachte t — B + t(A — B) fiir ¢ € [0, 1] und beachte Aufgabe 19.)



VIL.5 Hohere Ableitungen 203

21 Esseien X offen in R™ und f, g € C4(X,K). Man zeige, daB fg zu C?(X,K) gehort
und daf} die Leibnizsche Regel

" (f9) =3 (§)9F0" %9, aeN", lal<q,

B

gilt. Hierbei bedeutet 8 < «, da8 §; < a; fiir 1 < j < m erfiillt ist, und

a — al PR am
(5) =) (50)
fiir o, B € N™ mit o = (a1, ...,am) und 8 = (B1, ..., Bm). (Hinweis: Theorem IV.1.12(ii)
und Induktion.)
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6 Nemytskiioperatoren und Variationsrechnung

Obwohl wir die Differentialrechnung in allgemeinen Banachrdumen entwickelten,
haben wir uns bei den Beispielen fast ausschlielich auf den endlichdimensionalen
Fall zuriickgezogen. In diesem Paragraphen wollen wir dem Leser einen Eindruck
von der Tragweite der allgemeinen Theorie geben. Dazu betrachten wir zuerst
die einfachste nichtlineare Abbildung zwischen Funktionenrdumen, nidmlich den
, Uberlagerungsoperator®, der dadurch entsteht, daf Funktionen einer gegebenen
Klasse mit einer festen nichtlinearen Abbildung verkniipft werden. Wir beschrén-
ken uns auf den Fall von Uberlagerungsoperatoren in Banachréiumen stetiger Funk-
tionen und untersuchen ihre Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigenschaften.

Als eine Anwendung dieser allgemeinen Betrachtungen studieren wir die
Grundaufgabe der ,,Variationsrechnung®, ndmlich das Problem, Minima von reell-
wertigen Funktionen ,unendlich vieler Variabler* aufzufinden und zu charakteri-
sieren. Insbesondere leiten wir die Euler-Lagrangesche Differentialgleichung her als
notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums von Variations-
integralen.

Nemytskiioperatoren

Es seien T', X und Y nichtleere Mengen und ¢ eine Abbildung von T' x X in Y.
Dann wird der von ¢ induzierte Nemytskii- oder Uberlagerungsoperator ¢! durch

P XT =Y e ()

definiert. Dies bedeutet: ¢? ist die Abbildung, welche jeder Funktion u: T — X
die Funktion ¢*(u): T — Y, t — ¢(t,u(t)) zuordnet.
Im folgenden seien
e T ein kompakter metrischer Raum,;
F und F' Banachrdume;
X offen in F.

Die Normen von E und F bezeichnen wir einfach mit |-|, falls keine Mifiverstind-
nisse zu beflirchten sind.

6.1 Lemma C(T,X) ist offen im Banachraum C(T, E).

Beweis Aus Theorem V.2.6 wissen wir, dafl C(T, E) ein Banachraum ist.

Es geniigt, den Fall X # E zu betrachten. Dazu sei u € C(T, X ). Dann ist u(T)
als stetiges Bild eines kompakten metrischen Raumes eine kompakte Teilmenge
von X (vgl. Theorem III.3.6). Also gibt es gem#f Beispiel I11.3.9(c) ein r > 0
mit d(u(T),X¢) > 2r. Dann gilt fiir v € u + rBe(r,p), wegen |u(t) — v(t)| < r fiir
teT, daB v(T) in der r-Umgebung von u(T) in E, also in X, liegt. Folglich
gehort v zu C(T,X). m
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Die Stetigkeit von Nemytskiioperatoren

Als erstes zeigen wir, daf} stetige Abbildungen stetige Nemytskiioperatoren in
Réumen stetiger Funktionen induzieren.

6.2 Theorem Es sei ¢ € C(T x X, F) Dann gilt:
(i) ¢* € C(C(T, X),C(T, F)).
(ii) Ist ¢ beschriinkt auf beschréinkten Mengen, so gilt dies auch fiir .

Beweis Fiir u € C(T, X) sei u(t) := (t,u(t)), t€T. Dann gehort u offensicht-
lich zu C(T, T x X) (vgl. Satz I11.1.10). Folglich impliziert Theorem III.1.8, da8
o (u) = pow zu C(T, F) gehort.

(i) Es sei (u;) eine Folge in C(T, X) mit u; — up in C(T, X). Dann ist die
Menge M :={u; ; j € N} U{ug} gemaB Beispiel II1.3.1(a) kompakt in C(T', X).

Wir setzen M(T) :=J{m(T); m € M} und zeigen, dafl M(T) kompakt
in X ist. Um dies zu sehen, sei (x;) eine Folge in M (T'). Dann gibt es ¢; € T' und
m; € M mit x; = m;(t;). Aufgrund der Folgenkompaktheit von T"und M und we-
gen Aufgabe I11.3.1 finden wir (t,m) € T x M und eine Teilfolge ((t;,,m;,))
die in T x M gegen (t, m) konvergiert. Hieraus folgt

keN?

‘xjk - m(t)| < |mjk (tjk:) - m(tjk)‘ + |m(tjk) - m(t)|
< llmj, —mlloe 4 [m(t;,) —m(t)] — 0

fir k — oo wegen der Stetigkeit von m. Somit konvergiert (z;, ) gegen das Element
m(t) von M(T), was die Folgenkompaktheit, also die Kompaktheit, von M (T')
beweist.

Folglich ist T'x M(T) gem#fl Aufgabe II1.3.1 kompakt. Nun zeigt Theo-
rem I11.3.13, daf§ die Einschrinkung von ¢ auf T x M(T) gleichmiBig stetig ist.
Hieraus folgt

5% (5) = % (u0)lloo = max|p(t, u; (1)) = (t,uo(t))| = 0

fiir j — oo wegen |Ju; — ug||oc — 0 und da (¢, u;(t)) und (£, ue(t)) fiir t € T und
j € NzuT x M(T) gehoren. Also ist 7 folgenstetig, somit wegen Theorem III.1.4
stetig.
(ii) Es sei B C C(T,X) und es gebe ein R > 0 mit ||ullec < R fiir u € B.
Dann gilt
B(T):=| J{u(@); ueB}Cc X,

und |z| < R fiir € B(T). Also ist B(T) beschrinkt in X. Folglich ist T x B(T)
beschrankt in 7" x X. Wenn ¢ beschriankt auf beschriankten Mengen ist, gibt es
ein r > 0 mit |p(t,z)| < r fiir (t,2) € T x B(T). Dies impliziert ||¢(u)||oo < r fiir
u € B. Also ist ¢ beschrinkt auf beschrinkten Mengen, wenn dies fiir ¢ der
Fall ist. m



206 VII Differentialrechnung mehrerer Variabler

6.3 Bemerkung Ist E endlichdimensional, so ist jedes p € C(T x X, F') beschrinkt

auf Mengen der Form T x B, wobei B in E beschrinkt ist und B, der Abschlufl
von B in E, in X liegt.

Beweis Dies folgt aus Theorem III.3.5, Korollar II1.3.7 und Theorem 1.4. m

Die Differenzierbarkeit von Nemytskiioperatoren
Es sei p € NU {oo}. Dann schreiben wir
e C%(Tx X,F),

wenn fiir jedes t € T die Funktion ¢(¢,-): X — F p-mal differenzierbar ist und
wenn ihre Ableitungen, die wir mit 95¢ bezeichnen,

3§@€C(T><X,£‘I(E,F)), geN, qg<p,
erfiillen. Somit gilt C%%(T' x X, F) = C(T x X, F).
6.4 Theorem Fiir p € CO?(T x X, F) gehért ¢* zu C?(C(T, X),C(T, F)), und*
[&ph(u)h] (t) = Ba20(t, u(t))h(t) , teT,
fiiruwe C(T,X) und h € C(T, E).

Beweis Wegen Theorem 6.2 kénnen wir p > 1 voraussetzen. Zuerst halten wir
fest, dafl

G: C(T,X)x C(T,E) — F" | (u,h) — dop(-,u(-)) h(")
der Nemytskiioperator ist, der von der Abbildung
[(t, (a:,f)) — 82(,0(75,33)5] € C’(T x (X x E),F)

induziert wird.? Folglich impliziert Theorem 6.2, dal G(u,h) zu C(T, F) gehort.
Offensichtlich gilt

|G (u, h)||cir,Fy < Tglea:;(Haw(t’u(t)wc(E,p) IMleer,e) (6.1)
und G(u, -) ist linear. Somit sehen wir, dafl
A(u) == G(u,-) € L(C(T,E),C(T,F)) , uweC(T,X),
richtig ist.
IHier und in #hnlichen Situationen beziehen sich alle Aussagen iiber Ableitungen natiirlich

auf den Fall p > 1.
2Natiirlich werden C(T,X) x C(T, E) und C(T, X x E) miteinander identifiziert.
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Wir bezeichnen mit A den von der Funktion dy¢p € C(T x X,L(E, F)) indu-

zierten Nemytskiioperator. Dann folgt aus den Theoremen 6.2 und 1.1
Ae C(C(T, X),C(T, L(E, F))) . (6.2)

Esseinun v € C(T, X ). Wir wihlen € > 0 mit u(T") + eBg C X. Dann gehort
u+ h fiir jedes h € C(T, E) mit ||h||c < € zu C(T,X), und der Mittelwertsatz in
Integralform (Theorem 3.10) impliziert

| (w+ h)(1) = o (w)(t) — (A(u)h) (1)]
= ‘@(t>u(t) + h(t)) - (p(t7u(t)) - 82<P(t>u(t))h(t)’

1
= \/0 (20t ult) + Th(E)) — Dap(t, u(t)) | h(¢) dr|

1
<l [ A+ ) = A0 e 0 -
Somit folgt aus (6.2)
PF(u+h) — ¢ (w) = A(wh = o(|hlloer,p) (h—0) .
Folglich existiert d¢%(u) und ist gleich A(u). Analog zu (6.1) erhalten wir
Ha@h(u) - a‘Ph(v)Hﬁ(C(T,E),C(T,F)) < Hg(“) - AV(U)HC(T,L‘(E,F)) )

was wegen (6.2)
d¢* € C(C(T,X),L(C(T, E),C(T, F)))

impliziert. Dies beweist die Behauptung fiir p = 1.

Der allgemeine Fall folgt nun leicht durch vollstdndige Induktion und bleibt
dem Leser zur Ausfithrung iiberlassen. m

6.5 Korollar  Ist 02 beschriankt auf beschrinkten Mengen, so gilt dies auch
fiir Oph.

Beweis Dies folgt aus (6.1) und Theorem 6.2(ii). m

6.6 Beispiele (a) Es seien ¢(§) :=sin¢ fiir £ € R und T := [0, 1]. Dann ist der
von ¢ induzierte Nemytskiioperator
o1 C(T) — C(T), s sinu(-)
eine C'*°-Abbildung, und
(99 (w)h) (t) = [cosu(t)|h(t) , tefT,

fiir u, h € C(T). Dies bedeutet, da$ die lineare Abbildung d¢"(u) € £(C(T')) durch
die Funktion cosu(-) dargestellt wird, wobei letztere als Multiplikationsoperator
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aufgefafit wird:
C(T) — C(T), hw [cosu()]h .

(b) Es seien —00 < o < # < 0o und ¢ € CO?([a, 8] X X, F) sowie

B
) ;:/ o(tu®)dt,  ueC(laf)X). (6.3)

Dann gelten f € CP(C([a,ﬂ],X),F) und
B
8f(u)h:/ ro(tu)h(®)dt . uweC(jo,f,X), heC(af)E).

Beweis Mit T := [a, 3] folgt aus Theorem 6.4, da8 ¢ zu C? (C(T,X),C(T, F)) gehort
und daB dp*(u) der ,Multiplikationsoperator*

ist. Aus Paragraph V1.3 wissen wir, daf3 ff zZu E(C(T, F), F) gehort. Also folgen aus der
Kettenregel (Theorem 3.3) und Beispiel 2.3(a)

f= /'B ot e CP(C(T, X), F)

und 5
01w = [ o0 (w)
fiir w € C(T, X). Nun ist die Behauptung klar. m
(c) Es seien —oo < a < < oo und ¢ € C%?([a, 8] x (X x E), F). Dann ist die
Menge C*([a, 8], X) offen in C*([a, 8], E), und fiir die durch
O(u)(t) = p(t,ut),u(t) , weC'(af,X), a<t<p,
definierte Abbildung gelten
o e C?(C'([o, B, X), C([ev, 5], F))
und .
[0®(u)h] () = D2 (t, ult), u(t))h(t) + Oz (t, ult), u(t)) h(t)

firtelo, ], ue Cl([a,ﬂ],X) und h € Cl([a,ﬂ],E).

Beweis Die kanonische Inklusion
i: Cl([a,ﬁLE) - C([, Bl E), uru (6.4)

ist linear und stetig, da die von C([a, 3], E) auf C" ([, 8], E) induzierte Maximumsnorm
schwiicher ist als die C'-Norm. Also ist

C" ([ ), X) = i7" (C ([ ), X))
wegen Lemma 6.1 und Theorem I11.2.20 offen in C"* ([e, 8], E).
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Aus (6.4) folgt sofort
U= [us (u,4)] € L(CHT, X),C(T, X) x C(T, E))

fiir T := [o, B]. Wegen & = ©% o U erhalten wir somit die Behauptung leicht aus Theo-
rem 6.4 und der Kettenregel. m

(d) Es seien die Voraussetzungen von (c) erfiillt und

B
f(w) ::/ o(t, u(t),u(t)) dt ue C' ([, 0], X) .

Dann gelten
fec?(C([o, 8], X), F)
und 5
Af (u)h = / {B20(t, ult), u(t)) h(t) + Oz (t, u(t), u(t))h(t)} dt
fiir u € Cl([a,ﬂ],X) und h € Cl([a,ﬂ],E).

Beweis Wegen f = ff o @ folgt dies aus (c) und der Kettenregel. m

Die Differenzierbarkeit von Parameterintegralen

Als eine einfache Konsequenz der obigen Beispiele wollen wir Parameterintegrale

/ﬂ o(t,x)dt

[e3

studieren. Im dritten Band werden wir im Rahmen der Lebesgueschen Integrations-
theorie eine allgemeinere Version des nachfolgenden Satzes iiber die Stetigkeit und
die Differenzierbarkeit von Parameterintegralen beweisen.

6.7 Satz  Es seien —oo < a < ff < oo und p € NU{oo}. Ferner gehére ¢ zu
C%? ([, B] x X, F), und es sei
B
O(x) := / o(t,z)dt , reX.

Dann gelten ® € C?(X, F') und

0P — /ﬂ Dap(t,-)dt (6.5)

Beweis® Fiir # € X sei u, die konstante Abbildung [«, 3] — E, t +— . Dann gilt
fiir die durch x — u, definierte Funktion 1 offensichtlich
¥ € C% (X, C(le, ], X))

3Es wird dem Leser empfohlen, einen direkten Beweis des Satzes zu geben, der nicht von den
Beispielen 6.6 Gebrauch macht.
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mit 0Y(x)§ = ue fiir £ € E. Mit (6.3) erhalten wir ®(z) = f(us) = f o ¥(x). Also
folgen aus Beispiel 6.6(b) und der Kettenregel ® € CP(X, F) und*

B
0D ()€ = OF (1(2)) ()€ = O (uy g = / Dup(t, )€ dt

fir 2 € X und ¢ € E. Wegen 02¢(-,z) € C([a, 8], L(E, F)) fiir x € X ergibt sich

B
/ Oap(t,z)dt € L(E,F) ,
und somit
B 1<)
[ owetsyae = [ owottmigar, ek

(vgl. Aufgabe VI1.3.3). Damit erhalten wir

B
ob(a)e = [ dpltaydie, weX, (B,
also (6.5). m

6.8 Korollar Es seien die Voraussetzungen von Satz 6.7 erfiillt mit p <1 und
E :=R™ sowie

b(x)
U(x) ::/ o(t,x)dt , re X,
a(z)

mit a,b € C(X, (a,ﬁ)). Dann gehort ¥ zu CP(X, F), und es gilt

b(x)
0¥ (z) = /( ) Dop(t, ) dt + ¢ (b(x), ) 0b(x) — ¢ (a(z), z)da(x)

fiirz € X.

Beweis Wir setzen
O(z,y,2) := /z p(t,z)dt (z,y,2) € X X (o, B) X (o, B) .
y
Satz 6.7 sichert ®(-,y,z) € C?(X, F') mit
"P(z,y,2) = /Z Oap(t,x) dt
y

fiir jede Wahl von (z,y,2) € X x (o, 8) X (o, 8), falls p = 1.

4Selbstverstindlich beziehen sich hier und im folgenden alle Aussagen iiber Ableitungen auf
den Fall p > 1.
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Es sei (z,y) € X X (a, ). Dann folgt aus Theorem VI.4.12, dafi ®(x,y,-) zu
CP((a,ﬂ), F) gehort mit

3P (z,y,2) = o(z,2) , z € (a, ) .

Analog gilt bei festgehaltenem (z,z) € X x (a, §) wegen (V1.4.3), dafl ®(z, -, z) zu
CP((a, 08), F) gehort mit

0®(z,y,2) = —p(y,z), Y€ (apf).
Hieraus leiten wir leicht
Hh®eC(X x(a,0) x (,8),F), 1<k<3,

ab, und wir erhalten ® € C? (X x (o, B) X (oz,ﬂ),F) aus Theorem 2.10. Die Ket-
tenregel impliziert nun

= q)('7a(')>b(')) € CP(X7 F)

mit
OV(z) = 01®(z,a(z),b(z)) + &®(x, a(z), b(x))da(x)
+ 03®(z, a(x), b(x)) 9b(z)
b(x)
= /( ) Oop(t, x) dt + <p(b(x),x) Ob(x) — @(a(z),x)@a(x)
firreX.m

Aus der Formel fiir 0¥ folgt durch Induktion leicht ¥ € CP(X, F) fiir p > 2,
falls ¢ zu CP~5P([0,1] x X, F) gehért, wobei CP~1% in der offensichtlichen Weise
definiert ist.

Variationsprobleme

Im restlichen Teil dieses Paragraphen seien folgende Voraussetzungen erfiillt:®

e — < a<f<oo;
X ist offen in R™;
a,be X;
LeC%([a, ] x (X x R™),R).

5In manchen Anwendungen ist L nur auf einer Menge der Form [a, 3] x X x Y definiert, wobei
Y offen in R™ ist (Ygl. Aufgabe 10). Wir iiberlassen es dem Leser, die einfachen Modifikationen
der nachfolgenden Uberlegungen duchzufiihren, die nétig sind, um diesen Fall einzuschlieflen.
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Dann existiert das Integral

B
Flu) = / L(t,u(t), a(t)) dt (6.6)

fiir jedes u € C! ([a, g, X ) Unter dem Variationsproblem mit freien Randbedin-
gungen fiir (6.6) versteht man die Aufgabe, diesem Integral den minimalen Wert
zu erteilen, wenn alle C'-Wege u in X zur Konkurrenz zugelassen werden. Wir
schreiben dafiir

/ﬁL(t,u,u) dt = Min , ueC[a, B8], X) . (6.7)

Somit handelt es sich bei (6.7) um das Problem, die Funktion f auf der Menge
U:=(C! ([oz, 4], X) zu minimieren.

Neben diesem Problem betrachten wir auch das Variationsproblem mit festen
Randbedingungen fiir das Integral (6.6). Diesmal handelt es sich um das Problem,
die Funktion f auf der Menge

Uap = {ueCl([a,ﬂ],X) ; u(a) =a, u(B)=b}

zu minimieren. Hierfiir schreiben wir
B
/ L(t,ui)dt = Min,  we C (8. X), ule)=a, u@=b. (68)

Jede Losung von (6.7) bzw. (6.8) heifit Extremale® des Variationsproblems (6.7)
bzw. (6.8).

Um diese Aufgaben effizient behandeln zu kénnen, benttigen wir die folgen-
den Hilfsbetrachtungen.

6.9 Lemma Es scien E := C" ([, f], R™) und
Ey:={u€E; ula)=u(B) =0} =:Cj(,B,R") .

Dann ist Ey ein abgeschlossener Untervektorraum von E, also selbst ein Banach-
raum. Fir uw € U, ist U, p — u offen in Ejp.

Beweis Es ist klar, dal Ey ein abgeschlossener Untervektorraum von E ist. Da
U geméf Beispiel 6.6(c) offen ist in E und da Uy p = U N (u + Ep), ist Uy p in dem
affinen Raum u + Ej offen. Nun ist offensichtlich, dafl U, — v in Ej offen ist. m

6In der Variationsrechnung wird auch jede Losung der Euler-Lagrangeschen Gleichung als
Extremale bezeichnet.
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6.10 Lemma
(i) f e CYU,R) und

g :
af(u)h:/ {02 L(t, u(t), u(t))h(t) + O3 L(t,u(t), u(t))h(t)} dt

fiirue U und h € E.

(ii) Es seien u € Uy p und g(v) := f(u+v) fiir v € V := U, — u. Dann gehért g
zu C*(V,R) mit

dg(v)h = 0f (u+v)h , veV, hek. (6.9)

Beweis (i) ist eine Konsequenz von Beispiel 6.6(d), und (ii) folgt aus (i). m

6.11 Lemma Flir u € C([a,ﬁ],Rm) sei

16
/ (@) |o®) dt=0, veCl(laflLR™), (6.10)

erfiillt. Dann gilt u = 0.

Beweis Es sei u # 0. Dann gibt es ein k € {1,...,m} und ein ¢y € (o, 5) mit
ug(to) # 0. Es geniigt, den Fall uy(tg) > 0 zu betrachten. Aufgrund der Stetigkeit
von uy, gibt es < o’ < B/ < B mit ug(t) > 0fiir ¢t € (o, 7') (vgl. Beispiel I11.1.3(d)).

Wiihlen wir v € C} ([a, 8], R™) mit v; = 0 fiir j # k, so folgt aus (6.10)

B
/ up(Hw(t)dt =0, w € Cj([o, B],R) . (6.11)

Nun sei w € Cj ([a, 8], R) mit w(t) > 0 fiir t € (¢, #") und w(t) = 0 fiir ¢ auBerhalb
des Intervalls (o/, 3') (vgl. Aufgabe 7). Dann gilt

B i
/ ug(H)w(t) dt = // up(t)w(t)dt >0,

was (6.11) widerspricht. m

Die Euler-Lagrangesche Gleichung

Nach den vorangehenden Hilfsbetrachtungen kénnen wir das folgende grundlegen-
de Resultat der Variationsrechnung beweisen.
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6.12 Theorem Es sei u eine Extremale des Variationsproblems (6.7) mit freien
Randbedingungen bzw. des Variationsproblems (6.8) mit festen Randbedingungen.
AufBerdem sei

[t — O5L(t,u(t),u(t))] € C* ([, B, R) . (6.12)

Dann geniigt u der Euler-Lagrangeschen Gleichung
[83L(-,u,ﬂ)]' = 0o L(-,u, ) . (6.13)

Im Falle des Variationsproblems mit freien Randbedingungen erfiillt u auflerdem
die natiirlichen Randbedingungen

5L (v, u(@), i()) = 35 L (B, u(B),u(B)) =0, (6.14)
wéahrend im Falle fester Randbedingungen
ula)=a, u(B)=> (6.15)
gelten.

Beweis (i) Wir betrachten zuerst Problem (6.7). Voraussetzungsgemifl nimmt
die in (6.6) definierte Funktion f in v € U ein Minimum an. Somit folgt aus Lem-
ma 6.10(i), Theorem 3.13 und Satz 2.5

B
/ {OoL(t, ult), w(t))h(t) + OsL(t, u(t),a(t))h(t)} dt =0 (6.16)

fir h € E = C' (o, B],R™). Aufgrund der Zusatzvoraussetzung (6.12) kénnen wir
die partielle Integration

g , 8
/ O3L(-,u,0)h dt :83L(~,u,1l)h|z f/ [05L(-,u, 0)] hdt

durchfiithren und erhalten aus (6.16)

]
/ {02L (-, u,u) — [agL(-,u,u)]'}hdt+83L(-,u,u)hyz =0 (6.17)
fiir h € E. Insbesondere gilt
g
/ {0:L(-,u, @) — [05L(-,u, )] }hdt =0, heEy, (6.18)
wegen
L(,u,w)h|” =0,  heE. (6.19)

Nun ergibt sich die Giiltigkeit der Euler-Lagrangeschen Gleichung (6.13) aus (6.18)
und Lemma 6.11. Somit folgt aus (6.17)

agL(',U,,I'L)h‘i =0, hekE. (620)
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Fiir £,7 € R™ setzen wir

hs,n(t)i=§:i£+;:aan, a<t<p.

Dann gehort he , zu E, und aus (6.20) erhalten wir fiir h = he

3L (B, u(B),u(B))n — O3L (v, u(a), u(a))€ =0 . (6.21)

Da (6.21) fiir jede Wahl von &, n € R™ richtig ist, ergeben sich die natiirlichen
Randbedingungen (6.14).

(ii) Nun betrachten wir Problem (6.8). Dazu fixieren wir ein u € U, und
setzen v := u — u. Dann folgt aus Lemma 6.10(ii), da8 g im Punkt v der offenen
Menge V := U, — u des Banachraums Ey das Minimum annimmt. Also folgt aus
Lemma 6.10(ii), Theorem 3.13 und Satz 2.5, daff auch in diesem Fall (6.16) gilt, al-
lerdings nur fiir h € Fy. Wegen (6.19) erhalten wir wiederum aus (6.17) die Giiltig-
keit von (6.18), und somit die Euler-Lagrangesche Gleichung. Die Aussage (6.15)
ist trivial. m

6.13 Bemerkungen (a) In Theorem 6.12 wird vorausgesetzt, dafl die entspre-
chenden Variationsprobleme Losungen besitzen, d.h., dafl es Extremalen gibt.
Zusiitzlich wird die Voraussetzung (6.12) gemacht, welche eine implizite Regu-
laritétsbedingung an die Extremale u ist. Nur unter diesen Zusatzannahmen ist
die Euler-Lagrangesche Gleichung eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen
einer Extremale.

Die indirekte Methode der Variationsrechnung stellt die Euler-Lagrangesche
Gleichung in den Mittelpunkt der Betrachtungen. Dabei wird versucht nachzu-
weisen, dafl es Funktionen wu gibt, welche der Gleichung (6.13) und den Rand-
bedingungen (6.14) bzw. (6.15) geniigen. Die Euler-Lagrangesche Gleichung ist
eine (i. allg. nichtlineare) Differentialgleichung. Also geht es darum, Randwertpro-
bleme fiir Differentialgleichungen zu studieren. Kann nachgewiesen werden, daf} es
Losungen gibt, so sind in einem zweiten Schritt diejenigen herauszusuchen, welche
Extremalen sind, falls iiberhaupt welche existieren.

Im Gegensatz dazu steht die direkte Methode der Variationsrechnung, bei
der man direkt zeigt, dafl die Funktion f in einem Punkt v € U bzw. die Funkti-
on ¢ in einem Punkt v € V ein Minimum annimmt. Dann sagen Theorem 3.13 und
Satz 2.5, dal 0f(u) = 0 bzw. dg(v) = 0 gilt, daf} also die Beziehung (6.16) fiir al-
le h € F4 bzw. alle h € Ej erfiillt ist. Kann zusétzlich das ,,Regularitédtsproblem*
gelost, ndmlich der Nachweis erbracht werden, dafl die Extremale u der Bedin-
gung (6.12) geniigt, so erfiillt sie die Euler-Lagrangesche Differentialgleichung.

Wir sehen also, dal Theorem 6.12 zwei verschiedene Anwendungsméglich-
keiten besitzt. Im ersten Fall zieht man die Theorie der Randwertprobleme bei
Differentialgleichungen heran, um iiber die Euler-Lagrangesche Gleichung Variati-
onsprobleme zu 16sen, d.h. Integrale zu minimieren. Dies ist die klassische Methode
der Variationsrechnung.
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Nun zeigt es sich, daf} es im allgemeinen sehr schwierig ist, Existenzaussagen
fiir Randwertprobleme zu gewinnen. Deshalb — und dies ist der zweite Fall — ver-
sucht man, einem gegebenen Randwertproblem ein Variationsproblem so zuzuord-
nen, dafl die entsprechende Differentialgleichung als Euler-Lagrangesche Gleichung
interpretiert werden kann. Gelingt es dann zu zeigen, dafl das Variationsproblem
eine Losung besitzt, und kann man auch zeigen, dafl die entsprechende Extremale
die Regularitiitsbedingung (6.12) erfiillt, ist nachgewiesen, dafl das urspriingliche
Randwertproblem losbar ist. Dies ist ein sehr wichtiges Verfahren zum Studium
von Randwertproblemen.

Fiir Einzelheiten, die weit iiber den Rahmen dieses Lehrbuches hinausgehen,
muf} auf die Literatur und Vorlesungen iiber Variationsmethoden, Differential-
gleichungen und (nichtlineare) Funktionalanalysis des fortgeschrittenen Studiums
verwiesen werden.

(b) Offensichtlich gilt Theorem 6.12 auch dann, wenn « nur ein kritischer Punkt
von f bzw. g ist, d.h., wenn 9f(u) =0 bzw. dg(v) =0 (mit v:=wu —u) gilt. In
diesem Fall sagt man, u erteile dem Integral (6.6) einen stationiren Wert.

(¢) Es seien E ein Banachraum, Z offen in F und F: Z — R. Existiert die
Richtungsableitung von F' fiir ein h € E\{0} in zy € Z, so nennt man (in der
Variationsrechnung) Dy, F(zg) erste Variation von F' in Richtung h, und schreibt
dafiir 0F(zo; h). Existiert die erste Variation von F' in jeder Richtung, so heifit

0F(z0) := 0F(z0;-): E—R

erste Variation von F' in zj.

Besitzt I'in zg € Z ein lokales Extremum und existiert dort die erste Variati-
on, so gilt §F(zp) = 0. Mit anderen Worten: Das Verschwinden der ersten Variation
ist eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums.

Beweis Dies ist eine Reformulierung von Theorem 3.13. m

(d) Unter unseren Voraussetzungen ist f bzw. g stetig differenzierbar. Also exi-
stiert die erste Variation und stimmt mit 0 f bzw. g iiberein. In manchen Fillen
kann die Euler-Lagrangesche Differentialgleichung jedoch bereits unter schwéche-
ren Annahmen, die nur die Existenz der ersten Variation garantieren, hergeleitet
werden.

(e) In der Variationsrechnung ist es iiblich, fiir d2L bzw. d3L die Notation L,
bzw. L; zu verwenden. Dann lautet die Euler-Lagrangesche Gleichung in Kurz-
form, d.h unter Weglassen der Argumente,

d
dt
Wenn wir zusétzlich annehmen, daf§ L und die Extremale u zweimal differenzierbar

seien, konnen wir (6.22) in der Form L4 + Ly gt + Ly ol = Ly, schreiben mit
Lt,d = 8183[/ etc. m

(Li) = Ly - (6.22)
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Klassische Mechanik

Wichtige Anwendungen der Variationsrechnung findet man in der Physik. Um eine
solche aufzuzeigen, betrachten wir ein System von Massenpunkten mit m Freiheits-
graden, welches durch die (verallgemeinerten) Lagekoordinaten ¢ = (¢, ..., ¢™)
beschrieben werde. Das Grundproblem der klassischen Mechanik besteht in der
Bestimmung der Lage ¢(t) des Systems zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢, falls seine
Position qg zur Zeit ty, bekannt ist.

Wir bezeichnen mit ¢ := dq/dt die (verallgemeinerten) Geschwindigkeitsko-
ordinaten, mit T'(¢,q, ) die kinetische und mit U(t,¢) die potentielle Energie.
Dann machen wir die fundamentale Annahme, dafl das Hamiltonsche Prinzips der
kleinsten Wirkung gelte. Dieses besagt: Zwischen je zwei Zeitpunkten ¢o und ¢,
bewegt sich das System derart von gg nach ¢, daff das Wirkungsintegral

ty
| rad -]
to

den kleinstmoglichen Wert annimmt im Vergleich zu allen (virtuellen) Bewegun-
gen, bei denen sich das System zur Zeit ¢y bzw. t; ebenfalls in der Position gg
bzw. ¢, befindet. In diesem Zusammenhang heifit L := T — U Lagrangefunktion
des Systems.

Somit besagt das Hamiltonsche Prinzip, dafl die ,,Bahn* { q(t) ; to <t <ty },
lings derer sich das System bewegt, eine Extremale des Variationsproblems mit
festen Randbedingungen

t1
/ L(ta(Lq) dt = Min ) qc Cl([thtlL]Rm) ) Q(to) =4qo , Q(tl) =4q1,
to

ist. Also folgt aus Theorem 6.12, dafl ¢ der Euler-Lagrangeschen Gleichung

dt(LQ) = Lq

geniigt, falls die entsprechenden Regularitéitsbedingungen erfiillt sind.

In der Physik, den Ingenieurwissenschaften und anderen Bereichen, in denen
Variationsmethoden angewendet werden (z.B. in den Wirtschaftswissenschaften),
ist es allgemein {iiblich, die entsprechenden Regularitétsannahmen als erfiillt anzu-
sehen und die Giiltigkeit der Euler-Lagrangeschen Gleichung zu postulieren (eben-
so wie die Existenz von Extremalen als Selbstversténdlichkeit betrachtet wird). Die
Euler-Lagrangesche Gleichung wird dann dazu verwendet, Aufschluf} iiber die Ge-
stalt von Extremalen zu gewinnen und weitergehende Aussagen iiber das Verhalten
des zu beschreibenden Systems herzuleiten.

6.14 Beispiele (a) Wir betrachten die Bewegung eines frei beweglichen Mas-
senpunktes der positiven Masse m im dreidimensionalen Raum unter dem Ein-
fluf} eines zeitunabhéngigen Potentialfeldes U(t,q) = U(g) und mit der nur von ¢
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abhéngigen kinetischen Energie
T(q) =mldl® /2.
Die Euler-Lagrangesche Differentialgleichung hat die Gestalt
mg=—-VU(q) . (6.23)

Da ¢ die Beschleunigung des Systems darstellt, ist (6.23) das Newtonsche Bewe-
gungsgesetz fiir die Bewegung eines Teilchens unter dem EinfluB der konservativen”
Kraft —VU.

Beweis Wir identifizieren (R®)’ = £(R? R) mittels des Rieszschen Darstellungssatzes
mit R®. Dann erhalten wir aus L(t,q,¢) = T(¢) — U(q) die Bezichungen

woraus die Behauptung folgt. m

(b) In Verallgemeinerung von (a) betrachten wir die Bewegung von N frei bewegli-
chen Massenpunkten in einem Potentialfeld. Dazu schreiben wir « = (21,...,2n)
fiir die Lagekoordinaten, wobei z; € R? die Position des j-ten Massenpunktes an-
gibt. Ferner seien X offen in R*Y und U € C*(X,R). Bezeichnet m; die Masse des
j-ten Massenpunktes, so sei die kinetische Energie des Systems durch

N
. mgo .2
T =3 " 1
=1
gegeben. Dann erhalten wir ein System von N Euler-Lagrangeschen Gleichungen:

—mjéjj:ijU(x), ISJSN

Hierbei bezeichnet V., natiirlich den Gradienten von U beziiglich der Variablen
Tj € R m

Aufgaben

1 Esseien I=[a,0], —co<a<f<oo, k€CUxI,R) und ¢ € C¥ (I x E, F).
Ferner sei

B
D(u)(t) ::/ k(t,s)p(s,u(s))ds , tel,
fiir u € C(I, E). Man beweise: ® € C' (C(I, E),C(I,F)) und
B
(0@ (u)h)(t) :/ k(t, )02 (s, u(s))h(s)ds , tel,

fir u,h € C(I, E).
"Ein Kraftfeld heift konservativ, falls es ein Potential besitzt (vgl. Bemerkung VIII.4.10(c)).
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2 Esseien I und J := [, 8] kompakte perfekte Intervalle und f € C(I x J, E). Dann gilt

/J(/If(s’t)ds)dt:/I(/Jf(&t)dt)ds_

(Hinweis: Man betrachte
J—FE, y »—>/ / f(s,t) dt

und verwende Satz 6.7 und Korollar VI.4.14.)
3 Fiir f € C([o, B, E) gilt

/:(/;f(T)dT)dt:/:(sft)f(t)dt, sela .

4 Esseien I und J kompakte perfekte Intervalle und p € C'(I x J,R). Man verifiziere, dafl

w(z,y) == /(/J log(((z — 5)2 + (y — 1)) p(s, t) dt) ds,  (z,y) e R2\(I x J),

I

harmonisch ist.
5 Es sei
e~ 1/s? s>0
h:R—1[0,1), s~ ’ ’
0, s<0,

und fiir —co < a < B < ooseien k: R — R, s+ h(s—a)h(8 — s) sowie

t B
l:R—-R, tH/k(s)ds// k(s)ds

Dann gelten:
(a) £ € C=(R,R);
(b) ¢ ist wachsend;
(c) £(t) =0 fiir t < und £(t) =1 fiir t > 3.
6 Esseien —oo <oy < f; <oofiirj=1,...,mund A:=[[",(a;,3;) CR™. Man zei-
ge, dafl es ein g € C*°(R™,R) gibt mit g(z) > 0 fiir x € A und g(x) = 0 fiir x € A°.
(Hinweis: Man betrachte
gz, xm) = ki(z1) - km(Tm) (1, 2Tm) ER™ |
mit k;(t) := h(t — aj)h(B; — t) fir ¢t € [, 65] und j =1,...,m.)
7 Es seien K C R™ kompakt und U eine offene Umgebung von K. Dann gibt es ein
f € C(R™,R) mit
(a) f(z) €[0,1], = € R™;
(b) fx) =1, @ € K;
(¢) flx)=0, ze€U".
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(Hinweis: Zu = € K gibt es ein e, > 0 mit A, := B(z,e,) C U. Man wiihle g, € C®(R™,R)
mit go(y) > 0 fiir y € A, (vgl. Aufgabe 6) und o, ..., 2o € K mit K C J]_; Asz,. Dann
gehort G := gzy + -+ + gon, zu C°(R™,R), und § := minzex G(x) > 0. Schlielich seien
¢ wie in Aufgabe 5 mit a =0 und =0 und f :=£0G.)

8 Esseien Eo := {u e C'([0,1],R) ; w(0) =0, u(1) =1} und f(u) fo [tu(t ] dt fiir
u € Ep. Dann gilt inf{ flu); uwe Ep } =0, aber es glbt kein ug € Eo mit f(ug) =0.

9 Fiir a,b € R™ betrachte man das Variationsproblem mit festen Randbedingungen
s 1
/ lu(t)|dt = Min , wue C'([a,B],R™), ula)=a, u(B)=>b. (6.24)

(a) Man bestimme alle Losungen der Euler-Lagrangeschen Differentialgleichungen zu
(6.24) mit der Eigenschaft |u(t)| = const.

(b) Wie lauten die Euler-Lagrangeschen Differentialgleichungen zu (6.24) im Fall m = 2
unter der Voraussetzung 1 (t) # 0, w2(t) # 0 fiir t € [, 8]7

10 Man bestimme die Euler-Lagrangeschen Differentialgleichungen von
a) [ uyv/1+42dt = Min, u € C'([a, f],R),
fﬁ\/l—l—u2 )/udt = Min, u € C"([e, 6], (0, 00)).

11 Es sei f durch (6.6) definiert mit L € C%?([ov, 8] x (X x R™),R).
Man zeige: f € C*(U,R) und

O f(u)[h, k] = /{82 o, @) [hy k] + 0283 L(-, u, ) [h, k]

fiir h, k € E1. Man leite hieraus eine hinreichende Bedingung dafiir ab, daf} eine Losung
der Euler-Lagrangeschen Gleichung ein lokales Minimum von f darstellt.

12 Es gelten T'(¢) :=m |q'|2 /2 und U(t,q) = U(q) fiir ¢ € R®. Man beweise, da8 lings
jeder Losung ¢q der Euler-Lagrangeschen Differentialgleichung des Variationsproblems

/tl [T(9) —U(g)]dt =Min, g€ C*([to, 1], R%)

to

die Gesamtenergie £/ := T + U konstant ist.
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7 Umkehrabbildungen

Es sei J ein offenes Intervall in R, und f: J — R sei differenzierbar. Ferner gebe
es ein a € J mit f'(a) # 0. Dann ist die lineare Approximation

R=R, aw f(a)+f'(a)(z - a)

von f in a invertierbar. Lokal bleibt dies auch fiir f richtig, d.h., es gibt ein € > 0, so
da f auf X := (a — ¢,a + ) invertierbar ist. Auflerdem ist Y = f(X) ein offenes
Intervall, und die Umkehrabbildung f~!: Y — R ist differenzierbar mit

-1

Y (f@) = (f@) . zeX,
(man vergleiche dazu Theorem IV.1.8).

In diesem Paragraphen leiten wir eine natiirliche Verallgemeinerung dieses
Sachverhaltes auf den Fall von Funktionen mehrerer Variabler her.

Die Ableitung der Inversion linearer Abbildungen

Im folgenden seien

e F und F Banachrdume iiber demselben Koérper K.

Wir wollen die Abbildung
inv: Lis(E,F) - L(F,E), Aw A™!

auf ihre Differenzierbarkeit hin untersuchen und gegebenenfalls die Ableitung be-
stimmen. Damit diese Fragestellung iiberhaupt sinnvoll angegangen werden kann,
muf} vorab sichergestellt werden, dafl Lis(E, F) eine offene Teilmenge des Banach-
raumes L(E, F) ist. Um dies zu zeigen, beweisen wir zuerst den folgenden Satz
iiber die , geometrische Reihe“ in der Banachalgebra L(E). Hierbei ist I := 1.

7.1 Satz Essei A € L(E) mit ||A|| < 1. Dann gehért I — A zu Laut(E), und es
gelten (I — A)~1 = Y72 ) A* sowie die Abschitzung ||(I — A)7!| < (1 —||A)~ L.

Beweis Wir betrachten die geometrische Reihe > A* in der Banachalgebra L£(E).
Wegen || AF|| < [|A|* und

oo

> llAlf =1/ —|lAl) (7.1)

k=0

folgt aus dem Majorantenkriterium (Theorem I11.8.3), dal S_ A* in L£(E) absolut
konvergiert. Insbesondere ist der Wert der Reihe,

B = iAk ,
k=0
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ein wohldefiniertes Element von £(E). Offensichtlich gilt AB = BA =372, A",
Also folgt (I — A)B = B(I — A) = I, und somit (I — A)~! = B. Zudem liefern Be-
merkung I1.8.2(c) und (7.1) die Abschétzung

1= A)~" = Bl < (1= 4]~ .

Damit ist alles bewiesen. m

7.2 Satz
(i) Lis(E, F) ist offen in L(E, F).
(ii) Die Abbildung

inv: Lis(E,F) — L(F,E), Aw A™!
ist unendlich oft stetig differenzierbar, und es gilt'
dinv(A)B=—-A"'BA™!, AeLis(E,F), BeL(E,F). (12)
Beweis (i) Es seien Ay € Lis(E, F) und A € L(E, F) mit ||A — Aol < 1/]| 4.

Wegen
AZA()‘FA*AO:Ao[IJrAal(A*Ao)] (7.3)

geniigt es nachzuweisen, daf I + Ay ' (A — Ag) zu Laut(E) gehort. Aufgrund von
I = AG (A~ Ao)| < [[ A5 1A — Aol < 1

folgt dies aus Satz 7.1. Also gehort der offene Ball in £(F, F') mit Mittelpunkt Ag
und Radius 1/||Ay*| zu Lis(E, F).
(ii) Es gelte 2||A — Ag|| < 1/||Ay |- Aus (7.3) erhalten wir

AT = [T+ A5 YA - Ag)] T Ap 1t
und folglich

AT = At = [T+ AT A= A)] T (T = [T+ AH A - A)] ) A7

d.h.
inv(A) —inv(Ag) = —[I + Ay (A — A)] A (A — A)AyY . (T.4)
Hieraus und aus Satz 7.1 leiten wir
IAG 1% 1A = Ao

[[inv(A) —inv(Ap)|| < <2[ AP (A - Aol (7.5)

1—[|A5 1 (A = Ao)|
ab. Also ist inv stetig.

IMan beachte, daB diese Formel sich im Fall E = F =K wegen Bemerkung 2.2(e) auf
(1/2)" = —1/2? reduziert.
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(iii) Wir weisen nach, daf} inv differenzierbar ist. Dazu sei A € Lis(E, F).
Fiir B € L(E,F) mit ||B|| < 1/||[A7!|| gehort A + B gemif (i) zu Lis(E, F), und
es gilt

(A+B) ' —A"'=(A+B)"'[A-(A+B)|A'=—(A+B)"'BA™".
Hieraus folgt
inv(A + B) —inv(A) + A BA™! = [inv(A) — inv(A + B)]BA™! .
Somit gilt
inv(A + B) —inv(A) + A7*BA™ = o(||B||) (B — 0)

aufgrund der Stetigkeit von inv. Also ist inv : Lis(E, F') — L(F, E) differenzierbar,
und (7.2) ist richtig.

(iv) Wir erkléren
g: L(F,E)> — L(L(E,F),L(F,E))
durch
g(Th, T2)(S) := —Th ST , T, T, e L(F,E), SeL(EF).
Dann ist es leicht einzusehen, dafl g bilinear und stetig ist, und deshalb folgt
g € C™(L(F,E)*, L(L(E,F),L(F,E)))
(vgl. die Aufgaben 4.4 und 5.2). Auflerdem gilt
dinv(A) = g(inv(A),inv(4)) , A€ Lis(E,F) . (7.6)

Also erhalten wir aus (ii) die Stetigkeit von dinv. Folglich gehort die Abbildung inv
zu C'(Lis(E, F), L(F, E)). Schlieflich folgt aus (7.6) mit Hilfe der Kettenregel und
eines einfachen Induktionsarguments, daf§ diese Abbildung glatt ist. m

Der Satz iiber die Umkehrabbildung

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir ein zentrales Resultat iiber das lokale Ver-
halten differenzierbarer Abbildungen beweisen, das — wie wir im weiteren sehen
werden — &duflerst weitreichende Konsequenzen hat.

7.3 Theorem (iiber die Umkehrabbildung) Es seien X offen in E und zy € X
sowie ¢ € N* U {oo} und f € C4(X, F). Ferner gelte

Of(xo) € Lis(E, F) .

Dann gibt es eine offene Umgebung U von x in X und eine offene Umgebung V
von yo := f(xo) mit folgenden Eigenschaften:
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(i) f: U — V ist bijektiv.
(ii) f~' € CUV,E), und fiir jedes x € U gilt:

Of(z) € Lis(E,F) und of '(f(z)) = [0f ()] " .

Beweis (i) Wir setzen A := 0f(x9) und h:= A~'f: X — E. Dann folgt aus Auf-
gabe 5.1 und der Kettenregel (Theorem 5.7), dafl h zu C%(X,E) gehort und
Oh(z0) = A710f(xo) = I gilt. Also kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit den Fall E = F und df(xg) = I betrachten (vgl. Aufgabe 5.1).

(ii) Wir nehmen eine weitere Vereinfachung vor und setzen dazu
h(z) := f(z +z0) — f(=o) , reEX; =X —ux .

Dann ist X; offen in E, und h € C%(X7, E) mit h(0) = 0 und 9h(0) = 9f(zo) = I.
Somit gentigt es, den Fall

E=F, 20=0, f(0)=0, 8f(0)=1I

zu betrachten.

(iii) Wir zeigen, da8 f um 0 lokal bijektiv ist. Genauer weisen wir nach,
da8 es Nullumgebungen? U und V gibt, so daf die Gleichung f(x) =y fiir jedes
y € V eindeutig in U 16sbar ist und f(U) C V gilt. Diese Aufgabe ist offensichtlich
dquivalent zur Bestimmung von Nullumgebungen U und V, so dafl die Abbildung

gy: U—FE, z—a—f(z)+y

fiir jedes y € V genau einen Fixpunkt besitzt. Dazu setzen wir g := go. Wegen
9f(0) = I gilt 9g(0) = 0, und wir finden wegen der Stetigkeit von dg ein r > 0 mit

|8g(z)|| <1/2, xe2rB. (7.7)

Aufgrund von ¢(0) = 0 liefert der Mittelwertsatz in Integralform (Theorem 3.10)
die Beziehung g(z) = fol Og(tx)zx dt, woraus sich

1
lg()] S/O 10g(tx) || ||| dt <lzl|/2, = €2rB, (7.8)

ergibt. Also gilt fiir jedes y € rB die Abschiitzung
lgy@)Il < llyll + lg(@)| <2r,  xze2rB,

d.h., g, ist fiir jedes y € rB eine Selbstabbildung von 2rB.

2D.h. Umgebungen von 0.
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Fiir 1,22 € 2rB finden wir mit Hilfe des Mittelwertsatzes

1
1
lgy(@1) = gy (2] = | / Og (w2 + (w1 — 22)) (21 —22) dt]| <, llo — o] -

Somit ist g, fiir jedes y € rB eine Kontraktion auf 2rB. Daher sichert der Ba-
nachsche Fixpunktsatz (Theorem IV.4.3) die Existenz eines eindeutig bestimmten
x € 2rB mit g,(x) = z, also mit f(z) =y.

Wir setzen V := rB und U := f~1(V) N 2rB. Dann ist U eine offene Nullum-
gebung, und f|U: U — V ist bijektiv.

(iv) Nun zeigen wir, dafi f=1: V — E stetig ist. Dazu beachten wir

z=z— f(z)+ f(z) =g(x) + f(z) zelU.
Also gilt
1 — 22| < ; 1 — @2l + [|f(z1) = f(22)ll . 21,22 €U,
und somit
1 ) = f w2l < 2Mlva — w2l y,y2 €V . (7.9)

Folglich ist f=!: V — E Lipschitz-stetig.

(v) Wir zeigen die Differenzierbarkeit von f~1: V — E und weisen nach, daf
die Ableitung durch

of My = [0F@)] " mit wi= () (7.10)

gegeben ist.

Zuerst halten wir fest, daB8 0f(z) fiir x € U zu Laut(E) gehort. In der Tat,
aus f(z) = — g(x) folgt 0f (x) = I — dg(x) fiir x € U. Beachten wir (7.7), so folgt
Of(x) € Laut(E) aus Satz 7.1.

Es seien nun y,yo € V, und = := f~1(y), 20 := f~1(yo). Dann gilt
f(@) = f(zo) = 0f (xo)(z — w0) + o(llx — 2o|) (z — o),

und wir erhalten fiir x — z¢

177 @) — £ (o) — [0F(x0)] (¥ — wo)|
= ||z — @0 — [0f (20)] " (f(x) — f(@0))| < ¢lollz — wol))|

mit ¢ = || [affl(xo)]le. Da wegen (7.9) die Abschitzung 2 ||y — yo| > ||z — xo||
richtig ist, ergibt sich schliellich

1772 ) = 17 o) = (07 @0)] "y = wo)|| _ 2¢lollle — o]

< (7.11)
||y*yo\| HI*IOH
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fiir * — x¢. Fihren wir nun den Grenziibergang y — yo durch, so folgt z — xg
aus (iv), und (7.11) zeigt, da8 f~! in yo differenzierbar und die Ableitung durch

[0f (x0)] ! gegeben ist.

(vi) Es bleibt nachzuweisen, dafl f~! zu C4(V, E) gehort. Dazu beachten wir,
daB (7.10) zeigt:

If ' =@fof ) P =invodfoft. (7.12)

Wir wissen aus (iv), dal f~! zu C(V, E) gehort mit f~1(V) N B(zo,2r) = U, und
gemaf Voraussetzung gilt df € C(U7 E(E)) Mit Satz 7.2 folgt deshalb, dal f ~*
zu C(V, L(E)) gehort, was f~ € C}(V, E) beweist. Im Fall ¢ > 1 erhilt man die
Aussage aus (7.12) mittels der Kettenregel durch vollstdndige Induktion. m

Diffeomorphismen

Es seien X offen in E und Y offen in F sowie ¢ € NU {co}. Wir nennen die
Abbildung f: X — Y (C?-Diffeomorphismus von X auf Y, falls sie bijektiv ist und

feCYX,Y) und f~'eCUY,E)

gelten. Statt C°-Diffeomorphismus sagt man Hom&omorphismus oder topologische
Abbildung. Wir setzen

Diff/(X,Y) :={f: X =Y ; f ist ein C?-Diffeomorphismus } .

Die Abbildung g: X — F heifit lokaler C'%-Diffeomorphismus?, falls es zu jedem
zg € X offene Umgebungen U € $hx (zo) und V € Up(g(zo)) gibt, so daB g|U zu
Diff’(U, V') gehort. Die Menge aller lokalen C'%-Diffeomorphismen von X nach F
bezeichnen wir mit Diff{ (X, F).

7.4 Bemerkungen Es seien X offen in F und Y offen in F'.

(a) Fiir jedes g € N gelten die Inklusionen

Diff*(X,Y) c Diff*"'(X,Y) c Diff!(X,Y) c Diff{, (X,F),
DiffiS (X, F) ¢ Diffft ! (X, F) C Diffl (X, F) .

loc
(b) Essei f € C(X,Y), und es gelte f € DiffY(X,Y). Dann folgt i. allg. nicht,
daB f zu Diff""(X,Y) gehort.
Beweis Wirsetzen E := F := R, X := Y := R und betrachten f(z) := 2. Dann ist f ei-
ne glatte topologische Abbildung, d.h., es gilt f € C*(X,Y) N Diff°(X,Y). Aber f~" ist
in 0 nicht differenzierbar. m

3Im Fall ¢ = 0 spricht man von lokalen Homéomorphismen oder lokal topologischen Abbildungen.
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(c) Lokal topologische Abbildungen sind offen, d.h., sie bilden offene Mengen auf
offene Mengen ab (vgl. Aufgabe I11.2.14).

Beweis Dies ergibt sich leicht mit den Sétzen 1.3.8(ii) und I11.2.4(ii). m
(d) Fiir f € Diffi..(X,Y) gilt df () € Lis(E, F) fiir z € X.

Beweis Dies ist eine Konsequenz der Kettenregel (vgl. Aufgabe 1). m

7.5 Korollar Es seien X offen in E, q € N* U {oo} und f € C4(X, F). Dann gilt

fEeDIffl (X,F) < 8f(x) € Lis(E,F), z€X.

loc

Beweis ,=“ Aus Bemerkung 7.4(a) folgt durch Induktion, da$8 f zu Diff}, (X, F)
gehort. Nun erhalten wir die Aussage aus Bemerkung 7.4(d).

,»<=" Diese Implikation ergibt sich aus dem Satz iiber die Umkehrabbildung. m

7.6 Bemerkung Unter den Voraussetzungen von Korollar 7.5 gehére 0f(x) zu
Lis(E, F) fir x € X. Dann ist f lokal topologisch und, folglich, Y := f(X) offen.
Im allgemeinen ist f jedoch kein C'?-Diffeomorphismus von X auf Y.

Beweis Esseien X := F := F := Cund f(z) := e*. Dann ist f glatt und f(z) =e* #0
fiir z € C. Wegen der 27i-Periodizitit ist f aber nicht injektiv. m

Die Losbarkeit nichtlinearer Gleichungssysteme

Im folgenden soll der Satz iiber die Umkehrabbildung fiir den Fall E = FF = R™
formuliert werden. Dabei konnen wir ausnutzen, daf} jede lineare Abbildung auf R™
stetig ist und dafl die Frage, ob eine lineare Abbildung invertierbar sei, durch
Berechnung ihrer Determinante entschieden werden kann.

Im restlichen Teil dieses Paragraphen seien X offen in R™ und zy € X sowie
g e N*U{oo}und f = (fL ..., f™) € CUX,R™).

7.7 Theorem Gilt det (8f(x0)) # 0, so gibt es offene Umgebungen U von xy und V'
von f(xo) derart, dal f|U zu Diff?(U, V') gehort.

Beweis Aus Theorem 1.6 wissen wir, da Hom(R™,R™) = L(R™) gilt. Somit
lehrt die Lineare Algebra

Of (zo) € Laut(R™) <= det(df(w0)) # 0
(z.B. [Gab96, A3.6(a)]). Nun folgt die Behauptung aus Theorem 7.3. m

7.8 Korollar Ist det (8f(gc0)) # 0, so gibt es offene Umgebungen U von zy und V'
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von f(xq), derart dafl das Gleichungssystem
fl(x17"'7xm) :yl )
(7.13)
... a™) =y™
fiir jedes m-Tupel (y,...,y™) € V genau eine Losung

m

Y :ml(ylﬁ"'7ym)7"'7x :mm(ylﬁ""ym)

in U besitzt. Die Funktionen x', ..., ™ gehéren zu C1(V,R).

7.9 Bemerkungen (a) Geméi$ Bemerkung 1.18(b) und Korollar 2.9 kann die
Determinante der linearen Abbildung 0f(z) mittels der Jacobimatrix [ f7 ()]
berechnet werden, d.h., es gilt det(df(x)) = det [0y f7(x)]. Sie heift Funktional-
determinante von f (im Punkt 2) und wird auch mit

a(f, ..., ™)
azl, ... zm) (z)

bezeichnet.

(b) Der Beweis des Satzes iiber die Umkehrabbildung ist konstruktiv und kann
also im Prinzip zur (niherungsweisen) Berechnung von f~!(z) verwendet werden.
Insbesondere kénnen in dem in Korollar 7.8 beschriebenen endlichdimensionalen
Fall Losungen des Gleichungssystems (7.13), die nahe bei z liegen, niherungsweise
berechnet werden.

Beweis Dies folgt aus der Tatsache, dafl der Beweis von Theorem 7.3 auf dem Kontrak-
tionssatz, also auf der Methode der sukzessiven Approximation, basiert. m

Aufgaben

1 Es scien X offen in F und Y offen in F sowie f € Diffl,.(X,Y). Dann gehort 9 f(xo)
zu Lis(E, F) fiir 2o € X, und 8f (yo) = [af(xo)]fl mit yo := f(zo).

2 Es seien m,n € N*, und X sei offen in R™.

Man zeige: Ist Diff, (X, R™) nicht leer, so gilt m = n.

3 Fiir die in (a)—(d) definierten Abbildungen bestimme man Y := f(X) und f~'. Ferner
entscheide man, ob f € Diff{ (X,R?) oder f € Diff?(X,Y) gilt.

(a) X :=R? f(z,y):=(z+a,y+0), (a,b) €R*

( )X R2 f(m7y) = ("1"27‘(1"72533/)7

(€) X := RQ\{ 0,00}, f(z,y) = (a? -y 2zy);

(@ X :={(z.y) eR’; 0<y<a}, flz,y):= (logay,1/(z* +y7)).

(Hlnwels zu (c): R? «— C.)
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4 Es seien
f:R* - R*, (z,y)— (coshzcosy,sinhzsiny)

sowie X := { (z,y) ER*; >0} und Y := f(X). Man zeige:

(a) f1X € Difffs, (X, R?);

(b) 1 X ¢ Diff(X,);

(c) Fir U:={(z,y) € X; 0<y<2r} und V:=Y\ ([0,00) x {0}) gehért f|U zu
Diff* (U, V);

(@) Y =R>\ ([-1,1] x {0}).

5 Es seien X offen in R™ und f € C*(X,R™). Man zeige:

(a) Gilt 9f(z) € Lis(R™) fiir x € X, so besitzt x — |f(x)| in X kein Maximum.

(b) Gelten 9f(x) € Lis(R™) und f(x) # 0 fiir x € X, so besitzt z — |f(z)| kein Minimum.

6 Es seien H ein reeller Hilbertraum und
f+H—H, w»—>m/\/1+\m|2.

Man bestimme Y := im(f) und zeige f € Diff**(H,Y). Wie lauten f~" und 9f?
7 Es seien X offen in R™ und f € C*(X,R™). Ferner gebe es ein o > 0 mit

lf@)—fWl zalz—yl, zyeX. (7.14)

Man zeige: Y := f(X) ist offen in R™ und f € Diff’(X,Y). Fiir X = R™ gilt Y = R™.
(Hinweise: Aus (7.14) folgt 0f(x) € Lis(X,Y) fur z € X. Ist X = R™, so ergibt sich aus
(7.14), daB Y in R™ abgeschlossen ist.)

8 Es seien f € Diff'(R™,R™) und g € C*(R™,R™), und eine der Voraussetzungen

(a) f~* und g sind Lipschitz-stetig,

(b) g verschwindet auflerhalb einer beschrinkten Teilmenge von R™,

sei erfiillt. Dann gibt es ein g9 > 0 mit f + g € Diff"(R™, R™) fiir £ € (—¢o, €0).
(Hinweis: Man betrachte idgm + f~' o (¢g) und verwende Aufgabe 7.)
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8 Implizite Funktionen

Im vorangehenden Paragraphen haben wir uns (im endlichdimensionalen Fall) mit
der Losbarkeit nichtlinearer Gleichungssysteme befafit. Dabei haben wir uns auf
die Situation beschridnkt, in der die Anzahl der Gleichungen mit der Zahl der
Variablen iibereinstimmt. Nun untersuchen wir die Losbarkeit von nichtlinearen
Gleichungssystemen, bei denen mehr Variablen als Gleichungen vorhanden sind.

Das Hauptresultat dieses Paragraphen, den Satz iiber implizite Funktio-
nen, werden wir ohne wesentliche zusétzliche Miihe in der allgemeinen Banach-
raumversion beweisen. Zur Ilustration dieses fundamentalen Theorems beweisen
wir den grundlegenden Existenz- und Stetigkeitssatz fiir gewohnliche Differential-
gleichungen. Endlichdimensionale Anwendungen des Satzes iiber implizite Funk-
tionen werden in den beiden nachfolgenden Paragraphen behandelt.

Zur Motivation fiir das folgende betrachten wir die Funktion f: R? — R,
(z,y) — x® + 4> — 1. BEs sei (a,b) € R mit a # +1, b> 0 und f(a,b) = 0. Dann
gibt es offene Intervalle A und B mit ¢ € Aund b € B, so daf} zu jedem x € A genau
ein y € B existiert mit f(x,y) = 0. A
Durch die Zuordnung z — y wird ei- _I(OL—>
ne Abbildung ¢g: A — B erkliart mit
f(x, g(:z:)) = 0 fiir z € A. Offensichtlich
gilt in diesem Fall g(z) = V1 — 22. Au-
Berdem gibt es ein offenes Intervall B
mit —b€ B und ein g: A — B mit
f(z,g(z)) = 0 fiir v € A. Natiirlich gilt
hier g(x) = —v/1 — 22. Die Funktion g
bzw. § wird durch f und (a,b) bzw. f
und (a, —b) auf A eindeutig festgelegt.
Man sagt deshalb, dafl ¢ bzw. g in der
Nihe von (a,b) bzw. (a,—b) durch f
implizit definiert sei. Die Funktion g bzw. ¢ ist eine Auflésung der Gleichung
f(z,y) = 0 nach y (als Funktion von z) in der Nidhe von (a,b) bzw. (a, —b).

Solche Auflésungen lassen sich offensichtlich in keiner Umgebung von (1,0)
bzw. von (—1,0) angeben. Man beachte dazu, daf fiir a = £1 die Gleichung
02 f (a,b) = 0 gilt, wihrend fiir a # +1 die Beziehung 05 f (a,b) = 2b # 0 richtig ist.

Differenzierbare Abbildungen auf Produktriumen

Im folgenden seien
e F;, Fr und F Banachriaume iiber K;
q € N* U {oo}.
Es seien X; offen in FE; fiir j =1,2, und f: Xy x Xo — F sei in (a,b) differen-
zierbar. Dann ist auch die Funktion f(-,b): X3 — F bzw. f(a,): Xo — F in a
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bzw. b differenzierbar. Wir schreiben D; f(a,b) bzw. Dsf(a,b) fiir die Ableitung
voun f(-,b) in a, bzw. von f(a,-) in b, um Verwechslungen mit den klassischen
partiellen Ableitungen zu vermeiden.

8.1 Bemerkungen (a) Offensichtlich gilt D;f: X3 x Xo — L(E;, F) fiir j = 1,2.
(b) Die Aussagen

(i) feC1(X1 x Xo, F),

(i) D;f € CT 1 (X1 x Xo, L(E;, F)) fiir j = 1,2,
sind dquivalent. Sind sie erfiillt, so gilt

df(a,b)(h,k) = D1f(a,b)h + D2 f(a,b)k

fir (a,b) € X3 x X5 und (h, k) € E1 x Es (vgl. Theorem 5.4 und Satz 2.8).
Beweis Die Implikation ,,(i)=>(ii)“ ist klar.
,»(i1)=>(1)“ Es seien (a,b) € X1 x X2 und

A(h,k) :== D1 f(a,b)h + D2 f(a,b)k , (h,k) € E1 X Ea .

Man priift leicht nach, da8 A zu L(FE1 X E2, F') gehort. Der Mittelwertsatz in Integralform
(Theorem 3.10) liefert

fla+h,b+ k) — f(a,b) — A(h, k)
= fla+h,b+k)— fla,b+k)+ f(a,b+ k) — f(a,b) — A(h, k)

1
:/[de+mw+k%4%ﬂmmhﬁ+fmb+m*ﬂmw*Dﬁm&M,
0

falls max{||h||, ||k||} hinreichend klein ist. Hieraus folgt die Abschiitzung
If(a+h,b+ k) — f(a,b) — A(h, k)|| < @(h, k) max{|[A]], [|k]|}
mit
o(h, k) = org?éXlHle(a + th,b+ k) — D1 f(a,b)||

Hf(a7b+ k) - f(aa b) - sz(aa b)kH
i Il |

Aufgrund der Stetigkeit von D f gilt ¢(h, k) — 0 fiir (h, k) — (0,0). Somit sehen wir, daf
f(a+hib+k) = f(a,b) = A(h, k) = o([|(h, K)II) (R, k) = (0,0))
gilt. Also ist f in (a,b) differenzierbar mit df(a,b) = A. Schliellich implizieren die Regu-

laritéitsvoraussetzungen an D;f und die Definition von A, daf 8f € C97 (X1 x Xa, F)
gilt, also f € C4(X1 X X2, F). m
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(c) Im Spezialfall E; = R™, E; = R™ und F = R’ gelten

61f1 6mf1 am+1f1 6m+nf1
[Dif] =1 Co| s [Pef] = : :
a1fZ amff am-i—lfe 8m-Q—nfZ
mit f = (f's..., f9).

Beweis Dies folgt aus (b) und Korollar 2.9. m

Der Satz iiber implizite Funktionen

Nach diesen vorbereitenden Uberlegungen wenden wir uns der Auflosbarkeit von
nichtlinearen Gleichungen zu. Von fundamentaler Bedeutung ist dabei das folgende
Resultat.

8.2 Theorem (iiber implizite Funktionen) Es seien W offen in Ey x E; und
f € CUYW, F). Ferner sei (xg,y0) € W mit

f(zo,y0) =0 und Daf(xo,y0) € Lis(F2, F) .

Dann gibt es offene Umgebungen U € Uy (x¢,yo) und V € Ug, (x¢) sowie ein ein-
deutig bestimmtes g € C4(V, E3) mit:

((z,y) €U und f(z,y) =0) < (z €V und y = g(z)) . (8.1)

AuBerdem gilt

dg(x) = —[Dgf(x,g(az))]_lle(x,g(as)) , reV. (8.2)

Beweis (i) Es seien A := Dy f(x0,y0) € Lis(Ey, F) und f := A™1f € CY(W, Ey).
Dann gelten

f(@o,90) =0 und Dof(xo,y0) = Ig, .

Somit kénnen wir wegen Aufgabe 5.1 ohne Beschriankung der Allgemeinheit den
Fall F = E5 und Dsf(z0,y0) = Ig, betrachten. Auerdem kénnen wir annehmen,
W = Wi x Wy mit offenen Umgebungen Wy € ig, (x¢) und Wa € Ug, (yo).

(ii) Fiir die Abbildung
()O:W1XW2*>E1XE27 (xay)’_)(xaf(xay))
gllt (TS Cq(Wl X Wa, B X EQ) mit!

B Ip, 0
(0, 40) = D1 f(xo,90) Ik,

1Hier und in dhnlichen Situationen verwenden wir die natiirliche Matrixschreibweise.

€ E(El X Eg) .
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Man verifiziert sofort, dafl

In, 0
—D:f(z0,%0) Ip,

die Inverse von Op(zg,yo) ist. Somit gilt dp(zg, yo) € Laut(E, x E3), und wegen
©(x0,Y0) = (x0,0) garantiert der Satz iiber die Umkehrabbildung (Theorem 7.3)
die Existenz von offenen Umgebungen U € Ug, « g, (0, y0) und X € Ug, g, (x0,0),
derart dafl »|U € Diff/(U, X) gilt. Wir setzen 9 := (¢|U)~! € DiffY(X,U) und
schreiben 1 in der Form

D) = (& n) va(Em) . (Em)EX.
Dann gilt ; € C9(X, E) fiir j = 1,2, und die Definition von ¢ zeigt
&m =e@En) = @&, f(&n),v26m)) . EmeX .
Also erkennen wir
i) =&, n=Ff(EAEm), (EmeX. (8.3)

Weiterhin ist V := {:17 € Er; (x,0) € X} eine offene Umgebung von z¢ in Fj,
und fiir g(z) := ¥2(x,0) mit x € V gelten g € C1(V, E») sowie

(l‘,f(l‘,g(fﬂ))) = (1/’1(%0)7f(1/’1(x70)a1//2(x70)))
= 90(1/’1(9070)’1//2(9570)) = (pOd)(I,O) = (I7O)

fir € V. Zusammen mit (8.3) ergibt sich (8.1). Die Eindeutigkeit von g ist klar.
(iii) Wir setzen h(z) := f(z,g(z)) fir € V. Dann gilt A = 0, und die Ket-
tenregel ergibt, zusammen mit Bemerkung 8.1(b),

Oh(z) = le(gc,g(as))IEl + Dgf(x,g(as))(“)g(x) =0, zeV. (8.4)
Aus g > 1 folgt

€ E(El X Eg)

Dsof € C17H(U, L(E»)) C C(U, L(E»)) -
GemiB Satz 7.2(i) ist Laut(Fs) offen in L(Es). Also ist
(D2f) " (Laut(E2))) NU = { (z,y) € U ; Daf(x,y) € Laut(Es) }
eine offene Umgebung von (xg, yo) in U. Durch Verkleinern von U kénnen wir also

annehmen, Do f(z,y) € Laut(E») fiir (z,y) € U. Aus (8.4) folgt nun (8.2). m

8.3 Bemerkung Theorem 8.2 besagt, dafl in der Nihe von (zq, yo) die Faser f~1(0)
Graph einer C'?-Funktion ist. m

Wir formulieren den Satz iiber implizite Funktionen im Spezialfall £, = R™
und Fy = F = R"™ und erhalten so eine Aussage iiber die ,lokale Auflosbarkeit
nichtlinearer Gleichungssysteme in Abhéingigkeit von Parametern®.
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8.4 Korollar Es seien W offen in R™*™ und f € C9(W,R"™). Ferner sei (a,b) € W
mit f(a,b) =0, d.h.
frat,...,a™ bt b)) =0,

Gilt dann
oft,... ™)

A(zm+l ... gmin) (a,0) = det [am“fj(a’b)]lgj,k@ #0,

so gibt es offene Umgebungen U von (a,b) in W und V von a in R™ sowie ein
g € CUV,R") mit

((z,y) €U und f(z,y) =0) < (z €V und y = g(x)) .
D.h., es gibt eine Umgebung V von a in R™, so dafi das Gleichungssystem

fl(xl,...,zm,yl,...,y") =0,

it ™yt ™) =0
fiir jedes m-Tupel (z!,...,2™) € V genau eine Lésung

yl :gl(x17._.’zm) )

Yyt =g"(z", ... a™)

in der Nihe von b = (b!,... b") besitzt. AuBerdem sind die Lésungen g, ..., g

CY-Funktionen der ,Parameter® (z',... ™) aus V, und
Opmat Sl o Opanf 1T S o O St
[P9()] =1 z z z
6m+1f" am+nfn 81f" amfn

fiir x € V, wobei die Ableitungen Oy f7 an der Stelle (:mg(x)) auszuwerten sind.

Beweis Da Dsf(z,y) genau dann zu Laut(R™) gehort, wenn
a(ft,..., ")

O(xgmtl .. gmtn)

(z,y) #0

erfiillt ist, erhalten wir alle Aussagen aus Theorem 8.2 und Bemerkung 8.1(c). m
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Regulire Werte

Es sei X offen in R™, und f: X — R" sei differenzierbar. Dann heifit z € X re-
gulidrer Punkt von f, falls 0f(x) € L(R™,R"™) surjektiv ist. Die Abbildung heifit
regulir oder Submersion, falls jeder Punkt in X regulér ist. Schliefllich bezeichnet
man y € R” als reguliren Wert von f, falls die Faser f~!(y) nur aus reguliren
Punkten besteht.

8.5 Bemerkungen (a) Gilt m < n, so hat f keine reguléiren Punkte.
Beweis Dies folgt aus Rang(@f(x)) <m.nm

(b) Im Fall n <m ist x € X genau dann ein reguldrer Punkt von f, wenn Jf(x)
Rang? n hat.

(¢) Im Fall n = 1 ist « genau dann ein reguliirer Punkt von f, wenn V f(z) # 0 gilt.
(d) Jedes y € R™\im(f) ist ein reguldrer Wert von f.

(e) Esseixg € X ein regulirer Punkt von f. Dann gibt es n Variablen, so daf§ das
Gleichungssystem

..., 2™ =0

in einer Umgebung von zy eindeutig nach diesen Variablen als Funktionen der
m — n iibrigen Variablen aufgelost werden kann. Gehort f zur Klasse C?, so sind
auch die Losungen C'?-Funktionen.

Beweis Aufgrund von (a) gilt m > n. Auflerdem koénnen wir durch geeignetes Permu-
tieren der Koordinaten in R™, d.h. durch Anwendung einer geeigneten orthogonalen
Transformation des R™ erreichen, dafl

aft,... ™

O(zm—rtl .. ™)

(o) #0

gilt. Die Behauptung folgt nun aus Korollar 8.4. m

(f) Essei 0 € im(f) ein reguldrer Wert von f € C?(X,R"). Dann gibt es zu jedem
2o € f~1(0) eine Umgebung U in R™, so daf8 sich f~1(0) N U als Graph einer
CY-Funktion von m — n Variablen darstellen 148t.

Beweis Dies folgt aus (e) und Bemerkung 8.3. m

2Es seien E und F endlichdimensionale Banachriume und A € £(E, F). Dann wird der Rang
von A durch Rang(A) := dim(im(A)) definiert. Offensichtlich ist Rang(A) gleich dem aus der
Linearen Algebra bekannten Rang der Darstellungsmatrix [A]g # beziiglich irgendwelcher Basen
&€ von E und F von F.
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Gewdohnliche Differentialgleichungen

In Paragraph 1 haben wir mit Hilfe der Exponentialabbildung Existenz- und
Eindeutigkeitsfragen fiir lineare Differentialgleichungen untersucht. Im folgenden
sollen allgemeinere Differentialgleichungen der Form @ = f(t, z) behandelt werden,
wobei wir nun auch ,nichtlineare“ Funktionen f in Betracht ziehen.

Im restlichen Teil dieses Paragraphen sind

e J ein offenes Intervall in R;
FE ein Banachraum,;
D eine offene Teilmenge von F;
feC(JxD,E).

Die Funktion u: J, — D heifit Lésung der Differentialgleichung & = f(¢,z) in F,
falls J,, ein perfektes Teilintervall von J ist und u € C(J,, D) sowie

a(t) = f(t,u(t)) , teJy,

gelten. Bei gegebenem (tg, zg) € J x D ist

= f(t,x), z(to) =0 (8-5)(to,20)

ein Anfangswertproblem fiir & = f(¢,2). Die Abbildung u: J, — D heifit Losung
von (8.5) (49,2, falls u der Differentialgleichung & = f(t, ) geniigt und u(to) = o
gilt. Sie ist nicht fortsetzbar (oder maximal), wenn es keine Losung v: J, — D
von (8.5)(¢y,2,) &ibt mit v D u und v # u. In diesem Fall ist J, ein maximales
Existenzintervall fiir (8.5);, 4,). Gilt J, = J, so nennt man u globale Losung
von (8.5)(%&0).

8.6 Bemerkungen (a) Globale Losungen sind nicht fortsetzbar.

(b) Es sei J,, ein perfektes Teilintervall von J. Dann ist u € C(J,, D) genau dann
eine Losung von (8.5) 4, z4), wenn u der Integralgleichung

¢
u(t):xo—i-/ f(s,u(s))ds, teJy,
to

gentiigt.

Beweis Das— f (s, u(s)) stetig ist, folgt die Behauptung leicht aus dem Fundamental-
satz der Differential- und Integralrechnung. m

(c) Esseien A € L(E) und g € C(R, E). Dann besitzt das Anfangswertproblem

i=Ax+gt), =x(o)=wo
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die eindeutig bestimmte globale Losung

t
u(t) = et 4z, +/ et 4g(s)ds , teR.

to
Beweis Dies ist eine Konsequenz von Theorem 1.17. m
(d) Im Fall F =R sagt man, & = f(¢,x) sei eine skalare Differentialgleichung.

(e) Das Anfangswertproblem
t=x, x(ts) =xo (8.6)

besitzt fiir jedes (to, o) € R? hochstens eine Losung.

Beweis Es seien u € C*'(J,,R) und v € C*(J,,R) Losungen von (8.6). Fiir t € J, N Jy
sel w(t) := u(t) — v(t), und I sei ein kompaktes Teilintervall von J,, N J, mit to € I. Dann
geniigt es nachzuweisen, da§ w auf I verschwindet. Aufgrund von (b) gilt

w(t) =u(t) —v(t) = / (uz(s) — vz(s)) ds = / (u(s) + v(s))w(s)ds , tel.

to to

Mit « := maxser |u(s) + v(s)| folgt hieraus

/ fw(s)] ds

und die Behauptung ergibt sich aus dem Gronwallschen Lemma. m

|lw(t)] < « , tel,

(f) Das Anfangswertproblem (8.6) besitzt fiir 29 # 0 keine globale Losung,.

Beweis Es sei u € C'(Ju,R) eine Losung von (8.6) mit zo # 0. Weil 0 die eindeutig
bestimmte globale Lésung zum Anfangswert (to,0) ist, impliziert (e), daBl u(¢t) # 0 fir
t € Jy gilt. Somit folgt aus (8.6)

auf J,. Durch Integration finden wir

1 1
- =t—t teJ
xo  u(t) 0 “o

also
u(t) =1/(to —t+1/x0) ,  t€Ju.
Folglich gilt J, # J=R. m

(g) Das Anfangswertproblem (8.6) besitzt fiir jedes (to,20) € R? die eindeutig
bestimmte nichtfortsetzbare Losung u(-, to, zo) € C*(J(to, zo), R) mit

(t0+1/LE0,00), l'0<0,
J(to,l‘o): R, 1‘0:0,
(—OO,t0+1/£L'0) R xo >0,
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und
O, CE():O,
u(t,to, o) =
( 0 0) {1/(t0-t+1/.’)§0), 1'0750.

Beweis Dies folgt aus (e) und dem Beweis von (f). m

(h) Das skalare Anfangswertproblem
i=2y|z|, x(0)=0 (8.7)

besitzt iiberabzédhlbar viele globale Losungen.

Beweis Offensichtlich ist ug = 0 eine globale
Losung. Fiir a < 0 < (8 sei

—(t—a)?, t € (—o0,a],
Ua,3(t) = 0, te (o, p), a

(t—B)%, te[Bo0). / g

Man {iberpriift leicht, da u.,g eine globale
Losung von (8.7) ist. m

v

Separation der Variablen

Im allgemeinen ist es nicht moglich, eine gegebene Differentialgleichung ,,explizit*
zu losen. Fiir gewisse skalare Differentialgleichungen 148t sich jedoch mit Hilfe
des Satzes iiber implizite Funktionen eine lokal eindeutig bestimmte Losung des
entsprechenden Anfangswertproblems angeben.

Die Funktion ®: J x D — R heifit erstes Integral von & = f(¢,x), falls fiir
jede Losung w: J, — D von & = f(t,z) die Abbildung

Ju— R, t— ®(tut))
konstant ist. Gelten zuséatzlich
®ecCHJxD,R) und 0p®(t,x) #0, (t,z)e Jx D,

so ist ® ein regulires erstes Integral.

8.7 Satz FEs sei @ ein reguléres erstes Integral der skalaren Differentialgleichung
& = f(t,x), und es gelte

ft,z) = —019(t,2)/02P(t, ) , (t,x) e Jx D.

Dann gibt es zu jedem (tg, zo) € J x D offene Intervalle I von J und U von D mit
(to,x0) € I x U, so daBl das Anfangswertproblem

= f(t,x), x(t) =2x0
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auf I genau eine Losung u hat mit u(I) C U. Sie kann durch Auflésen der Gleichung
®(t,z) = D(to, o) nach x gewonnen werden.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus Theorem 8.2. m

Durch geeignete Wahl von @ erhalten wir die wichtige Klasse der skalaren
Differentialgleichungen mit ,,getrennten Variablen“. Wie das nachfolgende Korollar
zeigt, konnen diese Gleichungen durch Quadratur gelost werden.

8.8 Satz Es seien g € C(J,R) und h € C(D,R) mit h(z) # 0 fiir x € D. Ferner
sei G € CH(J,R) bzw. H € C*(D,R) eine Stammfunktion von g bzw. h. Dann ist

O(t,z) :=G(t) — H(z) , (t,x)e Jx D,
ein reguldres erstes Integral von & = ¢(t)/h(z).

Beweis Offensichtlich gehort @ zu C*(J x D,R), und 82®(t,z) = —h(x) # 0. Es
sei u € C*(Jy, D) eine Lésung von i = g(t)/h(x). Dann folgt aus der Kettenregel
[@(t,u(t))] = 01®(t,u(t)) + 02® (¢, u(t))i(t)

9(t)

=g(t) — h(u(t)) - B(u(®) =0

Also ist t — @ (¢, u(t)) auf J, konstant. m

8.9 Korollar (Separation der Variablen) Es seien g € C(J,R) und h € C(D,R)
mit h(z) # 0 fiir x € D. Dann besitzt das Anfangswertproblem

i=gt)/Mz), x(to) =0

fiir jedes (to,xo) € J x D eine eindeutig bestimmte lokale Lésung. Sie kann durch
Auflésen der Gleichung

[ = [ gryar 5)

0 to

nach x gewonnen werden.

Beweis Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus den Sétzen 8.7 und 8.8. m

8.10 Bemerkung Unter den Voraussetzungen von Korollar 8.9 folgt formal aus

dx _ g(t) 2(to) = 0

die ,,Gleichung mit getrennten Variablen“ h(z)dx = g(t) dt. Formale Integration
liefert (8.8). m
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8.11 Beispiele (a) Wir betrachten das Anfangswertproblem
t=142%, xz(to) =0 . (8.9)

Mit g := 1 und h :=1/(1 + X?) folgt aus Korollar 8.9

x df t
arctanx—arctanxoz/ 9 :/ dr=t—tg .
xo 1 + 5 to

Somit ist
z(t) = tan(t — a) te(a—n/2,a+7/2),

mit « =ty — arctanzo die eindeutig bestimmte maximale Losung von (8.9). Ins-
besondere besitzt (8.9) keine globalen Losungen.

(b) Esseien o > 0, D :=(0,00) und zo > 0. Fiir

=2 2(0) =z (8.10)
ergibt Korollar 8.9
/ ETlmode =t .
o
Folglich ist
x(t):(xao‘fozt)_l/a , —o<t<zy/a,

die eindeutig bestimmte maximale Losung von (8.10). Also ist (8.10) nicht global
l6sbar.

(¢) Auf D := (1, 00) betrachten wir das Anfangswertproblem
t=zxlogz, x(0)=uxg. (8.11)

Weil log o log auf D eine Stammfunktion von 2 — 1/(zlogz) ist, erhalten wir aus
Korollar 8.9

x df t
log(log x) — log(log o) = / = / dr=t.
w0 §1088  Jo
Hieraus leiten wir ab, daf§
a(t) =2, teRr,

die eindeutig bestimmte globale Losung von (8.11) ist.

(d) Es seien —oco < a <b<oo und f € C((a,00),R) mit f(z) > 0 fiir z € (a,b)
und f(b) = 0. Fiir xy € (a,b) und ¢y € R betrachten wir das Anfangswertproblem

z=f(x), x(to) =0 .
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GeméB Korollar 8.9 erhalten wir die lokal eindeutige Losung u: J, — (a,b) durch
Auflésen von

zo f(§)

nach x. Wegen H' = 1/f ist H strikt wachsend. Also gilt v = H~!, und J,, stimmt
mit H ((a,b)) iiberein. Ferner existiert

T*:= lim H(z)=suplJ,

t=1to+ :ZH(LL')

z—b—0
in R, und es gilt
b
d
T" < 0o <= ¢ < 00 .
o J(€)
A A
b b
1 / L /
to T tvo s

Aus limy, 7+ g u(t) = b ergibt sich

0 = g 7u®) =0

Im Fall T* < oo folgt somit aus Satz IV.1.16, dafl durch

[ u(t), teJ,,
v(t) = { b te[T* 00),

)

eine Fortsetzung von u gegeben ist. Analoge Betrachtungen fiir

T,:= lim H(x)=infJ,
r—a+0

bleiben dem Leser iiberlassen.
(e) Fiir a € C(J,R) und (tg,x0) € J x R betrachten wir das Anfangswertproblem
t=alt)r, x(to) = o (8.12)

fiir die skalare lineare homogene Differentialgleichung & = a(t)z mit zeitabhiingi-
gem Koeffizienten a. Hierfiir gilt: (8.12) besitzt die eindeutig bestimmte globale
Lésung

x(t) = xoeffto a(rydr teJ.

Beweis Aus dem Gronwallschen Lemma folgt, da8 (8.12) hochstens eine Losung besitzt.
Ist u € Cl(,]u7 R) eine Losung und gibt es ein 1 € J, mit u(t1) = 0, so ergibt sich aus der
Eindeutigkeitsaussage fiir das Anfangswertproblem & = a(t)z, x(t1) = 0, dal w = 0 gilt.
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Es sei also zg # 0. Dann erhalten wir durch Separation der Variablen

x t
log |z| — log |zo| = / d; = / a(r)dr
xo to

t
(b)) = |zol el * P ve

Wegen z(t) # 0 fiir t € J folgt die Behauptung. m

also

Lipschitz-Stetigkeit und Eindeutigkeit

Bemerkung 8.6(h) zeigt, da das Anfangswertproblems (8.5), z,) im allgemeinen
nicht eindeutig losbar ist. Im folgenden werden wir sehen, dafl wir Eindeutigkeit
garantieren konnen, wenn wir von f beziiglich der Variablen = etwas mehr Regu-
laritét als nur Stetigkeit verlangen.

Es seien E und F Banachrdume, X C F und I C R. Dann heif3t die Funktion
f € C(I x X, F) lokal Lipschitz-stetig beziigl. z € X, wenn es zu jedem (¢, zo) aus
I x X eine Umgebung U x V von (tg,xo) in I x X und ein L > 0 gibt mit

||f(t,$(})—f(t,y)||SLH.'L'—yH ) t€U7 $7yEV.
Wir setzen
COV(IxX,F):={feC(IxX,F); fist lokal Lipschitz-stetig beziigl. € X } .

Wenn [ einpunktig ist, also f: X — F gilt, so nennt man f lokal Lipschitz-stetig,
und
CY™(X,F):={f: X — F; f ist lokal Lipschitz-stetig } .

8.12 Bemerkungen (a) Offensichtlich gilt C%'"(I x X, F) c C(I x X, F).

(b) Es sei X offen in F, und fir f € C(I x X, F) existiere d2f und gehore zu
C(I x X,L(E,F)). Dann gilt f € C%¥(I x X, F).

Beweis Es sei (to,z0) € I x X. Weil 02f zu C(I x X,L(E,F)) gehort und da X offen
ist in E, gibt es ein € > 0 mit B(zo,e) C X und

|02 f (to, z0) — Oaf (¢, 2)|| <1, (t,x) eUxV, (8.13)

wobei U := (to —e,to + &) NI und V := B(zo, €) gesetzt sind. Mit L := 1+ |02 f (to, zo)|
folgt aus dem Mittelwertsatz (Theorem 3.9) und (8.13)

1t 2) — f(t )l < Oiungf%f(t,w +s(y — @) || llz =yl < Lz —yll

fiir (¢,x), (t,y) € U x V. Also ist f ist lokal Lipschitz-stetig beziigl. . m

(c) Polynome vom Grad > 2 sind lokal Lipschitz-stetig, aber nicht Lipschitz-stetig.
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(d) Es seien I x X kompakt und f € C%'"(I x X, F). Dann ist f gleichm#Big
Lipschitz-stetig beziiglich x € X, d.h., es gibt ein L > 0 mit

Hf(t7x)_f(t7y)|| SLH‘/E_yH ’ :E,yEX, tel.

Beweis Zu jedem (t,x) € I x X gibt ese; >0, €, > 0 und L(¢,z) > 0 mit
1f(s,9) = fls, ) < Lt x) ly—=2ll 5 (s,9),(s,2) € B(t,e0) X B(x,z) -
Weil T x X kompakt ist, existieren (to, o), ., (tm,Zm) € I X X mit
IxXC 6 B(tj,et;) X B(wj,62,;/2) -
j=0
Da f(I x X) kompakt ist, gibt es ein R > 0 mit f(I x X) C RB. Wir setzen
0 :=min{ezq,..., €2, }/2>0

und
L= maX{L(to,aso)7...7L(tm,xm),2R/(5} >0.

Es seien nun (¢,z), (t,y) € I x X. Dann gibt es ein k € {0,...,m} mit
(t,x) € B(tk,er,,) X B(xk,€a,/2) -
Gilt ||z — y|| < 4, so liegt (t,y) in B(tk, e, ) X B(xk, €y, ), und wir finden

1t 2) = f(t,y)ll < Litw, zp) o —yll < Lllz -yl
Ist dagegen ||z — y|| > 4, so folgt

2R

Hf(t7 17) - f(tay)” S 5

<Lz -yl .

Somit ist f gleichméfig Lipschitz-stetig beziiglich z € X. m
(e) Es seien X kompakt in £ und f € C'"(X, F). Dann ist f Lipschitz-stetig.

Beweis Dies ist ein Spezialfall von (d). m

8.13 Theorem Es sei f € C%'"(J x D,E), und u: J, — D und v: J, — D sei-
en Lésungen von & = f(t,x) mit u(tyg) = v(ty) fiir ein ty € J, N Jy. Dann gilt
u(t) = v(t) fiir jedes t € J, N Jy.

Beweis Es seien I C J, N J, ein kompaktes Intervall mit tg € I und w :=u — v.
Es geniigt nachzuweisen, dal w|I = 0 gilt.

Weil K :=u(I)Uv(I) C D kompakt ist, garantiert Bemerkung 8.12(d) die
Existenz eines L > 0 mit

||f(s,u(s)) - f(s,v(s)) || < Llu(s) —v(s)|| = L|w(s)]| , sel.
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Somit folgt aus

w(t) =u(t) —o(t) = / (f(s,u(s)) - f(s,v(s))) ds , teJ,NdJdy,

to

(vgl. Bemerkung 8.6(b)) die Ungleichung

, tel,

ol < 2] [ wts)las

und das Gronwallsche Lemma impliziert w|l = 0. m

Der Satz von Picard-Lindelof

Im folgenden seien

e J C R ein offenes Intervall;
FE ein endlichdimensionaler Banachraum;
D offen in E;
feC»"(J x D,E).
Wir beweisen nun den grundlegenden lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz der
Theorie der Gewthnlichen Differentialgleichungen.

8.14 Theorem (Picard-Lindelof) Es sei (to,x0) € J x D. Dann gibt es ein o > 0,
so daBl das Anfangswertproblem
= f(t,x), xz(to) =0 (8.14)
auf I := [to — a, to + ] eine eindeutig bestimmte Lisung besitzt.
Beweis (i) Weil J x D C R x E offen ist, gibt es a,b > 0 mit
R:= [ty —a,to +a] x B(zp,b) C J x D .
Aufgrund der lokalen Lipschitzstetigkeit von f beziigl. « finden wir ein L > 0 mit

Hf(f,l‘)—f(t,y)” §L||x—y|| ) (t,I),(t,y)GR.

Schliellich folgt aus der Kompaktheit von R und Bemerkung 8.12(a), daf es ein
M > 0 gibt mit
Iftz)| <M, (tz)eR.

(i) Es seien o :==min{a,b/M,1/(2L)} > 0 und I := [to — o, tg + . Wir setzen

t

T(y)(t) := fco+/ f(ry(n))dr, yeCU,D), tel.
to

Wenn wir zeigen, dafi die Abbildung T': C(I,D) — C(I, E) genau einen Fix-

punkt u besitzt, folgt aus Bemerkung 8.6(b), daf§ u die eindeutig bestimmte Lésung

von (8.14) ist.
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(iii) Es sei
X :={yeC(L,E); ylto) = xo, maxyer|y(t) — a0l <b} .

Dann ist X eine abgeschlossene Teilmenge des Banachraumes C(I, E), also ein
vollstindiger metrischer Raum (vgl. Aufgabe 11.6.4).

Fiir y € X gilt y(t) € B(xo,b) C D fiir t € I. Also ist T(y) definiert, und es
gelten T'(y)(to) = xo sowie

7() *IOH—H/ (rv) dr| < s Ife 0l < 0=
(t,€)ER

Dies zeigt, dafl T' den Raum X in sich abbildet.
(iv) Fir y, z € X finden wir

TG0 - T =| [ (£(:90) - 172007 )

< amax||f(t,y(t)) — f(t 2(1)[| < oL max [y(t) - =(t)

fiir t € I. Aufgrund der Definition von « folgt deshalb

1
IT(y) = T)llear < o 1y = 2leas -

Also ist T': X — X eine Kontraktion. Somit sichert der Kontraktionssatz (Theo-
rem IV.4.3) einen eindeutig bestimmten Fixpunkt v in X. m

8.15 Bemerkungen (a) Die Losung von (8.14) auf I kann mittels der Methode
der sukzessiven Approximation , berechnet* werden:

t
U1 (t) ::xo—i—/ f(T,um(T))dT, meN, tel,

to

mit ug(t) = zg fiir ¢t € I. Die Folge (u,,) konvergiert gleichméflig auf I gegen wu,
und es gilt die Fehlerabschétzung

|t — UHC(I,E) < on/me1 , m e N* . (8.15)

Beweis Die erste Aussage folgt unmittelbar aus dem vorstehenden Beweis und aus Theo-
rem IV.4.3(ii). Aussage (iii) jenes Theorems liefert auch die Fehlerabschétzung

tm — ulloa,m <27

[lua *“OHC([,E) .
Dafirtel

[[ur (£) — uo(t)

gilt, folgt die Behauptung. m

t
f (7 u0(r) dr|| < aM
to
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(b) Die Fehlerabschitzung (8.15) kann zu

Mav/e

N
Sommy1y e

[wm — ullc,E)

verbessert werden (vgl. Aufgabe 11).

(c) Die Voraussetzung, dafl E endlichdimensional sei, wurde nur zum Nachweis der
Existenz der Schranke M fiir f(R) verwendet. Somit bleiben Theorem 8.14 und
dessen Beweis richtig, wenn die Voraussetzung ,, F ist endlichdimensional® ersetzt
wird durch ,, f ist beschréinkt auf beschrénkten Mengen®.

(d) Obwohl die Stetigkeit von f nicht ausreicht, um die Eindeutigkeit der Losungen
von (8.14) zu gewéhrleisten, geniigt sie, um die Existenz von Losungen zu beweisen
(vgl. [Ama95, Theorem I1.7.3]). m

SchlieBlich zeigen wir, dafl die lokale Losung von Theorem 8.14 zu einer ein-
deutig bestimmten nichtfortsetzbaren Losung erweitert werden kann.

8.16 Theorem Zu jedem (tg,zo) € J X D gibt es genau eine nichtfortsetzbare
Losung u(-, to, xo) : J(to,x0) — D des Anfangswertproblems

= f(t,x), =(to)=wx0.
Das maximale Existenzintervall ist offen: J(to, zo) = (¢t~ (to, o), t™ (to, z0))-

Beweis Es sei (tg,z9) € J x D. Gemafl Theorem 8.14 gibt es ein g und eine ein-
deutig bestimmte Losung u von (8.5),,4,) auf o := [to — a0, to + o). Wir setzen
x1 := u(to + ap) sowie t1 := to + g und wenden Theorem 8.14 auf das Anfangs-
wertproblem (8.5) (s, »,) an. Dann gibt es ein a; > 0 und eine eindeutig bestimmte
Losung v von (8.5)(, z,) auf Iy := [t; — ai1,t; + ai1]. Ferner zeigt Theorem 8.13,
daB u(t) = v(t) fir t € Iy N I; gilt. Somit ist

ul(t)::{ u(ty, telp,

’U(t), tEIl,

eine Losung von (8.5) 4, 4, auf Ip U I. Ein analoges Argument zeigt, dafl v nach
links {iber g — ag hinaus fortgesetzt werden kann. Es seien nun

tt =1t (to,z0) :=sup{ B € R; (8.5)(19,2) hat eine Losung auf [to, 8] }
und
t =1t (to,z0) :==inf{ v € R ; (8.5)(ty,4) hat eine Lésung auf [v,to] } .

Die obigen Uberlegungen zeigen, da8 ¢+ € (g, 00] und ¢~ € [~o00, ty) wohldefiniert
sind und daB (8.5)4,4,) eine nichtfortsetzbare Losung u auf (t~,¢%) besitzt. Nun
folgt aus Theorem 8.13, dafl es u eindeutig ist. m
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8.17 Beispiele (a) (Gewohnliche Differentialgleichungen m-ter Ordnung) Es
seien £ :=R"™ und g € C*!"(J x D,R). Dann ist

2" =gtz @, .. 2MTY) (8.16)

eine gewohnliche Differentialgleichung m-ter Ordnung. Die Funktion w: J, — R
heifit Losung von (8.14), wenn J, C J ein perfektes Intervall ist, u zu C™(J,, R)
gehort und

(u(®),a(t),..., " V@) eD, teld,,

sowie
W™ () = g(tut), at), ..., u"™ V@), te Ty,

gelten. Fiir to € J und g := (29,...,25" ") € D heift

o™ = g(t,x,&,...,2mD)

8.17) (0 &
w(to) = ..., oV (to) = 2! (1Tt

Anfangswertproblem fiir (8.16) zum Anfangswert z¢ und zur Anfangszeit ¢,.

Mit diesen Bezeichnungen gilt: Zu jedem (to, z) € J x D gibt es eine eindeu-
tig bestimmte maximale Losung w: J(to,2z0) — R von (8.17) (4, 4,). Das maximale
Existenzintervall J(tg, zo) ist offen.

Beweis Wir erklaren f: J x D — R™ durch

fty) =@y’ y"aty), ted, y=,....y")eD. (8.18)

Dann gehort f zu C%'"(J x D,R™). Somit gibt es aufgrund von Theorem 8.16 eine
eindeutig bestimmte nichtfortsetzbare Losung z: J(to,20) — R™ von (8.5)(;),4,). Man
tiberpriift sofort, daf w := pr, o z: J(to,z0) — R eine Losung von (8.17), ) ist.

Ist umgekehrt v : J(to,z0) — R eine Lésung von (8.17) ¢ 4, so 16st die Vektor-
funktion (11,1’1,...,1)("“1)) das Anfangswertproblem (8.5)¢, zo) auf J(to,zo0), wobei f
durch (8.18) definiert ist. Hieraus folgt v = u. Eine analoge Argumentation zeigt, dafi u
nicht fortsetzbar ist. m

(b) (Das eindimensionale Newtonsche Bewegungsgesetz) Es seien V offen in R
und f € CY(V,R). Mit einem z¢ € V seien

U(x):=/xf(s>d£, reV, T@):=y*/2, yeR.

SchlieBlich seien D :=V x Rund L :=T — U. Geméf Beispiel 6.14(a) kénnen wir
die Differentialgleichung
—i= f(x) (8.19)

als Newtonsches Bewegungsgesetz fiir die (eindimensionale) Bewegung eines Mas-
senpunktes unter dem Einfluf} der konservativen Kraft —VU = f auffassen. Aus (a)
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wissen wir, dafl (8.19) dquivalent ist zum System
=y, y=—f(z), (8.20)
also zur Differentialgleichung erster Ordnung
= F(u) (8.21)

mit F(u) := (y, —f(2)) fir u = (z,y) € D.

Die Funktion F:=T + U : D — R, die Gesamtenergie, ist ein erstes Inte-
gral von (8.21). Dies bedeutet, dafl bei der Bewegung des Massenpunktes der
Energieerhaltungssatz® gilt: £ (z(t),(t)) = E(z(to), @(to)) fiir t € J, jede Losung
x € C%(J,V) von (8.21) und jedes tq € J.

Beweis Offensichtlich gehort E zu C* (D, R). Fiir jede Losung « : J, — D von (8.20) gilt

[E(u®)] =[y*)/2+U(z®)] =y@®)u®t) + f(z(t)(@t) =0, teJu.
Also ist E(u) konstant. m

(c) Aufgrund von (b

) liegt
jede Losung von (8. 20) in ei- U
ner Niveaumenge E~1(c) der
Gesamtenergie. /

Umgekehrt bedeutet die Exi-
stenzaussage von (a), dafl es
zu jedem Punkt (xg,yo) ei-
ner Niveaumenge von E eine
Losung von (8.20) gibt mit
u(0) = (z0, yo). Also stimmt
die Menge der Niveaulinien
von E mit der Menge aller
(maximalen) Lésungskurven
von (8.20), dem Phasenpor-
trét von (8.19), iiberein.

Das Phasenportrit besitzt die folgende Eigenschaften:

(i) Die kritischen Punkte von E sind genau die Punkte (x,0) € D mit f(z) =0
Dies bedeutet: Die Ruhelagen von (8.20) liegen alle auf der z-Achse und sind genau
die kritischen Punkte des Potentials U.

(ii) Jede Niveaumenge ist symmetrisch zur z-Achse.

(iii) Ist ¢ ein regulirer Wert von E, so ld8t sich E~!(c) lokal als Graph einer
C?-Funktion darstellen. Genauer gibt es zu jedem ug € E~1(c) positive Zahlen b
und ¢ sowie ein p € C?((—¢,¢),R) mit ¢(0) = 0, so daf

E~Y(c) N B(uo, b) = spur(yg) (8.22)
3Vgl. Aufgabe 6.12.
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gilt, wobei g € C?((—¢,¢),R?) durch

oo [ (s0(s) fuo,  aE(uo) £0,
gle) = { (p(s),8) +uo,  HE(ug) #0,
erklirt ist.

(iv) Es seien (zg, 0) ein regulirer Punkt von E und ¢ := U(zp). Dann schnei-
det die Niveaumenge E~1(c) die z-Achse orthogonal.

Beweis (i) Dies folgt aus VE(z,y) = (y, f(z)).
(ii) Diese Aussage ist eine Konsequenz von E(z,—y) = E(x,y) fiir (z,y) € D.
(iii) folgt aus den Bemerkungen 8.4(e) und (f).
(iv) Wir verwenden die Bezeichnungen von (iii). Wegen

VE(z0,0) = (f(0),0) # (0,0)

gilt (8.22) mit uo := (x0,0) und g(s) := (¢(s) + zo,s) fiir s € (—&,e). Ferner folgt aus
Beispiel 3.6(c)

0= (VE(z0,0)[§(0)) = ((f(20),0) [ (£(0),1)) = f(z0)(0) .

Also gilt ¢(0) = 0, d.h., die Tangente an E~'(c) in (x0,0) ist parallel zur y-Achse (vgl.
Bemerkung IV.1.4(a)). m

Aufgaben
1 Man zeige, dafl das Gleichungssystem

m2+y2—u2—v:0,
m2+2y2+3u2+4v2:1

in der Nihe von (1/2,0,1/2,0) nach (u,v) aufgelost werden kann. Wie lauten die ersten
Ableitungen von w und v beziigl. (z,y)?

2 Esseien F, F, G und H Banachrdume, und X sei offen in H. Ferner seien
AeCY(X,L(E,F)), BeC'(X,L(E,Q),
und es gelte
(A(z), B(z)) € Lis(E, F x G) , reX.
SchlieBlich seien (f,g) € F' x G und
¢: X —E, xw (Ax),B()  (f.9).
Man zeige , daf
Op(x)h = —S(z)0A(x) [h, p(z)] — T(2)0B(z)[h, ¢(z)] , (xr,h) € X x H ,
wobei
S(x) == (A(z),B(z)) " [ (Fx {0}) und T(z):= (A(z),B(z))"" | ({0} x G)

fiir x € X gesetzt sind.
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3 Man bestimme die allgemeine Losung der skalaren linearen inhomogenen Differential-
gleichung

= a(t)x + b(t)
mit zeitabhingigen Koeffizienten a,b € C(J,R).

4 Es seien D offen in R und f € C(D,R). Man zeige, daB die Ahnlichkeitsdifferential-
gleichung

&= f(x/t)
vermége der Transformation y := x/t zur Differentialgleichung mit getrennten Variablen
7= (fy) —y)/t
dquivalent ist.
5 Wie lautet die allgemeine Losung von ¢ = (22 + tx 4 t)/t* 7 (Hinweis: Aufgabe 4.)
6 Man bestimme die Lésung des Anfangswertproblems & + tz? = 0, z(0) = 2.
7 Esseiena,be C(J,R) und a # 1. Man zeige, daf$ die Bernoullische Differentialgleichung
= a(t)x + b(t)z™

-«

durch die Transformation y := x in die lineare Differentialgleichung

y=(1-a)(a(t)y+b(t)
iibergefiihrt wird.

8 Man berechne die allgemeine Losung u der logistischen Differentialgleichung
z=(a—px)x, a,>0.
Ferner untersuche man lim,_,,+ u(¢) und die Wendepunkte von w.

9 Mit Hilfe der Substitution y = z/t ist die allgemeine Lésung von @ = (¢t + x)/(t — x)
zu bestimmen.

10 Essei f € C*(D,E), und u: J(¢) — R bezeichne die nichtfortsetzbare Losung von
i=f(z), =(0)=¢.
Man bestimme D(f) := { (t,§) e Rx D ; t € J(§) }, falls f durch
R>R, z—z'™, a>0;
E—FE, z—Azx, AcL(E);
R—R, z—1+ z?
gegeben ist.

11 Man beweise die Fehlerabschédtzung von Bemerkung 8.14(b). (Hinweis: Mit den Be-

zeichnungen des Beweises von Theorem 8.13 folgt durch vollstdndige Induktion
m |t —to ‘erl
m — Um < 5
s (8) —wn(®)] < ML

und somit ||um+1 — Um|lcr,py < Ma2™™/(m + 1)! fir m € N.)
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12 Es seien A € C(J,£(E)) und b € C(J, E). Man zeige, daf$ das Anfangswertproblem
z=At)x+b(t), z(to) =0

fiir jedes (to,x0) € J X E eine eindeutig bestimmte globale Losung besitzt. (Hinweise:
Riickfiihrung auf eine Integralgleichung, Aufgabe IV.4.1 und ftto ftso dods = (t —t9)%/2.)
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9 Mannigfaltigkeiten

Aus Bemerkung 8.5(e) wissen wir, dafl die Losungsmengen nichtlinearer Gleichun-
gen in der Néhe reguldrer Punkte durch Graphen beschrieben werden kénnen. In
diesem Paragraphen wollen wir diejenigen Teilmengen des R"”, die sich lokal durch
Graphen darstellen lassen, néimlich die Untermannigfaltigkeiten des R", genauer
studieren. Wir fithren die wichtigen Konzepte der reguldren Parametrisierung und
der lokalen Karte ein, welche es erlauben, Untermannigfaltigkeiten lokal mittels
Funktionen darzustellen.

e Im ganzen Paragraphen gehort ¢ zu N* U {oo}.

Untermannigfaltigkeiten des R"

Eine Teilmenge M des R™ heiflt m-dimensionale C'?-Untermannigfaltigkeit des R",
wenn es zu jedem xg € M eine in R"™ offene Umgebung U von xg, eine offene
Menge V in R" sowie ein ¢ € Diff?(U, V) gibt mit (U N M) =V N (R™ x {0}).

Rn—m

L I

||I]

I v
: \_cp/ HHH“,W R™

Ein- bzw. zweidimensionale Untermannigfaltigkeiten des R" werden als in R"
(eingebettete) Kurven bzw. als in R" (eingebettete) Flichen bezeichnet, und Un-
termannigfaltigkeiten des R™ der Dimension n — 1 heiflen (eingebettete) Hyper-
flichen (in R™). Statt C'%-Untermannigfaltigkeit des R™ werden wir oft — insbe-
sondere dann, wenn der ,umgebende Raum* R™ nicht wesentlich ist — einfach
(CY)-Mannigfaltigkeit sagen.!

Eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ liegt lokal, d.h. in der
Nihe jedes ihrer Punkte, so — genauer: bis auf kleine Deformationen — in R™ wie
R™ als Koordinatenuntervektorraum in R™ enthalten ist.

9.1 Beispiele (a) Eine Teilmenge X des R" ist genau dann eine n-dimensionale
C°°-Untermannigfaltigkeit des R, wenn X in R" offen ist.

Beweis Sind X eine n-dimensionale C*°-Untermannigfaltigkeit des R"™ und xo € X, so
gibt es eine offene Umgebung U von xg, eine offene Menge V in R™ und ein ¢ € Diff (U, V)

1Man beachte, da8 die leere Menge eine Mannigfaltigkeit jeder Dimension < n ist. Die Dimen-
sion einer nichtleeren Mannigfaltigkeit ist eindeutig bestimmt, wie in Bemerkung 9.16(a) gezeigt
wird.
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mit p(UNX)=V. Also ist UNX = ¢ (V) = U. Folglich gehort U zu X, was zeigt,
daBl X offen ist.

Es sei nun X offen in R™. Dann setzen wir U := X und V' := X sowie ¢ :=idx und
erkennen X als n-dimensionale C*°-Untermannigfaltigkeit des R™. m

(b) Es sei M :={xg,...,zx} C R". Dann ist M eine O-dimensionale C°*°-Unter-
mannigfaltigkeit des R”.

Beweis Wie setzen o := min{ |x; — ;| ; 0<4,j <k, ¢ # j} und wihlen y € M. Dann
ist B(y, ) eine offene Umgebung von y in R"™, und fiir p(z) := 2 —y mit = € B(y, o)
gelten ¢ € Diff> (B(y, ), aB) und ¢(B(y,a) N M) = {0}. m

(c) Es sei ¢ € DiffY(R",R"), und M sei eine m-dimensionale C?-Untermannig-
faltigkeit des R™. Dann ist ¢(M) eine m-dimensionale C9-Untermannigfaltigkeit
des R".

Beweis Dies bleibt dem Leser als Aufgabe iiberlassen. m

(d) Jede C?-Untermannigfaltigkeit von R™ ist auch eine C"-Untermannigfaltigkeit
vonR" fir 1 <r<gq. m

(e) Der Diffeomorphismus ¢ und die offene Menge V' des R™ in der obigen Defi-
nition kénnen so gewihlt werden, dafl ¢(zg) = 0 gilt.

Beweis Es geniigt, das gegebene ¢ mit dem C°°-Diffeomorphismus y — y — ¢(x0) zu
verkniipfen. m
Graphen

Der n#chste Satz zeigt, dafi Graphen Mannigfaltigkeiten sind und liefert damit
eine grofle Klasse von Beispielen.

9.2 Satz Es seien X offen in R™ und f € C?(X,R"). Dann ist graph(f) eine
m-dimensionale C9-Untermannigfaltigkeit des R™".

Beweis Wir setzen U := X x R” und betrachten
0: U—=R™" =R"™ xR", (z,y)+— (x,yff(x)) .

Dann gilt ¢ € C1(U,R™ x R™) mit im(¢) = U. AuBlerdem ist ¢ : U — U bijektiv
mit o~ (z, 2) = (2,2 + f(x)). Also ist ¢ ein C?-Diffeomorphismus von U auf sich,
und ¢(U Ngraph(f)) = X x {0} =UN (R™ x {0}). m

Der Satz vom reguliren Wert

Das folgende Theorem gibt eine neue Interpretation von Bemerkung 8.5(f). Es
liefert eines der bequemsten und niitzlichsten Hilfsmittel zum Erkennen von Unter-
mannigfaltigkeiten.
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9.3 Theorem (vom regulidren Wert) Es sei X offen in R™, und c sei ein regulédrer
Wert von f € C9(X,R™). Dann ist f~!(c) eine (m — n)-dimensionale C?-Unter-
mannigfaltigkeit des R™.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus Bemerkung 8.5(f) und Satz 9.2. m

9.4 Korollar  Es seien X offen in R" und f € C4(X,R). Gilt Vf(x)# 0 fiir
x € f~1(c), so ist die Niveaufliiche f~*(c) von f eine C¢-Hyperfléiche des R™.

Beweis Man beachte Bemerkung 8.5(c). m

9.5 Beispiele (a) Die Funktion \v/
f:RZ_)R7 ($,y)l—>$2—y2

besitzt (0,0) als einzigen kritischen Punkt. /\\
N

Thre Niveaukurven sind Hyperbeln.

S——
P

(b) Die (euklidische) n-Sphire S := { 2 € R"™' ; |z| = 1} ist eine n-dimensionale
C*>-Hyperfliche in R" ™,

Beweis Die Funktion f: R™™ — R, z |z|? ist glatt, und S™ = f~!(1). Da offen-
sichtlich V f(z) = 2z gilt, ist 1 ein regulidrer Wert von f. Die Behauptung folgt nun aus
Korollar 9.4 m

(c) Die orthogonale Gruppe O(n) := { A€ R"*"; AT A =1, }? ist eine C*°-Unter-
mannigfaltigkeit des R™*" der Dimension n(n — 1)/2.

Beweis (i) Aus Aufgabe 1.5 wissen wir (wegen AT = A*), daB AT A fiir jedes A € R™*"
symmetrisch ist. Es ist leicht zu verifizieren, dafl Ri,y" die Dimension n(n +1)/2 hat
(denn n(n+1)/2 ist die Anzahl der Eintrége in und oberhalb der Diagonalen einer
(n x n)-Matrix). Fiir die Abbildung

FrRY™ SR, A ATA
gilt O(n) = f~(1,). Zuerst halten wir fest, dafl
g: RV X RV SR (A,B)— A'B

bilinear und somit glatt ist. Also ist wegen f(A) = g(A, A) auch die Abbildung f glatt.
Ferner gilt (vgl. Satz 4.6)

Of(A) B=A"B+B"A, A BecR™".
(ii) Es seien A € f~!(1,) = O(n) und S € R Fiir B := AS/2 gilt dann

Of(A)B = ;ATAS—i- ;SATA _s

2Hier bezeichnet 1, die Einheitsmatrix in R**"™. Zu O(n) vergleiche man auch die Aufgaben
1 und 2.
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wegen ATA =1,. Also ist df(A) fiir jedes A € f~(1,) surjektiv. Folglich ist 1, ein
reguldrer Wert von f. Wegen dim(R™*") = n? und n® —n(n +1)/2 = n(n — 1)/2 folgt
die Behauptung aus Theorem 9.3. m

Der Immersionssatz

Es sei X offen in R™. Die Abbildung f € C'(X,R") heiit Immersion (von X
in R™), wenn 9f(z) € L(R™,R"™) fiir jedes « € X injektiv ist. Dann ist f eine regu-
lire Parametrisierung von F' := f(X). SchlieBlich heifit F' m-dimensionale (regu-
lir) parametrisierte Fliche, und X ist ihr Parameterbereich. Eine 1-dimensionale
bzw. 2-dimensionale parametrisierte Fliche ist eine (regulir) parametrisierte Kur-
ve bzw. (regulir) parametrisierte Fliche.

9.6 Bemerkungen und Beispiele (a) Ist f € C'(X,R") eine Immersion, so gilt
m < n.

Beweis Fiir n < m gibt es keine Injektion A € L(R™,R"), wie sofort aus der Rang-
formel (2.4) folgt. m

(b) Fiir jedes ¢ € N* ist die Einschréinkung von R — R?, ¢+ (cos(¢t),sin(¢t))
auf (0,27) eine C°°-Immersion. Das Bild von [0, 27) ist der Einheitskreis S*, der
¢-mal durchlaufen wird.

(c) Die Abbildung (—m,7) — R? ¢+ (1 + 2cost)(cost,sint) ist eine glatte Im-
mersion. Der Abschlufl ihres Bildes wird als Limagon (Ohrschnecke) von Pascal
bezeichnet.

(d) Es ist leicht zu sehen, daB (—m/4,7/2) — R?, t+ sin2t(—sint, cost) eine
injektive C°°-Immersion ist. m

zu (b) zu (c) zu (d)

Das folgende Theorem zeigt, dafl m-dimensionale parametrisierte Flichen
lokal Mannigfaltigkeiten darstellen.

9.7 Theorem (Immersionssatz) Essei X offen in R™, und f € C4(X,R") sei eine
Immersion. Dann gibt es zu jedem xg € X eine offene Umgebung X in X, so dafi
f(Xo) eine m-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit des R™ ist.

Beweis (i) Durch Permutieren der Koordinaten kénnen wir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit annehmen, daf die ersten m Zeilen der Jacobimatrix [0f(z)]
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linear unabhéngig sind. Also gilt

oft,.... f™)

o(zt,... >(x0)7é0.

(ii) Wir betrachten die in R" offene Menge X x R"™™ und die Abbildung
P X xR =R, (2,y) = f(z) +(0,y) .

Offensichtlich gehért ¢ zur Klasse C?, und 9v(xg,0) besitzt die Darstellung

oot 0] =| 5 1|
mit
Bft e O Y
A= : (xg), B:= (20) -
of™ o Omf™ ofr e Omf"

Also gehort 9v (g, 0) zu Laut(R™), denn

oft f™)

det [0 (20,0)] = det A = Az, ... am)

(z0) # 0.

Somit sichert der Satz iiber die Umkehrfunktion (Theorem 7.3) die Existenz offener
Umgebungen V' € Ugn (20,0) und U € Ugn (¢(x0,0)) mit ¢ |V € Diff?(V, U).

Wir setzen nun @ := (¢|V)~! € DiffY(U,V) und X :={z € R™ ; (2,0) € V }.
Dann ist X eine offene Umgebung von zy in R™ mit

O (U N f(X0)) = ®(v(Xo x {0})) = Xo x {0} = V.1 (R™ x {0}) .

Damit ist alles bewiesen. m
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9.8 Korollar Es seien I ein offenes Intervall und v € C?(I,R™). Ferner seien tg € I
und (to) # 0. Dann gibt es ein offenes Teilintervall Iy von I mit tg € Iy, so daf3
die Spur von |1 eine in R™ eingebettete C?-Kurve ist.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus Theorem 9.7. m

9.9 Bemerkungen (a) Der glatte Weg
v:R—=R?, t (83,17

erfiillt 4(¢) # 0 fiir ¢ # 0. An der Stellet =0
verschwindet die Ableitung von «y. Die Spur
von 7, die Neilsche Parabel, ist dort ,,nicht
glatt“, sondern hat eine Spitze.

(b) Es sei f € C4(X,R") eine Immersion. Dann ist f(X) i.allg. keine C?-Unter-
mannigfaltigkeit des R”, denn f(X) kann ,,Selbstdurchdringungen® besitzen, wie
Beispiel 9.6(c) zeigt.

(c) Die in Beispiel 9.6(c) angegebene Immersion ist nicht injektiv. Doch auch Bil-
der injektiver Immersionen sind i. allg. keine Untermannigfaltigkeiten. Dies belegt
Beispiel 9.6(d) (vgl. Aufgabe 16). Andererseits zeigt Beispiel 9.6(b), da§ Bilder

nichtinjektiver Immersionen durchaus Untermannigfaltigkeiten sein kénnen.

(d) Essei X offen in R™ =R™ x {0} C R", und f € C?(X,R") sei eine Immer-
sion. Dann gibt es zu jedem zo € X eine offene Umgebung V' von (z,0) in R",
eine offene Menge U in R™ und ein ¢ € Diff?(V, U) mit ¢(z,0) = f(z) fir x € X
mit (z,0) € V.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus dem Beweis von Theorem 9.7. m

Einbettungen

Es sei g: I — R? die injektive C°°-Immersion von Beispiel 9.6(d) Wir haben be-
reits festgestellt, daB S = im(g) keine in R? eingebettete Kurve darstellt. Es er-
hebt sich daher die Frage, welche zusétzlichen Eigenschaften eine injektive Im-
mersion aufweisen muf}, damit ihr Bild eine Untermannigfaltigkeit ist. Analysiert
man das obige Beispiel, so ist es nicht schwierig einzusehen, dal g=': S — I
nicht stetig ist. Also ist die Abbildung ¢g: I — S nicht topologisch. Tatséchlich
zeigt der néchste Satz, dafl die Stetigkeit der Umkehrabbildung einer injektiven
Immersion garantiert, daf§ ihr Bild eine Untermannigfaltigkeit ist. Dazu sagen
wir: Eine (C?-)Immersion f: X — R" heifit (C'?-)Einbettung von X in R", wenn
f: X — f(X) topologisch ist.?

3Natiirlich triagt dabei f(X) die von R™ induzierte Topologie. Ist aus dem Zusammenhang die
Bedeutung von X und R™ unmif3verstédndlich klar, so sprechen wir kurz von einer Einbettung.
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9.10 Satz Es sei X offen in R™, und f € C?(X,R") sei eine Einbettung. Dann
ist f(X) eine m-dimensionale C'%-Untermannigfaltigkeit des R™.

Beweis Wir setzen M := f(X) und wihlen yo € M. Geméfl Theorem 9.7 be-
sitzt zo := f~(yo) eine offene Umgebung Xy in X, so daB My := f(Xj) eine
m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ ist.

Also gibt es offene Umgebungen U; von yg und Vi von 0 in R"™ sowie einen
C1-Diffeomorphismus ® von U auf V4 mit ®(MyNU;) =VinN (Rm X {0}) Da
f topologisch ist, ist My offen in M. Somit gibt es eine offene Menge Us in R"
mit My =M NUs; (vgl. Satz I11.2.26). Also sind U := U; NUs eine offene Um-
gebung von yo in R™ und V := ®(U) eine offene Umgebung von 0 in R"™ mit
(M NU)=Vn(R™x{0}). Da dies fiir jedes yo € M gilt, ist die Behauptung
bewiesen. m

9.11 Beispiele (a) (Kugelkoordinaten) A
Es sei R
durch
T =rcospsind
y=rsinpsind , (9.1) L
I s
z =rcost

definiert, und V3 := (0,00) x (0,27) x (0, 7). Dann ist g5 := f3|V3 eine C°°-Ein-
bettung von V3 in R?, und F; = g93(V3) = R3\H3, wobei Hj die abgeschlossene
Halbebene R* x {0} x R bezeichnet.

Beschriinkt man (r,¢,9¥) auf eine
Teilmenge von V3 der Form

(T07T1) X ((p07w1) X (1907191) 5

so erhélt man eine reguldre Parametrisie-
rung eines ,, Kugelschalensegments®.

Man beachte f3(V3) = R®. Auferdem gilt f3(W3) = R®\ ({0} x {0} x R) fiir
W3 = (0,00) x [0,27) x (0,7), und f3 bildet W3 bijektiv auf R® \ ({0} x {0} x R)
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ab. Folglich kann jeder Punkt (z,y,2) € R*\ ({0} x {0} x R) eindeutig vermdge
(9.1) durch die Kugelkoordinaten (7, ¢, ¥) € W3 beschrieben werden. Mit anderen
Worten: f3|Ws ist eine Parametrisierung des R?, aus dem die z-Achse entfernt
wurde, aber W ist nicht offen in R>.

Beweis Offensichtlich gilt f3 € C*°(R* R?®), und g3 : V3 — Fj ist topologisch (vgl. Auf-
gabe 11). Ferner finden wir

cospsingd  —rsinpsind  rcosycos?d
[afg(r, @7’[9)] = | singsind rcospsintd  rsinpcos?
cos ¥ 0 —rsin?

Fiir die Determinante von 0f3 errechnet man durch Entwickeln nach der letzten Zeile
den Wert —r?sin® # 0 fiir (r,p,9) € V3. Also ist g3 eine Immersion, und somit eine
Einbettung. Die restlichen Aussagen sind klar. m

(b) (Sphirische Koordinaten)
Wir definieren

PiRE=RY (p,0) > (2,y,2)
durch
T =cospsind ,
y =sinpsind (9.2)
z = cos

und setzen V; := (0,27) x (0, 7). Dann ist g2 := f2| Va2 eine C*°-Einbettung von V5
in R und Fy := g2(V2) = S%\ Hs. Mit anderen Worten: Fy entsteht aus S? durch
Entfernen des Halbkreises, der von der Halbebene Hjz aus S? ausgeschnitten wird.
Beschrinkt man (¢, 9) auf eine Teilmenge von Vo der Form (o, ¢1) X (99, 91),
so erhdlt man eine regulidre Parametrisierung eines Ausschnittes von S2, welcher
deutlich macht, wie das Rechteck V5 durch f; ,,zur Sphére S? zusammengebogen®
wird. Man beachte auch, daf fir Wy := [0, 27) x (0,7) gilt fo(Wa) = S?\{*es},
wobei e3 der Nordpol und —e3 der Siidpol sind. Ferner bildet fo den Parameter-
bereich W bijektiv auf S?\{+es} ab. Also kann S?\{+ez} vermoge (9.2) durch
sphérische Koordinaten (p,9) € Ws beschrieben werden, aber fo| W5 ist keine re-

guliire Parametrisierung von S2\ {=es}, da W nicht offen in R? ist.
Beweis Es ist klar, daB fo = f3(1,-,-) € C®°(R* R?) und F» = S>N F5 gelten. Da Fj
offen ist in R3, ist folglich F offen in S2. Ferner ist g2 = g3(1, -, ) bijektiv von Vs auf Fs,
und g;l = g;l\FQ. Also ist g;l 1 Fy — Vh stetig. Da
—singsind  cos pcosV
[0f2(p,9)] = cospsind  sincos?d (9.3)
0 —sin

aus den letzten beiden Spalten der regulidren Matrix [0fs(1,¢,1)] besteht, ist dg2(p,?)
fiir (p,9) € Va2 injektiv. Folglich ist g eine reguldre C'°°-Parametrisierung. m
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(c¢) (Zylinderkoordinaten) Es sei

iR =R, (rp2) e (2,y,2)
durch
T=Trcosy,
y=rsiny , (9.4)
2=z

definiert, und V := (0, 00) x (0,27) x R. Dann ist g := f|V eine C*°-Einbettung
von V in R* mit g(V) = F3 = R*\ Hs. Beschriinkt man g auf eine Teilmenge von V'
der Form R := (r9,71) X (®0,¢1) X (20,21), so erhiilt man eine regulidre Parame-
trisierung eines ,,Zylinderschalensegments“. Mit anderen Worten: Der Quader R
wird durch f zu einem Zylinderschalensegment ,,verbogen®.

Ferner gelten f (V) =R3 und
FWV) =R*\ ({0} x{0}xR) =: Z fiir
W :=(0,00) x [0,27) x R, und f|W
bildet W bijektiv auf Z, d.h. den
R® ohne z-Achse, ab. Also kann Z
mittels (9.4) durch Zylinderkoordi-
naten beschrieben werden, aber f|W
ist keine regulidre Parametrisierung
von Z, da W nicht offen ist.

Beweis Es ist offensichtlich, daf8 ¢ bijektiv auf F3 ist, und es ist leicht zu sehen, da g~*

glatt ist (vgl. Aufgabe 12). Ferner gilt

cosp —rsinp 0
[0f(r,p,2)] = | sing rcosp O | ,
0 0 1

was det 9f(r, ¢, z) = r impliziert. Also ist f|(0,00) X R x R eine C*°-Immersion des of-
fenen Halbraumes (0,00) x R x R in R*, und g ist eine C*°-Einbettung von V in R*. Die
verbleibenden Aussagen sind wiederum klar. m

(d) (Zylindermantelkoordinaten)
Wir setzen r=1 in (9.4). Dann
stellt g(1,-,-) eine C°°-Einbettung
von (0,27) x R in R? dar, fiir welche
die offensichtlichen Analoga zu (c)
gelten.

(e) (Rotationsflichen) Es seien J ein offenes Intervall in R und p,o € C4(J,R)
mit p(t) > 0 und (p(t),&(t)) # (0,0) fiir t € J. Dann ist

i JxR—=R® | (t¢) — (p(t)cosp, p(t) sin g, o(t))

eine C9-Immersion von J x R in R?.
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Die Abbildung
v J =R, e (p(t),0,0(t))

ist eine C9-Immersion von J in R®. Das Bild T
von 7 ist eine reguldr parametrisierte Kurve, die
in der z-z-Ebene liegt, und R := r(J x R) entsteht
durch Rotation von I' um die z-Achse. Also ist R
eine Rotationsfliche, und I' ist eine Meridiankurve
von R. Ist v nicht injektiv, so enthélt R Kreise
in Ebenen parallel zur z-y-Ebene, in denen sich R
selbst durchdringt.

Es seien [ ein offenes Teilintervall von J, derart da§ | eine Einbettung ist, und
K sei ein offenes Teilintervall von [0, 2xr]. Dann ist auch r|I x K eine Einbettung.

Beweis Die Jacobimatrix von r berechnet sich zu

p(t)cosp  —p(t)sing
p(t) sin p(t)cosep | . (9.5)
o(t) 0

Die Determinante der (2 x 2)-Matrix, die durch Streichen der letzten Zeile entsteht, hat
den Wert p(t)p(t). Also hat die Matrix (9.5) den Rang 2, falls p(t) # 0 gilt. Ist p(t) = 0,
so gilt o(t) # 0, und mindestens eine der beiden Determinanten, die aus (9.5) durch
Streichen der ersten oder zweiten Zeile entstehen, ist von 0 verschieden. Dies beweist,
dal r eine Immersion ist. Der Nachweis der verbleibenden Aussagen bleibt dem Leser
iiberlassen. m

(f) (Tori) Es gelte 0 < r < a. Durch Rotation des durch (z —a)? + 22 = 72 be-
schriebenen in der z-z-Ebene liegenden Kreises um die z-Achse

z

entsteht ein (2-)Torus, T2 . (genauer: eine Torusfliche). Fiir 75 € C> (R R?) mit

T2(t, ) := ((a + rcost) cos ¢, (a + rcost) sin o, rsint)
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finden wir 75 ([0,27]%) = T2, und 75|(0,27)? ist eine Einbettung. Das Bild des
Quadrates (0,27)? unter 75 besteht aus der Torusfliiche, aus der die beiden durch
die Gleichungen 22 + y? = (r + a)? bzw. (z — a)? + 2% = r? beschriebenen in der
z-y-Ebene bzw. z-z-Ebene liegenden Kreise entfernt wurden.

Anschaulich ausgedriickt bewirkt die
Abbildung 72 folgendes: Das Quadrat [0, 27]?
wird zuerst durch ,, Identifizieren* zweier ein-
ander gegeniiber liegender Seiten zu einer
Rohre zusammengebogen. Anschliefend wird
diese Rohre zu einem Ring verbogen und die
beiden Enden werden ebenfalls miteinander
nidentifiziert*.

Beweis Die Abbildung t — (a + rcost,0,rsint) ist eine C°°-Immersion von R in R3,
deren Bild der durch (z — a)2 + 22 = r? beschriebene Kreis ist. Also folgt die Behauptung
leicht aus (e) mit p(t) := a +rcost und o(t) := rsint. m

Die folgende Umkehrung von Satz 9.10 zeigt, dafl jede Untermannigfaltigkeit
lokal das Bild einer Einbettung ist.

9.12 Theorem Es sei M eine m-dimensionale C'?-Untermannigfaltigkeit des R™.
Dann besitzt jeder Punkt p von M eine Umgebung U in M, so dafi U das Bild
einer offenen Menge des R™ unter einer C?-Einbettung ist.

Beweis Zu jedem p € M gibt es offene Umgebungen U von p und V von 0 in R”
sowie einen CY-Diffeomorphismus ®: U — V mit ®(M NU) =V N (R™ x {0}).
Wir setzen U := M N U und V := {zeR™; (2,0) € 17} sowie

g: V=R, z— &' ((z,0) .

Dann sind U offen in M und V offen in R™, und g gehort zu C4(V,R"). Auflerdem
bildet g die Menge V bijektiv auf U ab, und es gilt Rang dg(x) = m fiir x € V, da
[0g(x)] aus den ersten m Spalten der reguliren Matrix [0®~*((x,0))] besteht. Da
offensichtlich g~ = ®|U gilt, ist g, aufgefaBt als Abbildung in den topologischen
Teilraum U von R", eine topologische Abbildung von V auf U. m

Lokale Karten und Parametrisierungen

Wir benutzen nun die vorangehenden Uberlegungen dazu, eine m-dimensionale
Untermannigfaltigkeit M des R™ lokal durch Abbildungen zwischen offenen Teil-
mengen von M und R™ zu beschreiben. Im dritten Band werden wir sehen, wie
wir — mit Hilfe lokaler Karten — ,abstrakte“ Mannigfaltigkeiten beschreiben
koénnen, die nicht (von vornherein) in einen euklidischen Raum eingebettet sind.
Diese Darstellung ist weitgehend unabhéngig vom ,,umgebenden Raum®.
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Es seien M eine Teilmenge von R™ und p € M. Wir bezeichnen mit
iv: M —R", z—=x

die kanonische Injektion von M in R"™. Die Abbildung ¢ heiit m-dimensionale
(lokale) C'?-Karte von M um p, wenn gilt:

e U := dom(y) ist eine offene Umgebung von p in M;

e ¢ ist ein Homdomorphismus von U auf eine offene Teilmenge V := ¢(U) von R™;
o g:=ipyop !
Die Menge U ist das zu ¢ gehorende Kartengebiet, V' ist der Parameterbereich
und g die Parametrisierung von U beziiglich ¢. Gelegentlich schreiben wir (¢, U)
fiir ¢ und (g,V) fir g. Ein m-dimensionaler C?-Atlas fiir M ist eine Familie
{¥a ; @ € A} von m-dimensionalen C?%Karten von M derart, daff die Karten-

gebiete Uy, := dom(y,) die Menge M iiberdecken: M = |, Uy. Schliellich heilen
(x1,...,2™) := ¢(p) lokale Koordinaten von p € U beziiglich der Karte ¢.

ist eine C'%-Immersion.

Der néchste Satz zeigt, dal Mannigfaltigkeiten durch Karten beschrieben wer-
den konnen. Dies bedeutet insbesondere, daf eine m-dimensionale Untermannig-
faltigkeit von R™ lokal ,,wie R™ aussieht®, da sie lokal zu einer offenen Teilmenge
von R™ homéomorph ist.

9.13 Theorem Es sei M eine m-dimensionale C'9-Untermannigfaltigkeit des R™.
Dann gibt es zu jedem p € M eine m-dimensionale C'?-Karte von M um p. Also
besitzt M einen m-dimensionalen C'?-Atlas. Ist M kompakt, so gibt es fiir M einen
endlichen Atlas.

Beweis Theorem 9.12 garantiert, dafl es zu jedem p € M eine m-dimensionale
C1-Karte ¢, um p gibt. Also ist { ¢, ; p € M } ein Atlas. Da die Kartengebiete
dieses Atlas eine offene Uberdeckung von M bilden, folgt die letzte Aussage aus
der Definition der Kompaktheit. m

9.14 Beispiele (a) Essei X offen in R". Dann besitzt X einen C'°°-Atlas mit nur
einer Karte, namlich der trivialen, idx.

(b) Esseien X offen in R™ und f € C9(X,R"). Dann ist graph(f) gemifl Satz 9.2
eine m-dimensionale C%-Untermannigfaltigkeit von R™*", und diese besitzt einen
Atlas, der aus der einzigen Karte ¢ mit ((z, f(z))) = z fiir # € X besteht.
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(c) Die Sphiire S? besitzt einen C°°-Atlas aus genau zwei Karten.

Beweis Mit den Notationen von Beispiel 9.11(b) seien Uz := g2(V2) und @2 : Uz — Vs,
(z,y,2) — (p, ) die zu go inverse Abbildung. Dann ist @9 eine C*°-Karte von S2.

Nun definieren wir gs : ‘72 — S? durch \72 = (m,3m) x (0,7) und
g2(p,0) := (cos psin ¥, cos ¥, sin psin v) .

Dann entsteht g ( ‘72) aus S? durch Weglassen des Halbkreises, der von der Koordinaten-
halbebene (—R*) x R x {0} ausgeschnitten wird. Offensichtlich gilt Us U Uz = S mit
Us = §2(\72)7 und der Beweis von Beispiel 9.11(b) zeigt, daB @a := g5 * eine C*-Karte
von S? ist. m

(d) Fiir jedes n € N besitzt die n-Sphiire S™ einen Atlas aus genau zwei glat-
ten Karten. Fiir n > 1 werden sie durch die stereographischen Projektionen, ¢,
gegeben, wobei 4 [bzw. ¢_] jedem p € S™\{ept1} [bzw. p € S"\{—en11}] den
,DurchstoBpunkt® zuordnet, den die Gerade, welche durch den Nordpol e, ;1 [bzw.
Siidpol —e,, 1] und p geht, in der Aquatorhyperebene R" x {0} besitzt.

Beweis Wir wissen bereits aus Beispiel 9.5(b), dal S™ eine n-dimensionale C'°°-Unter-
mannigfaltigkeit von R™ ist. Im Fall n = 0 besteht S™ aus den beiden Punkten +1 von R,
und die Aussage ist trivial.

Es sei also n € N*. Die Gerade t+ tp+ (1 —t)ep+1 durch p und +enq1 € S™
schneidet die Hyperebene 2™ = 0 fiir ¢t = 1/(1 F p™*'). Also hat der Durchstofpunkt
die Koordinaten z = p’/(1 Fp"™*) € R™ mit p = (p/,p" ") € R™ x R. Dadurch sind die
Abbildungen ¢+ : S"\{£ent1} — R", p+— z definiert, und sie sind offensichtlich stetig.

Zur Berechnung ihrer Umkehrabbildungen betrachten wir die Gerade
t—t(z,0) £ (1 —t)ent1
durch (z,0) € R" x R und +e,41 € S™. Sie schneidet S™\{%en+1} dort, wo ¢ > 0 und
2 |z|* + (1 — t)> = 1 gelten, also fiir t = 2/(1 4 |z|?). Hiermit erhalten wir

(2x,:t(\m|2 — 1))

—1 n
= R™ .

P+ (IE) 14+ ‘.’L’|2 ) T e

Folglich gehért gi := 4 gn 0 03" zu C°°(R™,R™!), und es ist nicht schwer nachzupriifen,

daBl Rang dg+(z) = n fir x € R™ gilt. m

(e) Der Torus T2 . ist eine C*°-Hyperfliche in R? und besitzt einen Atlas mit drei
Karten.
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Beweis Es seien X := R*\{0} x {0} x R und
f: X—>R, (z,y,2)— (\/x2+y2fa)2+z277"2.

Dann ist f € C*°(X,R), und 0 ist ein reguldrer Wert von f. Man verifiziert leicht, dafl
fﬁl(O) = sz. Also ist TiT gemifl Theorem 9.3 eine glatte Fliche in R®. Die Umkehr-
abbildung ¢ von 72| (0,27)? ist eine zweidimensionale C*°-Karte von T2 .. Eine zweite
derartige Karte @ erhilt man als Umkehrabbildung von 2| (,3m)2. Schlieflich wird
durch 72 | (7/2, 57/2)? eine dritte Karte @ definiert, und {, @, $} ist ein Atlas fiir T2 ,.. m

Kartenwechsel

Die lokale geometrische Gestalt einer Kurve oder Fliche (allgemeiner: einer Un-
termannigfaltigkeit des R™) ist unabhingig von ihrer Beschreibung durch lokale
Karten. Fiir konkrete Berechnungen werden sich im allgemeinen entsprechend an-
gepafite Karten besonders gut eignen. Deshalb miissen wir in der Lage sein, die
,Karten zu wechseln“, um von einer Beschreibung zu einer anderen iibergehen zu
konnen. Auflerdem werden ,Kartenwechsel“ es erlauben, Mannigfaltigkeiten da-
durch, daf} die lokalen Beschreibungen ,,zusammengesetzt“ werden kénnen, global
zu behandeln.

Es sei { (¢a,Ua) ; @ € A} ein m-dimensionaler C?-Atlas fiir M C R". Dann
heiBen die Abbildungen*

030 0a": 0a(Ua NUg) — 0(Ua NUs) , a,BeA,

Kartenwechsel. Sie geben an, wie die einzelnen Karten des Atlas { ¢, ; a € A}
miteinander ,,verklebt* werden.

9.15 Satz Sind (¢u,Us) und (g, Ug) m-dimensionale C9-Karten einer m-dimen-
sionalen C'?9-Mannigfaltigkeit, so gilt

@ﬁ °© @;1 € lefq ((pa(UOé N Uﬁ)a (pﬁ(Ua N Uﬁ))

. —1\—1 __ -1
mit (pgop,') = paops .

4Hier und im folgenden setzen wir stets voraus, da U, N Ug # 0 gilt, wenn wir vom Karten-
wechsel g 0 pq ! sprechen.
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Beweis (i) Es ist klar, dal ¢ o ¢! bijektiv ist mit der Inversen (,, o (pgl. Somit
geniigt es nachzuweisen, daf ¢ 0 ¢ ' zu C?(pa(Us N Ug), R™) gehort.

(i) Wir setzen V; := ¢ (U,), und g, ist die zu (¢, Uy) gehorige Parametri-
sierung fiir v € {c, §}. Ferner sei 2, € ¢y (Uy NUg) mit go(za) = gg(zs) =: p. Da
g~ eine 1nJekt1ve C4-Immersion ist, gibt es aufgrund von Bemerkung 9. 9( ) offene
Umgebungen U von p und V von (z,0) in R™ sowie ein ¢, € Diff? (Vw U ) mit
1y (y,0) = g4(y) fiir alle y € V,, mit (y,0) € V,. Wir setzen nun

Vi={zeVa; (2,0) € Va } NpallaNUp) .

Offensichtlich ist V' eine offene Umgebung von z, in R™. Auflerdem kénnen wir
(durch ein eventuelles Verkleinern von V') aufgrund der Stetigkeit von g, anneh-

men, da g, (V) in ﬁg enthalten sei. Also gilt
ppowy (x) =15 ogalx), weV.

Wegen g, € C4(V,,R") folgt aus der Kettenregel, daf w;l 0ge zu CYV,R")
gehort.” Also folgt pgo ¢! € C1(V,R™), weil das Bild von wgl 0 g, mit dem
von g o ¢, ! iibereinstimmt, also in R™ liegt. Da dies fiir jedes x4 € ¢o(Ua N Up)
gilt und die Zugehorigkeit zur Klasse C? eine lokale Eigenschaft ist, erhalten wir
die Behauptung. m

9.16 Bemerkungen (a) Die Dimension einer Untermannigfaltigkeit des R™ ist
eindeutig bestimmt. Folglich geniigt es im Fall von m-dimensionalen Mannigfaltig-
keiten, von Karten statt von ,,m-dimensionalen Karten“ zu sprechen.

Beweis Es seien M eine m-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit des R™ und p € M.
Dann gibt es geméfl Theorem 9.13 eine m-dimensionale C'?-Karte (¢, U) um p. Es sei
(1, V) eine m'-dimensionale C?-Karte um p. Dann zeigt der Beweis von Satz 9.15, dafl

Yo €Dt (p(UNV),p(UNV))

gilt, wobei (U N V) offen in R™ und ¢(U N V) offen in R™ sind. Dies impliziert m = m’
(vgl. (7.2), was die Behauptung beweist. m

(b) Durch die Karte (¢1,U) wird das Kartengebiet Uy mittels der lokalen Koor-
dinaten (z!,...,2™) = ¢1(q) € R™ fiir ¢ € U beschrieben. Ist (2, Us) eine zweite
Karte, so wird U, durch die lokalen Koordinaten (y!,...,4™) = ¢2(q) € R™ be-
schrieben. Folglich besitzt Uy N Uy Beschreibungen durch die zwei Koordinaten-
systeme (z',...,2™) und (y,...,y™). Der Kartenwechsel s o ¢ * ist nichts an-
deres als die Koordinatentransformation (z!,...,2™) — (y!,...,y™), die besagt,
wie die 2-Koordinaten in die y-Koordinaten umzurechnen sind.® m

5Hier und im folgenden verwenden wir oft dasselbe Symbol fiir eine Abbildung und ihre
Restriktion auf eine Teilmenge ihres Definitionsbereiches.
6Koordinatentransformationen werden im dritten Band ausfiihrlicher diskutiert werden.
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Aufgaben

1 Es sei H eine endlichdimensionaler reeller Hilbertraum, und ¢ : H — H sei eine Iso-
metrie mit ¢(0) = 0. Man verifiziere:

(a) ¢ ist linear;

(b) ¢*p =idu;

(c) ¢ € Laut(H), und ¢~ ' ist eine Isometrie.

2 (a) Fiir A € R™"*" sind die folgenden Aussagen #quivalent:
(i) A ist eine Isometrie;
(ii) A € O(n);

(iii) |det A| = 1;

(iv) Die Spaltenvektoren ay = (a},,...,a}), k=1,...,n, bilden eine ONB des R";

(v) Die Zeilenvektoren aj = (aJ,...,a?), k=1,...,n, bilden eine ONB des R".

(b) O(n) ist beztiglich der Multiplikation von Matrizen eine Gruppe.

3 Man beweise die Aussage von Beispiel 9.1(c).

4 Es sei M bzw. N eine m- bzw. n-dimensionale C?%Untermannigfaltigkeit des R*
bzw. RY. Dann ist M x N eine (m 4 n)-dimensionale C9-Untermannigfaltigkeit des R***.

5 Man entscheide, ob Laut(R™) eine Untermannigfaltigkeit von £(R™) ist.
6 Essei f: R® - R? durch

f(@,y,2) = (2" + oy — y — 2,220° + 3oy — 2y — 32)
gegeben. Man zeige, daf ffl(O) eine in R? eingebettete Kurve ist.

7 Es seien f,g: R* — R gegeben durch

f(m7yazvu) = ($Z - y27yu - 22,IEU - yZ) )
g(z,y,z,u) := (Z(mz + yu), 2(xu — yz)722 +u?— 2% — yz) .

Man verifiziere:

(a) £71(0)\{0} ist eine in R* eingebettete Fliche.

(b) Fiir jedes a € R*\{0} ist g~'(a) eine in R* eingebettete Kurve.
8 Welche der Mengen

(a) K= {(z,y) €ER" xR ; |z[> =y},

) {(z,y) e K; y>0},

(c) K\ {(0,0)}

stellt eine Untermannigfaltigkeit des R™*! dar?

9 Fir A e RYY ist {x ER"; (z]|Ax) =1 } eine glatte Hyperfliche des R™. Man skiz-
ziere diese Kurven bzw. Flichen im Fall n = 2 bzw. n = 3. (Hinweis: Aufgabe 4.5.)

10 Man zeige: Fiir die spezielle orthogonale Gruppe SO(n) :={A € O(n) ; detA=1}
gelten:
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(a) SO(n) ist eine Untergruppe von O(n);
(b) SO(n) ist eine glatte Untermannigfaltigkeit von R™*™. Welches ist ihre Dimension?

11 Es seien f, € C=(R",R") durch
F2(y) = (y" cosy®,y" siny?) y=("y") eR?,
und
Farr(y) = (faly)siny™ gt cosy™™ ), y=(y,y"") €R" xR,

rekursiv definiert. Ferner seien V5 := (0, 00) x (0,27) und V,, := Vo x (0, 7)™ 2 fiir n > 3.
(a) Man bestimme f, in expliziter Form.
(b) Man zeige:

() [fa(1,y? .. 9™ =1 und [fa(y)] = Iy'];

(i) fo(Va) = R™\H, mit H, := Rt x {0} x R"7?;

(i) fn(Vn) =R";

(iv) gn := fn|Va: Vo — R"\ H, ist topologisch;

(v) detfa(y) = (1)) L sin"2(y") - -sin(y?), y € Vo, n >3,
Folglich ist g, eine C°°-Einbettung von V,, in R™. Die durch f,, induzierten Koordinaten
heiflen n-dimensionale Polar- (oder Kugel-)koordinaten (vgl. Beispiel 9.11(a)).
12 Es bezeichne f: R® — R? die Zylinderkoordinaten in R?® (vgl. Beispiel 9.11(c)). Fer-
ner seien V := (0,00) x (0,27) X R und g := f|V. Man beweise:
(a) g ist eine C*-Einbettung von V in R3;
(b) g(1,-,) ist eine C*°-Einbettung von (0,27) x R in R3;
(c) f(V) =R3*\ Hj (vgl. Aufgabe 11);
(@) F(V) =R
13 (a) Der elliptische Zylinder”

Moy = {(z,y,2) e R®; 2*/a® +y?/b* =1}, a,b € (0,00) ,

ist eine C*°-Hyperfliche des R3.

(b) Es seien W := (0,27) x R und
fi: W—=R,  (p2)— (acosp,bsing, z) ,
fa: W R, (¢,2) — (—asinp,beos p, z) .

Ferner seien U; := f; |W und ¢; := (f;|U;)~" fiir j = 1,2. Man zeige, daB {(¢1,¢2)} ein
Atlas von M ist, und man berechne den Kartenwechsel @1 0 @5 *.

14 Essei M eine nichtleere kompakte m-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit von R™
mit m > 1. Man beweise, dal M keinen Atlas mit nur einer Karte besitzt.

15 Man zeige, dafl die in der letzten Abbildung von Beispiel 9.11(e) dargestellte Flidche
keine Untermannigfaltigkeit des R® ist.

7Ma,a ist ein gerader Kreiszylinder.
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16 Fiir g: (—7/4,7/2) — R?, t s sin(2t)(—sint,cost) verifiziere man
(a) g ist eine injektive C*°-Immersion;
(b) im(g) ist keine in R? eingebettete Kurve.

17 Man berechne den Kartenwechsel ¢_ o <pjrl fiir den Atlas {¢—,¢+} der stereogra-
phischen Projektionen ¢+ von S™.

18 Essei M bzw. N eine Untermannigfaltigkeit des R”™ bzw. R", und {(¢a,Ua); a € A}
bzw. { (¥s,Vs) ; B € B} sei ein Atlas von M bzw. N. Man verifiziere, daf

{ (pa X ¥5,Ua x V) ; (a,8) €AX B}

mit o X ¥(p,q) = (a(p),¥s(q)) ein Atlas von M x N ist.
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10 Tangenten und Normalen

Wir wollen nun lineare Strukturen einfiihren, die es ermdoglichen, die Konzepte der
Differentialrechnung auf Abbildungen zwischen Untermannigfaltigkeiten zu iiber-
tragen. Diese Strukturen werden wir mit Hilfe lokaler Koordinaten beschreiben,
was sich bei konkreten Berechnungen als sehr niitzlich erweisen wird.

Zur Illustration der zu erwartenden Schwierigkeiten betrachten wir eine reelle
Funktion f: 2 — R auf der Einheitssphiire S2 in R®. Der naive Versuch, die Diffe-
renzierbarkeit von f durch einen Grenzwert von Differenzenquotienten zu erkléren,
ist unmittelbar zum Scheitern verurteilt: Fiir p € S2 und h € R® mit h # 0 liegt
p + h némlich i. allg. nicht auf S, und folglich ist der ,, Zuwachs“ f(p + h) — f(p)
von f an der Stelle p gar nicht erklért.

Das Tangential in R"

Wir beginnen mit der sehr einfachen Situation einer n-dimensionalen Unterman-
nigfaltigkeit des R™ (vgl. Beispiel 9.1(a)). Es seien also X offen in R” und p € X.
Der Tangentialraum 7}, X an X im Punkt p ist die Menge {p} x R", versehen mit
der von R" = (R", (-|-)) induzierten euklidischen Vektorraumstruktur:

(P, ) + Ap,w) := (v +w) , ((p,0)|(p,w)), = (v]w)

fir (p,v), (p,w) € T,X und X € R. Das Element (p,v) € T,X heifit Tangential-
vektor an X in p und wird auch mit (v), bezeichnet. Ferner nennt man v Haupt-
teil von (v)p.

10.1 Bemerkung Der Tangentialraum 7, X ist ein zu R"™ isometrisch isomorpher
Hilbertraum. Einen isometrischen Isomorphismus erhédlt man, anschaulich ausge-
driickt, durch ,, Anheften“ des R" im Punkt p€ X. m

Es seien Y offen in R und f € C'(X,Y). Dann heiit die lineare Abbildung
Lf: T,X = Typ)Y . (pv) = (f(p),0f (p)v)
Tangential von f im Punkt p.
10.2 Bemerkungen (a) Offensichtlich gilt
T,f € L(T,X, Tsp)Y) -

Da v+ f(p) + 0f(p)v fiir v in einer Nullumgebung von R" die Abbildung f im
Punkt p (von hoherer als erster Ordnung) approximiert, ist im(7, f) ein Unter-
vektorraum von T,y Y, der f(X) im Punkt f(p) (von hoherer als erster Ordnung)
approximiert.



VII.10 Tangenten und Normalen 271

T,X

B

(b) Sind Z offen in R® und g € C(Y, Z), so gilt die Kettenregel

Tp(go f) =TipgoTpf
Mit anderen Worten: Die Diagramme

f Tpf
» Trp)Y

X - Y T,X
QOf\‘ ,/9 Tp(QOf)\« ,/Tﬂp)g
Z To(s(m))

sind kommutativ.

Beweis Dies folgt aus der Kettenregel fiir C*-Abbildungen (vgl. Theorem 3.3). m
(c) Fiir f € Diff'(X,Y) gelten

T,f € Lis(T,X, Ty, Y) und (T,f) ' =Tyt peX.

Beweis Die Behauptung ist eine Konsequenz von (b). m

Der Tangentialraum

Im restlichen Teil dieses Paragraphen seien

e M eine m-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit des R";
q € N* U {oo};
p € M und (p,U) eine Karte von M um p;
(g9,V) die zu (p,U) gehorige Parametrisierung.

Der Tangentialraum 7}, M an M im Punkt p ist das Bild von T},(,,)V unter T},,)g,
also: T, M = im(T,,(p)g). Die Elemente von T),M heifilen Tangentialvektoren an M
inp,und TM := Upe o LpM ist das Tangentialbiindel' von M.

LFiir p € M gilt die Inklusion T, M C M x R™. Also ist TM eine Teilmenge von M x R™.
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10.3 Bemerkungen (a) 7, M ist wohldefiniert, d.h. unabhéingig von der speziellen
Karte (¢, U).

Beweis Es sei (¢, U) eine weitere Karte von M um p mit zugehdriger Parametrisierung
(g, V). Wir kénnen ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, daff die Karten-
gebiete U und U iibereinstimmen. Anderenfalls betrachte man U NU. Aufgrund der

Kettenregel (Bemerkung 10.2(b)) ist das Diagramm

Twy T5)9
Tw(p)(‘509071) -
TomV > To)V

kommutativ. Wegen Satz 9.15 und Bemerkung 10.2(c) ist T,,)($ 0 ¢~ ") ein Isomorphis-
mus, woraus sich sofort die Behauptung ergibt. m

(b) Ist M eine offene Teilmenge des R", so stimmt die obige Definition von T}, M
mit der von Bemerkung 10.1 iiberein. Insbesondere gilt TM = M x R".

(c) Der Tangentialraum T, M ist ein m-dimensionaler Untervektorraum von T,R",
also ein m-dimensionaler Hilbertraum mit dem von T,R" induzierten Skalar-
produkt (-|-)p.

Beweis Es sei o := ¢(p). Fiir (v)ay € TooV gilt (Tho9)(v)e, = (p, dg(0)v). Also folgt
Rang T,,9 = Rang dg(zo) = m ,

was die Behauptung impliziert. m

(d) DaT,;)g: TV — TpR™ injektiv ist und T, M = im (T, () 9) gilt, gibt es ge-
nau ein A € Lis(T, M, Ty, V) mit (T,,)9)(A) = i1, m, wobei iz, as die kanonische
Injektion von T}, M in T,R™ ist. Mit anderen Worten: A ist die Inverse von Ty, ()9,
wenn Ty, ,)g als Abbildung von T,y V auf ihr Bild T}, M aufgefafit wird. Wir nen-
nen T,y := A Tangential der Karte © im Punkt p. Ferner ist (Tp¢)v € Ty)V
die Darstellung des Tangentialvektors v € T, M in den von ¢ induzierten lokalen

Koordinaten. Ist ({, U ) eine weitere Karte von M um p, so ist das Diagramm

T,M
Tpp ~ ~ Trp
Top) (@0 9071) o~
T p(U) N - T3, U)
kommutativ, wobei = ,isomorph® bedeutet.

Beweis Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte U = U. Fiir G :=in o & ! folgt aus
G=(imop HNo(pop ') =go(pop ') und der Kettenregel von Bemerkung 10.2(b)

~ ~—1
T50)9 = To)9 Tapy (o @) -
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Hieraus erhalten wir aufgrund der Definition von Tp¢ und T,¢ wegen Bemerkung 10.2(c)
und Satz 9.15 die Relation
~ ~ -1 ~ —
L% = (T (003 ) Top=Towm(@oy ) Top,

welche die Behauptung beweist. m

T,V

(e) (Das Skalarprodukt in lokalen Koordinaten) Es seien xy := ¢(p) und
gik(x0) == (9;9(x0) | Org(x0)) ,  1<jk<m.

Dann heiBt [g;x] € R{;.™ (erste) Fundamentalmatrix von M beziiglich der Karte ¢
in p (oder der Parametrisierung g in ). Sie ist positiv definit.

Fiir v, w € T,M gilt?

wlw)p = > giklwo)viw® (10.1)
j,k=1

wobei v/ bzw. w* die Komponenten der lokalen Darstellungen des Hauptteils von
(Tpp)v bzw. (Te)w beziiglich der Standardbasis sind.

Beweis Fiir {,n € R™ gilt
> gir(@0)&’n" = (9g(w0)¢| dg(xo)n) (10.2)
Jk=1
also insbesondere, da dg(xo) injektiv ist,
(lgik)(z0)€ | €) = [0g(wo)el* >0, £ €R™\{0} .
Folglich ist die Fundamentalmatrix positiv definit.

m

1 vle; folgt aus der Definition von (-|-),

dg(zo) i wkek) .

Wegen v = Ty g (Tpp)v und (Tpp)v =

(w|w)p = ((Tao9) (Tpe)v | (Tao ) (Tpp)w) , = (39(560) Z’Ujej

Somit ergibt sich (10.1) aus (10.2). m
2Vgl. auch Bemerkung 2.17(c).
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10.4 Beispiel (Der Tangentialraum an einen Graphen) Es seien X offen in R™ und
f € C1X,R"). Gemif Satz 9.2 ist M := graph(f) eine m-dimensionale C4-Unter-
mannigfaltigkeit des R™ x RY = R™**. Eine C?Parametrisierung von M wird
durch g(z) := (z, f(z)) fiir z € X gegeben, und mit p = (o, f(z0)) € M gilt

(Txog)(v)xo = (p, (U7af(330)v)) ) (U)wo €T, X .

Somit finden wir
T,M = { (p,(v,0f (zo)v)) ; vER™} |

d.h., T, M ist der ,,im Punkt p = (xo, f(xo)) angeheftete Graph® von 9f ().

Eine Darstellung von T, M in R" mit n = m + £ erhélt man durch Identifikation
von (1), = (p,n) € T,R™ mit p +n € R". Dann folgt

T,M 3 (0, f(0)), (v,0f o))
= (1”0 + v, f(xo) +3f(x0)v) ER™ xR =R",
und wir erhalten

T,M = { (x, f(x0) + 0f (wo)(w — o)) ; @ €R™}
= graph(z — f(x0) + 0 (w0)(z — z0)) .

Diese Darstellung zeigt einmal mehr, da8 T, M die hherdimensionale Verallgemei-
nerung des Begriffes der Tangente an eine Kurve ist (vgl. Bemerkung 1V.1.4). m

Esseie > 0mit ¢(p) + te; € Vfiirt € (—e,e) und j € {1,...,m}. Dann heifit

vi(t) == g(e(p) +te;) ,  te(—ee),

j-ter Koordinatenweg oder j-te Parameterlinie durch p.
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10.5 Bemerkung Mit x¢ := p(p) gilt

T,M = Span{ (8lg(xo))p, N (8m9($0)>p } )

[
. . . . . _ ' ‘
d.h., die T"angent}alvektqren in p an die Koordinaten M{’«,‘:‘“‘
wege 7y; bilden eine Basis von T, M. ,,,,;}:&’:o:‘:‘\\\‘“‘
2 o %8 e ™
Beweis Fiir die j-te Spalte von [dg(z0)] gilt //////I/,t":’:“:“““\‘\\\\ \\
‘0“:‘\\\\\

0jg(wo) = 9g(wo)ej = ¥;(0) .

Nun folgt die Behauptung, da ¢ eine Immersion ist, somit die Spaltenvektoren von
[0g(w0)] linear unabhéngig sind und dim T, M = m gilt. m

Charakterisierungen des Tangentialraumes

Tangentialvektoren an M in p lassen sich als Tangentialvektoren von regulédren
Wegen in M beschreiben. Genauer ist die folgende Aussage richtig, welche eine
geometrisch anschauliche Charakterisierung der Tangentialrdume enthélt.

10.6 Theorem Fiir jedes p € M gilt
T,M = { (v), € T,R™ ;
Je >0, 3y € CY((—e,e),R") mit im(y) C M, (0) = p, 4(0) = v} .

Mit anderen Worten: Zu jedem (v), € T,M C T,R" gibt es einen C'-Weg in R"
durch p, der ganz in M verlduft und (v), als Tangentialvektor in p besitzt. Jeder
Tangentialvektor an einen solchen Weg gehort zu T, M.

Beweis (i) Es seien (v), € T,M und x¢ := ¢(p). Dann gibt es ein £ € R™ mit
v =20g(x)¢. Da V = p(U) in R™ offen ist, gibt es ein € > 0 mit 2o + ¢t € V fiir
t € (—e,¢). Setzen wir nun y(t) := g(z¢ + t&) fiir t € (—¢,¢), so ist v ein C'-Weg
in M mit v(0) = p und 4(0) = dg(x)§ = v.

(i) Es sei v € C*((—¢,¢),R") mit im(y) C M und 7(0) = p. Gem&f Bemer-

kung 9.9(d) gibt es eine offene Umgebung V' von (zg,0) in R", eine offene Um-

gebung U in R" und ein ¢ € Diff(V,U) mit (z,0) = g(z) fir # € V. Durch

Verkleinern von ¢ kénnen wir annehmen, dafl im(y) C U N U gilt. Hieraus folgt
Y(t) = (gopo)(t) = (goprgm 09~ 09)(t),
und wir erhalten aus der Kettenregel
7(0) = dg(xo)(prgm 0 ™" 04)(0) .

Fiir € := (prgm 0™t 07)"(0) € R™ und v := dg(x0)¢ € R™ gilt (v), € T,M. Da-
mit ist alles bewiesen. m
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Wenn X in R" offen ist und f € C(X,R") den Punkt ¢ € R* als reguliren
Wert besitzt, wissen wir aus Theorem 9.3, da M = f~!(c) eine C9-Untermannig-
faltigkeit des R"™ der Dimension (n — ¢) ist. Im néchsten Theorem zeigen wir, daf
fiir die ,,Linearisierungen® die analoge Aussage richtig ist, d.h.

T,M = (T,f)"(c) = ker(T},f) .

10.7 Theorem (vom reguliren Wert) Es sei X offen in R", und f € C(X,R")
besitze ¢ € R® als reguliiren Wert. Fiir die (n — ¢)-dimensionale C-Untermannig-
faltigkeit M = f~1(c) des R" gilt dann T,M = ker(T, f) fiirp € M.

Beweis Es sei (v p €T, M C T,R"™. Gemé&fl Theorem 10.6 gibt es ein ¢ > 0 und
einen Weg v € C*((— R") mit im(y) € M, ~(0) =p und %(0) = v. Insbe-
sondere gilt f(y(t)) =c fur jedes t € (—¢,¢), und wir finden durch Differenzieren

dieser Relation
Of (1(0))4(0) = 0 (p)v =
Hieraus folgt T, M C ker(T,f).
Da p ein reguldrer Punkt von f ist, gilt
dim (im(7, f)) = dim(im(0f(p))) = ¢ .
Somit liefert die Rangformel (2.4)
dim (ker(T},f)) =n — £ = dim(T,M) .

Also ist T, M kein echter Untervektorraum von ker(7,f). m

Differenzierbare Abbildungen

Es seien N eine C”-Untermannigfaltigkeit des R® und 1 < s < min{g, r}. Ferner
seien f € C(M, N) und (1, W) eine Karte von N um f(p). Dann ist U N f~1(W)
eine offene Umgebung von p in M. Also kénnen wir durch Verkleinern von U ohne
Beschriinkung der Allgemeinheit annehmen, dafl f(U) C W. Die Funktion f heifit
(s-mal) [stetig] differenzierbar in p, wenn die Abbildung

fouw =v o fop™lt p(U) = h(W)

im Punkt ¢(p) (s-mal) [stetig] differenzierbar ist.

Die Abbildung f € C(M, N) heifit (s-mal) [stetig] differenzierbar, wenn f in
jedem Punkt von M (s-mal) [stetig] differenzierbar ist. Die Menge aller s-mal stetig
differenzierbaren Funktionen von M nach N bezeichnen wir mit C*(M, N), und

Diff*(M,N) := { f € C°(M,N) ; f ist bijektiv, f~' € C*(N, M)}

ist die Menge aller C°-Diffeomorphismen von M auf N. Schlielich heilen M
und N C*-diffeomorph, wenn Diff*(M, N) nicht leer ist.
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10.8 Bemerkungen (a) Die vorstehenden Definitionen sind unabhiingig von der
Wahl der Karten.

Beweis Ist (3, U) bzw. (1), W) eine weitere Karte von M um p bzw. von N um f(p) mit
f(U) C W, so gilt

fsp=vofod ' =(@ov o fouolpod ). (10.3)
Hieraus ergibt sich wegen Satz 9.15 und der Kettenregel die Behauptung. m

(b) Besitzt M bzw. N die Dimension n bzw. ¢, d.h., sind M offen in R™ und
N offen in R, so stimmen die obigen Definitionen mit denen von Paragraph 5
iiberein.

(c) Die Funktion f, 4 ist die lokale Darstellung von f beziiglich der Karten ¢
und 1, oder die Darstellung in lokalen Koordinaten. Im Gegensatz zur Funktion f,
die zwischen den , krummen Mengen“ M und N abbildet, ist f, , eine Abbildung
zwischen offenen Teilmengen euklidischer Rdume.

(d) Esist i.allg. nicht moglich, den Begriff einer C*-Abbildung zwischen M und N
sinnvoll, d.h. koordinatenunabhéingig, zu definieren, wenn s > min{q, r} gilt.

Beweis Dies folgt aus (10.3), da die Kartenwechsel nur zu C? bzw. C" gehoren. m

Es sei f: M — N in p differenzierbar, und (¢, W) sei eine Karte von N
um f(p) mit f(U) C W. Dann ist das Diagramm

f
M>U - W CN
P = > g (10.4)
" f«pﬂl) '
R™ D o(U) - (W) CR"

kommutativ, wobei = ('-diffeomorph® bedeutet und n die Dimension von N
ist. Wir definieren nun das Tangential, 7, f, von f in p durch die Forderung, das
Diagramm

Tpf
T,M ~ TipN
Ty = = Tf(p)’L/J (105)
v Tw(p)f%w v
Ty p(U) > Ty (W)
sei kommutativ, wobei nun 2 ,isomorph“ bedeutet.

3Man beachte die lokale Darstellung Pop,id = idy(v)-



278 VII Differentialrechnung mehrerer Variabler

10.9 Bemerkungen (a) Das Tangential T, f ist koordinatenunabhéngig, und
Tpf € E(TPM, Tf(p)N).

Beweis Es seien (@7 17) eine Karte von M um p und (1;, W) eine Karte um f(p) mit
f(U) ¢ W. Dann ergeben (10.3) und die Kettenregel von Bemerkung 10.2(b)

-1 ~—1
Tz 5.5 = Tom (P o™ ) o fowo (0o ™))
=Ty ($097") 0 Ty fow 0 T (00 ) -
Nun folgt die Behauptung aus Bemerkung 10.3(d). m

(b) Es sei O eine weitere Mannigfaltigkeit, und g: N — O sei in f(p) differenzier-
bar. Dann gelten die Kettenregel

Tp(go f)=Trpyg Tpf (10.6)

sowie

Tpidar = idr,ar - (10.7)
Gehort f zu Diﬁl(]\/[, N), so gelten
T,f € Lis(T,M, TyyN) und (T,f) ' =T f~', peM.
Beweis Die Aussagen (10.6) und (10.7) ergeben sich leicht aus der Kommutativitit

des Diagramms (10.5) und der Kettenregel von Bemerkung 10.2(b). Die verbleibenden
Behauptungen sind unmittelbare Konsequenzen von (10.6) und (10.7). m

10.10 Beispiele (a) Die kanonische Injektion ip; von M in R™ gehort zu C7(M,R"),
und mit ¢ := idg~ gilt

To) (inr) o = Too(p)g -
Folglich ist Tpips die kanonische Injektion von T,M in T,R"™.

Beweis Wegen (inr)p, = i 0@ ' = g sind die Aussagen offensichtlich. m

(b) Es scien X ecine offene Umgebung von M und f € C%(X,RY). Ferner gelte
f(M) C N. Dann gehort f := f|M zu C*(M,N) und

Tf(P)ZN Tpf = TPfTPZM ) p € M i

d.h., die Diagramme

M Tyim
M - X T,M - T,X
f ]? T f Tp]?
' in ' ' Ty (pyin '
N - R Typ)N - TypR

sind kommutativ.
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Beweis Da N eine C"-Untermannigfaltigkeit von R ist, kénnen wir nach eventuellem
Verkleinern von W annehmen, daf} es eine offene Umgebung W von W in R* und einen
C"-Diffeomorphismus ¥ von W auf eine offene Teilmenge von R? gebe mit ¥ O . Folglich
finden wir

fos =tofop ' =WofogeC*(V,R").
Da dies fiir jedes Paar von Karten (¢, U) von M und (¢, W) von N mit f(U) C W gilt,
gehort f zu C°(M, N). Wegen iy o f = foin ist der letzte Teil der Behauptung eine
Konsequenz der Kettenregel. m

(c) Es seien X offen in R™ und Y offen in R sowie f € C?(X,R") mit f(X)C Y.
Dann gehort f zu C4(X,Y), wenn X bzw. Y als n- bzw. ¢-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von R™ bzw. R’ aufgefaft wird. Auferdem gilt

Tpof = (f(p),0f(p), preX.

Beweis Dies ist ein Spezialfall von (b). m

Das Differential und der Gradient
Ist f: M — R in p differenzierbar, so gilt
Tpf : TpyM — Ty )R = {f(p)} xRCRxR.
Mit der kanonischen Projektion pry : R x R — R auf den zweiten Faktor setzen wir
dypf = pry o Tpf € L(T,M,R) = (T,M)'.

Dann heifit d,, f Differential von f im Punkt p. Also ist d, f eine stetige Linearform
auf T,M. Da der Tangentialraum ein m-dimensionaler Hilbertraum ist, gibt es
aufgrund des Rieszschen Darstellungssatzes einen eindeutig bestimmten Vektor
Vpf = VI],V[f € T, M mit

(dpflv=(Vpflv)p , veT,M,
den Gradienten von f im Punkt p.
10.11 Bemerkungen (a) Es seien X offen in R” und f € C'(X,R). Dann gilt

Vof =@ VIPp), peX,
wobei V f(p) der in Paragraph 2 definierte Gradient von f im Punkt p ist. Folglich
sind die Definitionen von V), f und V f(p) konsistent.

Beweis Wir beschreiben die Mannigfaltigkeit X durch die triviale Karte (idx, X). Dann
stimmt die lokale Darstellung von dpf mit df(p) iiberein. Nun folgt die Behauptung aus
der Definition von (:|-), und der des Gradienten. m



280 VII Differentialrechnung mehrerer Variabler

(b) (Darstellung in lokalen Koordinaten) Essei f € C'(M,R), und f, := fop™!
sei die lokale Darstellung von f beziiglich der Karten ¢ von M und idg von R,
d.h. f, = fy.ids- Ferner sei [¢7%] die Inverse der Fundamentalmatrix [g;x] beziigl. ¢
in p. Dann gilt fiir den Hauptteil der lokalen Darstellung (T,¢)V,, f des Gradienten
Vpf € T,M beziiglich der von ¢ induzierten lokalen Koordinaten*

(Zglk 70) 0k fo(T0), ngk o 8kf@(xo))

mit zg := ¢(p).
Beweis Mit den Definitionen von V,, f und d, f folgt aus Satz 2.8(i)

(Vo |0)p = (dpf)o = 0(f 0 ™) (@) (Tpp)v = Y _ Dif(wo)v’ (10.8)
j=1
fir v € T,M und (Tpp)v =>77" L vej. Mit (Tpp)Vpf = > e; erhalten wir auf-
grund von Bemerkung 10.3(e)
(Vof|v) Z gir(@o)w’v® | weT,M . (10.9)
7,k=1
Aus (10.8) und (10.9) sowie aus der Symmetrie von [g;] ergibt sich
D gin(zo)w® =0 fo(xo),  1<j<m,
k=1
also, nach Multiplikation mit [g;x]™* = [¢"F], die Behauptung. m
Das folgende Theorem gibt eine notwendige Bedingung dafiir an, dal p € M

eine Extremalstelle einer differenzierbaren reellwertigen Funktion auf M ist. Es
verallgemeinert Theorem 3.13.

10.12 Theorem Falls p € M eine lokale Extremalstelle von f € C*(M,R) ist, gilt
Vpf=0.

Beweis Weil f, € C'(V,R) in 2y = ¢(p) eine lokale Extremalstelle besitzt, gilt
O0fs(x0) = 0 (vgl. Satz 2.5 und Theorem 3.13). Also erhalten wir fiir v € T, M und
den Hauptteil £ von (Tpp)v

(Vpflv)p = (dpf)v=0fs(20)§ =0,

was die Behauptung zeigt. m

4Man vergleiche dazu Formel (2.6).
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Normalen

Das Orthogonalkomplement von T, M in T,R™ heifit Normalenraum von M in p
und wird mit T;-M bezeichnet. Die Vektoren in T;-M sind die Normalen an M
inp, und T+M = Upe M TPJ-M ist das Normalenbiindel von M.

10.13 Satz Es sei X offen in R", und c sei ein regulirer Wert von f € C1(X, Rz).
Ist M := f~(c) nicht leer, so ist {V,f',...,V,f*} eine Basis von T;-M.

Beweis (i) Gemifl Bemerkung 10.11(a) besitzt V, f7 den Hauptteil V f7(p). Aus
der Surjektivitit von df (p) folgt, daB die Vektoren V£ (p),..., Vf4(p) in R™, und
somit V,f!, ..., foz in T,R", linear unabhéngig sind.

(ii) Es sei v € T, M. Aus Theorem 10.6 wissen wir, dafl es ein € > 0 und ein
v € CH((—¢,¢),R") gibt mit im(y) € M, v(0) = pund (0) = v. Da f7 (y(t)) = ¢/
fir t € (—¢,¢) gilt, folgt

0=(f707)(0) = (VF(7(0))[4(0)) = (VpfI[v)p, 1<j<C.

Weil dies fiir jedes v € T, M richtig ist, gehéren V,f*,..., V, f* zu T;-M. Wegen
dim(T;-M) = n — dim(T,, M) = ¢ erhalten wir nun die Behauptung. m

10.14 Beispiele

(a) Fiir die Sphire S"~! in R" gilt
St = f=1(1) mit

R =R, z+ |z]?.

Wegen V,f = (p,2p) ergibt sich folg-
lich TPJ-S”_1 = (p,Rp).

(b) Mit X :=R*\ ({0} x {0} x R) und
f(z1, 20, 23) = <\/33% + 23 — 2)2 +33§
gilt f e C®°(X,R), und®f~'(1) = T3 ;. Ein

Normalenvektor im Punkt p = (p1,p2,ps3)
wird durch V, f = (p, 2(p— k)) mit

2py 2p2
k= 2 27 2 2’0
\/p1+p2 \/p1+p2

gegeben.

5Vgl. Beispiel 9.11(f).



282 VII Differentialrechnung mehrerer Variabler

Beweis Dies folgt aus Beispiel 9.14(e) und durch Nachrechnen. m

(c) Es seien X offen in R™ und f € C?(X,R). Dann wird eine Einheitsnormale,
d.h. ein Normalenvektor der Linge 1, an M := graph(f) im Punkt p := (33, f(as))
durch v, := (p,v(z)) € T,R™" mit

v(x) = (—Vf(x),l) Rn+1
@)= N vs@p ©

gegeben.
Beweis Fiir die Parametrisierung g mit g(z) := (m,f(m)) fir x € X gilt

di9(x) := (e;,0;f(x)) , zeX, 1<j<n.

Offensichtlich ist v(z) ein Vektor der Linge 1 in R™"!, der zu jedem Vektor 9;g(x)
orthogonal ist. Somit folgt die Behauptung aus Bemerkung 10.5. m

Extrema mit Nebenbedingungen

In vielen Anwendungen sind Extremalstellen einer Funktion F': R™ — R unter
Nebenbedingungen zu bestimmen. Mit anderen Worten: Es sind nicht alle Punkte
des R™ zur Konkurrenz zugelassen, F' zu einem Extremum zu fithren, sondern nur
die Punkte einer Teilmenge M. Sehr oft sind diese Nebenbedingungen zudem durch
Gleichungen beschrieben, h'(p) =0,...,h’(p) = 0, und die Losungsmenge dieser
Gleichungen bildet eine Untermannigfaltigkeit, ndmlich gerade die Menge M. Be-
sitzt dann F'| M in p € M ein lokales Extremum, so heifit p Extremalpunkt von F
unter den Nebenbedingungen h!(p) = 0,...,h¢(p) = 0..

Das folgende Theorem gibt eine in der Praxis wichtige notwendige Bedingung
dafiir an, daf} ein Punkt extremal ist unter Nebenbedingungen.

10.15 Theorem (Lagrangesche Multiplikatorenregel) Es seien X offen in R" und
F,h',...,h* € CY(X,R) mit ¢ < n. Ferner sei 0 ein regulirer Wert der Abbildung
h:= (h',...,h"), und M := h='(0) sei nicht leer. Ist p € M ein Extremalpunkt
von F unter den Nebenbedingungen h'(p) =0, ..., h%(p) = 0, so gibt es eindeutig
bestimmte reelle Zahlen A1,...,\s, Lagrangesche Multiplikatoren, derart, dafl p
ein kritischer Punkt von

4
F—=> "\ e C'(X,R)
j=1
ist.

Beweis Aus dem Satz vom reguldren Wert wissen wir, dal M eine (n — ¢)-
dimensionale C1-Untermannigfaltigkeit von R” ist. Gem#8 Beispiel 10.10(b) gehort
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f:=F|M zu C*(M,R), und wegen ig = idgr gilt T,,f = T,F Tpins. Hieraus folgt
dpf = dpF Tpin, also

(Vo f] (v)p), = dpFTying (v)p = (VpF |Tyi m()p), = (VF(p) |v) (10.10)
fir (v), € T,M C T,R".

Falls p ein kritischer Punkt von f ist, gilt V, f = 0 gema8 Theorem 10.12.

Nun folgt VF(p) € T,-M aus (10.10). Somit zeigt Satz 10.13, daB es eindeutig
bestimmte reelle Zahlen A1, ..., A; gibt mit

¢
VF(p)=>_ NVh(p),
j=1
was wegen Bemerkung 3.14(a) die Behauptung beweist. m

10.16 Bemerkung Durch die Lagrangesche Multiplikatorenregel wird die Auf-
gabe, Extrema von F unter den Nebenbedingungen h'(p) =0,...,hf(p) =0 zu
bestimmen, zuriickgefiihrt auf das Problem, kritische Punkte der Funktion

4
F—> Nk € CHX,R)

j=1

(ohne Nebenbedingungen) zu suchen. Die kritischen Punkte und die Lagrangeschen
Multiplikatoren werden durch Auflosen der ¢ + n Gleichungen

Wp)=0, 1<j<t,
‘
8k<F—Z)\jhj)(p) =0, 1<k<n,
j=1
nach den n + ¢ Unbekannten p1, ..., pn, A1, ..., A¢ bestimmt mit p = (pt,...,p").

Anschliefiend ist zu untersuchen, welche dieser kritischen Punkte tatsdchlich Ex-
trema realisieren. m

Anwendungen der Lagrangeschen Multiplikatorenregel

Mit den nachfolgenden Beispielen, die von eigenstédndigem Interesse sind, zeigen
wir nichttriviale Anwendungen der Lagrangeschen Multiplikatorenregel auf. Ins-
besondere geben wir einen kurzen Beweis des Satzes iiber die Hauptachsentrans-
formation, der in der Linearen Algebra mit anderen Mitteln gezeigt wird.

10.17 Beispiele (a) Fiir beliebige Vektoren a; € R", 1 < j < n, gilt die Hadamard-
sche Determinantenungleichung

n
|det[a1,...,an]’ < H la;| .
j=1
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Beweis (i) Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dafi die Determinante eine n-lineare
Funktion der Spaltenvektoren ist. Deshalb geniigt es, die Giiltigkeit von

—1<detfar,...,an) <1, a;€8" ', 1<j<n,

nachzuweisen.
(if) Wir setzen

F(z) := det[z1,...,2zn] , B (x):=|z;]° =1, h=(h"...,n"),

fir z = (x1,...,2n) ER" x--- X R" = R"Q. Dann gehoren F' zu COO(R"ZJR) und h zu
= (R™,R™), und®

[0h(x)] = 2 e R

Offensichtlich ist der Rang von Oh(z) fiir jedes € h™'(0) maximal. Also ist 0 ein re-
guldrer Wert von h, und M := h™'(0) ist eine n(n — 1)-dimensionale C*°-Untermannig-
faltigkeit des R™. Ferner ist M kompakt, denn es gilt M = 8" ! x ... x §"~!. Somit
nimmt f := F|M € C*°(M,R) das Minimum und das Maximum an.

(iii) Es sei p = (p1,...,pn) € M eine Extremalstelle von f. Aufgrund der Lagrange-
schen Multiplikatorenregel gibt es A1,..., A, € R mit

VE(p) =) NVh (p) =2 A(0,....0,p;,0,...,0)
j=1 j=1

(10.11)
= 2(Aip1, - Anpn) ER™
AuBerdem gilt wegen Beispiel 4.8(a)
OF .
aI?(p):det[pl,...,])j,l,ek,pjﬂ,...,pn] , 1<j,k<n. (10.12)
Wir setzen B := [p1,...,pn] und bezeichnen mit B := [b?k}lnggn die zu B assoziierte

Matrix mit bg.k := (—=1)?** det B, wobei Bjx aus B durch Streichen der k-ten Zeile und
der j-ten Spalte entsteht (vgl. [Gab96, § A.3.7]). Dann ergeben (10.11) und (10.12)

oF
oxk

J

(p) = b%, =2X\;p} .
Wegen B*B = (det B)1, gilt

n
dijdet B = bhpy =2\i(pilp;), 1<ij<n. (10.13)
k=1

ijT bedeutet, dafl x; als Zeilenvektor aufzufassen ist.
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Wiéhlen wir in (10.13) speziell ¢ = j, so finden wir
2N = =2\, =det B . (10.14)

Im Fall det B =0 ist die zu beweisende Aussage offensichtlich richtig. Gilt det B # 0,
so zeigen (10.13) und (10.14), daB p; und p; fiir ¢ # j senkrecht aufeinander stehen.
Also gehért B zu O(n), und wir erhalten |det B| =1 (vgl. Aufgabe 9.2). Nun folgt die
Behauptung wegen F(p) = det B. m

(b) (Hauptachsentransformation) Es sei A € Liym(R™). Dann gibt es reelle Zah-
len A\; > X >---> A, und x4, ..., 2, € S* L mit Az, = My, fiir 1 < k <n, d.h.,
z ist ein Eigenvektor zum Eigenwert Ag. Die x1, ..., 2, bilden eine ONB des R".
Beziiglich dieser Basis besitzt A die Matrixdarstellung [A] = diag(Aq, ..., An). Fer-
ner gilt

)\k:max{(Anc|as);xeS"‘lﬂEk}, k=1,....,n,

mit £y :=R"” und B, := (Span{xl, . 79%_1})1_ firk=2,...,n.

Beweis (i) Wir setzen h°(x) := |z|* — 1 und F(z) := (Az|z) fiir € R™. Dann ist 0 ein
reguldrer Wert von h° € C*°(R™,R), und F nimmt auf "' = h~*(0) das Maximum an.
Es seien z; € S"~! eine Maximalstelle von f := F|S™"!. Aufgrund der Lagrangeschen
Multiplikatorenregel gibt es ein A1 € R mit VF(z1) = 24Az; = 2\121 (vgl. Aufgabe 4.5).
Also ist z1 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert ;. Ferner gilt

A= M(zi|z1) = (Azi|z1) = f(z1)

da z1 € S™ L.

(ii) Wir konstruieren nun xs,...,x, rekursiv. S’}nd Ti,...,Tk—1 fir k> 2 bereits
gefunden, so setzen wir h:= (h°,h',..., h*™1) mit A (x) := 2(x; |z) fir 1 < j <k —1.
Dann ist A7 (0) = S™~* N Ej kompakt, und es gibt ein z;, € S"' N Ej, mit f(z) < f(=x)
fiir £ € S"' N Ey. AuBerdem verifiziert man (wegen Rang B = Rang B fiir B € RF*™)

Rang Oh(z) = Rang[z, z1,...,zk-1] =k , zeS" ' NE .

Somit ist 0 ein reguldrer Wert von h, und wir finden aufgrund von Theorem 10.15 reelle
Zahlen po,...,pur—1 mit

k—1 k—1
2Ax, = VF(CL‘k) = Z,u,thj(CL‘k) = 2uoTr + ZZ,ujxj . (10.15)
=0 j=1

Wegen (zx|x;) =0fir 1 <j<k-—1gilt
(Azp|z;) = (x| Azj) = Aj(z|z;) =0,  1<j<k—1.
Deshalb folgt aus (10.15):
0= (Azk|z;) = py , j=1,...,k—1,

und wir finden, wiederum aus (10.15), daB z; ein Eigenvektor von A zum Eigenwert po
ist. Schlieflich erhalten wir

po = po(zk |zK) = (Azk| k) = flzk) -
Damit ist alles bewiesen (vgl. Bemerkung 5.13(b)). m
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10.18 Bemerkung Es sei A € Lgymn(R") mit n > 2, und Ay > Ay > -+ > A, sei-
en die Eigenwerte von A. Ferner sei x1,...,z, eine ONB von R", wobei z; ein
Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay sei. Fiir z = Z?Zl ¢ix; € R" gilt dann

n

(Az|z) =) N(€)?. (10.16)

j=1
Wir nehmen nun an, es gelte
A2 2 A > 0> Mg =20 2 Ay
fiir ein k € {0,...,m}. Dann ist v € {—1, 1} ein regulirer Wert der C°°-Abbildung
a:R" >R, z— (Az|x)
(vgl. Aufgabe 4.5). Also ist aufgrund des Satzes vom reguliren Wert
a”l(y)={z eR"; (Az[z) =~}
eine C°-Hyperfliche in R". Mit a; := 1/1/|);| folgt aus (10.16)

k

z(fjj’, ) (jj, = (10.17)

j =k+1

fiir x = Z?:l Ezjeal(y).

Ist A positiv definit, so gilt Ay > --- > A, > 0, wie wir aus Bemerkung 5.13(b)
wissen. In diesem Fall lesen wir aus (10.17) ab, dal a=!(1) eine (n — 1)-dimensionale
Ellipsoidfliche mit den Hauptachsen «yx1, ..., a,x, ist. Ist A indefinit, so zeigt
(10.17), daBl a=1(£1) (verallgemeinerte) Hyperboloidfiichen mit den Hauptachsen
Q1T ..., Qp Ty sind.

Dies erweitert den bekannten ebenen Fall auf die hoherdimensionale Situation.

— )( X

AuBlerdem erkldrt diese Betrachtung den Namen , Hauptachsentransformation®.
Sind ein oder mehrere Eigenwerte von A gleich Null, so stellen a=!(y) Zylinder
mit ellipsoid- bzw. hyperboloidférmigen Querschnitten dar. m
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Aufgaben

1 Esbezeichne (gn, V,) die regulire Parametrisierung von F, := R"™\ H, durch n-dimen-
sionale Polarkoordinaten (vgl. Aufgabe 9.11).

(a) Man zeige, dal die erste Fundamentalmatrix [(gn)Jk] von F, beziiglich g, gegeben

ist durch
1 0
0 7,2 ’ n=2 )
bzw., im Fall n > 3, durch
diag(1, r?sin®(y®) - - osin®(y"), r¥sin®(y®) - oo rPsin®(y™ Y, ... P sin® (i), 'r2)

fiir (r,9%,...,y™) € Va.

(b) Es sei f € ok (Fn,R), und ¢, bezeichne die zu g, gehérende Karte. Man berechne
die Darstellung von V,, f in n-dimensionalen Polarkoordinaten, d.h. beziiglich der von ¢,
induzierten lokalen Koordinaten.

2 Essei (g,V) eine Parametrisierung einer m-dimensionalen C'-Untermannigfaltigkeit
M des R". Ferner bezeichne

)= Jdetfgi®)] . yeV.

die Gramsche Determinante von M beziiglich g. Man verfiziere:

(a) Fir m = 1 gilt \/g = |g|.
(b) Fiir m = 2 und n = 3 gilt

0(93,91))2 (3(91792)>2_

vas \/ oo ) + Colaryy) =100 x 2l

wobei x das (von der Schule her bekannte) Vektorprodukt bezeichnet (vgl. auch Para-
graph VIIL.2).

(c) Es seien V offen in R™ und f € C*(V,R). Fiir die Parametrisierung g: V — R™"!,
z +— (z, f(z)) des Graphen von f gilt \/g = V1+|VE2

3 Man bestimme T},S? fiir p = (0, 1,0) in der Darstellung durch die

(a) Parametrisierung mittels sphérischer Koordinaten (vgl. Beispiel 9.11(b));

(b) zu einer stereographischen Projektion gehérenden Parametrisierung.

4 Man bestimme TPT%I fir p = (\/2, V2, 1).

5 Es seien M eine m-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit des R™ und (¢,U) eine
Karte um p € M. Man zeige:

(a) Jede offene Teilmenge von M ist eine m-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit
von R".

(b) Wird U als Mannigfaltigkeit aufgefaft, so gehort ¢ zu Diff? (U, (,O(U))7 und das Tan-
gential der Karte Tp¢ stimmt mit dem Tangential von ¢ € C? (U,(p(U)) im Punkt p
iiberein.

6 Man bestimme TAGL(n) fir A € GL(n) := Laut(R"™).
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7 Der Tangentialraum an die orthogonale Gruppe O(n) in 1, ist der Vektorraum der
schiefsymmetrischen (n x n)-Matrizen, d.h.:

T1,0(n) = (1n, {A€R™"; A+ AT =0}) .
(Hinweis: Man beachte Beispiel 9.5(c) und Theorem 10.7.)

8 Man zeige, dafl der Tangentialraum an die spezielle orthogonale Gruppe SO(n) in 1,
gegeben ist durch

T1,50(n) = (1, {A€R™"™ ; spur(4) =0})
(Hinweis: Fiir A € R™ ™ mit spur(A) = 0 betrachte man y(t) = e'*, ¢ € R, und beachte
Theorem 10.6.)

9 Man zeige:
(a) Fiir ¢ € Diff?(M, N) und p € M gilt Tp2p € Lis(Tp M, Ty N).

(b) Sind M und N diffeomorphe C?-Untermannigfaltigkeiten von R", so stimmen ihre
Dimensionen iiberein.

10 Es ist zu zeigen:

(a) S* xR (vgl. Aufgabe 9.4) und { (z,y,2) € R®; 22 44% =1 } sind diffeomorph;
(b) S* x S* und Tg,l sind diffeomorph;

(¢c) 8™ und rS™, r > 0, sind diffeomorph.

11 Es seien M := {(x,y,z) eER3; 2244 = 1} und

viM— S, (z,y,2)~ (z,y,0) .

Dann gilt v € C°°(M, S?). Ferner ist T,v symmetrisch fiir p € M und besitzt die Eigen-
werte 0 und 1.

12 Es seien X offen in R™ und f € C*(X,R). Ferner sei v: M — S™ eine Einheits-
normale an M := graph(f). Man zeige: v gehort zu C*° (M, S™), und Tpv ist symmetrisch
fir p e M.

13 Es seien M und v wie in Aufgabe 12. Ferner sei
Yot M —R"™ | pisp+av(p)

fiir o € R. Man zeige, da8} es ein ap > 0 gibt, so daB ¢ (M) fiir jedes o € (—a, o) eine
glatte, zu M diffeomorphe Hyperflache ist.

14 Man finde den achsenparallelen Quader gréfiten Volumens, welcher der Ellipsoid-
fliche { (z,y,2) € R® ; (z/a)® + (y/b)* + (2/c)”> =1} mit a,b,c > 0 einbeschrieben ist.



Kapitel VIII

Kurvenintegrale

In diesem Kapitel kehren wir zuriick zur Integrationstheorie von Funktionen einer
reellen Variablen. Allerdings wollen wir nun Integrale betrachten, die sich nicht
nur iiber Intervalle, sondern iiber stetig differenzierbare Bilder von Intervallen,
némlich iiber Kurven, erstrecken. Wir werden sehen, dafl diese Erweiterung des
Integralbegriffes wichtige und tiefgriindige Konsequenzen hat.

Natiirlich miissen wir zuerst das Konzept einer Kurve mathematisch prazi-
sieren, was im ersten Paragraphen geschieht. Auflerdem werden dort der Begriff
der Bogenlénge eingefiihrt und eine Integralformel zu ihrer Berechnung hergeleitet.

Im zweiten Paragraphen diskutieren wir die Grundbegriffe der Differential-
geometrie von Kurven. Insbesondere beweisen wir die Existenz eines begleitenden
n-Beins und studieren die Kriimmung ebener Kurven sowie die Kriimmung und
die Torsion von Raumkurven. Des Stoff dieses Paragraphen gehort weitgehend zur
mathematischen Allgemeinbildung. Er wird im restlichen Teil dieses Kapitels nicht
benotigt.

Der dritte Paragraph ist den Differentialformen ersten Grades gewidmet. Hier
prézisieren wir einerseits den Begriff des in Kapitel VI ad hoc eingefiihrten Dif-
ferentials. Andererseits leiten wir einige einfache Rechenregeln fiir den Umgang
mit solchen Differentialformen her. Diese Regeln stellen die Grundlage dar fiir die
Theorie der Kurvenintegrale, die wir im darauffolgenden Paragraphen entwickeln.
Differentialformen ersten Grades tauchen dort ndmlich als die Integranden der
Kurvenintegrale wieder auf. Wir beweisen den Hauptsatz iiber Kurvenintegrale,
der u.a. jene Vektorfelder charakterisiert, welche als Gradienten von Potentialen
erhalten werden kénnen.

Besonders wichtige Anwendungen der Theorie der Kurvenintegrale finden wir
in der Funktionentheorie, d.h. der Theorie der Funktionen einer komplexen Varia-
blen, welche in den beiden letzten Paragraphen behandelt wird. In Paragraph 5
leiten wir die Grundtatsachen {iber holomorphe Funktionen her, insbesondere den
Integralsatz und die Integralformel von Cauchy. Mit diesen Hilfsmitteln beweisen
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wir das fundamentale Resultat, welches besagt, dal eine Funktion genau dann
holomorph ist, wenn sie analytisch ist. Als eine Anwendung der allgemeinen Theo-
rie zeigen wir anhand der Fresnelschen Integrale, wie der Cauchysche Integralsatz
zur Berechnung reeller Integrale verwendet werden kann.

Schliellich studieren wir im letzten Paragraphen meromorphe Funktionen
und beweisen den wichtigen Residuensatz, und zwar in seiner homologietheoreti-
schen Version. Zu diesem Zweck fithren wir das Konzept der Windungszahl ein
und leiten ihre wichtigsten Eigenschaften her. Zum Abschluf} illustrieren wir die
Tragweite des Residuensatzes mit der Berechnung einiger Fourierscher Integrale.
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1 Kurven und ihre Linge

Das Hauptergebnis dieses Paragraphen ist der Nachweis, dafl eine stetig differen-
zierbare kompakte Kurve I' eine endliche Lénge L(T") besitzt und daf§ die Formel

b
- / 5(0)] dt

gilt. Dabei steht  fiir eine beliebige Parametrisierung von I'.

Im folgenden seien

e /= (E,||) ein Banachraum iiber dem Kérper K;
I = [a, b] ein kompaktes Intervall.

Die totale Variation

Es seien f: I — FE und 3 := (to,...,t,) eine
Zerlegung von I. Dann ist

L3(f) = Z\f() fti-1)]

die Lange des Streckenzuges (f(to), ..., f(tn))
in F, und

Var(f,I) :=sup{ L3(f) ; 3 = (to,...,tn) ist eine Zerlegung von I }

heifit totale Variation (kurz: Variation) von f iiber I. Man nennt f von beschrink-
ter Variation, falls Var(f,I) < occ.

1.1 Lemma Fiir f: [a,b] — E und c € [a, b] gilt

Var(f, [a,b]) = Var(f, [a, c]) + Var(f, [c,b]) . (1.1)

Beweis (i) Es sei ¢ € [a,b]. Wir kénnen ohne Beschénkung der Allgemeinheit
annehmen, es gelten Var( fla, c]) < oo und Var( 1 e, b}) < 00, da andernfalls die
Funktion f: [a,b] — E nicht von beschriinkter Variation wire, und die zu bewei-
sende Aussage offensichtlich gélte.

(i) Es seien 3 eine Zerlegung von [a,b] und 3 cine Verfeinerung von 3, die

den Teilpunkt ¢ enthilt. Aulerdem setzen wir 31 = 3 N [a, ¢] und 32 = 3 N e, b).
Dann folgt

L3(f) < L3(f) = L3, (f) + L3, (f) < Var(f,[a,c]) + Var(f,[c,b]) -
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Nach Supremumsbildung beziiglich 3 finden wir
Var(f, [a,b]) < Var(f, [a,c]) + Var(f,[c,b]) .
(iii) Zu € > 0 gibt es Zerlegungen 3; von [a, ] und 35 von [c, b] mit
L3, (f) = Var(f,la,c]) —¢/2, L3, (f) = Var(f,[e,0]) — /2.
Fiir 3 := 31 V 35 gilt
L3, (f) + L3, (f) = L3(f) < Var(f,[a,b]) ,
und folglich

Var(f, [ach +Var(f, [C’ b]) < L31(f) + L32(f) +e< Var(fa [a’b]) +e.

Nun ergibt sich wegen (ii) die Behauptung. m

Rektifizierbare Wege

Interpretiert man v € C(I, E) als einen stetigen Weg in F, so nennt man Var(vy, I)
auch Linge (oder Bogenliinge) von v und schreibt dafiir L(vy). Gilt L(y) < oo, d.h.,
hat v eine endliche Lénge, so heifit v rektifizierbar.

1.2 Bemerkungen (a) Es gibt stetige Wege, die nicht rektifizierbar sind.!

Beweis Wir betrachten v : [0, 1] — R mit y(0) := 0 und y(t) := ¢ cos®(r/2t) fiir ¢ € (0,1].
Dann ist ~ stetig (vgl. Satz II1.2.24). Fiir n € N* sei 3, = (to,...,t2n) die Zerlegung
von [0,1] mit to =0 und ¢t; =2/(2n+ 1 —j) fiir 1 < j < 2n. Wegen

07 J:2k, OSkS’I’L,
) =9, .
i j=2k+1, 0<k<n,

folgt
2n

n—1 n
1 1
L3, () =Y Iv(ts) = v(t;-1)| =Y togr1 = 9 > p 0
j=1 k=0 k=1

fiir n — oo. Also ist « nicht rektifizierbar. m

(b) Es sei v: [a,b] — E Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten A. Dann
ist 7 rektifizierbar, und es gilt L(y) < A(b — a).

Beweis Fiir jede Zerlegung 3 = (to,...,tx) von [a,b] gilt

L3(v) = Z (t) = (- S A It —tj-al = A(b—a)

j=1
was die Behauptung impliziert. m

IMan kann auch zeigen, daf} es stetige Wege in R? gibt, deren Spuren die gesamte Einheits-
kreisscheibe B ausfiillen (vgl. Aufgabe 8). Solche , flichenfiillenden® Wege heilen ,,Peano-Kurven*.
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(c) Die Linge eines Weges v hiingt selbstverstindlich von der Norm von E ab.
Die Rektifizierbarkeit ist aber invariant unter dem Ubergang zu einer &quiva-
lenten Norm. m

Der in Bemerkung 1.2(a) betrachtete Weg ist zwar stetig, aber in 0 nicht
differenzierbar. Das néchste Resultat zeigt, dafl stetig differenzierbare Wege stets
rektifizierbar sind.

1.3 Theorem Es sei v € C1(I, E). Dann ist v rektifizierbar, und es gilt

b
- / ()] dt

Beweis (i) Es geniigt, den Fall a < b zu betrachten, in dem I nicht nur aus einem
Punkt besteht.

(ii) Die Rektifizierbarkeit von  folgt unmittelbar aus dem Fundamentalsatz
der Differential- und Integralrechnung. Ist ndmlich 3 = (to, ..., t,) eine Zerlegung
von [a, b], so gilt

n tj b
<3 / slde= [ 1) dt
j=1 tj—1 a
Also ist die Ungleichung
b
L) = Var(7, a,8]) < / 5(0)] (1.2)

richtig.
(iii) Es sei nun sg € [a,b). Aufgrund von Lemma 1.1 gilt fiir jedes s € (sg, b):
Var(v, [a, s]) — Var(v, [a, so]) = Var (v, [so, s]) -

Auflerdem finden wir
[7(s) — ~(s0)| < Var(y, [0, s / [y (t)] dt .

Hierbei ergeben sich das erste Ungleichheitszeichen aus der Tatsache, dafi (sg, s)
eine Zerlegung von [sg, s] ist, und das zweite aus (1.2).

Wegen sp < s gilt somit
V. , -V ) @, 1 iy
1) =) ar(y, [a,o]) = Vax(y, a s0l) / () dt .

s — 80 s — 80

(1.3)
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Da ~ stetig differenzierbar ist, folgt aus dem Mittelwertsatz in Integralform und
aus Theorem VI.4.12

o) = Jim | ") 7T < i [ 1 p@)1ae] = gso)l

5—S0 S — 80 5—S0

Folglich zeigen (1.3) und eine analoge Betrachtung fiir s < so, daf s — Var (7, [a, s])
differenzierbar ist mit

C;i\/ew(’y7 [a,s]) = |¥(s)| , s € [a,b] .

Also gehort s — Var (7, [a, s]) zu C*(I,R). AuBerdem liefert der Fundamentalsatz
der Differential- und Integralrechnung

b
Var('y, [a,b]) :/ |5(¢)| dt

wegen Var(v,[a,a]) =0. m

1.4 Korollar  Fiir v = (v1,...,7,) € CH(I,R") gilt

b 5 )
L(v):/ \/(%(t)) ot (An(t) "t

Differenzierbare Kurven

Die Spur eines Weges ist eine Punktmenge in F, die nicht davon abhéingt, welche
Funktion zu ihrer Beschreibung verwendet wird. Anders ausgedriickt: Der Spur
eines Weges kommt eine geometrische Bedeutung zu, welche von der speziellen
Parametrisierung unabhéngig ist. Um diese geometrische Eigenschaft erfassen zu
konnen, miissen wir prézisieren, welches die Parametrisierungen der Spur eines
Weges sind, die diese Spur unverédndert lassen.

Es seien J; und J; Intervalle sowie ¢ € NU {oo}. Die Abbildung ¢: J; — Jo
heifit (orientierungserhaltender) C'%-Parameterwechsel, wenn ¢ zu Diff?(.Jy, J3)
gehort? und strikt wachsend ist. Gilt v; € C9(J;, E) fiir j = 1,2, so heifit v, (orien-
tierungserhaltende) C'?-Umparametrisierung von ~2, wenn es einen C9-Parameter-
wechsel ¢ gibt mit y; = 2 0 ¢.

2Dies bedeutet, auch wenn J; und Ja nicht offen sind, da ¢ J1 — J2 bijektiv ist und daf
sowohl ¢ als auch ¢~ zur Klasse C'? gehoren. Insbesondere ist Diff%(.Jq, J2) die Menge aller
topologischen Abbildungen (Homdomorphismen) von Ji auf Js.
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1.5 Bemerkungen (a) Ist ¢ € Diff?(.Jy, J2) streng fallend, so heifit ¢ orientierungs-
umkehrender C9-Parameterwechsel. Im weiteren verstehen wir unter einem Para-
meterwechsel immer einen, der die Orientierung erhlt.

(b) Eine Abbildung ¢: J; — J3 ist genau dann ein C9-Parameterwechsel, wenn
o zu C(Jy, J3) gehort, surjektiv ist und ¢(t) > 0 fiir ¢ € J; erfiillt.

Beweis Dies folgt aus den Theoremen III.5.7 und IV.2.8. m

(c) Es seien I und I kompakte Intervalle, und v € C(I1, E) sei eine stetige
Umparametrisierung von v, € C (I3, FE). Dann gilt

Var(vy1, I1) = Var(ys, I2) .

Beweis Esseiyp € Diff? (I1, I2) ein Parameterwechsel mit v1 = 2 0 . Ist 3 = (to,...,tn)
eine Zerlegung von I, so ist ¢(3) := ((,O(to), R go(tn)) eine Zerlegung von I3, und es gilt

L3(m, i) = L3 (v2 09, 1) = Ly(3) (72, I2) < Var(v2, I2) -
Folglich ist die Beziehung
Var(y1, I1) = Var(yz2 o ¢, I1) < Var(yz, I2) (1.4)

richtig. Beachten wir v2 = (72 0 @) 0 ™%, so folgt aus (1.4) (wenn wir ~2 durch 72 0 ¢
und ¢ durch ¢! ersetzen)

Var(yz,I2) = Var((v20 ) 09~ ', o) < Var(y2 0 ¢, I1) = Var(y1, 1) .

Damit ist alles bewiesen. m

Auf der Menge aller C?-Wege in E erkldren wir die Relation ~ durch die
Festsetzung

Y1 ~ Y2 <= 7 ist eine C9-Umparametrisierung von s .

Es ist nicht schwer einzusehen, daB ~ eine Aquivalenzrelation ist (vgl. Aufga-
be 5). Die zugehérigen Aquivalenzklassen heiBen C9-Kurven in E. Jeder Repriisen-
tant einer C9-Kurve I ist eine C'%-Parametrisierung von T'. Statt C°-Kurve sagt
man stetige Kurve, eine C''-Kurve ist eine stetig differenzierbare Kurve und eine
C*°-Kurve ist eine glatte Kurve. Besitzt die Kurve I' eine Parametrisierung mit
kompaktem Definitionsbereich, also mit einem kompakten Parameterintervall, so
heifit sie kompakt. Wegen Theorem II1.3.6 ist dann auch die Spur von I' kom-
pakt. Eine Parametrisierung v von I" heifit reguléir, wenn ~(t) # 0 fiir ¢ € dom(y)
gilt. Besitzt I' eine regulidre Parametrisierung, so nennt man I' regulire Kurve.
Manchmal schreiben wir T' = [y], um anzudeuten, daf T' die Aquivalenzklasse der
Parametrisierungen ist, welche v enthélt.
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1.6 Bemerkungen (a) Ist ' eine kompakte Kurve [regulire C'-Kurve], so hat
jede Parametrisierung von I' einen kompakten Definitionsbereich [ist jede Para-
metrisierung regulér].

Beweis Es sei v € C(J, E) eine Parametrisierung von I', und 1 € C?(Jy, E) sei eine
Umparametrisierung von . Dann gibt es ein ¢ € Diff?(J1, J) mit y1 = v o ¢. Ist J kom-
pakt, so gilt dies auch fiir J; = gofl(J), da stetige Bilder kompakter Mengen kompakt
sind (Theorem I11.3.6). Aus der Kettenregel folgt

F1(t) =5 (1) (1) , teJi,

fiir ¢ > 1. Also ergibt sich aus 4(s) # 0 fiir s € J wegen ¢(t) # 0 fiir ¢ € J1 auch 41 (¢) # 0
firteJ;. m

(b) Reguldre Kurven kénnen (nichtédquivalente) nichtregulidre Parametrisierungen
besitzen.

Beweis Wir betrachten die regulére glatte Kurve I', die durch die Funktion
[FL1 =R, t e a(t) = (4,0)

parametrisiert ist, und den glatten Weg 7 : [—1, 1] — R? mit F(¢) := (¢*,*). Dann gelten
spur () = spur(¥) und 7(0) = (0, 0). Also ist 5 keine C*-Umparametrisierung von . m

(c) Es sei I — E, tr v(t) eine regulire C'-Parametrisierung einer Kurve T.
Dann kann
) — 1 ) 0

, tel,
s—t s—t

als ,Momentangeschwindigkeit“ interpretiert werden, mit der ,,der Punkt ~(¢) die
Kurve I'' durchlauft®. m

Es sei T eine stetige Kurve in E, und « sowie 7 seien (dquivalente) Parame-
trisierungen von I'. Dann gilt offensichtlich spur() = spur(y;). Also ist die Spur
von I' durch

spur(T") := spur(v)

wohldefiniert. Ist T" kompakt und gelten dom(y) = [a, b] sowie dom(vy1) = [a1, b1],
so sind die Relationen

v(a) =v(a1) , y(b) =(b1)
richtig. Somit ist der Anfangspunkt, Ar, bzw. der Endpunkt, Er, einer kompakten
Kurve durch Ar := y(a) bzw. Er := ~(b) wohldefiniert.

Stimmen Ar und Er iiberein, so ist I' geschlossen. Schlielich schreiben wir
der Einfachheit halber oft p € T fiir p € spur(T').
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Rektifizierbare Kurven

Es sei I eine stetige Kurve in E, und v € C(J, E) sei eine Parametrisierung von T".
Ferner seien o :=inf J und 3 :=supJ. Dann ist Var(v, [a, b]) fira<a<b< g
definiert. Lemma 1.1 impliziert, da$ fiir jedes ¢ € (a, 8) die Funktion

[c,B) — R, b~ Var(’y, e, b])
wachsend und die Abbildung

(,c] =R, aw~ Var(y,[a,c])
fallend sind. Somit existiert aufgrund von ( 1.1) der Grenzwert

Var(y, J) = lilm Var(v, [a, b]) (1.5)
b13
in R, die (totale) Variation von v iiber J. Ist v, € C(J1, E) eine Umparametrisie-

rung von 7, so folgt aus Bemerkung 1.5(c), da§ Var(vy, J) = Var(vy, J1) gilt. Also
ist die totale Variation oder Linge (oder auch Bogenlinge) von I" durch

L(T) := Var(T") := Var(y, J)

wohldefiniert. Die Kurve I' heifit rektifizierbar, falls sie eine endliche Lénge hat,
d.h., wenn L(T") < oo gilt.

1.7 Theorem Esseiy € C'(J, E) eine Parametrisierung der C'-Kurve I'. Dann gilt

L) _/J|"y(t)dt. (1.6)

Ist T' kompakt, so ist I" rektifizierbar.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus (1.5), Theorem 1.3 und der Definition unei-
gentlicher Integrale. m

1.8 Bemerkungen (a) Theorem 1.7 besagt insbesondere, da§ L(T"), und damit
auch das Integral in (1.6), von der speziellen Parametrisierung v unabhiingig ist.

(b) Es sei I eine in R™ eingebettete C4-Kurve im Sinne von Paragraph VILS8. Fer-
ner seien (¢, U) eine Karte von I" und (g, V') die zugehérige Parametrisierung. Dann

ist3 T := ' N U eine reguliire C?-Kurve, und g ist eine reguliire C9-Parametrisierung
von I'.

3Hier und in #hnlichen Situationen schreiben wir der Einfachheit halber einfach T fiir spur(T),
wenn keine Miverstéindnisse zu befiirchten sind.
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(c) Regulidre C?-Kurven sind i. allg. keine eingebetteten C9-Kurven.

Beweis Dies folgt aus Beispiel VIL.9.6(c) (man vgl. dazu auch Bemerkung VIIL.2.4(f)). m

(d) Da wir nur orientierungserhaltende Parameterwechsel zulassen, sind alle unsere
Kurven orientiert, d.h. mit einer ,, Durchlaufungsrichtung“ versehen. m

1.9 Beispiele (a) (Graphen reellwertiger Funktionen) Es seien f € C?(J,R)
und I' := graph(f). Dann ist T' eine regulidre C?-Kurve in R?, und die Abbildung
J—R? t— (t, f (t)) ist eine regulire C'Y-Parametrisierung von I'. Ferner gilt:

L(T) = /J Vit [

(b) (Ebene Kurven in Polarkoordinatendarstellung) Es seien r, ¢ € C?(J,R), und
es gelte r(t) > 0 fiir ¢t € J. Ferner sei

V(t) = r(t)(cos(p(t),sin(p(t)) . teJ.
Identifizieren wir R? mit C, so hat ~ die Darstellung
Yt) =r®)e?® . ted.

Gilt [7”(15)]2 + [T(t)gb(t)]2 > 0, so ist 7 eine regulire C9-Parametrisierung einer
Kurve I' mit

L(T) = /, VI + [r)e@) dt

Beweis Es gilt _
3(t) = (#(1) +ir()g(t))e
und somit |§(t)|* = [7’“(15)]2 + [r(t)gb(t)f, woraus die Behauptung folgt. m

(c) Essei 0 < b < 2x. Fiir den durch
v:[0,b] = R*, t— R(cost,sint)

bzw. bei Identifikation von R? mit C durch

v:[0,0] = C, t~ Re' ’
parametrisierten Kreisbogen gilt L(T') = bR. | . R >
Beweis Dies folgt aus (b). m
(d) (Die logarithmische Spirale) Fiir A < 0 und a € R ist

Yaroo : [a,00) — R? |t eM(cost,sint)
eine glatte regulére Parametrisierung der Kurve I'y o := [Ya,00]- Sie hat die endli-

che Linge e*/1+ A2 /|Al.
4Man vgl. dazu Aufgabe I111.6.12.
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Im Fall A > 0 gilt analog:

Veoo,at (—00,a] — R? , t eM(cost,sint)

ist eine glatte regulidre Parametrisierung der Kurve I'_ o 4 1= [y—_c0,q) mit der end-
lichen Lénge e**v/1+ A2 /). Die Abbildung

R —R?, tw— eM(cost,sint)

ist fiir A # 0 eine glatte regulére Parametrisierung einer logarithmischen Spirale,
welche unendlich lang ist. Ist A > 0 [bzw. A < 0], so ,dreht sich diese Spirale nach

auBen” [bzw. ,nach innen“]. Identifizieren wir R? mit C, so hat die logarithmische
Spirale die einfache Parametrisierung ¢ — e(A+%)t,

Beweis Es sei A < 0. Wir setzen 7(t) = e und ¢(t) =t fiir ¢t € [a,00). GemiB (b)
gilt dann

V1+ A2 I A oaay . VIHEAZ
im (e™” —e™%)

b
L(Ta,e0) = S, Vida et = A booo A

Der Fall A > 0 ergibt sich in analoger Weise. m

A<0 A>0

(e) Fiir R > 0 und h > 0 heifit die durch
v:R—=R*, trs (Rcost,Rsint, ht) (1.7)

parametrisierte regulire glatte Kurve I' Schrau-

benlinie mit Radius R und Ganghohe 27h.

Identifizieren wir® R? mit C, also R® mit C x R, bwh
so hat (1.7) die Form ¢ — (Re't, ht). Es gilt

L(v|[a,b)) = (b — a)V/R? + h?

fiir —oo < a < b < co. Dabei liegt I auf dem Zylindermantel mit Radius R, dessen
Achse mit der z-Achse iibereinstimmt, und der ,,Zuwachs bei einer Umdrehung*
ist gleich der Ganghdthe 27h in der z-Richtung.

5 .
%als metrischen Raum



300 VIII Kurvenintegrale

Beweis Wegen |¥(t)|? = R? 4 h? folgt die Behauptung aus Theorem 1.7. m

Aufgaben

1 Eine Kreisscheibe rolle auf einer Geraden, ohne zu gleiten. Welche Parametrisierung
ergibt sich fiir die Bahn eines beliebigen, fest mit der Kreisscheibe verbundenen (inneren
oder dufleren) Punktes? Man bestimme die Bogenldnge der entsprechenden Bahnkurve
bei einer Umdrehung der Kreisscheibe.

2 Esseien —0co < a < < co. Man berechne die Léinge folgender Wege:

[0,7] = R?*, ¢+ (cost+tsint,sint —tcost) ;
[1,00) — R?, t+t *(cost,sint) ;

[, 8] = R*, t— (t°,3t°/2) ;

[, 8] = R*, t—(t,t7/2).

3 Man berechne niherungsweise (z.B. mit Hilfe der Sehnentrapezregel) die Lange des
Pascalschen Limacons (vgl. Beispiel VIL.9.1(c)).

4 Man skizziere die Raumkurve I' = [y] mit
v: [-3m,37] = R®, ¢ t(cost,sint,1)
und berechne ihre Bogenldnge.

5 Es seien 3 = (ao,...,am) mit m € N* eine Zerlegung eines kompakten Intervalls T
und ¢ € N* U{oo}. Der stetige Weg v € C(I, E) heift stiickweise-C?-Weg in E (beziigl. 3),
falls gilt v; == v|[oj—1, ;] € C¥([aj—1, 5], E) fiir j = 1,...,m. Der stiickweise-C?-Weg
n € C(J, E) beziigl. der Zerlegung 3’ = (Bo, .. ., Bm) von J heift C/-Umparametrisierung
von 7, falls es C%-Parameterwechsel ; € Diff? ([aj—1, o], [B5-1, 3;]) gibt mit ~; :=n; 0,
fiir j =1,...,m. Auf der Menge aller stiickweise-C?-Wege in E wird ~ durch

v ~ n <= 7 ist eine Umparametrisierung von -y

erklart.

(a) Man zeige, dall ~ eine Aquivalenzrelation ist. Die entsprechenden Aquivalenzklassen
heiflen stiickweise-C?-Kurven in E. Jeder Reprisentant einer stiickweise-C'?-Kurve T ist
eine stiickweise-C'?-Parametrisierung von I'. Ist v € C'(I, E) eine stiickweise-C'?-Parametri-
sierung von I', so schreibt man symbolisch I' = 377" | I'j, wobei I'; := [y;] fir j = 1,...,m
gilt.

(b) Es sei I' eine stiickweise-C'?-Kurve in E mit der Parametrisierung v € C(I, E) zur
Zerlegung 3 = (aw, ..., am). Dann wird die Lénge (oder auch Bogenlinge) von I" durch

L(T) := Var(y,I)
erkldrt. Man zeige, da8 L(I') wohldefiniert ist und dafl gilt
DEEDSTIOED DY OIS
j=1 j=17aj-1

(Hinweis: Bemerkung 1.5(c) und Lemma 1.1.)
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6 Sind I" = [y] eine ebene geschlossene stiickweise-C'?-Kurve und (o, . .., aum) eine Zer-
legung fiir +, so ist

am=3>" [ " det [y (0) (1) de

der von I' eingeschlossene orientierte Flicheninhalt.
(a) Man zeige, da3 A(T") wohldefiniert ist.
(b) Es seien —oo < av < 3 < 00, und f € C"([ev, 8], R) erfiille f(a) = f(3) = 0. Man setze
a:= o und b:= 23 — « und definiere v : [a,b] — R? durch
Dann gelten
(a) T :=[v] ist eine geschlossene stiickweise-C'?-Kurve (Skizze).

(B) AT) = ff f(t)dt, d.h., der orientierte Flicheninhalt A(I") stimmt mit dem orien-
tierten Inhalt der Flidche zwischen dem Graphen von f und [a, ] iiberein (vgl
Bemerkung VI.3.3(a)).

(c) Man berechne den Flicheninhalt der durch [0, 27] — R?, ¢+ (acost,bsint) parame-
trisierten Ellipse mit den Halbachsen a,b > 0.

(d) Es sei y: [-7/4,37/4] — R,

‘e { \/cos(2t)(cost,sint) , te[-n/4,7/4],
/| cos(2t)|(—sint, — cost) , ter/4,3n/4] ,

eine Parametrisierung der Lemniskate. Man
verifiziere, dafl I' = [] eine ebene stiickweise-
C*°-Kurve ist, und berechne A(T).

7 Man berechne A(T"), falls I ein ebenes Quadrat ,,berandet.
8 Essei f: R — [0,1] stetig und 2-periodisch mit

0, telo1/3],
f(t)_{ 1, te[2/3,1].

Ferner seien

r(t) = i 277 (3%, a(t) :=2n iz*ﬂ:ﬁ’“*%) , teR.
k=1 k=1
Man zeige:
(a) v: R =R t— r(t)(cosa(t),sina(t)) ist stetig;
(b) 7(0,1]) = B.

(Hinweis: Es seien (o, o) € [0, 1] x [0, 27] die Polarkoordinaten von (z0,0) € B\{0,0}.
Ferner sei >, , gx27" baw. >one e 27" die Dualbruchentwicklung von 7o bzw. Qo /2.

Fiir
) gk n =2k,
WY b, n=2%k—1,
gelten to :==23"77 a3 "l e [0,1] und f(3"to) = ayn fiir n € N sowie v(to) = (zo,y0).)
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2 Kurven in R"

In Paragraph VII.6 haben wir gesehen, daf} es angebracht ist, Kurven in unendlich-
dimensionalen Vektorrdumen zu betrachten, wie wir dies im vorigen Paragraphen
getan haben. Die klassischen Konzepte der (Differential-)Geometrie sind jedoch
endlichdimensional und an die euklidische Struktur des R™ gebunden. Wir wollen
in diesem Paragraphen einige dieser Konzepte kennenlernen und lokale Eigenschaf-
ten von Kurven in R™ untersuchen.

Im folgenden seien

e n>2und v € C1(J,R") eine regulire Parametrisierung einer Kurve I

Tangenteneinheitsvektoren

Fir ¢t € J ist
t(t) = t,(t) == (v(1), Y1) /|7(1)]) € Ty)R"

ein Tangentialvektor des R™ der Linge 1, ein Tangenteneinheitsvektor an I' im
Punkt ~(¢), und

Re(t) = (v(£), R¥(t)) C Ty R"

ist eine Tangente an T in (¢).

2.1 Bemerkungen (a) Der Tangenteneinheitsvektor t ist invariant unter Parame-
terwechseln. Genauer bedeutet dies folgendes: Ist ( = 7y o ¢ eine Umparametrisie-
rung von v, so gilt t,(t) = t¢(s) mit ¢t = ¢(s). Deshalb ist es sinnvoll, von einem
Tangenteneinheitsvektor von I' zu sprechen.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus der Kettenregel und der Positivitéit von ¢(s). m

(b) Gemif Korollar VIL9.8 gibt es zu t € J ein offenes Teilintervall Jy von .J
um tg, derart dafl T'g := spur(yg) mit 7o := v|Jo eine eindimensionale C*-Unter-
mannigfaltigkeit von R™ ist. Durch Verkleinern von Jy kénnen wir annehmen, dafl
Ty durch eine einzige Karte (Uy, ¢o) beschrieben werde, wobei v = i, o apal gilt.
Dann stimmt offensichtlich die Tangente an die Kurve I'g in p := 7(fp) mit dem
Tangentialraum an die Mannigfaltigkeit I'g im Punkt p tiberein, d.h. T,T'g = Rt(¢o).

Nun kann es vorkommen, daB es ein #; # to in J gibt mit y(t;) = p = y(to).
Dann gibt es wieder ein offenes Intervall J; um ¢;, derart dai T'; := spur(y;)
mit 3 :=|J; eine C'-Untermannigfaltigkeit von R™ ist, fiir die 7,I'1 = Rt(t1)
gilt. Dabei wird i.allg. T, T # T,I'1 gelten, d.h. t(tg) # £t(¢1). Dies zeigt, daff
I" in solchen ,Doppelpunkten“ mehrere Tangenten besitzen kann. Insbesondere
ist I in diesem Fall keine Untermannigfaltigkeit des R", obwohl dies fiir jedes
hinreichend kleine , Kurvenstiick“ gilt, wobei , hinreichend klein“ im Parameter-
intervall gemessen wird.
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Ein konkretes Beispiel fiir eine derartige Situation
liefert das Pascalsche Limagon von Beispiel VIL.9.6(c). Ge-
nauer sei I' die kompakte reguliire Kurve in R?, die durch

~v: [-m,7w] — (14 2cost)(cost,sint)

parametrisiert wird. Mit ¢y := arccos(—1/2) und ¢; := —tg
gilt vy(to) =7(t1) = (0,0) € I'. Fiir die entsprechenden
Tangenteneinheitsvektoren finden wir

t(t;) = ((0,0), (1)), —v3)/2) ,  i=0,1,
also t(tg) # t(t1). m

Parametrisierungen nach der Bogenlinge

Ist v: J — R" eine Parametrisierung von I' mit |§(¢)| = 1 fiir jedes t € J, so gilt
offensichtlich L(T') = [ ; dt. Also stimmt die Lénge des Parameterintervalls J mit
der Linge von I' iiberein. Man sagt deshalb in diesem Fall, daf} die Kurve T
durch v nach der Bogenlinge parametrisiert sei. Der néchste Satz zeigt, daf jede
reguliire C1-Kurve eine Parametrisierung nach der Bogenlinge besitzt und daf
diese Parametrisierung im wesentlichen eindeutig festgelegt ist.

2.2 Satz  Jede regulire C'-Kurve in R"™ kann nach der Bogenlinge parame-
trisiert werden. Diese Parametrisierung ist bis auf Parameterwechsel der Form
s +— s+ const eindeutig. Ist n: I — R" eine Parametrisierung nach der Bogen-
Iiinge, so gilt t,(s) = (n(s),n(s)) fiir s € I.

Beweis Es sei v € C1(J,R") eine regulire Parametrisierung von I'. Wir fixieren
ein a € J und setzen

o(t) ::/ |y(r)|dr, teJ, I:=p(J).

Die Regularitéit von v und -] € C'(R™\{0},R) zeigen, daB ¢ zu C*(J,R") gehort.
AuBerdem gilt ¢(t) = |¥(¢)| > 0. Aufgrund von Bemerkung 1.5(b) ist deshalb ¢
ein C''-Parameterwechsel von J auf I := (J). Mit 1 := v o ¢~ ! ergibt sich

fiir s € I. Somit ist 1 eine Parametrisierung von I' nach der Bogenlénge.

=1

Essein € C! (f ,R"™) eine weitere Parametrisierung nach der Bogenlénge, und
@ € Diff! (I,IN) erfiille n = 17 o 4. Dann gilt

L=li(s)| = [i1((s)d(s)| = (s) . sel,

und wir finden (s) = s + const. m
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2.3 Bemerkungen (a) Es seien I eine regulire C?-Kurve und v: I — R" eine
Parametrisierung nach der Bogenlidnge. Dann gilt (¥(s) | ¥(s)) =0 fiir s € I. Also
ist der Vektor (v(s),%(s)) C Ty(sR"™ zur Tangente Rt(s) C T, (5R™ orthogonal.

Beweis Aus |§(s)|* = 1 folgt (|9]*)"(s) = 2(5(s)|5(s)) =0 firsc . m

(b) Eine Parametrisierung einer Kurve nach der Bogenlinge ist fiir viele theore-
tische Untersuchungen sehr zweckmiiig (vgl. z.B. den Beweis von Satz 2.12). Ist
eine Kurve I' durch eine reguliire C'-Parametrisierung ~ reprisentiert, so ist es
i. allg. selbst dann unmdoglich, eine Umparametrisierung auf Bogenldnge konkret
vorzunehmen, wenn y durch elementare Funktionen definiert ist.

Beweis Wir betrachten die regulidre Parametrisierung
v:[0,20] = R*, t+ (acost,bsint)

der durch die Gleichung (z/a)? + (y/b)*> = 1 mit a,b > 0 beschriebenen Ellipse. Der Be-
weis von Satz 2.2 zeigt, dafl jeder Wechsel von v auf eine Bogenldngeparametrisierung
die Form

t
p(t) = / Va2 sin?s + b2 cos2s ds + const , 0<t<2m,
0

hat. Man kann zeigen, daB ¢ nicht durch elementare Funktionen darstellbar ist.® m

Orientierte Basen

Esseien B = (b1,...,by) und C = (cq, ..., ¢, ) geordnete Basen eines reellen Vektor-
raumes E der Dimension n. Ferner bezeichne T ¢ = [tjx] die Ubergangsmatrix
von B nach C, d.h., es gelte ¢; = 22:1 tirby fir 1 <j <n. Man nennt B und C
gleich [bzw. verschieden| orientiert, falls det T ¢ positiv [bzw. negativ] ist.

2.4 Bemerkungen (a) Auf der Menge aller geordneten Basen von E wird durch
die Festsetzung
B ~ C :<= B und C sind gleich orientiert

eine Aquivalenzrelation erkliirt. Sie besitzt genau zwei Aquivalenzklassen, die bei-
den Orientierungen von E. Wird eine der beiden Orientierungen, sie heifle Or,
ausgewihlt, so sagt man, (F,Or) sei orientiert. Jede Basis dieser Orientierung
ist positiv orientiert, und jede Basis der verbleibenden Orientierung, wir nennen
sie —Or, ist negativ orientiert.

(b) Zwei geordnete Orthonormalbasen B und C eines n-dimensionalen Innen-
produktraumes sind genau dann gleich orientiert, wenn T ¢ zu SO(n) gehort.?

(c) Die Elemente von SO(2) heifien auch Drehmatrizen. Es gibt nédmlich zu je-
dem T € SO(2) einen eindeutig bestimmten Drehwinkel o € [0, 27), so da3 T' die
1Bei ¢ handelt es sich um ein elliptisches Integral. Fiir die zugehdrige Theorie sei z.B. auf

[FB95] verwiesen.
2Siehe die Aufgaben VIIL.9.2 und VII.9.10.
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Darstellung
| cosa —sina
| sina cosa

besitzt (vgl. Aufgabe 10). Also koénnen je zwei gleich orientierte Orthonormalba-
sen eines zweidimensionalen Innenproduktraumes durch eine Drehung ineinander
tibergefiihrt werden.

(d) Sind E ein Innenproduktraum und B eine ONB, so gilt Ts.c = [(c;|bx)].
Beweis Dies folgt unmittelbar aus der Definition von T5,c. m

(e) Eine geordnete Basis von R" heifit positiv orientiert, wenn sie gleich orientiert
ist wie die kanonische Basis. m

Das Frenetsche n-Bein

Im folgenden wollen wir etwas stérkere Differenzierbarkeitsforderungen an I stellen
und stets annehmen, daf8 T" eine reguléire C™-Kurve in R" mit n > 2 bezeichne. Wie
iiblich sei v € C™(J,R") eine Parametrisierung von I'. Wir nennen I' vollstindig,
falls die Vektoren #(t), ...,y 1 (t) fiir jedes t € J linear unabhingig sind.

Es sei I eine vollstindige Kurve in R". Ein n-Tupel e = (eq, ..., e,) von Funk-
tionen J — R heif3t begleitendes n-Bein oder Frenetsches n-Bein fiir I', wenn gilt:

(FB1) ¢; € CH(J,R"), 1<j<n.

(FB2)

(FB3) ~®)(t) € span{el(t), .. .,ek(t)}, 1<k<n-1, ted.

(FBa) (5(t),...,v®(t)) und (es(t),..., ex(t)) sind fiir jedes k € {1,...,n—1}
und jedes ¢ € J gleich orientiert (als Basen von span{ey(t),. .. ex(t)}).

e(t) ist fiir t € J eine positive Orthonormalbasis von R".

2.5 Bemerkungen (a) Aus der Kettenregel folgt unmittelbar, daf§ die vorstehen-
den Begriffe wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der speziellen Parametrisierung
von I' sind, und zwar in folgendem Sinn: Ist 4 := v o ¢ eine Umparametrisierung
von v und ist € ein begleitendes n-Bein fiir I, welches (FB3) und (FBy) erfiillt,
wenn dort v durch ¥ ersetzt wird, so gilt €(s) = e(t) fiir t = @(s).

(b) Eine C2?-Kurve in R? ist genau dann vollstéindig, wenn sie regulér ist.

(c) Essei I’ = [4] eine reguliire C>-Kurve in R?. Ferner seien e; := +/|¥| =: (e}, €2)
sowie ez := (—e?,e}). Dann ist (e1,e2) ein Frenetsches Zweibein fiir T.
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(In diesen und dhnlichen Abbildungen identifizieren wir e;(¢) € R? mit dem Haupt-
teil von (v(t),e;(t)) € TypT.)

Beweis Offensichtlich ist (e1(t),e2(t)) eine ONB von R?, die wegen
det[el,eg} = (6%)2 + (6%)2 = |61|2 =1

positiv ist. m

2.6 Theorem Jede vollstindige C™-Kurve in R" besitzt ein eindeutig bestimmtes
begleitendes n-Bein.

Beweis (i) Es bezeichne I' = [y] eine vollstindige C™-Kurve in R". Die Exi-
stenz eines Frenetschen n-Beins gewinnt man mit dem Gram-Schmidtschen Ortho-
normalisierungsverfahren (vgl. z.B. [Art93, VII.1.22]). In der Tat, I ist als vollstén-
dige Kurve insbesondere reguliir. Also ist eq (¢) := 4(t)/|%(¢)| fiir t € I definiert. Fiir
ke {2,...,n— 1} erkliren wir e; rekursiv. Sind ey, ..., ex_1 bereits konstruiert,

SO setze man
k—1

& =% > (YW [ej)e; , e :=3k/[8k| . (2.1)
j=1
Wegen
span((t),...,y* (1)) = span(ei(t),.. ., ex_1(t)) (2.2)

und v¥)(t) ¢ span((t),...,y*~(¢t)) ist & (t) # 0 fiir t € J, und somit e wohl-
definiert. Auflerdem gelten

(ej(t)]ex(t)) = djx und F B () e span(er(t),. .., ex(t)) (2.3)

firl<j,k<n—1lundteJ.
(ii) Im folgenden sei Ty (t) die Ubergangsmatrix von (¥(t),... ) (t)) zu
(ex(t),...,ex(t)). Aus (2.1) folgt fiir k € {2,...,n — 1} die Rekursionsformel

Th_1 (t) 0

neO=hor . o= |

Somit hat T} (t) eine positive Determinante, was zeigt, daB ((t),...,v*)(t)) und
(e1(t),...,ex(t)) gleich orientierte Basen sind.

(iii) Schlieflich erkliren wir e, (¢) fiir ¢ € J als Losung des linearen Gleichungs-
systems

(e;(t)]z) =0, j=1,....n—1, det[e1(?),...en—1(t),2] =1 (2.4)

fir z € R". Da {el(t),...en,l(t)}J‘ die Dimension 1 besitzt, ist (2.4) eindeutig
losbar. Aus (2.3) und (2.4) folgt nun leicht, dafl e = (eq,...,e,) die Forderungen
(FB2)—(FB4) erfiillt.
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(iv) Es bleibt, (FB1) nachzuweisen. Aus (2.1) folgt unmittelbar e, € C*(J, R™)
fir k=1,...,n— 1. Somit zeigen (2.4) und die Cramersche Regel (vgl. [Art93,
§ 1.5]), daB auch e, zu C'(J,R") gehort. Zusammenfassend ist gezeigt, daf e ein
Frenetsches n-Bein fiir I ist.

(v) Um die Eindeutigkeit von e nachzuweisen, sei (d1,...,0,) ein weiteres
Frenetsches n-Bein fiir I'. Dann gilt offensichtlich e; = §; = 4/|7|. Ferner folgt aus
(FB2) und (FB3) fiir jedes k € {1,...,n — 1} die Entwicklung

k
Z (v*16;)6

j=1

Gilt also e; =0, fir 1 <j<k—1und k€ {2,...,n— 1}, so impliziert (2.1) die
Beziehung (y*)|61,)8), = ey [ex|. Also gibt es zu jedem t € J eine reelle Zahl a(t)

mit |a(t)] = 1 und 6k (t) = a(t)er(t). Weil (61(2),...,6,(t)) und (e1(t), ..., ex(t))
gleich orientiert sind, folgt a(t) = 1. Somit sind (eq, . ..,e,—_1), und deshalb auch e,,,
eindeutig festgelegt. m

2.7 Korollar Es sei I' = [] eine vollstéindige C"-Kurve in R", und e = (ey,...,e,)
sei ein Frenetsches n-Bein fiir I'. Dann gelten die Frenetschen Ableitungsformeln

n

& => (&len)er, j=1,....n. (2.5)

k=1
Ferner sind die Beziehungen
(&lex) = —(ejlén) , 1<jk<n, (&lex)=0, [k—j[>1,
erfiillt.

Beweis Da (ey(t),...,e,(t)) fiir jedes t € J eine ONB des R™ ist, gilt (2.5). Dif-
ferentiation von (e; \ek) = §;, ergibt (&;|ex) = —(ej|éx). Schliefllich zeigen (2.1)
und (2.2), daB e;(t) fiir 1 < j < n zu span(5(t),...,7)(t)) gehort. Somit folgt

) € span((t), ... ,v(jﬂ)(t)) = span(ey(t),...,ej11(t)) , telJ,

fﬁrlgj<n—1,undwirﬁnden(éj\ek):0fﬁrk>j+1,alsofﬁr k—j|>1.m

2.8 Bemerkungen Es sei I' = [] eine vollstdndige C™-Kurve in R".
(a) Die Kriimmungen
rj=(&lejp)/HeC),  1<j<n-—1,
sind wohldefiniert, d.h., unabhéngig von der speziellen Parametrisierung ~.

Beweis Die Behauptung ist eine einfache Konsequenz von Bemerkung 2.5(a) und der
Kettenregel. m
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(b) Mit wjy := (&;]ex) lauten die Frenetschen Ableitungsformeln

n

éjzzwjkeka 1<5<n,
k=1

wobei die Matrix [w;)] durch

0 K1
—K1 0 Ko
— k2 O K3 0
|7
0
—RKn-2 0 Kn—-1
—Rn—-1 0

gegeben ist.

Beweis Dies folgt aus Korollar 2.7 und (a). m

Im restlichen Teil dieses Paragraphen wollen wir die allgemeinen Ergebnisse
von Theorem 2.6 und Korollar 2.7 im Falle ebener Kurven und fiir Raumkurven
etwas ausfiihrlicher diskutieren.

Die Kriimmung ebener Kurven

Im folgenden bezeichnen I' = [4] eine ebene reguliire C?-Kurve und (e;, e2) das zu-
gehorige begleitende Zweibein. Dann stimmt e; mit dem Hauptteil des Tangenten-
einheitsvektors t = (y,4/]7¥|) tiberein. Fiir jedes ¢t € J heift

t‘l(t) = (’y(t),EQ(t)> € T,\/(t)R2

Normaleneinheitsvektor an I' im Punkt ~(¢). Im ebenen Fall ist nur x; definiert,
die Kritmmung ~ der Kurve I'. Also gilt

K= (é1]e2) /|7 - (2.6)

2.9 Bemerkungen (a) Die Frenetschen Ableitungsformeln lauten3
t=1|yrn, n=—3rt. (2.7)

Ist n € C2(I,R?) eine Parametrisierung von I' nach der Bogenlinge, so nehmen
die Gleichungen (2.7) die einfache Gestalt

t=rn, n=—rxt (2.8)
3Unter t(t) ist natiirlich der Vektor (v(t),é1(t)) € T’y(t)]R2 zu verstehen, etc.



VIIL.2 Kurven in R™ 309

an. AuBerdem gilt dann

K(s) = (é1(s) [ex(s)) = (i(s)[n(s))

() sel.
Aus (2.8) folgt 7j(s) = k(s)ea(s), also |7j(s)| = |k(s)], fiir s € I. Aus diesem Grund
wird #(s)n(s) € Ty s)R* auch Kritmmungsvektor von I' im Punkt 7(s) genannt.

Im Fall (s) >0 [bzw. x(s) < 0] dreht sich der Tangenteneinheitsvektor t(s) in

positiver [bzw. negativer] Richtung (da ((s) \n(s))n(s) die Projektion der momen-

tanen Anderung auf den Normalenvektor ist). Man sagt auch, daf§ der Normalen-
einheitsvektor n(s) zur konvexen [bzw. konkaven| Seite von T" zeige.

(b) Istn: I — R? s+ (z(s),y(s)) eine Parametrisierung von I nach der Bogen-
ldnge, so gelten e; = (—y, &) sowie

= i — i = detl, ]
Beweis Dies folgt aus Bemerkung 2.5(c) und aus (2.6). m

Fiir konkrete Berechnungen ist es niitzlich, die Kriimmung durch eine be-
liebige regulidre Parametrisierung ausdriicken zu konnen, was der folgende Satz
erlaubt.

2.10 Satz Ist v:J — R? t— (m(t),y(t)) eine reguldre Parametrisierung einer
ebenen C?-Kurve, so gilt

i —gi_ det[d, 4]
(@2 +@2*  hP

R =

Beweis Aus e; = 4/|7]| folgt

.Y oty v ¥ x4y
€1 = . 7 a2 e el T a2 €1
oI (o7 e ' N (o1 I (0]

Da gemiB Bemerkung 2.5(c) gilt eo = (—y, @)/|7|, folgt die Behauptung aus (2.6). m
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2.11 Beispiel (Kriimmung eines Graphen) Es sei f € C%(J,R). Dann gilt fiir die
Kriimmung der durch J — R?, z — (x, f (x)) parametrisierten Kurve
f//
(1+(2)

K= 32

Beweis Dies folgt unmittelbar aus Satz 2.10. m

Aus der Charakterisierung konvexer Funktionen von Korollar IV.2.13 und der
obigen Formel entnehmen wir, daf graph(f) im Punkt (33, f (33)) genau dann positiv
gekriimmt ist, wenn f in der Nihe von = konvex ist. Da geméfl Bemerkung 2.9(b)
der Normaleneinheitsvektor an graph(f) eine positive zweite Komponente hat,
erklirt dies die in Bemerkung 2.9(a) angegebene Konvention iiber die konvexe
bzw. konkave Seite einer ebenen Kurve.

Eine Kennzeichnung von Geraden und Kreisen

Im folgenden Satz verwenden wir die Frenetschen Formeln, um zu zeigen, daf} sich
Geradenstiicke und Kreisbogen mit Hilfe der Kriimmung charakterisieren lassen.

2.12 Satz Es sei I' = [y] eine ebene regulire C?-Kurve. Dann sind die folgenden
Aussagen richtig:

(i) T ist genau dann ein Geradenstiick, wenn (t) = 0 fiir t € J gilt.

(ii) T ist genau dann ein Kreisbogen mit Radius r, wenn |k(t)| = 1/r firt € J
erfiillt ist.

Beweis (i) Es ist klar, da$ fiir jedes Geradenstiick die Kriimmung verschwindet
(vgl. Satz 2.10).

Umgekehrt gelte k = 0. Da wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit anneh-
men kénnen, daf§ I durch 7 nach der Bogenlinge parametrisiert sei, folgt 7j(s) = 0
fir s € J aus Bemerkung 2.9(a). Somit impliziert die Taylorsche Formel von Theo-
rem IV.3.2, daB es a,b € R? gibt mit 1(s) = a + bs.

(ii) Es sei I' ein Kreisbogen mit Radius . Dann gibt es ein m € R* = C
und ein Intervall J, so dal T’ durch J — C, t s re’t +m oder t — re~** +m
parametrisiert wird. Die Behauptung folgt nun aus Satz 2.10.

Umgekehrt gelte £ = 6/r mit 6 = 1 oder 6 = —1. Wir kénnen wieder anneh-
men, da§ I' durch 7 nach der Bogenlénge parametrisiert sei. Bezeichnet (eq,e2)
das begleitende Zweibein von T, so liefern die Frenetschen Formeln (2.8)

77:61 s é1:(6/r)e2 s é2=—(5/’l‘)€1 .
Hieraus folgt
(n(s) + (r/d)e2)” =1i(s) + (r/0)é2(s) =0,  sel,
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Also gibt es ein m € R? mit 5(s) + (r/6)ez(s) = m fiir s € I. Somit erhalten wir
n(s) —m| = [rez(s)| =7,  sel,

was zeigt, dal n einen Kreisbogen mit Radius r parametrisiert. m

Kriimmungskreise und Evoluten

Es sei I' = [] eine ebene regulire C2-Kurve. Gilt x(tg) # 0 fiir ein ¢y € J, so heifien

r(to) := 1/|k(to)]

Kriimmungsradius und
m(to) := y(to) + r(to)ea(to) € R

Kriimmungsmittelpunkt von I im Punkt ~(¢g).
Die Kreislinie in R? mit Mittelpunkt m(to) und
Radius r(tp) nennt man Kriimmungskreis oder
Schmiegkreis von I' in y(¢p).

2.13 Bemerkungen (a) Der Kriimmungskreis in v(¢o) besitzt die Parametrisierung

0,27] = R?, ¢+ m(to) + |r(to)] " (cost,sint) .

(b) Der Kriimmungskreis ist der einzige Kreis, der T' in v(¢g) von mindestens
zweiter Ordnung beriihrt.

Beweis Wir kénnen annehmen, dafl  eine Parametrisierung von I' nach der Bogenlédnge
sei mit 17(s0) = (o). Ferner sei (a,b) eine positive ONB von R?. SchlieBlich sei
3 : [s0,80 4+ 27r] - R* | s+ F(s)

mit

J(s) :=m+rcos((s — s0)/r)a+ rsin((s — s0)/r)b
die Parametrisierung eines Kreises K mit Mittelpunkt m und Radius r mittels der Bogen-
linge. Dann beriihren sich T' und K in 7(so) von mindestens zweiter Ordnung, wenn
79 (s0) =79 (s0) fiir 0 < j < 2 gilt, wenn also die Gleichungen

n(so) =m+ra, n(so)=0b, 7i(so)=—a/r

bestehen. Wegen e, = 1 ergibt die erste Frenetsche Formel x(so)e2(so) = —a/r. Da die
Orthonormalbasis (—e2(s0),e1(s0)) positiv orientiert ist, finden wir |k(so)| = 1/r und

(a,b) = (—ea(s0),e1(s0)) sowie m =n(so) + rez2(so) = y(to) + [Ii(to)]ilez(to), was die
Behauptung beweist. m

(c) Gilt x(t) #0 fitr t € J, so ist
t = mft) = (t) + ea(t)/r(t)

eine stetige Parametrisierung einer ebenen Kurve, der Evolute von I". m
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Das Vektorprodukt

Aus der Linearen Algebra ist bekannt, daf im R® neben dem inneren Produkt
auch ein ,,dufleres Produkt* definiert werden kann, welches den zwei Vektoren a
und b wieder einen Vektor, das Vektor- oder Kreuzprodukt a x b von a und b,
zuordnet. Der Vollstédndigkeit halber erinnern wir an die Definition und stellen die
wichtigsten Eigenschaften dieses Produktes zusammen.

Fiir a,b € R? ist
R?* =R, ¢+ detla,b,]

eine (stetige) Linearform auf R®. Also gibt es aufgrund des Rieszschen Darstel-
lungssatzes genau einen Vektor, er heifle a x b, mit

(a x b|c) = det[a,b,c], ceR>. (2.9)
Dadurch ist die Abbildung

x:R*xR*—=R*, (a,b)—axb,
das Vektor- oder Kreuzprodukt, definiert.

2.14 Bemerkungen (a) Das Kreuzprodukt ist eine alternierende bilineare Abbil-
dung, d.h., x ist bilinear und es gilt

axb=-bxa, a,beR?.

Beweis Dies folgt sofort aus der definierenden Gleichung (2.9), da die Determinante eine
alternierende* Trilinearform ist. m

4Eine m-lineare Abbildung heit alternierend, wenn sie bei Vertauschung zweier Argumente
ihr Vorzeichen dndert.
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(b) Fiir a,b € R? gilt a x b # 0 genau dann, wenn a und b linear unabhiingig sind.
Ist letzteres der Fall, so ist (a,b,a X b) eine positiv orientierte Basis von R3.

Beweis Wegen (2.9) gilt a X b = 0 genau dann, wenn det[a, b, c] fiir jede Wahl von ¢ € R?
verschwindet. Wiren a und b linear unabhingig, so gilte det[a, b, c] # 0, falls wir ¢ so
wihlen, dafl a, b und ¢ linear unabhiingig sind, was wegen (2.9) der Annahme a X b =0
widerspricht. Dies impliziert die erste Behauptung. Da aus (2.9)

det[a,b,a x b] = |a x b]* >0

folgt, ergibt sich die zweite Behauptung. m

(c) Fiir a,b € R? steht der Vektor a x b senkrecht auf a und auf b.

Beweis Dies folgt aus (2.9), da fiir ¢ € {a, b} die rechtsstehende Determinante zwei iden-
tische Spalten besitzt. m

(d) Fiir a,b € R® gilt

a x b = (azbz — asbz,azby — aibs, arby — asby) .

Beweis Dies folgt wiederum aus (2.9), ndmlich durch Entwickeln der Determinante nach
der letzten Spalte. m

(e) Fiir a,b € R*\{0} wird der (unorientierte) Winkel ¢ := <((a,b) € [0, 7] zwi-
schen a und b durch cos ¢ := (a|b)/|al|b| definiert.® Dann gilt

ja x b] = /|a|? [b|? — (a]b)? = |al [b] sing .

Dies bedeutet, da8 |a x b| gleich dem (unorientier-
ten) Flidcheninhalt des von a und b aufgespannten
Parallelogramms ist. , b

Beweis Aufgrund der Cauchy-Schwarzschen Unglei-

chung ist <(a,b) € [0,7] wohldefiniert. Die Giiltig-

keit des ersten Gleichheitszeichens verifiziert man mit- A

tels (d) durch Nachrechnen. Die Richtigkeit des zweiten a
folgt aus cos? ¢ + sin® p = 1 wegen sing > 0. m

(f) Sind a und b orthonormierte Vektoren in R®, so ist (a,b,a x b) eine positive
ONB von R?.

Beweis Dies folgt aus (b) und (e). m

5Diese Definition ist offensichtlich nicht nur in R3, sondern in jedem Innenproduktraum giiltig.
Ferner gilt <((a,b) = <(b,a).
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Die Kriimmung und die Torsion von Raumkurven

Wir betrachten nun den Fall n = 3. Es sei also I' = [] eine vollstéindige C3-Kurve
in R?. Dann gibt es zwei Kriitmmungen x; und k2, und man nennt x := k1 einfach
Kriimmung und 7 := k2 Torsion von I'. Also gelten

k= (é1]e2)/17], T =(e2les)/|7]. (2.10)

Auch hier heif3t
ﬂ(t) = (’Y(t)7e2(t)> € T’y(t)R3

Normaleneinheitsvektor, wihrend

b(t) = (’y(t),eg(t)) S T,\/(t)R?)

der Binormaleneinheitsvektor an I' im Punkt ~(t) ist. Die Vektoren t(¢) und n(¢)
spannen die Schmiegebene an I im Punkt ~(¢) auf. Die von n(t) und b(¢) aufge-
spannte Ebene ist die Normalenebene an I' in ~(¢).

2.15 Bemerkungen (a) Es gilt e3 = e; X ey, d.h., b=t x n.

(b) Ist " auf Bogenlinge parametrisiert, so lauten die Frenetschen Formeln
€1 = kKkey, €y = —Ke|+7Te€3, €3= —Tey,

also

t=rn, fA=—rt+7b, b=—7n.

(c) Die Kriimmung einer vollstindigen Raumkurve ist stets positiv. Ist 7 eine
Bogenlidngeparametrisierung, so gilt

ko= [ij| = |7 >l -

Beweis Wegen e; = 7 und da aus (2.1) und Bemerkung 2.3(a) folgt, dal ex = 7j/|7j| gilt,
erhalten wir

k= (e1]e2) = (ij|i/lil) = lii| >0 .
Die Giiltigkeit der zweiten behaupteten Gleichheit folgt nun aus Bemerkung 2.14(e). m

(d) Ist n eine Bogenlingeparametrisierung von I, so gilt 7 = det[n, 7}, 7j] /K2

Beweis Aus 7) = ez |fj| = ke2 und der Frenetschen Ableitungsformel fiir e2 erhalten wir
i = kea — ke + kTes. Somit folgt det[n, 7, 7j] = det[e1, ke2, kTe3] = kT, woraus sich die
Behauptung ergibt, da x aufgrund der Vollstandigkeit von I' in keinem Punkt null ist,
wie (c) zeigt. m
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Die Torsion 7(t) ist ein Maf
dafiir, wie sich die Raumkurve
I'=[y] in der Nidhe von ~(t)
aus der Schmiegebene ,heraus-
windet®“. In der Tat werden ebe-
ne Raumkurven durch das Ver-
schwinden der Torsion charak-
terisiert, wie der folgende Satz
zeigt.

2.16 Satz FEine vollstindige Raumkurve liegt genau dann in einer Ebene, wenn
ihre Torsion iiberall verschwindet.

Beweis Wir kénnen annehmen, dafl n eine Bogenlingeparametrisierung von I'
sei. Liegt n(s) firr jedes s € I in einer Ebene, so trifft dies auch fir 7(s), j(s)
und 7j(s) zu. Mit Bemerkung 2.15(d) ergibt sich deshalb 7 = det[, 7}, 7j]/k? = 0.
Gilt umgekehrt 7 = 0, so folgt aus der dritten Frenetschen Ableitungsformel, daf3
e3(s) = es(a) fiir jedes s € I und ein « € I gilt. Wegen e;(s) L es(s) gilt

(n(s)|es(@))” = (i(s)[es(a)) = (er(s)]es(s)) =0,  s€T,

ab. Also ist (n(-) |es(a)) auf I konstant, was bedeutet, daB die Orthogonalprojek-
tion von 7(s) auf die Gerade Res(«) von s € I unabhiingig ist. Folglich liegt T" in
einer Ebene, die zu e3(a) orthogonal ist. m

Aufgaben

1 Esseienr € C*(J,RT) mit [r(t)]2 + [f(t)]2 > 0 fiir t € Jund (t) := r(¢t)(cost,sint).
Dann besitzt die durch v parametrisierte Kurve die Kriimmung

2[7]% — rit + r?

(r2 + [7)2)**

2 Man berechne die Kriitmmung

des Pascalschen Limagons [—m, 7] = R®, t+ (14 2cost)(cost,sint) ;
der logarithmischen Spirale R—R?, te (cost,sint) ;
der Zykloide [0,27] = R®, ¢+ R(t—sint,1 —cost) .

3 Esseivy:J—R3 t— (:c(t),y(t)) eine regulire C?-Parametrisierung einer ebenen
Kurve T', und es gelte k(t) #0 fiir ¢t € J. Man zeige, dafl die Evolute von I' durch
t — m(t) mit
2 2 )
m = (xf x+y ),y + ery x)
Ty — &y LY — E@
parametrisiert ist.
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4 Man beweise: Die Evolute
(a) der Parabel y = x?/2 ist die Neilsche Parabel R — R?, t+— (—t3 1 + 3t%/2);

(b) der logarithmischen Spirale R — R?, ¢ +— e*(cost, sin t) ist die logarithmische Spirale
R — R2, ¢+ A"/ (cost, sint);

L C&

(c) der Zykloide R — R?, t+ (t —sint, 1 — cost) ist die Zykloide mit der Parametrisie-
rung R — R? ¢ (t+sint,cost — 1).

/Y\Y\

5 Es sei ve€ C3(J R2) eine reguldre Parametrisierung einer ebenen Kurve I', und es
gelte k(t)k(t) # 0 fir t € J. Ferner bezeichne m die in Bemerkung 2.13(c) angegebene
Parametrisierung der Evolute M von I'. Man zeige:

(a) M ist eine regulire C'-Kurve.
(b) Die Tangente an I' in (t) steht senkrecht auf der Tangente an M in m(t).
(c) Die Bogenlédnge von M ist gegeben durch

M):/|/-’c7\f<;;2dt.
J

(Hinweise zu (b) und (c): Frenetsche Ableitungsformeln.)
6 Man zeige, daf} die logarithmische Spirale I' jede Gerade durch den Ursprung unter

einem konstanten Winkel schneidet, d.h., der Winkel zwischen der Geraden und der
Tangente an I' ist unabhéngig von der Lage des Schnittpunktes.
7 Man berechne die Kriitmmung und die Torsion
(a) der elliptischen Schraubenlinie R — R*, ¢ +— (acost,bsint,ct) mit ab # 0, a,b, ¢ € R;
(b) der Raumkurve R — R®, ¢+ t(cost,sint, 1).
8 Es sei I eine regulére ebene geschlossene C*-Kurve. Man beweise die isoperimetrische
Ungleichung

4rA(T) < [L(T)]?
(vgl. Aufgabe 1.6).

(Hinweise: (i) Man identifiziere R? mit C und betrachte zuerst den Fall L(I") = 27. Dann
sei y € C! ([0, 27], (C) ohne Beschrinkung der Allgemeinheit eine Parametrisierung von I'
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nach der Bogenlidnge. Aus der Parsevalschen Gleichung (Korollar VI.7.16) und Bemer-

kung VI.7.20(b) folgt
Y 2 2
1= dt = k .
Y LD S

k=—oc0

Ferner gilt
1 27
A) = / Im~+dt .
2 Jo

Somit ergibt sich aus Aufgabe VI.7.11 und Bemerkung VI.7.20(b)

AD) =7 Y kRl

k=—o0

und folglich

AD) <7 Y KAl =7 = [L(I)]* /4 .

k=—o0

(ii) Den Fall L(T') # 27 fithre man durch die Transformation v — 27y/L(T") auf (i)
zuriick.)

9 Es seien I und J kompakte Intervalle, und U sei eine offene Umgebung von I x J
in R2. Ferner erfiille v € C*(U,R?) die Bedingungen

(i) Fiir jedes A € I ist v5 := y(),-)|J: J — R? eine regulire Parametrisierung einer
C3-Kurve T'y.

(ii) Es gilt
017(A\, t) = kr, (t)nr, (1) , (Mt)yelIxJ.

Man zeige, dafl die Funktion
:I—-R, A~ LTy

stetig differenzierbar ist, und daf

o) )
(N = 7/0 [k(s(N\)]" ds(A) xel,

gilt. Dabei bezeichnet s(A) den Bogenldngeparameter von I'y fiir A € I.

(Hinweis: Es sei v: I x J =R, (A, t) — |017(),t)|. Mit Hilfe der Frenetschen Formeln
und (ii) schlieBe man auf d1v = —x%v.)

10 Man zeige, daB es zu jedem T' € SO(2) ein eindeutig bestimmtes a € [0, 27) gibt mit

cosa —sina
sin a cos «

(Hinweis: Aufgabe VII1.9.2.)
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3 Pfaffsche Formen

In Paragraph VL.5 haben wir Ad-hoc-Differentiale eingefiihrt, um einige Integrati-
onsregeln einfach darstellen zu kénnen. Wir wollen jetzt einen Kalkiil entwickeln,
in den sich die damals als formale Objekte eingefithrten Gréfien mit ihren einfachen
Rechenregeln in natiirlicher Weise einbetten lassen. Wir gewinnen dadurch nicht
nur an Transparenz der Darstellung und Verstédndnis, sondern legen gleichzeitig
das Fundament, um den bis jetzt nur fiir Intervalle bekannten Integralbegriff zu
einem fiir Kurven zu erweitern.

Im folgenden seien
e X offen in R"™ und nicht leer und ¢ € NU {o0}.

Vektorfelder und Pfaffsche Formen

Eine Abbildung v: X — TX mit v(p) € T, X fiir p € X heifit Vektorfeld auf X.
Zu jedem Vektorfeld v gibt es eine eindeutig bestimmte Funktion v: X — R", den
Hauptteil von v, mit v(p) = (p, v(p)). Mit der natiirlichen Projektion

pro: TX =X xR"—->R", (p,& —¢

gilt v = pry o v.

Ein Vektorfeld v gehort zur Klasse C9, wenn v € C4(X,R") gilt. Die Menge
aller Vektorfelder der Klasse C'? auf X bezeichnen wir mit V4(X).

Es seien E ein Banachraum iiber K und £’ := £(FE,K) sein Dualraum. Die
Abbildung

()t E'xE—K, (ee)— (e e):=¢(e),

die jedem Paar (¢/,e) € E' x E den Wert von €’ an der Stelle e zuordnet, heift
Dualitéitspaarung zwischen F und E’.

Wir wollen uns im folgenden mit den Dualrdumen der Tangentialrdume von X
befassen. Fiir p € X heifit der Dualraum von 7, X Kotangentialraum von X im
Punkt p und wird mit 77 X' bezeichnet. Ferner ist

X = |J T;X
peX

das Kotangentialbiindel von X. Die Elemente von 77 X, die Kotangentialvektoren
in p, sind also Linearformen auf dem Tangentialraum von X in p. Die entsprechende
Dualitédtspaarung wird mit

(-, )p: TEX X T,X — R

bezeichnet. Jede Abbildung a: X — T*X mit a(p) € T, X fiir p € X heifit Pfaff-
sche Form auf X. Statt Pfaffsche Form sagt man auch Differentialform vom Grad 1
oder 1-Form.
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3.1 Bemerkungen (a) Ist £ ein Banachraum iiber K, so gilt (-,-) € L(F', F;K).

Beweis Es ist klar, dafl die Dualitdtspaarung bilinear ist. Ferner ergibt sich aus Folge-
rung VI.2.4(a) die Abschétzung

(e el =le @) <lle'le llelly ,  (ehe) e E'xE .

Also zeigt Satz VII.4.1, daB (-, -) zu L(E', E;K) gehoért. m
(b) Fiir (p,e’) € {p} x (R™)" sei J(p,e') € Ty X durch

<J(p, e, (p,e)>p = (e ,e) , ecR", (3.1)

erklért, wobei (-, -) die Dualitdtspaarung zwischen R™ und (R")" bezeichnet. Dann
ist J ein isometrischer Isomorphismus von {p} x (R")" auf Ty X. Vermége dieses
Isomorphismus identifizieren wir T, X mit {p} x (R")".

Beweis Offensichtlich ist J linear. Gilt J(p,e’) = 0 fiir ein (p,e’) € {p} x (R™)’, so folgt
e’ =0 aus (3.1). Also ist J injektiv. Da
dim({p} x (R")) = dim({p} x R") = dim(7}, X) = dim(7, X)

gilt, ist J auch surjektiv. Nun folgt die Behauptung aus Theorem VII.1.6. m

Wegen Ty X = {p} x (R") gibt es zu jeder Pfaffschen Form « eine eindeutig
bestimmte Abbildung a: X — (R")’, den Hauptteil von o, mit a(p) = (p, a(p)).
Eine 1-Form a gehért zur Klasse CY, wenn o € C4(X, (R")’) gilt. Die Gesamtheit
aller 1-Formen der Klasse C9 auf X bezeichnen wir mit Q4 (X).

Auf VI(X) bzw. auf Q4 (X) definieren wir eine duere Multiplikation mit
Funktionen von C?(X)

CIUX)xVUX)—-VYX), (a,v)—av
bzw.
CUX) x Qg (X) = Qy(X) , (a,a) = acx

durch die punktweise Multiplikation

(av)(p) = a(p)v(p) bzw. (ac)(p):= a(p)a(p)

fiir p € X. Dann priift man leicht nach, da V(X)) und Q4 (X) Moduln' iiber dem
(kommutativen) Ring C?(X) sind. Da C?(X) in natiirlicher Weise R als Unterring
enthilt (mittels der Identifikation von A € R und A1 € C9(X)), sind V4(X) und
Q(g)(X) insbesondere reelle Vektorraume.

IDer Vollstindigkeit halber haben wir die fiir unsere Zwecke relevanten Definitionen und
Eigenschaften von Moduln am Ende dieses Paragraphen zusammengestellt.
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3.2 Bemerkungen (a) Fiir a € Q(,)(X) und v € VI(X) gilt
(p = (alp), v(), = (alp), o)) ) € CU(X) .

(b) Sind keine Unklarheiten zu befiirchten, so identifizieren wir a € Q) (X) bzw.
v € V9(X) mit dem entsprechenden Hauptteil o = pry o a bzw. v = pry o v. Dann
gilt

VI(X)=CUX,R") bzw. Q(X)=CYX,(R")).

(c) Essei f € C971(X), und

dpf =prooTyf, peEX,

sei das Differential von f (vgl. Paragraph VII.10). Dann gehort die Abbildung
df := (p+dyf) zu Qg (X) und es gilt d,f = df(p). Von nun an schreiben wir

df (p) fir dpf. m
Die kanonischen Basen

Im folgenden bezeichnen (e1, ..., e,) die Standardbasis des R” und (¢!,...,e") die
zugehorige Dualbasis? von (R™), d.h.,3

<Ej,€k>=(5i, jhke{l,...,n}.
Ferner setzen wir
da? :=d(pr;) € Qo) (X) , j=1,...,n,
mit der j-ten Projektion pr;: R" — R, = = (21,...,2,) — ;.

3.3 Bemerkungen (a) Gemifl Bemerkung 3.1(b) gehort (e7), = (p,&’) fiir jedes

j=1...,nzuT; X, und ((51)p, R (sn)p) ist die Dualbasis zur kanonischen Basis
((el)p7 AR (en)p> von TpX-
(b) Es gilt _ .

da’(p) = (p,e?), peX, j=1,...,n.

Beweis Aus Satz VII.2.8 folgt
(dz’ (p), (ex)p), = (B(pr;)(p), ex) = Ok pr;(p) = Gy ,

woraus sich die Behauptung ergibt. m

2Die Existenz von Dualbasen wird in den Vorlesungen und Biichern iiber Lineare Algebra
gezeigt.
35]1@ =ik = 01 bezeichnet das Kroneckersymbol.
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(c) Wir setzen e;(p) := (p,e;) fir 1 <j<n und p € X. Dann ist (e1,...,e,)
eine Modulbasis von V(X), und (dz?,...,dz") ist eine Modulbasis von €4 (X).
Ferner gilt

<dxj(p),ek(p)>p = 6% ’ 1<jk<n, (32)

fir p € X, und (ey,...,e,) bzw. (dz',. .., dx"™) heiBit kanonische Basis* von V(X))
bzw. Q(q) (X)

Schliellich definieren wir

(@, v) 1 Qg (X) x VI(X) — C9(X)

durch
(a,v)(p) = (a(lp),v(p)),. PeX.
Dann nimmt (3.2) die Form
<dxj,ek>:6i, 1<j,k<n,
an.
Beweis Es sei a € Q) (X). Wir setzen
0 () = (ap)e; (@), . peEX.

Dann gehért a; wegen Bemerkung 3.2(a) zu C9(X), also B:= 3 a;dz’ zu Q) (X).
Ferner ist

(B(p), ex(p)), = Zaj(p)<dmj(p),ek(p)>p = ai(p) = (a(p),ex(p)),, pEX,

fir k=1,...,n. Also gilt a = 3, was zeigt, daB (e1,...e,) und (dz',..., dz™) Modul-
basen sind und dafl (3.2) gilt. m

(d) Jedes a € Q(g)(X) besitzt die kanonische Basisdarstellung

n

a= Z(a,ej> da’ .

j=1
(e) Fiir f € CIT1(X) gilt
df =01 fdx + -+ 0, f dz™ .

Die Abbildung d: Ct(X) — Q(,)(X) ist R-linear.
Beweis Wegen

<df(p),€j(p)>p:6jf(p) s peEX,
folgt die erste Behauptung aus (d); die zweite ist evident. m

4Diese beiden Basen sind dual zueinander im Sinne der Moduldualitit (vgl. [SS88, § 70]).
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(f) VI(X) und Q4 (X) sind unendlichdimensionale Vektorrdume iiber R.

Beweis Wir betrachten den Fall X =R und iiberlassen die entsprechenden Uberle-
gungen fiir die allgemeine Situation dem Leser. Aus den Fundamentalsatz der Alge-
bra folgt leicht, da die Menge { X™ ; m € N} der Monome in V!(R) = C?(R) iiber R
linear unabhéngig ist. Also ist VI(R) ein unendlichdimensionaler Vektorraum. Wir wis-
sen bereits, dafl (4 (R) ein R-Vektorraum ist. Wie im Fall von V?(R) sieht man, daf
{X™dz ; m e N} C Qe (R) iiber R linear unabhéngig ist. Also ist Q4)(R) ebenfalls ein
unendlichdimensionaler R-Vektorraum. m

(g) Die C?(X)-Moduln V(X)) und Qg (X) sind isomorph. Ein Modul-Isomorphis-
mus, der kanonische Isomorphismus, wird durch

O: Vq(X)HQ(q)(X) s ZajejHZajdxj
j=1 j=1

erklart.

Beweis Dies folgt aus (¢) und (d). m
(h) Fiir f € C9M1(X) gilt ©~1df = grad f, d.h., das Diagramm?®

d Q) (X)
A
CT(X) ~ 0
grad VI(X)

ist kommutativ.

Beweis Aufgrund von (e) gilt

o ldf =0 (zn: ajfdmj) - zn:ajfej — grad f
j=1

j=1

fir f € CTHY(X). m

Exakte Formen und Gradientenfelder

Wir haben gesehen, daf8 jede Funktion f € C971(X) eine Pfaffsche Form induziert,
namlich df. Nun wollen wir uns der Frage zuwenden, ob jede Pfaffsche Form so
erzeugt werden kann.

5 Analog zur Bezeichnung df schreiben wir grad f, oder auch Vf, fiir die Abbildung p — V f
(vgl. Paragraph VIL.10). In jedem konkreten Fall wird es klar sein, ob mit grad f(p) der Wert
dieser Funktion an der Stelle p oder der Hauptteil von V, f gemeint ist, so dal Verwechslungen
nicht zu befiirchten sind.
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Es sei a € Q(g)(X), wobei wir im folgenden in der Regel die Identifikationen
von Bemerkung 3.2(b) verwenden. Gibt es ein f € C91(X) mit df = a, so heiit
exakt, und f ist eine Stammfunktion von .

3.4 Bemerkungen (a) Es sei X ein Gebiet, und o € Q)(X) sei exakt. Sind f
und g Stammfunktionen von a, so ist f — g konstant.

Beweis Aus a = df = dg folgt d(f — g) = 0, und die Behauptung ergibt sich aus Bemer-
kung VII.3.11(c). m

(b) Es seia=>"

=1 5 dad € Q(1)(X) exakt. Dann sind die Integrabilitétsbedin-
gungen

Ora; = Ojay, , 1<j4,k<n,
erfiillt.
Beweis Es sei f € C*(X) mit df = o. Aufgrund der Bemerkungen 3.3(d) und (e) gilt
a; = 0;f. Somit folgt aus dem Satz von H.A. Schwarz (Korollar VII.5.5(ii))
8kaj = Okajf = Ojakf = 8jak
firl<jk<n.m

(c) Im Fall X C R ist jede Form a € Q4 (X) exakt.

Beweis Weil X eine disjunkte Vereinigung offener Intervalle ist (vgl. Aufgabe 111.4.6),
geniigt es, den Fall X = (a,b) mit a < b zu betrachten. Gemifl Bemerkung 3.3(c) gibt es
zu jedem a € Q(g)(X) ein a € C¥(X) mit o = adz. Es seien po € (a,b) und

f(p) = /pa(x)dx, p € (a,b) .

Po

Dann gehort f zu C7M(X) mit f' = a. Also folgt df = adx = a aus Bemerkung 3.3(e). m

Mit Hilfe des kanonischen Isomorphismus © : VI(X) — Q4 (X) konnen Ei-
genschaften Pfaffscher Formen auf Vektorfelder iibertragen werden. Wir fithren
dazu folgende Bezeichnungen ein: Ein Vektorfeld v € V(X)) heiit Gradientenfeld,
wenn es ein f € C9T(X) gibt mit v = Vf. In diesem Zusammenhang nennt man f
Potential von v.

Die Bemerkungen 3.3 und 3.4 implizieren unmittelbar die folgenden Aussagen
iiber Gradientenfelder.

3.5 Bemerkungen (a) Ist X ein Gebiet, so unterscheiden sich zwei Potentiale
eines Gradientenfeldes nur durch eine additive Konstante.

(b) Ist v = (v1,...,v,) € V}(X) ein Gradientenfeld, so gelten die Integrabilitits-
bedingungen dyv; = 0;jv, fiir 1 < j,k < n.

(c) Eine Pfaffsche Form o € Q4 (X) ist genau dann exakt, wenn O~ 'a € VI(X)
ein Gradientenfeld ist. m
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3.6 Beispiele (a) (Zentralfelder) Essei X :=R"\{0}, und fiir die Komponenten
der Pfaffschen Form

o= Zaj dz? € Q) (X)

j=1

gelte die Darstellung
aj(z) == 27 p(|z)) , r=(z ..., 2"), 1<j<n,

mit einer Funktion ¢ € Cq((O,oo),R). Dann
ist a exakt. Eine Stammfunktion f wird durch
f(x) := ®(|z|) gegeben mit

O(r) = /Ttgo(t)dt, r>0,

To

wobei 1 eine feste positive Zahl ist. Also ist das
Vektorfeld v := Y7, aje; = O 'a ein Gradi-
entenfeld, wobei der Vektor v(z) € T,(X) fiir
jedes x € X auf der Geraden durch = und 0
liegt. Die Aquipotentialfliichen, d.h. die Ni-
veauflichen von f, sind die Sphéren rS™~ 1 fiir
r > 0, auf denen das Gradientenfeld senkrecht
steht (vgl. Beispiel VIL.3.6(c)).

Beweis Es ist klar, dal ® zu C¢H! ((07 oo),R) gehort und ®'(r) = ro(r) gilt. Also folgt
aus der Kettenregel

0if(z) = @ (|22 /|z| = P p(|a]) = as(x) ,  j=1,....n, z€X.

Die {ibrigen Aussagen sind klar. m

(b) Das Zentralfeld z — cz/|z|™ mit ¢ € R* und n > 2 ist ein Gradientenfeld. Ein
Potential U wird durch

clog|z| , n=2,
U(I) = 2—n
P 2 —n),  n>2,

fiir x # 0 gegeben. Es spielt in der Physik eine wichtige Rolle, wo es je nach Kontext
Newtonsches oder Coulombsches Potential heif3t.

Beweis Dies ist ein Spezialfall von (a). m

6Von diesem Beispiel riihrt die Bezeichnung ,,Potential® eines Gradientenfeldes her.
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Das Poincarésche Lemma

Die exakten 1-Formen bilden eine besonders wichtige Klasse von Differential-
formen. Wir wissen bereits, dafl jede exakte 1-Form die Integrabilitdtsbedingungen
erfiillt. Andererseits kennt man 1-Formen, die nicht exakt sind, aber trotzdem die
Integrabilitdtsbedingungen erfiillen. Es ist also sinnvoll, nach zusétzlichen Krite-
rien zu suchen, die sicherstellen, dafl die Integrabilitdtsbedingungen bereits hin-
reichend sind fiir die Existenz einer Stammfunktion. Wir werden nun sehen, dafl
iiberraschenderweise topologische Eigenschaften des zugrunde liegenden Gebietes
ausschlaggebend sind.

Eine stetig differenzierbare Pfaffsche Form heifit geschlossen, wenn sie die
Integrabilititsbedingungen erfiillt. Eine Teilmenge M von R"™ heifit sternférmig
(beziiglich xy € M), wenn es ein xg € M gibt, so daf} fiir jedes z € M die Verbin-
dungsstrecke [z, 2] von zp nach z in M liegt.

sternférmig nicht sternformig

3.7 Bemerkungen (a) Jede exakte stetig differenzierbare 1-Form ist geschlossen.

(b) Ist M sternformig, so ist M zusammenhingend.

Beweis Dies folgt aus Satz I11.4.8. m

(c) Jede konvexe Menge ist sternférmig beziiglich jedes ihrer Punkte. m

Es sei X sternférmig beziiglich 0, und f € C*(X) sei eine Stammfunktion fiir
a =37 ajde’. Dann gilt a; = 9, f, und Bemerkung 3.3(c) liefert

(a(tx), e;) = a;(tx) = 0, f(tx) = (Vf(tx)|ej) , j=1...,n.

Also gilt {a(tz),z) = (Vf(tz)|x) fir z € X, und aus dem Mittelwertsatz in In-
tegralform (Theorem VII.3.10) folgt die Darstellung

1

flz)—=f(0) = /0 (Vf(tx)|as) dt = /0 <a(taz),x> dt | (3.3)

die den Kern des Beweises des folgenden Satzes bildet.
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3.8 Theorem (Lemma von Poincaré) Es seien X sternformig und q > 1. Ist
a € Qg (X) geschlossen, so ist a exakt.

Beweis Es seien X sternformig beziiglich 0 und a = Z;—;l ajdx?. Da fir z € X
die Verbindungsstrecke [0, z] in X liegt, ist

1 n 1
xTr) = o\t ), xr = a l'.’l?k T .
1) /0<<t>, ) dt kZ/ Wb de,  zeX,  (34)

wohldefiniert. Ferner gilt
[(t,2) — (a(tz),z)] € C1([0,1] x X) ,
und aus den Integrabilitidtsbedingungen 0;a;, = dia; folgt

62]. (a(tz),z) = a;(tz) + Z takOpa;(tr) .
k=1

Somit impliziert Satz VIL.6.7, daf f zu C9(X) gehort und daB

9if(z) = /01 a;(te)dt + /01 t(é x’“akaj(t:r)) dt

gilt. Partielle Integration im zweiten Integral mit w(t) :=¢ und v;(¢) := a;(tx)
liefert

1 1
8jf($):/o aj(t:c)dt+taj(tx)|(1)—/0 a;(tz)dt = a;(z) , reX.

Da d;f = aj fiir j = 1,...,n zu C4(X) gehort, folgen schlieBlich f € C91(X) und
df = a (vgl. Bemerkung 3.3(e)).

Der Fall, in dem X beziigl. eines Punktes xg € X sternformig ist, wird durch
die Translation x — x — zg in offensichtlicher Weise auf die oben behandelte Si-
tuation zuriickgefithrt. m

3.9 Bemerkungen (a) Die Zentralfelder von Beispiel 3.6(a) zeigen, dafi die
Sternfoérmigkeit keine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Potentials bzw.
einer Stammfunktion ist.

(b) Man beachte, dafi der Beweis von Theorem 3.8 konstruktiv ist, d.h., durch die
Formel (3.4) wird eine Stammfunktion gegeben. m

Bis jetzt haben wir in Q4)(X) ausschlieBlich die kanonische Modulbasis, be-
stehend aus den 1-Formen dz?!, . .., dz", verwendet. Diese Wahl ist natiirlich, wenn
in V4(X) die kanonische Basis (eq, . . ., e,) verwendet wird (vgl. Bemerkung 3.3(c)).
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Mit anderen Worten: Fassen wir X als eine Untermannigfaltigkeit von R™ auf, so ist
die Modulbasis (dz?,...,dz") der trivialen Karte ¢ = idx angepaBt. Beschreiben
wir X mittels einer anderen Karte 1, so ist zu erwarten, dafl o € €4y (X) besser in
einer Modulbasis darstellbar ist, welche der Karte 1) angepaft ist.” Deshalb miissen
wir das Transformationsverhalten von Pfaffschen Formen bei Kartenwechseln stu-
dieren, um von einer Darstellung zu einer anderen iibergehen zu kénnen. Dies ist
das Ziel der nachfolgenden Betrachtungen.

Duale Operatoren
Zuerst fithren wir — in Verallgemeinerung der Transponierten einer Matrix — den

Begriff des , transponierten“ oder ,dualen* linearen Operators ein.
Es seien F und F Banachriume. Dann wird der zu A € L(E, F) duale oder

transponierte Operator durch
AT F' S E ., fl—foA
definiert.

3.10 Bemerkungen (a) Der zu A duale Operator ist linear und stetig, d.h.
AT € L(F',E’). Ferner gelten®

(AT e) = (f, Ae) , ecE, feF, (3.5)

und
1A | err mry < 1Al 2eF) A€ L(E,F). (3.6)

Beweis Aus A € L(E,F) folgt, daB A" f' fiir f' € F’ zu E’ gehort. Die Linearitét von
AT F' — E’ und die Relation (3.5) sind offensichtlich. Letztere impliziert

ATF e)l = [, Ae)l < I 11 Aell < I 1AL el
fir e € E und f’ € F'. Hieraus lesen wir (vgl. Bemerkung VII.2.13(a)) die Ungleichung
IATFI < NAIIF,  feF,

ab. Folglich ist aufgrund der Definition der Operatornorm (vgl. Paragraph VI.2) die
Ungleichung (3.6) richtig. Nun garantiert Theorem VI.2.5, dafl AT stetig ist. m

(b) Ist £ = (e1,...,en) bzw. F = (f1,..., fm) eine Basis fiir den endlichdimensio-
nalen Banachraum E bzw. F, so gilt [AT]g/ 7 = ([A]g’}-)T, wobei M T € K™

die zu M € K™*" transponierte Matrix bezeichnet und &’ bzw. F’ die zu € bzw. F
duale Basis ist.

"Ein besseres Verstindis dieses Sachverhaltes werden wir im dritten Band gewinnen, wenn
wir Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten studieren.

8In der Funktionalanalysis wird gezeigt, da AT durch (3.5) charakterisiert wird und daB in
(3.6) das Gleichheitszeichen gilt.
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Beweis Dies folgt leicht aus der Definition der Darstellungsmatrix (vgl. Paragraph VII.1)
und durch Entwickeln von f’ nach der Dualbasis von F. m

(c) Ist G ein weiterer Banachraum, so gelten
(BA)' =A"BT, A€ L(E,F), BecL(FGQ)
und (1g)" =1p.
(d) Fiir A € Lis(E, F) gehort AT zu Lis(F', E'), und (AT)™! = (4~1)T.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus (c). m

Transformationsregeln

Im folgenden seien X offen in R™ und Y offen in R™. Im Spezialfall n = 1 bzw.
m = 1 wollen wir aulerdem zulassen, dafl X bzw. Y ein perfektes Intervall ist.
Ferner sei stets p € C9(X,Y) mit ¢ € N* U {oo}.
Wir definieren die Abbildung
o : RY - RY |
die Riicktransformation (den pull back) mittels ¢ durch
¢ fi=fop, feRY.

Genauer ist ¢* die Riicktransformation von Funktionen.’

Fiir Pfaffsche Formen definieren wir die Riicktransformation (den pull back)
mittels ¢ durch

90* : Q(qfl)(y) - Q(qfl)(X) y o= @*a
mit
¢ a(p) = (Typ) alp(p)) -
Aus dem Zusammenhang wird immer ersichtlich sein, ob mit ¢* die Riicktrans-

formation von Funktionen oder von 1-Formen gemeint ist. Riicktransformationen
holen Funktionen bzw. 1-Formen, die auf Y ,leben®, auf X zuriick.

3.11 Bemerkungen (a) Fiir f € C9(Y) und a € Q1) (Y) sind die ,zuriick-
geholten“ Groflen durch die Kommutativitit der Diagramme

¥ A%
X - Y TX - TY
w\‘ '/f w(k‘ /1
R R

9Diese Definition ist offensichtlich sinnvoll fiirr f € Z¥ und beliebige Mengen X, Y und Z.
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definiert, wobei (T'p)v € TY fir v € TX durch

((Te)v) (ep) = (Trp)v(p) ,  peX,
festgelegt ist.
(b) Fiir a € Q(q—l) (Y) gilt

e a(p) = (Te)  a(e®) = (0, (9e®) a(ep)) €T;X,  peX.

Beweis Aus der Definition von ¢*a folgt

(¢ a(p),v(p), = (a(p®)), (Tr)v(p)),
= (a(¢(p)), 0p(P)v(p)) = ((9¢(p)) " a(0(P)), v(p))

fiir p € X und v € VI(X), also die Behauptung. m

(c) Die Abbildungen
" CUY) — C1X) (3.7)

und

" Q1) (Y) = Qg-1)(X) (3.8)

sind wohldefiniert und R-linear. Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dafl in
(3.8) die , Regularititsordnung® der betrachteten Pfaffschen Formen ¢ — 1 und
nicht ¢ ist, withrend ¢ die richtige Regularitéitsordnung in (3.7) ist. Da die Defini-
tion die Tangentialabbildung involviert, ,,geht eine Ableitungsordnung verloren*.

Beweis Die Aussagen iiber die Abbildung (3.7) folgen unmittelbar aus der Kettenregel.
Die Eigenschaften von (3.8) ergeben sich ebenfalls aus der Kettenregel und aus (b). m

Im néchsten Satz stellen wir die Rechenregeln fiir die Riicktransformation
zusammen.

3.12 Satz  Es sei Z offen in R® oder (im Fall £ =1) ein perfektes Intervall.
Dann gelten

(1) (ldx)* = id]:(X) fiir f(X) = Cq(X) oder f(X) = Q(q_l)(X),

und

(Yop) =p ", peCUX,Y), ¥eCiUY,Z).
(i) ¢*(fg) = (" f)(¢*9), f,g€ CUY),

und

o*(ha) = (p*h)p*a, h e C(q_l)(Y), a € Qu_1)(Y).
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(iii) ¢*(df) = d(e* f) fiir f € C1(Y), d.h., das Diagramm

d

ci(Y) » Qo) (Y)

©" ©"
\4 d A\l

C1(X) » Q-1 (X)

ist kommutativ.

Beweis (i) Die erste Behauptung ist klar. Zum Beweis der zweiten Formel miissen

(o) f=(p"0y")f,  [feCiZ),
und
(1/’ © @)*a = (SO* O@[}*)a ’ ac Q(q—l)(Z) 5
gezeigt werden.
Firr f € C1(2) gilt

(Yop)' f=fo(op)=(fop)op=("flop=(p"oy™)f .

Fiir a € Q(4—1)(Y') folgt aus der Kettenregel von Bemerkung VII.10.2(b) und aus
Bemerkung 3.10(c)

(o) ap) = (Tywop) a(@op®d) = (Tomv) o Tpe) a(v(e(p)))
= (Tye)  (Tom¥) (¥ (e(p)) = (Tpp) " v a(e(p))
=" a(p)
fir p e X.

(ii) Die erste Aussage ist klar. Die zweite folgt aus

o*(ha)(p) = (Tpp) " (ha)(0(p)) = (Tpe) " h((p))x((p))
= h(e(p)(Tpe) "a(e(p)) = ((¢*h)* ) (p)

fir p e X.

(iii) Aus der Kettenregel fiir die Tangentialabbildung und der Definition des
Differentials erhalten wir

@*(df)(p) = (Tpp) "df (0(p)) = df (p(p)) o Ty
=pry o Ty foTpp =pryoTy(fop)=dle"f)p) ,

also die Behauptung. m
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3.13 Korollar Fiir ¢ € Diff%(X,Y) sind die Abbildungen
pr: CUY) = C1(X)
und
" Q1) (Y) = Qg-1)(X)
bijektiv mit (¢*)~1 = (o71)*.
Beweis Dies folgt aus Satz 3.12(i). m

3.14 Beispiele (a) Bezeichnet x = (z},...,2") € X bzw. y= (y',...,y™) €Y
den allgemeinen Punkt von X bzw. Y, so gilt

n
prdy =de’ =Y Ol dat,  1<j<m.
k=1

Beweis Aus Satz 3.12(iii) folgt
¢ dy’ =" d(pr;) = d(¢" pr;) =dp’ = O’ da
k=1
wobei sich das letzte Gleichheitszeichen aus Bemerkung 3.3(e) ergibt. m

(b) Fiir o = Z;”:l aj dy’ € Q) (Y) gilt

ora = Z Z(aj 0 )k’ dz® .

j=1k=1
Beweis Die Linearitét von ¢* und Satz 3.12(ii) liefern
" (Z a; dyj) => ¢ (aydy’) = (¢ a;) (" dy’) .
j=1 j=1 j=1
Mit (a) folgt deshalb die Behauptung. m
(c) Es seien X offen in R und o € Q¢y(Y). Dann gilt

e*a(t) = (a(e), ) dt teX.

Beweis Dies ist ein Spezialfall von (b). m

(d) Es seien Y C R ein kompaktes Intervall, f € C(Y) und a := fdy € Q) (Y).
Ferner seien X := [a,b] und p € C}(X,Y). Dann gilt gemiB (b)

e a=¢"(fdy) = (fop)dp=(fop)y dr.
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Somit 148t sich die Substitutionsregel fiir Integrale (Theorem VI.5.1),

b »(b)
/(fow)w’d:rZ/ Jdy,
a v(a)

formal mit Hilfe der Pfaffschen Formen a = f dy und ¢*« in der Gestalt
/ Pra = / ! (3.9)
X »(X)
schreiben.

Da Q) (X) ein eindimensionaler C'(X)-Modul ist, kann jede stetige 1-Form (3
auf X in eindeutiger Weise in der Form 8 = bdx mit b € C(X) dargestellt wer-
den. Motiviert durch (3.9) definieren wir das Integral von (= bdx € Q) (X)

itber X durch
/B::/ b, (3.10)
X X

wobei die rechte Seite als Cauchy-Riemannsches Integral zu interpretieren ist. Da-
mit haben wir die formale Einfithrung der , Differentiale”, die wir in den Bemer-
kungen VI.5.2 vorgenommen haben, durch eine mathematisch prézise Definition
ersetzt (zumindest im Falle reellwertiger Funktionen). m

Moduln

Der Vollstandigkeit halber stellen wir zum Schluf die fiir uns wichtigen Fakten aus der
Theorie der Moduln zusammen. Aufler den in diesem Paragraphen auftretenden Moduln
V(X)) und Q4 (X) werden wir im dritten Band weitere Beispiele kennenlernen.

Es sei R = (R, +,-) ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Modul iiber dem Ring R,
ein R-Modul, ist ein Tripel (M, +, ), bestehend aus einer nichtleeren Menge M, einer
yinneren* Verkniipfung + , der Addition, und einer ,dueren“ Verkniipfung -, der Mul-
tiplikation mit Elementen von R, mit folgenden Eigenschaften:

(M1) (M, +) ist eine abelsche Gruppe.
(M2) Es gelten die Distributivgesetze:

A(v+w)=Av+Aw, A+p)-v=Av+p-v, MuER, vwe M.
Ms) Ae(p-v)y=AX-p)-v, lv=v, MpER, veM.

3.15 Bemerkungen Es sei M = (M, +,-) ein R-Modul.

(a) Wie im Fall von Vektorrdumen vereinbaren wir, dafy die Multiplikation stérker binde
als die Addition, und schreiben meistens einfach Av fiir A - v.

(b) Das Axiom (Ms) bedeutet offenbar, dafl der Ring R (von links) auf der Menge M
operiert (vgl. Aufgabe 1.7.6).
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(c) Die Additionen in R und in M werden beide mit + bezeichnet. Ebenso werden
sowohl die Ringmultiplikation in R als auch die Operation von R auf M mit - bezeichnet.
Schliefllich schreiben wir 0 fiir die neutralen Elemente von (R,+) und von (M, +). Die
Erfahrung zeigt, dafl diese Vereinfachung der Notation zu keinen Mifverstdndnissen fiihrt.

(d) Ist R ein Korper, so ist M ein Vektorraum iiber R. m

3.16 Beispiele (a) Jeder kommutative Ring R mit Eins ist ein R-Modul.
(b) Es sei G = (G, +) eine abelsche Gruppe. Fiir (z,g) € Z x G sei'°

Yie19,  2>0,
z-g:= 0, z=0,
D z2<0.

Dann ist G = (G, +, -) ein Z-Modul.

(c) Es sei G eine abelsche Gruppe, und R sei ein kommutativer Unterring des Ringes
aller Endomorphismen von GG. Dann ist G zusammen mit der Verkniipfung

RxG—G, (T,9)—Tg

ein R-Modul.

(d) Es sei M ein R-Modul. Eine nichtleere Teilmenge U von M heift Untermodul von M,
wenn gilt

(UM;1) U ist Untergruppe von M.

(UM2) R-UCU.

Es ist nicht schwierig nachzupriifen, dafl eine nichtleere Teilmenge U von M genau dann
ein Untermodul von M ist, wenn U mit den von M induzierten Verkniipfungen ein
Modul ist.

Ist {Ua ; @ € A} eine Familie von Untermoduln von M, so ist auch [, Ua ein
Untermodul von M. m

Es seien M und N Moduln iiber R. Die Abbildung T': M — N heifit Modul-
Homomorphismus, wenn gilt

T+ pw) = XT'(v) + pT'(w) , MUER, vyweM.

Ein bijektiver Modul-Homomorphismus ist ein Modul-Isomorphismus. Dann ist die Um-
kehrabbildung 7' : N — M ebenfalls ein Modul-Homomorphismus. Gibt es einen Modul-
Isomorphismus von M auf N, so heiflen M und N isomorph, und wir schreiben M = N.

Es seien M ein R-Modul und A C M. Dann heifit
span(A) := ﬂ{ U ; U ist Untermodul von M mit U D A}

Spann von A in M. Offensichtlich ist span(A) der kleinste Untermodul von M, der A
enthilt. Ist span(A) gleich M, so heiflt A Erzeugendensystem von M.

10Man vergleiche dazu Beispiel 1.5.12.
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Die Elemente vo,...,vy € M heiflen linear unabhingig iiber R, wenn aus \; € R
und Z?:o Ajv; = 0 folgt Ao = --- = Ax = 0. Eine Teilmenge B von M heif}t frei {iber R,
wenn jede endliche Teilmenge von B linear unabhéngig ist. Gilt span(B) = M fiir eine
freie Teilmenge B iiber R, so wird B als Basis von M bezeichnet. Jeder R-Modul, der
eine Basis besitzt, heifit freier R-Modul.

3.17 Bemerkungen (a) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) M ist ein freier R-Modul mit Basis B.

(ii) Jedes v € M 148t sich in der Form v = Z?:o Ajv; schreiben mit eindeutig bestimm-
ten \; € R* und v; € B.

Beweis Hierfiir verweisen wir auf Biicher iiber Algebra (z.B. [SS88, §§ 19 und 22]). m

(b) Es seien M und N Moduln iiber R, und M sei frei mit Basis B. Ferner seien S
und 7" Modul-Homomorphismen von M nach N mit S|B =T |B. Dann gilt S =T, d.h.,
Homomorphismen iiber freien Moduln sind durch ihre Bilder auf einer Basis eindeutig
bestimmt.

(c) Es seien B und B’ Basen eines freien R-Moduls M. Dann kann man zeigen, daf
Anz(B) = Anz(B') gilt, falls R nicht der Nullring ist (z.B. [Art93, § XIL.2]). Somit ist
durch dim(M) := Anz(B) die Dimension von M definiert.

(d) Z: ist kein freier Z-Modul.

Beweis Aus Aufgabe 1.9.2 wissen wir, daf§ Z; ein Ring ist. Also ist (Z2, +) eine abelsche
Gruppe, und Beispiel 3.16(b) zeigt, daBl Zs ein Z-Modul ist. Es sei B eine Basis von Zs
iiber Z. Dann gehort die Restklasse [1] zu B. Andererseits zeigt [0] = 2 - [1], daB [1] iiber Z
nicht linear unabhéngig ist, d.h. [1] ¢ B. m

e S sel ein R-Modul, und fir B C gelte = span . Dann"" enthéalt B 1.allg.
Es sei M ein R-Modul, und fiir B C M gelte M B). Dann'' enthélt B i.all

keine Basis von M.

Beweis Wir betrachten im Z-Modul'? Z die Menge B = {2, 3}. Wegen Z = Z(3 — 2) gilt
span(B) = Z. Ferner folgt aus

3.2-2-3=0, z-2#45+#2-3, z€7Z,

daB weder {2, 3} noch {2} noch {3} eine Basis von Z ist. m

(f) Es seien M ein freier R-Modul und U ein freier Untermodul von M mit Basis B’.
Dann i3t sich B’ i. allg. nicht zu einer Basis von M erweitern.

Beweis Z ist ein freier Modul iiber Z. Auflerdem bilden die geraden Zahlen, 27Z, einen
freien Untermodul von Z. Aber weder {2} noch {—2} 148t sich zu einer Basis von Z
erweitern. Auflerdem gilt dim(Z) = dim(2Z) =1. m

(g) Ist R ein Korper, so stimmen die obigen Begriffe ,,Spann®, ,lineare Unabhiingigkeit®,
»Basis“ und ,,Dimension“ mit denen von Paragraph 1.12 {iberein. m

1 Es sei V ein K-Vektorraum, und es gelte V = span(B). Dann zeigt man in der Linearen
Algebra, dafl B eine Basis von V' enthélt.
12Man beachte, daB Z ein freier Z-Modul ist.
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Aufgaben

1 Esseien E, F und G Banachridume, sowie A € L(E, F) und B € L(G, E). Man beweise:

(a) (AB)T = BT AT,

(b) Fiir A € Lis(E, F) gelten AT € Lis(F', E') und [AT]™' = [A71]T.

2  Welche der 1-Formen

(a) 2xy® dox + 32%y* dy € Q(o0) (R?);

(b) 2(z? —y? — 1) dy — dxy dx
(22492 — 1)2 + 492

ist geschlossen?

€ Q(OO)(X)a X = RQ\{(7170)7 (150)};

3 Esseien X :=R*\ {(-1,0),(1,0)},

e: X =R\ {(0,0)} , (z,y)— (@®+y>—1,2y)

und
udv —vdu

o= € QR*\ {(0,0)}) .

u? + v2

Man zeige, dal ¢*« mit der 1-Form von Aufgabe 2(b) iibereinstimmt.

4 Es seien X offen in R™ und a € Q;)(X). Bezeichnet a € C'(X,R™) den Hauptteil
von @~ 'a, so beweise man, da o genau dann geschlossen ist, wenn da(z) fiir jedes
z € X symmetrisch ist.

5 Es seien
a:=xdy —ydzr € Q(Oo)(Rz) , Bi= oz/(m2 +y°) € Q(o0) (R2 \ {(0,0)})
und
v:(0,00) x (0,27) — RQ\{(O,O)} , (r,0)— (rcosf,rsinf) .
Man berechne ¢*« und ¢* 3.

6 Man bestimme ¢ a fiir a = zdy — ydz — (z + y) dz € Q(o0) (R?) und

v:(0,2m) x (0,7) — R3 , (01,02) — (cos B sin 62, sin 01 sin 02, cos b2) .

7 Es seilen X und Y offen in R", ¢ € DiffY(X,Y) und o € Q4_1)(Y) fiir ein ¢ > 1.
Man beweise:

(a) o ist genau dann exakt, wenn ¢* o exakt ist.
(b) Fiir ¢ > 2 gilt: a ist genau dann geschlossen, wenn ¢*a geschlossen ist.
8 Es seien X offen in R” und o € Q(1)(X). Eine Funktion h € C'(X) heifit Eulerscher

Multiplikator (oder integrierender Faktor) fiir o, falls ha geschlossen ist und h(z,y) # 0
fir (z,y) € X gilt.
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(a) Man zeige: Ist h € C*(X) mit h(z,y) # 0 fiir (z,y) € X, so ist h genau dann ein
Eulerscher Multiplikator fiir « = a dx 4 bdy, wenn gilt

ahy — bha + (ay —bz)h =0 . (3.11)
(b) Es seien a, b, c,e > 0 und
B:=(c—ex)yde+ (a —by)zdy .

Man zeige, daB8 (3 einen integrierenden Faktor der Form h(z,y) = m(zy) auf X = (0, oc0)?
besitzt. (Hinweis: Man verwende (3.11), um eine Differentialgleichung fiir m herzuleiten,
fiir die man eine Losung erraten kann.)

9 Esseien J und D offene Intervalle, f € C(J x D,R) und o := dax — f dt € Qg)(J x D).
Ferner seien u € C'(J, D) und ¢, : J — R?, ¢+ (t,u(t)). Man beweise, dafl genau dann
pna =0 gilt, wenn u eine Losung von & = f(¢, z) ist.

10 Man verifiziere, dal V9(X) bzw. Q) (X) ein C9(X)-Modul ist, und daf VI (X)
bzw. Q;41)(X) ein Untermodul von V?(X) bzw. Q4 (X) ist.

11 Es seien R ein kommutativer Ring mit Eins und ¢ € R. Man beweise:

(a) aR ist ein Untermodul von R;

(b) aR # 0 <= a # 0;

(c) aR # R < a besitzt kein inverses Element.

Ein Untermodul U eines R-Moduls M heift nichttrivial, falls U # {0} und U # M. Wel-
che nichttrivialen Untermoduln besitzt Zs bzw. Zg?

12 Man beweise die Aussagen von Beispiel 3.16(d).

13 Es seien M und N R-Moduln, und 7': M — N sei ein Modul-Homomorphismus.
Man verifiziere, daf§ ker(T') :={v € M ; Tv =0} bzw. im(7T") ein Untermodul von M
bzw. N ist.
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4 Kurvenintegrale

In Kapitel VI haben wir die Integrationstheorie fiir Funktionen einer reellen Va-
riablen entwickelt. Intervalle kénnen wir als (Spuren besonders einfacher) Kurven
interpretieren. Deshalb ist es naheliegend, den Begriff des Integrals so zu verall-
gemeinern, dafl ,iiber beliebige Kurven integriert* werden kann. Dies werden wir
im vorliegenden Paragraphen tun. Dabei wird sich herausstellen, dafl man als Inte-
granden nicht Funktionen sondern Pfaffsche Formen zulassen muf}, um ein Integral
zu erhalten, das unabhéngig ist von der Wahl einer speziellen Parametrisierung.

In diesem Paragraphen seien

e X offen in R",
I sowie I; kompakte perfekte Intervalle.

Auflerdem identifizieren wir Vektorfelder und Pfaffsche Formen stets mit ihren
Hauptteilen.

Die Definition

Wir greifen noch einmal die Substitutionsregel fiir Integrale auf. Es seien I und J
kompakte Intervalle und ¢ € C*(I, J). Ferner sei a € C(J), und o = a dy sei eine
stetige 1-Form auf J. Dann hat die Substitutionsregel gemifl Beispiel 3.14(d) und
Definition (3.10) die Form

[ o= o= fcnsn )

Da Qg)(J) ein eindimensionaler C'(.J)-Modul ist, besitzt jedes a € Q) (J) eine
eindeutige Darstellung a = a dy mit a € C(J). Somit ist (4.1) fiir jedes a € Qo) (J)
erklart. Den Integranden des letzten Integrals konnen wir auch in der Form

(a(p(t), o)) dt = (a(p(t)), o(0)1) dt
schreiben. Diese Beobachtung bildet die Grundlage fiir die Definition des Kurven-
integrals von 1-Formen.

Fiir v € Q(0)(X) und v € C* (1, X) heiBt

[ o fito

Integral von « lings des Weges ~.

4.1 Bemerkungen (a) Mit der Basisdarstellung oo = Z;;l ajdz? gilt

[/a:il/l(ajoy)ﬁjdt.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus Beispiel 3.14(b). m
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(b) Es seien ¢ € C1(I1,I) und 7, := 7 o ¢. Dann gilt

[Ya /1 , a € Qe (X) .

Beweis Aus Satz 3.12(i) und der Substitutionsregel (3.9) folgt

/a_/hwo “’/fl o) = [a= /a

fir o € Q(O)(X). ]

Wir haben eben gesehen, dafl sich das Integral von « ldngs + unter Umpa-
rametrisierungen nicht dndert. Dies bedeutet, daf fiir jede kompakte C'-Kurve I'
in X und jedes o € Qg)(X) das Kurvenintegral (oder Linienintegral) von o lings I'

fo-

wohldefiniert ist, wenn + eine beliebige C'-Parametrisierung von I' bezeichnet.

4.2 Beispiele (a) Es sei I die durch v: [0,27] — R?, ¢+ R(cost,sint) parame-
trisierte Kreislinie. Dann gilt

/Xdy—Ydas:27rR2 )
r

Beweis Mit
v dz = dy' = —(Rsin)dt , ~*dy = dy* = (Rcos)dt
folgt v*(X dy — Y dx) = R? dt, woraus sich die Behauptung ergibt. m
(b) Essei a € Q) (X) exakt. Ist f € C'(X) eine Stammfunktion, so gilt!

/Faz/rdef(Er)—f(Ar) ,

wobei Ar bzw. Er den Anfangs- bzw. Endpunkt von I' bezeichnet.

Beweis Wir fixieren eine C'-Parametrisierung «: [a,b] — X von I'. Dann folgt aus
Satz 3.12(iii)

Ydf =d(y' f) =d(fory)=(fory)dt.
Folglich finden wir

/Fa:/Fdf:/abfy*df:/ab(fo'y)'dtzfo’ﬂzZf(EF)—f(AF)

wegen Er = v(b) und Ar =v(a). m

1Diese Aussage stellt eine Verallgemeinerung von Korollar VI.4.14 dar.
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(c) Das Kurvenintegral einer exakten Pfaffschen Form lings einer C'-Kurve I'
héngt nur vom Anfangs- und vom Endpunkt ab, aber nicht vom Verlauf der Kurve.
Ist T' geschlossen, hat es den Wert 0.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus (b). m

(d) Es gibt geschlossene 1-Formen, die nicht exakt sind.

Beweis Es seien X :=R?\ {(0,0)} und a € Q(x)(X) mit

rdy —ydx
x2 + y2

Man iiberpriift leicht, dal « geschlossen ist. Fiir die Parametrisierung ~: [0,27] — X,

t — (cost,sint) der Kreislinie I' folgt v* o = dt, also

27
/a:/ dt=2m#0.
r 0

Somit zeigt (c), daBl o nicht exakt ist. m

a(z,y) == , (z,y) € X .

(e) Esseien zg € X und 74, : I — X, t— xp. Dies bedeutet, daf ~,, die Punkt-
kurve I', deren Spur {zg} ist, parametrisiert. Dann gilt

/ a=0, OZEQ(O)(X).
Yzq

Beweis Dies ist wegen ,, = 0 klar. m

Elementare Eigenschaften

Es seien I = [a,b] und v € C(I, X). Dann wird durch
i I—-X, teqla+b—1)

der zu v inverse Weg v~ definiert, und —T" := [y 7] ist die zu I' := [] inverse Kurve
(Man beachte, dai ' und —T dieselbe Spur, aber entgegengesetzte Orientierungen
besitzen).

E‘l\ A—r\

Ar E—F

r I

Im folgenden sei g € N* U{oo}. Ferner seien v € C(I,X) und (to,...,t,) eine
Zerlegung von I. Gilt?
v = lt-1.t] € CU([tj-1, 5], X) . 1<j<m,

2Vgl. Aufgabe 1.5 und die Definition einer stiickweise stetig differenzierbaren Funktion in
Paragraph VI.7. Hier wird zusétzlich vorausgesetzt, dafl v stetig sei.
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so heifit  stiickweise-C%-Weg in X oder Summenweg der C?-Wege ~y;. Die durch
den Summenweg v parametrisierte Kurve I' = [v] heif}t stiickweise-C9-Kurve in X,
und wir schreiben I' :=T1"y +--- +I',,, mit

I'j := [y]. Fiir eine stiickweise-C'-Kurve

=T +--+T in X und a € Qg (X) Ty
erklaren wir das Kurvenintegral von «

langs I' durch Ty

fr=2 )

SchlieBlich wollen wir auch stiickweise-C9-Kurven zusammensetzen. Dazu sei-

enT:=3>"" I'; und = > o5, Ty stiickweise-C%-Kurven mit Er = Ag. Dann ist
S = 51 Sy mit

s

2 Fj, ISJSm,
I Li—m, m+1<j<m+m,

3

eine stiickweise-C?-Kurve, die Summe” von I' und T. In diesem Fall schreiben wir

I'+T := ¥ und setzen

/~a::/a, a € Qe (X) .
r+T by

Selbstversténdlich sind diese Notationen konsistent mit der bereits eingefiithrten
Bezeichnung I' =T + --- + I, fiir eine stiickweise-C'%-Kurve und der Schreib-
weise [ = [, o fiir das Kurvenintegral.

Im néchsten Satz stellen wir die Rechenregeln fiir Kurvenintegrale zusammen.

4.3 Satz Es seien I', T'y und T'y stiickweise-C'-Kurven und o, oy, cp € Qo) (X).
Dann gelten folgende Aussagen:

1) Jrar 4+ Xeag) = A1 [pon + Ao [paa, A1 A2 €R,
d.h., fF : Q0)(X) — Rist ein Vektorraumhomomorphismus.

(ii) f_roz = — fr Q,

d.h., das Kurvenintegral ist orientiert.
(iii) Ist T’y + Ty erklért, so gilt

'+ I 1)

d.h., das Kurvenintegral ist additiv beziigl. der Integrationskurve.

3Man beachte, daB fiir zwei stiickweise-C?-Kurven I" und r die Summe I" + T nur dann defi-
niert ist, wenn der Endpunkt von I' mit dem Anfanspunkt von I' {ibereinstimmt.
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(iv) Fira=3" ajd/ unda:=0" a=3"", aje; = (a,...,a,) € VO(X) gilt

(/ < max|a(x)| L(T) -

Beweis Die Aussagen (i) und (iii) sind klar.

(ii) Aufgrund von (iii) geniigt es, den Fall zu betrachten, in dem T eine
C9-Kurve ist.

Esseiy € C! ([a, b, X ) eine Parametrisierung von I'. Dann schreiben wir v~
in der Form v~ =~y o¢ mit ¢(t) :=a+b—1 fir t € [a,b]. Wegen ¢(a) = b und
©(b) = a folgt aus Satz 3.12(i) und (3.9)

/ a—/ /(vw) /abw*(v*a)—/bav*a—/abv*a
-

(iv) Die Linge der stiickweise-C1-Kurve I' = T'y + - - - + Iy, ist offensichtlich
gleich der Summe der Léngen ihrer Stiicke* T';. Somit geniigt es, die Aussage
fiir eine C1-Kurve I' := [y] zu beweisen. Mit Hilfe des Cauchy-Schwarzschen Un-
gleichung und Satz VI.4.3 folgt

‘/Fa‘ = ‘/I’y*a’ - ‘/I<a(v(t))w(t)>dt\ = ‘/I(a(v(t)) 4(t))) dt(
< [la6@)0ldt < maxlata)l [ 1ol

= max|a( ) L(T)

zel

wobei wir (R™)" mit R" identifiziert und im letzten Schritt Theorem 1.3 verwendet
haben. m

Der Hauptsatz iiber Kurvenintegrale

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir das zentrale Resultat tiber Kurveninte-
grale beweisen.

4.4 Theorem FEs seien X C R" ein Gebiet und o € Qy(X). Dann sind die
Aussagen

(i) « ist exakt;
(ii) Jp o =0 fiir jede geschlossene stiickweise-C'-Kurve in X ;
dquivalent.
4Vgl. Aufgabe 1.5.
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Beweis Die Implikation ,,(i)=-(ii)“ folgt aus Beispiel 4.2(b) und Satz 4.3(iii).

»(i1)=(1)“ Es sei g € X. Gemif Theorem II1.4.10 gibt es zu jedem z € X
einen stetigen Streckenzug in X, der z mit xy verbindet. Somit gibt es zu jedem
x € X eine stiickweise-C'-Kurve I';, in X mit Anfangspunkt zo und Endpunkt 2.
Wir setzen

[ X—>R, x+— .
Iy

Um nachzuweisen, daf} f wohldefiniert

ist, d.h. unabhéngig von der speziel-

len Kurve I';, wihlen wir eine zwei- ~
te stiickweise-C'-Kurve I'y in X mit Zo
Anfangspunkt zp und Endpunkt .

Dann ist ¥ :=1, + (—I‘w) eine ge-
schlossene stiickweise-C'-Kurve in X. L
Gemif Voraussetzung gilt [« =0,

und wir schlielen mit Satz 4.3 auf

0= sz o — ffz a. Also ist f wohlde- I

finiert.

Es seien nun 7 € R™ mit B(z,h) C X und II; := [r;] mit
0,1 - X | t— x4+ the;, ji=1,...,n.

Dann sind I'y + II; und II; = (—T';) + ([y + II;) Kurven in X. DaT'; und I'y + II;
beide den Anfangspunkt xg besitzen, gilt

Mit a; := («, e;) finden wir

1 1 1
/Hj a= /0 T _/o (a(x + thej), he;) dt = h/o a;(x + the;) dt .
Also folgt
1
flz+ hej) — f(z) —aj(x)h = h/o la;(z + the;) — aj(x)] dt = o(h)

fiir h — 0. Folglich ist f stetig partiell differenzierbar mit 9; f = a; firj =1,...,n.
Nun zeigt Korollar VI1.2.11, daf f zu C'(X) gehort, und Bemerkung 3.3(e) liefert
df =a.m
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4.5 Korollar  Es seien X offen in R"™ und sternférmig sowie xg € X. Ferner sei
q € N*U{oc}, und o € Q4)(X) sei geschlossen. Dann wird durch

f(gc)::/oz7 reX,

x

wobei Ty, eine stiickweise-C'-Kurve in X mit Anfangspunkt xo und Endpunkt x
ist, eine Funktion definiert, fiir die gilt: f € C4"1(X) und df = a.

Beweis Die Beweise des Lemmas von Poincaré (Theorem 3.8) und von Theo-
rem 4.4 garantieren, da f € C*(X) und df = « gelten. Wegen 9; f = a; € C1(X)
fiir j = 1,...,n folgt aus Theorem VIL5.4, da f zu CIt1(X) gehort. m

Das vorstehende Korollar gibt eine Vorschrift zur Konstruktion von Stamm-
funktionen einer geschlossenen Pfaffschen Form auf einem sternférmigen Gebiet
an. Bei konkreten Berechnungen wird man natiirlich die Kurven I', so wéhlen,
dafl die Integration moglichst einfach wird (vgl. Aufgabe 7).

Einfach zusammenhingende Mengen

Im folgenden bezeichne M C R" eine nichtlee-
re wegzusammenhingende Menge. Jeder ge-
schlossene stetige Weg in M heifit Schleife
in M. Zwei Schleifen® g, v, € C(I, M) heilen
homotop, wenn es ein H € C(I X [0,1],M),
eine (Schleifen-)Homotopie, gibt mit

(i) H(-,0) =10, H(,1)=m.

(ii) vs:= H(-,s) ist fiir jedes s € (0,1) eine

Schleife in M.

Sind zwei Schleifen vy und v; homotop, so schreiben wir dafiir 79 ~ ;. Die Punkt-
schleife [t — xo] mit zo € M bezeichnen wir mit v,,. Jede Schleife in M, die zu

einer Punktschleife homotop ist, heifit nullhomotop. Schliefllich heiffit M einfach
zusammenhingend, wenn jede Schleife in M nullhomotop ist.

4.6 Bemerkungen (a) Auf der Menge aller Schleifen in M ist ~ eine Aquivalenz-
relation.

Beweis (i) Es ist klar, dafl jede Schleife zu sich selbst homotop ist, d.h., die Relation ~
ist reflexiv.

(ii) Es seien H eine Homotopie von vy zu 1 und
H™ (t,s):=H(t,1—3s), (t,s) € I x[0,1] .

Dann ist H~ eine Homotopie von 1 zu ~o. Also ist die Relation ~ symmetrisch.

5Es ist leicht zu sehen, dafl wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit fiir v9 und 71 dasselbe
Parameterintervall verwenden kénnen. Insbesondere kann I = [0, 1] gew&hlt werden.
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(iii) SchlieBlich seien Ho eine Homotopie von ¢ zu 1 und Hi; eine Homotopie
von 1 zu 7y2. Wir setzen

| Ho(t,2s), (t,8) €I x[0,1/2] ,
Hit s):= { Hi(t,2s— 1), (t,8) € I x [1/2,1] .

Es ist nicht schwierig nachzupriifen, dafl H zu C (I x [0,1], M ) gehort (vgl. Aufgabe
I11.2.13). Ferner gelten H(-,0) = o sowie H(-,1) = 72, und jedes H(-, s) ist eine Schleife
inM.m
(b) Es sei v eine Schleife in M. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) ~ ist nullhomotop;

(ii) 7y ~ g, fur ein xp € M;

(iii) 7 ~ 7y, fiir jedes © € M.

Beweis Es geniigt, die Implikation ,, (ii)=>(iii)“ zu verifizieren. Dazu sei v € C(I, M) eine
Schleife mit y ~ 7, fiir ein x9 € M. Ferner sei x € M. Da M wegzusammenhéngend ist,
gibt es einen stetigen Weg w € C(I, M), der xo mit = verbindet. Setzen wir

H(t,s):=w(s), (t,s) e I x0,1],

so sehen wir, daf v, und 7, homotop sind. Die Behauptung folgt nun mit Hilfe von (a). m

(c) Jede sternformige Menge ist einfach zusammenhéngend.

Beweis Es sei M sternférmig beziiglich zo, und v € C(I, M) sei eine Schleife in M. Wir
setzen
H(t,s) == xo + s(’y(t) — xo) , (t,s) e I x[0,1] .

Dann ist H eine Homotopie von 7, zu v. m

(d) Die Menge Q := Bo\T mit T := ((~1/2,1/2) x {0}) U ({0} x (—1,0)) ist ein-

fach zusammenhéngend, aber nicht sternférmig.

zu (d)

Die Homotopieinvarianz des Kurvenintegrals

Der néchste Satz zeigt, dafl das Wegintegral geschlossener Pfaffscher Formen in-
variant ist unter Schleifenhomotopien.



VIII.4 Kurvenintegrale 345

4.7 Satz  Es sei a € 1)(X) geschlossen, und vy sowie vy, seien homotope stiick-
weise-C*-Schleifen in X. Dann gilt f% a= f% a.

Beweis (i) Essei H € C(I x [0,1], X) eine Homotopie von 7o zu 71. Da I x [0, 1]
kompakt ist, folgt aus Theorem II1.3.6, dafl K := H (I x [0, 1]) kompakt ist. Weil
X¢ abgeschlossen ist und XN K = gilt, gibt es gemif Beispiel I11.3.9(c) ein
€ > 0 mit

|H(t,s) —y| > ¢, (t,s) e I x[0,1], yeX°.
Theorem II1.3.13 garantiert, daB H gleichméBig stetig ist. Folglich gibt es ein
0 > 0 mit

|H(t,s) — H(r,0)| <e, [t—7|<d, |s—o|<d.
(ii) Nun wiihlen wir eine Zerlegung (to, ..., ;) von I bzw. (sg,...,S¢) von
, er Feinheit < 0. Mit A; i := i, Sk ) setzen wir
0, 1] der Feinhei 0. Mit A H(t; i
~ t—1t_
Tt) = A p+ . TN (A= Ajag) s i <t<t;,
firl<j<mund 0<k</.
Ajo ~ Aje Ajk—1
J ke J J Aj,k

Aj_1k
Aoyo Ao k-1 Ao,k Aj_1 k-1

Offensichtlich ist jedes 7y eine stiickweise-C'*-Schleife in X . Ferner zeigt die Wahl
von ¢, dal wir in der konvexen Umgebung B(A;_1 x—1,¢) des Punktes A;_1 1
das Lemma von Poincaré anwenden konnen. Somit erhalten wir aus Theorem 4.4

/ a=0, 1<j<m, 1<k</,
a‘/]’k

wobei 0V die geschlossene stiickweise affine Kurve von A;_; ;1 iiber A;,_1,
Ajrund Aj;_; j nach A; 4 ;_; bezeichnet. Also folgt

/ a:/a7 1Sk§£7
V-1 Y

da sich die Integrale iiber die ,, Verbindungsstiicke“ zwischen 7x_1 und 7y autheben.
Ebenfalls mit Hilfe des Lemmas von Poincaré schlie3t man in dhnlicher Weise, daf
5, &= f'm aund [; o= fw a gelten, was die Behauptung impliziert. m

Als eine Anwendung des vorangehenden Homotopieinvarianzsatzes erhalten
wir nun eine weitreichende Verallgemeinerung des Poincaréschen Lemmas.
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4.8 Theorem FEs sei X offen in R" und einfach zusammenhéngend. Ist o € Q1) (X)
geschlossen, so ist a exakt.

Beweis Es seien v eine stiickweise-C''-Schleife in X und x¢ € X. Gemif Bemer-
kung 4.6(b) sind v und ~,, homotop. Also ergeben Satz 4.7 und Beispiel 4.2(e)

fA/ a= fA/ a =0, und die Behauptung folgt aus Theorem 4.4. m
£

4.9 Beispiele (a) Die , punktierte Ebene“ R? \ {(0,0)} ist nicht einfach zusammen-
héngend.

Beweis Dies folgt aus Theorem 4.8 und Beispiel 4.2(d). m

(b) Fiir n > 3 ist R"\ {0} einfach zusammenhéngend.
Beweis Vgl. Aufgabe 12. m

4.10 Bemerkungen (a) Es sei X offen in R" und einfach zusammenhingend. Fer-
ner erfiille das Vektorfeld v = (v1,...,v,) € V}(X) die Integrabilitdtsbedingungen
0jv = Opv; fiir 1 < j,k < n. Dann besitzt v ein Potential U, d.h., v ist ein Gra-
dientenfeld. Ist zy ein beliebiger Punkt von X, so kann U durch

1
U(x) ::/0 (v(fym(t)) |fym(t)) dt , re X,

berechnet werden, wobei 7, : [0,1] — X ein stiickweise-C'-Weg in X ist, fiir den
~¥2(0) = 29 und 7, (1) = x gelten.

Beweis Der kanonische Isomorphismus © von Bemerkung 3.3(g) ordnet v die Pfaffsche
Form o := ©v € (1)(X) zu. Da v die Integrabilitdtsbedingungen erfiillt, ist o geschlos-
sen, also exakt aufgrund von Theorem 4.8. Weil wir im Beweis von Korollar 4.5 das
Lemma von Poincaré durch Theorem 4.8 ersetzen kénnen, folgt, da§ mit I'y := [yz] durch

U(:c)::/oz7 re X,

x

ein Potential fiir a definiert wird. Nun ist die Behauptung klar. m

(b) Es sei @ =37 a;dr’ € Qq)(X), und a:=0""a = (a,...,a,) € V)(X)
sei das ,,zugehorige” Vektorfeld. Es ist oft {iblich, ax symbolisch als Skalarprodukt
zu schreiben:

a=a-ds

mit dem vektoriellen Linienelement ds := (dz!, ..., dz™). Dann ist aufgrund von
Bemerkung 3.3(g) fiir jedes Vektorfeld a € V(X) das Kurvenintegral

/a~ds::/®a
r r

fiir jede stiickweise-C'-Kurve I' in X wohldefiniert.
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(c) Es sei F ein stetiges Kraftfeld in einer offenen Teilmenge X des (dreidimensio-
nalen euklidischen) Raumes (z.B. ein elektrisches Kraftfeld oder ein Gravitations-
feld). Wird ein (kleines Probe-)Teilchen lings der stiickweise-C'-Kurve T' = [y]
verschoben, so wird die von F' geleistete Arbeit durch das Kurvenintegral

/F~ds
r

gegeben. Ist nidmlich ~ eine stiickweise-C!-Parametrisierung von T', so ist

A::/FF-ds:/I(F(y(t))h(t)) dt

ein Cauchy-Riemannsches Integral. Also wird es durch die Riemannsche Summe
D> F(y(tj-1)) - A(ti-)(t — t1)
j=1

approximiert, wobei 3 := (to,...,t,) eine geeignete Zerlegung von I ist. Wegen

V(t5) —(tj—1) = V(-1 — tj—1) +o(D3)
mit der Feinheit A3 von 3, stellt bei einer gentigend feinen Zerlegung die Summe

S F(v(tj-1) - (v(t;) — v (ti-1))

j=1

eine gute Approximation fiir A dar, welche beim Grenziibergang Az — 0 gegen A
konvergiert (vgl. Theorem VI.3.4). Das Skalarprodukt

F(y(tj-1)) - (v(t5) =~(tj-1))

ist die Arbeit der (konstanten) Kraft F'(y(¢;—1)) bei der geradlinigen Verschiebung
des Teilchens von «y(t;—1) nach v(¢;) (,Arbeit = Kraft x Weg*, oder genauer:
Arbeit = Kraft x Verschiebung in Richtung der Kraft).

Bekanntlich heifit ein Kraftfeld F' konservativ, wenn es ein Potential besitzt.
In diesem Fall ist gemifl Beispiel 4.2(c) die Arbeit ,, wegunabhiingig® und allein
durch die Anfangs- und die Endlage bestimmt. Ist X einfach zusammenhéngend,
ist X z.B. der ganze Raum und ist F stetig differenzierbar, so ist F' gemif} (a) und
Theorem 4.8 genau dann konservativ, wenn die Integrabilitdtsbedingungen erfiillt
sind. Ist letzteres der Fall, so sagt man, das Kraftfeld sei wirbelfrei.® m

Aufgaben
1 Man berechne

/(932 —y?)dx + 3z dy + dzy dz
r

léngs einer Windung einer Schraubenlinie.

6Eine Erklirung fiir diese Sprechweise werden wir in Band III kennenlernen.
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2 Es seien ¢ € C'((0,00),R) und

a(z,y) = zp(Va? +y2) dy —yo(Va2 +y2)dz,  (z,y) ER®.

Welchen Wert hat fr a, falls T' die positiv orientierte” Kreislinie um 0 mit Radius
R > 0 ist?

3 Man berechne
/ 2xy3 dr + 3m2y2 dy
r
falls T' durch [a, 8] — R?, t — (t,t?/2) parametrisiert ist.

4 Es seien I'; bzw. I'_ die positiv orientierte Kreislinie mit Radius 1 um (1,0) bzw.
(—1,0) und

2(x? —y* — 1) dy — 4oy dx
O gy 12442 C Qo) (BR*\ {(~1,0),(1,0)}) .

Man beweise:

(Hinweis: Aufgabe 3.3.)

5 Es seien X offen in R™ und I' eine C*-Kurve in X. Fiir ¢ > 0 beweise oder wider-

lege man:
/:Q(q)(X)—>]R7 ou—>/a
r r

ist ein C'?(X)-Modul-Homomorphismus.

6 Es seien X bzw. Y offen in R"™ bzw. R™ und a € Q) (X X Y). Ferner sei I' eine
C'-Kurve in X. Man zeige, daf

f:YﬁRv yHAa('vy)

zu C9(Y,R) gehort. Im Fall ¢ > 1 berechne man V f.

7 Esseien —oo <a; <fj <oofiir j=1,...,nund X :=J[7_,(ey, 3;). AuBerdem sei
a=3"_a; da? € Q(1)(X) geschlossen. Man bestimme (in moglichst einfacher Weise)
alle Stammfunktionen von a.

8 Esseien X := (0,00)? und a, b, c,e > 0. GemiB Aufgabe 3.8(b) besitat
a:=(c—ex)ydx + (a — by)x dy

einen Eulerschen Multiplikator h der Form h(z,y) = m(zy). Man bestimme alle Stamm-

funktionen von ha. (Hinweis: Aufgabe 7.)

9 Es seien X offen in R™ und I' eine kompakte stiickweise-C*-Kurve in X mit der
Parametrisierung «. Ferner seien f, fr € C(X,R"), k € N. Man beweise:

"Eine Kreislinie ist definitionsgemif dann positiv orientiert, wenn sie im Gegenuhrzeigersinn
durchlaufen wird (vgl. Bemerkung 5.8).
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(a) Konvergiert (v* fx) gleichméBig gegen ~* f, so gilt
1im/2f,gdxj:/2ffdmj :
kJrid ria
(b) Konvergiert >, v* fix gleichméBig gegen 7" f, so gilt
S [ =[S
kYT =1 |

10 Es seien a; € C*(R™,R) positiv homogen vom Grad A # —1, und o := 37

Ay
=1 @y dx
sei geschlossen. Dann wird durch

1 S j n n
f(m)::)\+12x]aj(m), r=(z',...,2") €R™,
j=1

eine Stammfunktion fiir o definiert. (Hinweis: Man verwende die Eulersche Homogenitéts-
relation (vgl. Aufgabe VIIL.3.2).)

11 Ist v € C(I,X) eine Schleife in X, so gibt es einen Parameterwechsel ¢: [0,1] — I,
so dafl v o ¢ eine Schleife in X ist.

12 (a) Es sei X offen in R™, und ~ sei eine Schleife in X. Man zeige, dal v zu einer
polygonalen Schleife in X homotop ist.
(b) Es ist zu zeigen, da8 R*\R"a fiir a € R™*\{0} einfach zusammenhingend ist.

(c) Es sei v eine polygonale Schleife in R™\{0}, n > 3. Man zeige, dafl es einen Halb-
strahl R*a mit a € R™\{0} gibt, der die Spur von + nicht trifft.

(d) Man beweise, dafl R™\{0} fiir n > 3 einfach zusammenhé#ngend ist.

13 Man beweise oder widerlege: Jede geschlossene 1-Form in R™\{0}, n > 3, ist exakt.
14 Es sei X C R" nicht leer und wegzusammenhéngend. Fiir 1,72 € C ([0, 1], X ) mit
~v1(1) = 72(0) heit

~v1(2t) , 0<t<1/2,

0 0,1 X, t
2Oy 0= H{w(%—ly 1/2<t<1,

Summenweg von ;1 und 2. Fiir zo € X sei
Sy i={v€C([0,1], X) ; v(0) =y(1) =0 } .

AufBlerdem bezeichne ~ die von der Schleifenhomotopie auf S, induzierte Aquivalenz-
relation (vgl. Beispiel 1.4.2(d)).

Man verifiziere:

(a) Die Abbildung

(Sao/~) X (8w /~) = Suo/~ (I, [r2]) = 2 @]

ist eine wohldefinierte Verkniipfung auf Sz, /~, und I (X, zo) := (Szo/~, @) ist eine
Gruppe, die Fundamentalgruppe oder 1. Homotopiegruppe von X beziiglich xo.
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(b) Fiir zo,z1 € X sind die Gruppen II; (X, zo) und II; (X, z1) isomorph.

Bemerkung Wegen (b) ist es gerechtfertigt, von der ,,Fundamentalgruppe® II; (X) von X
zu sprechen (vgl. die Ausfithrungen nach Beispiel 1.7.8(g)). Die Menge X ist genau dann
einfach zusammenhéngend, wenn I1; (X) trivial ist, d.h. nur aus dem neutralen Element
besteht.

(Hinweis zu (b): Es sei w € C([0,1], X) ein Weg in X mit w(0) = zo und w(l) = z1.
Dann ist die Abbildung [y] — [w & v & w™] ein Gruppen-Isomorphismus von IT; (X, zo)
auf 111 (X, z1).)
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5 Holomorphe Funktionen

Die Theorie der Kurvenintegrale 1483t sich besonders gewinnbringend bei der Unter-
suchung komplexer Funktionen einsetzen. So werden wir mit Hilfe der Resultate
des vorhergehenden Paragraphen beinahe miihelos den (globalen) Cauchyschen
Integralsatz und die Cauchysche Integralformel herleiten. Diese Satze bilden den
Kern der Funktionentheorie und sind von weitreichender Bedeutung, wie wir in
diesem und dem néchsten Paragraphen sehen werden.

Im folgenden seien
e U offen in C und f: U — C stetig.

Auflerdem verwenden wir im ganzen Paragraphen die Zerlegung von z € U und f
in Real- und Imaginérteil, d.h., wir schreiben

z=x+iy e R+iR, f(z)=ulz,y)+iv(z,y) e R+iR.

Komplexe Kurvenintegrale

Es sei I C R ein kompaktes Intervall, und T sei eine stiickweise-C'-Kurve in U,
parametrisiert durch

I—-U, tez(t)=a()+iy(t) .

Dann heif3t

/fdz::/f(z)dz::/udx—vdy—i—i/udy—l—vdx
r r r r

komplexes Kurvenintegral von f lings I'.

5.1 Bemerkungen (a) Wir bezeichnen mit Q(U,C) den Raum der stetigen kom-
plexen 1-Formen, der wie folgt erklért wird:

Auf der Produktgruppe (Q(O)(U) X Q(O)(U),Jr) definieren wir eine #ufere
Multiplikation

C(U,C) x [0y (U) x Qoy(U)] = Qoy(U) x Qo) (U) ,  (f, ) = fax
durch
fo:= ((uar — vby) dz + (uas — vby) dy, (uby + vay) dz + (vas + ubs) dy)
fir « = (a1 dz + as dy, by dz + bz dy). Dann iiberpriift man sofort, daf

Q(U7 (C) = (Q(O)(U) X Q(O)(U), +, )
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ein freier Modul iiber C(U, C) ist. AuBerdem gelten

1(a1 dx + a2 dy,0) = (a1 dz + a2 dy,0) |
i(a1 dx + az dy,0) = (0, a1 dx + az dy)

fiir ay dx + az dy € Q(o)(U). Deshalb kénnen wir Qg)(U) mit Q) (U) x {0} in

Q(U, C) identifizieren und (a1 dx + as dy, by dx + be dy) € Q(U, C) eindeutig in der
Form

a1d$+a2dy+i(b1d$+b2dy)

darstellen, was wir durch die Bezeichnung
Q(U, (C) = Q(O)(U) + iQ(O)(U)
zum Ausdruck bringen. Schliefllich gelten

(a1 + 1b1)(dx,0) = (a1 dx, by dz) |
(ag 4+ ib2)(dy,0) = (az dy, b2 dy) ,

und folglich
(a1 4+ ib1)(dx,0) + (a2 + 1b2)(dy,0) = (a1 dz + a2 dy, by dx + b2 dy) ,
so dafl wir (a1 dz + a2 dy, by dx + be dy) € Q(U, C) auch eindeutig als
(a1 +1by) dx + (az + ibe) dy
schreiben konnen, d.h.

QU,C) ={ads+bdy; a,be C(UC)} .

(b) Mit u, := d1u ete. heifit
df == (up + ivg) dz + (uy +ivy) dy € QU, C)
komplexes Differential von f. Offensichtlich gilt dz = dx + i dy, und wir erhalten®
fdz=(u+iv)(drx+idy) =udr—vdy+i(udy+vdr) (5.1)

fir f=u+ive CU,C). n

IMan vergleiche (5.1) mit der Definition des komplexen Kurvenintegrals von f.



VIIL.5 Holomorphe Funktionen 353

5.2 Satz Essei I eine stiickweise-C'-Kurve, parametrisiert durch I — U, t — z(t).
Dann gelten

i) [rf(z)dz= [} f(2(t)2(t) dt;
(ii) ’fr z)dz| < max.er |f(z)| L(T).

Beweis (i) Fiir den stiickweise-C'-Weg v: I — R?, t — (2(t),y(t)) gilt

/fdz_/ (udz —vdy) + /Ify*(udervdx)

:/[(uoy)if(voy)y] dt+i/[(u07)y+(voy)i] dt
I I

:/(uoerivoy)(x'Jriy)dt
I

= /If(z(t))z(t) dt

(ii) Diese Aussage folgt aus (i) durch Abschétzen des letzten Integrals unter
Verwendung von Theorem 1.3 und Satz VI.4.3. m

5.3 Beispiele (a) Es seien 29 € C und r > 0 sowie z(t) := zo + re'? fiir t € [0, 27].
Dann gilt fiir I := [2]:

/F(Z—Zo)mdz:{ 0.’ m € Z\{-1},

27, m=—1.

Beweis Wegen

27 27
/(2 —20)"dz = / et Miret dt = ir™t? / e (mHDt gy
r 0 0

folgt die Behauptung aus der 2mi-Periodizitdt der Exponentialfunktion. m

(b) Es sei I" wie in (a) mit zp = 0. Dann gilt fiir z € C:

1 /A—’H N keN
(& = .
27TZ T k' ’

Beweis Aus Aufgabe 4.9 folgt

AL g = Zn/A”*’“dA,

und die Behauptung ergibt sich aus (a). m
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(c) EsseiI' die durch I — C, t+ ¢ parametrisierte Kurve in R. Dann gilt

/F f(2)dz = / f(t)dt,

d.h., das komplexe Kurvenintegral und das Cauchy-Riemannsche Integral von Ka-
pitel VI stimmen in diesem Fall iiberein.

Beweis Dies folgt aus Satz 5.2(i). m
(d) Fiir die durch
I

[0,7] — C, t et (™t
bzw.

r.
[-1,1] - C, tt 2,

parametrisierte Kurve I'y bzw. I's gilt

|z|dz = —i/ et gt = et (7=t g =2
0

1
/ |z|dz:/ [t|dt =1.
I's —1

Folglich héngen komplexe Kurvenintegrale i.allg. vom Integrationsweg ab und
nicht nur von dessen Anfangs- und Endpunkt. m

Iy

bzw.

Holomorphie

Die Funktion f heifit holomorph, wenn sie stetig komplex differenzierbar ist, d.h.,
wenn f € C*(U,C) gilt. Wir nennen f stetig reell differenzierbar, falls

U—R?, (z,1) — (u(x,y),v(x,y))

zu C'(U,R?) gehort (vgl. Paragraph VIL2).

5.4 Bemerkungen (a) Am Ende dieses Paragraphen werden wir zeigen, dafl die
Voraussetzung der Stetigkeit der komplexen Ableitung iiberfliissig ist, d.h., jede
komplex differenzierbare Funktion besitzt eine stetige Ableitung, ist also holo-
morph. Wir verwenden hier die stérkere Voraussetzung der stetig komplexen Dif-
ferenzierbarkeit, um mdoglichst schnell zu den Hauptséitzen der Funktionentheorie,
d.h. der Theorie der komplexwertigen Funktionen einer komplexen Variablen, vor-
dringen zu koénnen.
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(b) Die Funktion f ist genau dann holomorph, wenn sie stetig reell differenzierbar
ist und die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

erfiillt. In diesem Fall gilt f' = u, + iv,.

Beweis Dies ist eine Umformulierung von Theorem VII.2.18. m

(c) GeméB Bemerkung 5.1(b) gilt:
fdz=udr—vdy+i(udy+vdx) .

Ist f holomorph, so besagen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen,
dafl die 1-Formen u dx — v dy und u dy + v dx geschlossen sind.

(d) Es sei U ein Gebiet, und f sei holomorph. Dann ist f genau dann konstant,
wenn eine der Bedingungen

(i) u = const;
(ii) v = const;
(iii) f ist holomorph;
(iv) |f] = const
erfiillt ist.
Beweis Wenn f konstant ist, sind (i)—(iv) offensichtlich richtig.

Wegen f' = u, +iv, folgt aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
und aus Bemerkung VII.3.11(c), dafl (i) bzw. (ii) impliziert, da} f konstant ist.

(iii) Sind f und f holomorph, so gilt dies auch fiir u = (f + f) /2. Wegen Im(u) =0
folgt aus (ii), daBl u konstant ist. Also gilt dies aufgrund von (i) auch fiir f.

(iv) Es geniigt, den Fall f # 0 zu betrachten. Da |f| konstant ist, ist f iiberall von
Null verschieden. Also ist 1/f auf U definiert und holomorph. Damit ist auch f = |f|*/f
in U holomorph, und die Behauptung folgt aus (iii). m

Der Cauchysche Integralsatz

Wie wir in Beispiel 5.3(d) gesehen haben, hingen komplexe Kurvenintegrale i. allg.
auler vom Anfangs- und Endpunkt auch vom Integrationsweg ab. Im Falle holo-
morpher Integranden liefern jedoch die Sétze des vorangehenden Paragraphen die
beiden folgenden wichtigen Aussagen iiber die Unabhéngigkeit vom Kurvenverlauf.

2Vgl. Aufgabe V.3.5.
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5.5 Theorem (Cauchyscher Integralsatz) Es seien U einfach zusammenhéngend
und f holomorph. Dann gilt fiir jede geschlossene stiickweise-C'-Kurve I" in U

Af@:o.

Beweis Gemifl Bemerkung 5.4(c) sind die beiden 1-Formen a; :=udzr —vdy
und ag :=udy + vdx geschlossen. Weil U einfach zusammenhingend ist, folgt
aus Theorem 4.8, dafl o1 und «y exakt sind. Nun ergibt Theorem 4.4

/fdz:/alJri/ag:O
r r r

fiir jede geschlossene stiickweise-C!'-Kurve I' in U. m

5.6 Theorem FEs seien U einfach zusammenhingend und f holomorph. Dann
besitzt f eine holomorphe Stammfunktion. Jede Stammfunktion ¢ von f erfiillt

téfdzzwﬂ%)—ww%)

fiir jede stiickweise-C'-Kurve I' in U.

Beweis Wir verwenden die Bezeichnungen des vorangehenden Beweises. Da a3
und as exakt sind, gibt es hy, ho € C?(U,R) mit dh; = oy und dhs = ay. Hieraus
lesen wir

(h)e=u, (M)y=-v, (h2)a=v, (h2)y=1u

ab. Somit erfiillt ¢ := h; + ¢ hy die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen.
Folglich ist ¢ holomorph, und

@ =)s+i(ha)e =u+iv=f.

Dies zeigt, dafl ¢ eine Stammfunktion von f ist. Die zweite Aussage ergibt sich
aus Beispiel 4.2(b). m

5.7 Satz Es seien f holomorph und ~, und v, homotope stiickweise-C'-Schleifen
in U. Dann gilt
/ fdz= / fdz.
71 72

Beweis Dies folgt aus Bemerkung 5.4(c) und Satz 4.7 (vgl. den Beweis von
Theorem 5.5). m
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Die Orientierung der Kreislinie

5.8 Bemerkung Wir erinnern an die Bezeichnung D(a,r) = a 4 rD fiir die offene
Kreisscheibe in C mit Mittelpunkt a € C und Radius r > 0. Im folgenden ver-
stehen wir unter 0D(a,r) = a + rdD die positiv orientierte Kreislinie mit Mittel-
punkt a und Radius 7. Dies bedeutet, da§ wir unter 0D(a,r) die Kurve I' = [7]
mit v : [0,27] — C, ¢+ a + re't verstehen. Bei dieser Orientierung wird die Kreis-
linie so durchlaufen, daf die Kreisscheibe D(a, ) immer auf der linken Seite liegt,
also im ,,Gegenuhrzeigersinn“. Dies ist gleichbedeutend damit, daf3 der negative
Normaleneinheitsvektor —n in jedem Punkt ,nach auflen® zeigt.

Beweis Aus Bemerkung 2.5(c) und mit der kanonischen Identifikation von C mit R?
folgt, dal das Frenetsche Zweibein durch e; = (—sin, cos) und ez = (— cos, — sin) gegeben
ist. Also gilt fiir z(t) = a + r(cost,sint) € dD(a,r) die Relation

z(t) +rea(t) = a 0<t<2m.

Folglich zeigt der negative Normaleneinheitsvektor in jedem Punkt von 0D(a,r) vom
Mittelpunkt der Kreisscheibe weg, also nach auflien. m

Die Cauchysche Integralformel

Holomorphe Funktionen besitzen eine bemerkenswerte Integraldarstellung, die wir
im néchsten Theorem herleiten werden. Die grofle Bedeutung dieser Formel werden
wir anhand der nachfolgenden Anwendungen kennenlernen.

5.9 Theorem (Cauchysche Integralformel) Es seien f holomorph und D(zg,7) C U.
Dann gilt

1 f(©)
flz)= i /8]]])(20,7‘) -z dc , z € D(z,7) .

Beweis Esseien 2z € D(2g,7) und & > 0. Dann gibt es ein § > 0 mit D(z,6) C U und

IF(O)—f2)<e,  (eD(z9). (5:2)

Wir setzen T's := 0D(z,d) und T := 9D(zg, r). Aufgabe 6 zeigt, dal T's und T in
U\{z} homotop sind. AuBlerdem ist

U\{z} = C, (—1/(C—2)
holomorph. Also folgt aus Satz 5.7 und Beispiel 5.3(a)
d¢ d¢ _
= = 2mi . 5.3
/F ¢—z I's ¢(—=z (5:3)

Weil auch
U\{z} = C, (= (f(Q)—f(2)/(C—2)
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holomorph ist, gilt nach Satz 5.7
[1O710 o [ 1016,
r

—Z Ts —z

c. (5.4)

Kombinieren wir (5.3) mit (5.4), so erhalten wir

271ri/Fg(—Ode_271ri/F§—z 2m/f c—y %

_ 1 Q) = f(2)
=1+, [ 1T
Aus Satz 5.2(ii) und (5.2) ergibt sich die Abschétzung
(O =1z
‘2#@' s (—=z dC’ 27“5_6
und wir finden ) 0
271'2'/I~C—zd<_f(z)‘ =€

Da e > 0 beliebig war, ist die Behauptung bewiesen. m

5.10 Bemerkungen (a) Unter den Voraussetzungen von Theorem 5.9 gilt

ro [ f(z0 +rett)

it
= : dt D
f(Z) o7 20 +7’€7’t _ Ze ) Z € (ZO7T) )

insbesondere
27

f(z0) = fzo +rett)dt .

27

(b) Die Funktion f besitzt die Mittelwerteigenschaft, falls es zu jedem zy € U ein
ro > 0 gibt mit
1 2m

o f(zo+rett)dt r € [0,r] .

f(20) =

Somit folgt aus (a): Holomorphe Funktionen besitzen die Mittelwerteigenschaft.

(c) Besitzt f die Mittelwerteigenschaft, so gilt dies auch fiir Re f, Im f, f und A\f
mit A € C. Geniigt g € C(U, C) ebenfalls der Mittelwerteigenschaft, so ist dies auch
fur f + g der Fall.

Beweis Dies folgt aus den Sétzen III1.1.5 und III1.1.10 und Korollar VI1.4.10. m

(d) Die Aussage der Cauchyschen Integralformel bleibt fiir wesentlich allgemeinere
Kurven richtig, wie wir im néchsten Paragraphen zeigen werden. m
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Analytische Funktionen

Als eine weitere Konsequenz der Cauchyschen Integralformel beweisen wir nun das
fundamentale Theorem, welches besagt, dafl aus der Holomorphie einer Funktion
bereits ihre Analytizitéit folgt. Dabei gehen wir wie folgt vor: Es seien zg € U und
r > 0 mit D(z0,7) C U. Dann ist die Funktion

D(z0,7) = C, 2z f()/(C—2)

fiir jedes ¢ € OD(zp,r) analytisch und 148t sich somit in eine Potenzreihe ent-
wickeln. Mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel kénnen wir dann diese Ent-
wicklung auf f iibertragen.

5.11 Theorem Die Funktion f ist genau dann holomorph, wenn sie analytisch ist.

Somit gilt
c*(U,C) =Cc¥(U,C) .

Beweis (i) Es sei f holomorph und es seien 2o € U und 7 > 0 mit D(zg,7) C U.

Wir wihlen z € D(zp,r) und setzen r¢ := |z — 2¢|. Dann gilt ro < r, und
Z=2l _ 1o 3 e oDz, r) -
¢ = 2ol r

Also konvergiert die geometrische Reihe Y a* mit a := (2 — 2) /(¢ — 20) und hat

den Wert
>z — 2z ko 1 (=20
Z<C—zo) S 1-(z=20)/((—2) (-2

k=0

Hieraus folgt

f(Q) f(Q) z—2z >
C_Z:C— OZ<C—ZZ> :Z k-+1 —z0)" . (5.5)

k=0 k:O

Weil T' kompakt ist, gibt es ein M > 0 mit |f(¢)| < M fiir ¢ € T'. Somit folgt

f(©) M M(ro)’“7

k —_
¢ G < = cet

r

Wegen rg/r < 1 zeigt das WeierstraBsche Majorantenkriterium (Theorem V.1.6),
dafl die Reihe in (5.5) gleichmifig beziigl. ( € I" konvergiert. Setzen wir

_ 1 f(©)
ok = _/F(C#O)Mdg, keN, (5.6)

211



360 VIII Kurvenintegrale

so folgt® aus Satz V1.4.1

1
1= g oy
N
~oni 2 (- s (0"
LSO

oo
= Zak(z — )k .
k=0

Da dies fiir jedes zg € U gilt, 148t sich f in der Nahe jedes Punktes von U in eine
konvergente Potenzreihe entwickeln. Also ist f analytisch.

(ii) Wenn f analytisch ist, so ist f insbesondere stetig komplex differenzierbar,
folglich holomorph. m

5.12 Korollar (Cauchysche Ableitungsformeln) Es seien f holomorph, z € U und
r >0 mit D(z,r) C U. Dann gilt

2w

FOE= g fo (¢ Lo @6 mEN.

Beweis Aus Theorem 5.11, Bemerkung V.3.4(b) und dem Identitéitssatz fiir ana-
lytische Funktionen folgt, daf f in D(z,r) durch seine Taylorreihe dargestellt wird,
d.h., es gilt f = 7T (f, z). Die Behauptung folgt nun aus (5.6) und dem Eindeutig-
keitssatz fiir Potenzreihen. m

5.13 Bemerkungen (a) Es seien f holomorph und z € U. Dann zeigt der obige
Beweis, dafl die Taylorreihe 7 (f, z) die Funktion f mindestens im groften Kreis
um z, der noch ganz in U liegt, darstellt.

(b) Ist f holomorph, so gehéren v und v zu C*°(U,R).
Beweis Dies folgt aus Theorem 5.11. m
(¢) Ist f analytisch, so gilt dies auch fiir 1/f (in U\ f~1(0)).

Beweis Da 1/f aufgrund der Quotientenregel in U\ f~*(0) stetig differenzierbar ist, also
holomorph, folgt die Behauptung aus Theorem 5.11. m

(d) Essei V offen in C. Sind f: U — C und g: V — C analytisch mit f(U) C V,
so ist auch die Komposition go f: U — C analytisch.

Beweis Dies folgt aus der Kettenregel und Theorem 5.11. m
3Vgl. auch Aufgabe 4.9.
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Der Satz von Liouville

Eine in ganz C holomorphe Funktion heifft ganz. Der néchste Satz zeigt, dafl es
neben den konstanten Funktionen keine beschrankten ganzen Funktionen gibt.

5.14 Theorem (Liouville) Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Beweis Geméif Bemerkung 5.13(a) gilt

> (k)
f(z):Zf (O)z’“, zeC.

k!
k=0

Voraussetzungsgemifl gibt es ein M < oo mit |f(z)| < M firr z € C. Somit folgt
aus Satz 5.2(ii) und Korollar 5.12
(k)
‘f (0)‘ M
k!

S ko r>0.

Fiir k > 1 zeigt der Grenziibergang r — oo, daB f(¥)(0) = 0 gilt. Also stimmt f(z)
fiir jedes z € C mit f(0) iiberein. m

5.15 Anwendung Mit Hilfe des Satzes von Liouville 148t sich leicht ein weiterer
Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra geben, d.h. fiir die Aussage: Jedes
nichtkonstante Polynom aus C[X] besitzt eine Nullstelle.

Beweis Wir schreiben p € C[X] in der Form p(z) = 3}_, ax2” mit n > 1 und a, # 0.
Wegen

p(z) = 2" (an+ " 4 1)
z "

gilt [p(z)| — oo fiir |z] — oco. Somit gibt es ein R > 0 mit |p(z)| > 1 fiir z ¢ RD. Nehmen
wir an, p besitze in RD keine Nullstelle. Weil RD kompakt ist, folgt aus dem Satz vom
Minimum (Korollar I11.3.8) die Existenz einer positiven Zahl € mit |p(z)| > €. Somit
ist 1/p ganz und erfiillt |1/p(z)| < max{1,1/e} fiir z € C. Nach dem Satz von Liouville
bedeutet dies, daB 1/p, und somit auch p, konstant ist, was wir ausgeschlossen haben. m

Die Fresnelschen Integrale

Der Cauchysche Integralsatz kann dazu verwendet werden, solche reellen Integrale
zu berechnen, deren Integranden Einschrankungen holomorpher Funktionen sind.
Dazu wird das Integral tiber das reelle Integrationsintervall geeignet in ein komple-
xes Kurvenintegral eingebettet. Die grofie Freiheit bei der Wahl der Integrations-
kurve, welche durch den Cauchyschen Integralsatz garantiert wird, erlaubt in vielen
Fillen die Berechnung der auftretenden Integrale.

Im folgenden Satz fithren wir diese Methode exemplarisch vor. Die Uber-
legungen, welche wir hierbei verwenden, werden wir im néchsten Paragraphen
wesentlich verallgemeinern. Aulerdem verweisen wir auf die Aufgaben.
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5.16 Satz Die folgenden uneigentlichen Fresnelschen Integrale konvergieren, und
es gilt
o0 o0 2
/ cos(t?) dt :/ sin(t?) dt = vam .
0 0 4

Beweis Die Konvergenz dieser Integrale folgt aus Aufgabe VI.8.7.

Wig betrachten die ganze Funktion A
z+— e~ % auf der geschlossenen stiickweise- a+ia
Cl-Kurve I' =Ty + 'y + I'3, die geradlinig
von 0 nach o > 0, dann nach o+ ¢« und
schliellich zuriick nach 0 lduft. Aufgrund
des Cauchyschen Integralsatzes gilt T

2 2 2
—/ e~ dz:/e_z dz+/ e % dz .
F3 Fl F2 .

F1 a

I's

v

Die Anwendung VI.9.7 zeigt

/efzzdz:/ 67t2dtﬂ/ eftzdt:\/ﬂ- (a — o0) .
Iy 0 0 2

Das Integral iiber I's konnen wir folgendermaflen abschétzen:

5 o N2 « N2 2 [Y 2
’/ e ” dz’ = ’/ e~ (atit) idt‘ S/ e~ Relatit)” gy o~ / et dt .
Iy 0 0 0

Beachten wir N N )
/ el dt < / e dt = (ea2 -1),
0 0 «

1
’/ e_Zde‘g (1—6_0‘2)—>0 (¢ — o0) .
Iy @

Jim. (f /F e dz) - 2” . (5.7)
s

Mit der Parametrisierung t — t + it von —I's gilt
—/ e dz = / 67(1+i)2t2(1 +i)dt=(1+ z)/ e 2 gt
T3 0 0
=1+ z)(/ cos(2t%) dt — z/ sin(2t?) dt) .
0 0

Nach der Substitution v/2¢ = 7 und dem Grenziibergang o — oo folgt mit (5.7)

/000 cos(T?)dr — i /000 sin(7?)dr = 2\(/12;/7;) = \/jw (1-1),

so folgt

Somit erhalten wir

woraus sich die Behauptung ergibt. m



VIIL.5 Holomorphe Funktionen 363

Das Maximumprinzip

Wir haben bereits in Bemerkung 5.10(b) gesehen, dafi holomorphe Funktionen die
Mittelwerteigenschaft besitzen. Daraus folgt insbesondere, dafl der absolute Wert
einer holomorphen Funktion f im Mittelpunkt einer Kreisscheibe nicht grofier sein
kann als das Maximum der Absolutbetriige der Funktionswerte von f auf dem
Rand. Tatséchlich gilt allgemein der folgende Satz.

5.17 Theorem (Allgemeines Maximumprinzip) Die Funktion f besitze die Mittel-
werteigenschaft. Hat |f| in zg € U ein lokales Maximum, so ist f in einer Umgebung
von zg konstant.

Beweis (i) Der Fall f(z¢) = 0 ist klar. Gilt f(zo) # 0, so gibt es ein ¢ mit |¢| =1
und cf(z9) > 0. Weil mit f auch c¢f die Mittelwerteigenschaft besitzt, kénnen wir
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dafl f(zp) reell und positiv sei.
Nach Voraussetzung gibt es ein 7o > 0 mit D(zg,79) C U sowie |f(2)| < f(zo) fiir
z € D(zp,70) und

1 2m

or J, fzo+rett)dt, r € [0,r] .

f(20) =

(ii) Die Funktion h: U — R, z+ Re f(z) — f(z0) erfiillt h(zp) =0 und

h(z) < |f(2)| = f(20) <0, z € D(20,70) -

Da h gemifl Bemerkung 5.10(c) auch die Mittelwerteigenschaft besitzt, folgt
1 2m .
0=h(z) = 5 / h(zo + re't) dt | 0<r<rg. (5.8)
T Jo

Wegen h(zo + re't) <0 fiir r € [0,70] und ¢ € [0, 2] implizieren Satz VI1.4.8 und
(5.8), daBl h auf D(zg,r¢) identisch verschwindet. Also gilt Re f(z) = f(zo) fiir
z € D(20,70). Nun folgt aus | f(2)| < |f(z0)| = Re f(20), daB Im(f(z)) = 0 gilt und
somit f(z) fiir jedes z € D(zg,70) mit f(zo) iibereinstimmt. m

5.18 Korollar (Maximumprinzip) Es sei U zusammenhéngend, und f habe die
Mittelwerteigenschatft.

(i) Besitzt |f| in zo € U ein lokales Maximum, so ist f konstant.

(i) Sind U beschrénkt und f € C(U,C), so nimmt | f| sein Maximum auf 8U an,
d.h., es gibt ein zy € OU mit | f(z0)| = max . |f(2)].

Beweis (i) Es seien f(z0) = wp und M := f~!(wp). Die Stetigkeit von f zeigt,
daB M in U abgeschlossen ist (vgl. Beispiel II1.2.22(a)). Ferner gibt es gemé&f
Theorem 5.17 zu jedem z; € M eine Umgebung V von z; mit f(z) = f(z0) = wo
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fiir z € V. Also ist M offen in U. Somit folgt aus Bemerkung 111.4.3, da§ M mit U
iibereinstimmt. Also gilt f(z) = wy fiir jedes z € U.

(ii) Weil f auf der kompakten Menge U stetig ist, nimmt |f| sein Maximum
in einem Punkt zg € U an. Gehort zg zu OU, so ist nichts zu beweisen. Liegt zg
in U, so folgt die Behauptung aus (i). m

Harmonische Funktionen

Es sei X offen in R™ und nicht leer. Die lineare Abbildung
A:C*HXK) = C(X,K), f ) 03f
j=1

heifit Laplaceoperator (auf X). Die Funktion g € C?(X,K) ist harmonisch in X,
falls Ag = 0 gilt. Die Menge aller harmonischen Funktionen in X bezeichnen wir
mit Harm(X, K).

5.19 Bemerkungen (a) Es gilt A € Hom(C?(X,K),C(X,K)), und

Harm(X,K) = A1(0) .
Somit bilden die harmonischen Funktionen einen Untervektorraum von C?(X,K).
(b) Fiir f € C*(X,C) gilt

f € Harm(X,C) < Ref,Im f € Harm(X,R) .

(c) Jede in U holomorphe Funktion ist harmonisch, d.h. C* (U, C) C Harm(U, C).

Beweis Ist f holomorph, so ergeben die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
O2f = 0u0yv — i0,0yu , O2f = —0,0,0 + 10y 0pu .

Somit finden wir Af = 0 wegen Korollar VIL.5.5(ii). m
(d) Harm(U,C) # C«(U,C).

Beweis Die Funktion U — C, z + iy +— « ist harmonisch, aber nicht nicht holomorph
(vgl. Bemerkung 5.4(b)). m

Aus den vorangehenden Uberlegungen folgt insbesondere, da die Realteile
holomorpher Funktionen harmonisch sind. Der néchste Satz zeigt, dafl auf einfach
zusammenhdngenden Gebieten jede harmonische reellwertige Funktion der Realteil
einer holomorphen Funktion ist.
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5.20 Satz Ist u: U — R harmonisch, so gelten die nachstehenden Aussagen.

(i) Essei V :=D(zg,r) C U fiir ein (zo,7) € U x (0,00). Dann gibt es eine in V
holomorphe Funktion g mit u = Reg.

(ii) Ist U einfach zusammenhéngend, so gibt es ein g € C*¥(U,C) mit u = Reg.

Beweis Da v harmonisch ist, erfiillt die 1-Form o := —uy dx + u, dy die Integra-
bilitéitsbedingungen. Also ist « geschlossen.

(i) Weil V einfach zusammenhiingend ist, existiert gemifl Theorem 4.8 ein
v e CHV,R) mit dv=«a|V. Folglich sind v, = —u, |V und v, = u, |V erfiillt.
Setzen wir g(z) := u(z,y) + iv(z,y), so folgt aus Bemerkung 5.4(b) und Theo-
rem 5.11, da§ g zu C¥(V,C) gehort.

(ii) In diesem Fall kénnen wir im Beweis von (i) die Kreisscheibe V' durch U
ersetzen. m

5.21 Korollar FEs sei u: U — R harmonisch. Dann gelten
(i) u e C=(U,R);
(ii) w besitzt die Mittelwerteigenschaft;

(iii) Ist U ein Gebiet und gibt es eine nichtleere offene Teilmenge V von U mit
u|V =0, so folgt u = 0.

Beweis (i) und (ii) Essei V :=D(zp,r) C U fiir ein r > 0. Weil die Differenzier-
barkeit und die Mittelwerteigenschaft lokale Eigenschaften sind, geniigt es, u auf V'
zu betrachten. Geméf} Satz 5.20 finden wir ein g € C¥(V,C) mit Reg = « |V, und

die Behauptungen folgen aus Bemerkung 5.13(b) und den Bemerkungen 5.10(b)
und (c).

(iii) Es sei M die Menge aller z € U, fiir die es eine Umgebung V gibt mit
u|V = 0. Dann ist M offen und, nach Voraussetzung, nicht leer. Es sei zg € U ein
Héufungspunkt von M. Nach Satz 5.20 gibt es ein » > 0 und ein g € C* (D(zo, r), (C)
mit Re g = u|D(zp, 7). Ferner ist M N D(zp,r) nicht leer, da zy ein Haufungspunkt
von M ist. Zu z; € M ND(z, ) gibt es eine Umgebung V von z1 in U mit |V = 0.
Somit folgt aus Bemerkung 5.4(d), da§ g auf V ND(zg,r) konstant ist. Aufgrund
des Identitétssatzes fiir analytische Funktionen (Theorem V.3.13) ist g deshalb
auf D(zg,r) konstant. Also gilt v = 0 auf D(zg,r), d.h., 2o gehort zu M. Somit
ist M in U abgeschlossen, und Bemerkung I11.4.3 impliziert M =U. m

5.22 Korollar (Maximum- und Minimumprinzip fiir harmonische Funktionen)
Es sei U ein Gebiet, und u: U — R sei harmonisch.

(i) Besitzt u in U ein lokales Extremum, so ist u konstant.

(ii) Ist U beschrinkt und gilt u € C(U,R), so nimmt u das Maximum und das
Minimum auf OU an.



366 VIII Kurvenintegrale

Beweis Geméf Korollar 5.21(ii) besitzt u die Mittelwerteigenschaft.

(i) Es sei zg € U eine lokale Extremalstelle von u. Ist u(zp) ein positives Ma-
ximum von u, so folgt die Behauptung aus Theorem 5.17 und den Korollaren 5.18
und 5.21(iii). Ist u(zo) ein positives Minimum von u, so besitzt z — [2u(z0) — u(2)]
in zg ein positives Maximum, und die Behauptung folgt wie im ersten Fall. Die
verbleibenden Félle konnen in analoger Weise behandelt werden.

(ii) Dies folgt aus (i). m

5.23 Bemerkungen (a) Die Nullstellenmenge einer holomorphen Funktion ist
diskret.* Hingegen ist die Nullstellenmenge einer reellen harmonischen Funktion
i. allg. nicht diskret.

Beweis Die erste Aussage folgt aus Theorem 5.11 und dem Identitétssatz fiir analyti-
sche Funktionen (Theorem V.3.13). Zum Beweis der zweiten Aussage betrachte man die
harmonische Funktion C - R, z+41iy — x. m

(b) Man kann zeigen, dafl eine Funktion genau dann harmonisch ist, wenn sie die
Mittelwerteigenschaft besitzt (vgl. z.B. [Con78, Theorem X.2.11]). m

Der Satz von Goursat

Wir wollen nun, wie in Bemerkung 5.4(a) angekiindigt, nachweisen, daf} jede kom-
plex differenzierbare Funktion eine stetige Ableitung besitzt, also holomorph ist.
Dazu leiten wir zuerst ein Holomorphiekriterium, den Satz von Morera, her, das
auch in anderen Situationen niitzlich ist, wie wir spéter sehen werden.

Es sei X C C. Jeder geschlossene Streckenzug A in X, der aus genau drei
Strecken besteht, heifit Dreiecksweg in X, falls der Abschlufl des von A berandeten
Dreiecks ganz in X liegt.

5.24 Theorem (Morera) Die Funktion f erfiille [, fdz =0 fiir jeden Dreiecks-
weg A in U. Dann ist f analytisch.

Beweis Es seien a € U und r > 0 mit D(a,r) C U. Es geniigt nachzuweisen, daf
f1D(a,r) analytisch ist. Dazu seien zg € D(a,r) und

F:D(a,r)—C, z~ f(w)dw .
[a,2]

Unsere Voraussetzung impliziert die Identitét

F(z)= w) dw w)dw = F(z w) dw .
(2) /[[ayzo]]f( ) +/Mf< ) (o)+/ﬂzo’z]]f( )

4Eine Teilmenge D eines metrischen Raumes X heifit diskret, wenn es zu jedem d € D eine
Umgebung U von d in X gibt mit U N D = {d}.
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Also folgt
F(2) :F(ZO) — f(20) = _1 / (f(w) — f(zo)) dw , z2# 2. (5.9)
Z 20 Z =20 J[z0,2]

Es sei nun € > 0. Dann gibt es ein § € (0,7 — |29 — a]) mit |f(w) — f(z0)] < € fiir
w € D(zp,6). Somit folgt aus (5.9)

‘FTZ)**FYZo)

—f(zo)’<€, 0<|z—20] <6 .
zZ— 20

Also gilt F'(z9) = f(z0), was zeigt, dafl F stetig differenzierbar ist. Wegen Theo-
rem 5.11 gehért somit F' zu C* (D(a,r), C), und wir finden, dal F’ = f|D(a,r) zu
C¥(D(a,r),C) gehort. m

5.25 Theorem (Goursat) Essei f differenzierbar. Dann gilt [, f dz = 0 fiir jeden
Dreiecksweg A in U.

Beweis (i) Es sei A ein Dreiecksweg in U. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit
konnen wir annehmen, dal A ein Dreieck mit positivem Flicheninhalt berandet.
Denn hat A die Eckpunkte zg, z1 und z2 und gilt z2 € [z0, 21], so ist fA f(z)dz =0,
wie man leicht verifiziert. Wir bezeichnen den Abschlufl des von A berandeten
Dreiecks mit K.

Durch Verbinden der drei Sei-
tenmitten von A erhalten wir vier
kongruente abgeschlossene Teildrei-
ecke Ki,...,K, von K. Den (to-

pologischen) Rand von K orientie- =
ren wir geméf nebenstehender Abbil- Ay
dung und bezeichnen die so entstan- A N 7 A
denen Dreieckswege mit Aq,...,Ay4. ! 2
Dann gilt - >
4

f(z)dz :‘ / f(z)dz| <4 max‘/ f(z)dz] .

Unter den vier Dreieckswegen A1, ..., Ay gibt es einen, er werde A! genannt, mit

1<j<4

‘ N f(z)dz‘ = max ’/Af(z)dz‘ .

Somit gilt
‘/Af(z)dz‘ §4‘ N f(z)dz‘ .



368 VIII Kurvenintegrale

(i) Auf A! wenden wir das gleiche Zerlegungs- und Auswahlverfahren wie
auf A an. So erhalten wir induktiv eine Folge (A™) von Dreieckswegen und abge-
schlossene Dreiecke K™ mit

K'S5K2> ... 5K" > ’ F(2)dz
A’n

< 4‘/m+1 £(2) dz (5.10)

fir n € N*. Offensichtlich besitzt { K™ ; n € N*} die endliche Durchschnitts-
eigenschaft. Also folgt aus der Kompaktheit von K*', daB (0, K™ nicht leer ist
(vgl. Aufgabe II1.3.5). Wir fixieren ein zp in [ K™.

(iii) Die Ungleichung in (5.10) impliziert

’/Af(z)dz‘ < 4"

£(2) dz‘ . (5.11)
An
AuBlerdem gelten die elementargeometrischen Beziehungen
LA™ = L(A™)/2, diam(K""') = diam(K™)/2, neN*.
Hieraus folgt
LA™ =¢/2" , diam(K") =d/2" neN* |

mit ¢ := L(A) und d := diam(K).
(iv) Es sei € > 0. Aus der Differenzierbarkeit von f in z folgt die Existenz
eines § > 0 mit D(zp,d) C U und

() = f(0) = o)z = 20) < 22l . 2 €D(z0.0)

Wir wihlen nun n € N* mit diam(K™) = d/2" < §. Wegen zp € K" gilt dann
A™ C D(zp, §). Ferner impliziert der Cauchysche Integralsatz

0:/ dz:/ zdz .

Somit folgt

’ f(z)dz| = ‘ (F(2) = F(z0) — F(20)(z — 20)) dz
An An
= ;E oax |2 = 20| L(A™) < dgé diam(K"™)L(A™) = 4En )

Nun ergibt sich die Behauptung aus (5.11). m

5.26 Korollar Ist f differenzierbar, so ist f holomorph.

Beweis Dies folgt aus den Theoremen 5.24 und 5.25. m
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Der Weierstrafische Konvergenzsatz

Als eine weitere Anwendung des Satzes von Morera beweisen wir einen Satz von
Weierstrafl iiber die Grenzfunktion einer lokal gleichméfig konvergenten Folge
holomorpher Funktionen. Dieses Resultat haben wir — kombiniert mit Theo-
rem 5.11 — bereits in Anwendung VI.7.23(b) zum Beweis der Produktdarstellung
des Sinus verwendet.

5.27 Theorem (Weierstrascher Konvergenzsatz) Es sei (gy,) eine lokal gleichméBig
konvergente Folge holomorpher Funktionen in U. Dann ist g := lim g,, in U holo-
morph.

Beweis Geméif Theorem V.2.1 ist g stetig. Aus Bemerkung V.2.3(c) wissen wir,
daB (g,) auf jeder kompakten Teilmenge von U gleichmiflig konvergent ist. Also
konvergiert (g,) auf jedem Dreiecksweg A in U gleichmiifig gegen ¢g. Somit folgt
aus Satz VI.4.1(i)

n—oo

/ gdz= lim [ g,dz=0, (5.12)
A A

wobei die letzte Gleichheit aus dem Cauchyschen Integralsatz, angewandt auf g,
folgt. Da (5.12) fiir jeden Dreiecksweg in U richtig ist, liefert der Satz von Morera
die Behauptung. m

Aufgaben

1 Ist f: U — C reell differenzierbar, so heifien®
1 1
ow f ::2(8szi8yf) und Owf = 2(8zf+z‘8yf)

Wirtingerableitungen von f.

Man zeige:

(a) Owf=0wf, Owf=0w/f;

(b) f ist holomorph < dw f = 0;

(c) 40w ow f = 40w ow f = Af, falls f zweimal reell differenzierbar ist;
(

d) det [ Yo Uy } = det [ gg; gx; } = |ow fI* — |ow fI>.

2 Essei dz:=d(z— z). Dann gelten dz = dz — ¢ dy und

Vr Uy

df = 0ufdx+0yfdy = f dz=0wfdz+ 0w fdz
fiir f € C*(U,C).

3 Die 1-Form a € Q;)(U,C) heifit holomorph, wenn es zu jedem zo € U eine Umge-
bung V und ein f € C*(V,C) gibt mit df = «|V.

5Ublicherweise werden die Wirtingerableitungen mit & bzw. @ bezeichnet. Um Verwechslungen
mit unserer Bezeichnung 9 fiir den Ableitungsoperator zu vermeiden, schreiben wir dy bzw. dyy .
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(a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) « ist holomorph;

(ii) Es gibt eine reell differenzierbare Funktion a € C(U,C), so da o = adz gilt und «

geschlossen ist;

(ili) Es gibt ein a € C*(U,C) mit a = adz.

(b) Man zeige, dafl
rdr+ydy .xdy—ydx
T o2 Y2 oge g Y2

eine holomorphe 1-Form in C* ist. Ist « global exakt, d.h., gibt es eine in C* holomorphe
Funktion f mit a = fdz?
4 Es sei U zusammenhingend, und u: U — R sei harmonisch. Erfiillt v € C’l(U7 R) die
Relationen v, = —uy, und vy = u,, so sagt man, v sei zu u konjugiert. Man beweise:
(a) Ist v zu u konjugiert, so ist v harmonisch.
(b) Ist U einfach zusammenhingend, so gibt es zu jeder in U harmonischen Funktion
eine konjugiert harmonische Funktion. (Hinweis: Man betrachte u, — iuy.)

5 Man beweise den Weierstraflschen Konvergenzsatz mit Hilfe der Cauchyschen Integral-
formel. Ferner zeige man, dafl unter den Voraussetzungen von Theorem 5.27 fiir jedes
k € N die Folge ( f,(LM)neN der k-ten Ableitungen lokal gleichmiBig auf U gegen f* kon-
vergiert. (Hinweis: Satz VIL.6.7).

6 Es seien zo € U und r > 0 mit D(20,7) C U. Ferner seien z € D(z0,7) und § > 0 mit
D(z,d) C U. Man verifiziere, dafl 0D(z,d) und dD(zo,r) in U\{z} homotop sind.

7 Mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes zeige man ffooo dr/(1+ z?) = .
8 Esseienp=37_,arX" € C[X] mit a, = 1 und R := max{1,2 3}, |ax|}. Man zeige
l2["/2 < Ip(z) < 2]2|" , =z € RD".

9 Esseien 0 <rg <r <71 <oo,und f sei holomorph in D(zo,r1). Man beweise:

1F™ (=) <

rn!

D N.
(7‘ o TO)n+1 weg%%z),r) ‘f(w)| ) S (ZU,TO) , neE

10 Gibt es fiir eine ganze Funktion f ein n € N sowie M, R > 0 mit |f(z)| < M |z|" fiir
z € RD¢, so ist f ein Polynom mit Grad(f) < n. (Hinweis: Aufgabe 9.)

11 Es seien I'; und T's kompakte stiickweise-C'-Kurven in U und f € C(U x U, C).

Dann gilt
/ ( f(w,z)dw) dz:/ ( f(w,z)dz) dw .
Iy NIy ry ~Jrp
(Hinweis: Aufgabe VII.6.2).

12 Es seien T’ eine kompakte stiickweise-C'-Kurve in U und f € C(U x U, C). Ferner
sei f(w,-) fiir jedes w € U holomorph. Man zeige:

F:U—-C, z»—>/f(w,z)dw
r

ist holomorph, und F’ = [ 92 f(w, -) dw.
(Hinweis: Aufgabe 11, Satz von Morera, Satz VII1.6.7.)



VIIL.5 Holomorphe Funktionen 371

13 Essei L=a+Rb, a,be C, eine Gerade in C, und f € C(U,C) sei holomorph in
U\L. Dann ist f in ganz U holomorph. (Hinweis: Satz von Morera.)

14 Es sei U zusammenhingend, und f sei holomorph in U. Man beweise:
(a) Besitzt | f] in 2o ein globales Minimum, so gilt entweder f(z0) = 0, oder f ist konstant.

(b) Sind U beschrénkt und f € C(U, C)7 so hat entweder f eine Nullstelle in U, oder
| f| nimmt das Minimum auf OU an.

15 Fiir R > 0 heifit

2 12
Pr: RODx RD - C, (¢,2)— © 12

Poissonscher Kern fiir RD.

Man beweise:

(a) Pr(¢,2) =Re(((+2)/(¢—2)), (¢, 2) € ROD x RD;
(b) Fiir jedes ¢ € ROD ist Pr((,-) in RD harmonisch;
(c) Fir r € [0, R] und t,0 € [0, 27) gilt

R27T2

Pr(Re® reit) — .
r(Re™,re’) R2 —2Rrcos(f —t) + 72’

(d) Pi(1,re't)y =300 rlnleimt re0,1), teR;

(¢) J2™ Pr(Re', 2)df = 2m, z € RD.

(Hinweis zu (d): S5  (re'")* = 1/(1 — re'").)

16 Essei p> 1, und f sei holomorph in pD. Man zeige:

1 27

f(2) Pie? 2)f(e'Ydo, zeD.

:27r0

(Hinweise: (i) Fiir g € C*(poD, C) mit po > 1 gilt
1 27 g(ez‘G)
= S do D.
9(2) 27 /0 1—e 0z Z€
(ii) Fiir z € D und po := min(p, 1/|z]) ist g: poD — C, w — f(w)/(1 — wz) holomorph.)
17 Man zeige:
(a) Fir g € C(0D,R) ist
27 X X
D—C, z— [ P’ 2)g(e’’)do
0

harmonisch.
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(b) Ist f € C(D,R) in D harmonisch, so gilt

1 27

f(2) Pi(e? 2)f(e'%)do, zeD.

“on 0
(Hinweise: (a) Aufgabe 15(b) und Satz VIL.6.7. (b) Es seien 0 < ry < 1 mit limr, =1
und fr(z) := f(rez) fir z € r,:lD. Aufgabe 16 liefert

1 27

fr(2) P 2)fu(edz, zeD.

~ o 0
Nun betrachte man den Grenziibergang k — 00.)
18 Es seien a € C und o # Rea. Man zeige, da8 fiir 7o : R— C, s+— a+is gilt

ta 1
(&

At -1
= A= dA t>0.
- /%e (A—a) ) >

(Hinweis: Die Cauchysche Integralformel liefert

el = 1,/ eMA—a)tdN, teR, r>0.
2mi oD(a,r)

Man wende nun den Cauchyschen Integralsatz an.)
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6 Meromorphe Funktionen

Im Zentrum dieses Paragraphen steht die Untersuchung komplexer Funktionen,
die mit Ausnahme einzelner Punkte holomorph sind. Als typische Beispiele seien

C*—>C, zmel/%, C\{#+i} —=C, z—1/(1+2%,
C*—-C, zw~sin(z)/z, C\7Z —C, zwcotz
angefiithrt. Es wird sich herausstellen, dafl sich diese ,, Ausnahmepunkte“ erstaun-
lich einfach klassifizieren lassen. Als ein Hilfsmittel dient uns dabei die Laurent-
reihenentwicklung, die derartige Funktionen in eine Reihe mit positiven und ne-

gativen Potenzen des Arguments entwickelt, und somit die Taylorsche Reihe fiir
holomorphe Funktionen verallgemeinert.

Wir werden in diesem Zusammenhang auch den Cauchyschen Integralsatz
ausdehnen, was uns zum Residuensatz fithren wird, der viele wichtige Anwendun-
gen besitzt, von denen wir einige wenige angeben werden.

Die Laurentsche Entwicklung

Fiir ¢:= (¢,) € C* betrachten wir die beiden Potenzreihen

ne = chX" , hc:= Zc,nX" .

n>0 n>1

Thre Konvergenzradien seien p; und 1/pg, und es gelte 0 < pg < p1 < co. Dann
ist die durch nc bzw. he dargestellte Funktion ne bzw. he in p1D bzw. (1/po)D
aufgrund von Theorem V.3.1 holomorph. Da z — 1/z in C* holomorph ist und da
[1/2] < 1/pg fiir |z| > po gilt, garantiert Bemerkung 5.13(d), daf die Funktion

oo
z he(l/z) = Z Conz "
n=1
in |z] > po holomorph ist. Also ist
oo oo oo
Z Z cp 2" = Z cp 2™ + Z c_pz™ "
n=-—oo n=0 n=1

eine holomorphe Funktion im Kreisring um 0

Qpo, p1) == piD\poD ={z€C; po < |z] <p1} .
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Es sei nun zg € C. Dann heiit die (Summe der) Funktionenreihe(n)

Z en(z — 20)" = Z en(z —20)" + Z con(z—20)7" (6.1)

nez n>0 n>1

Laurentreibhe im Entwicklungspunkt zp, und (¢,) ist die Folge der Koeffizienten.
Ferner sind ) -, c_n(z — 20) ™" der Hauptteil und > ., c,(z — 20)" der Neben-
teil von » ., cn(z — 20)". Die Laurentreihe (6.1) ist in M C C konvergent [bzw.
normal konvergent|, wenn sowohl der Hauptteil als auch der Nebenteil in M kon-
vergieren [bzw. normal konvergieren|. Dann ist ihr Wert in z € M definitionsgemif
gleich der Summe der Werte des Haupt- und des Nebenteils in z, d.h.

oo oo oo
Z cn(z — 20)" = ch(zfzo)"Jch,n(zfzo)*" .
n=-—oo n=0 n=1

Aus den einleitenden Betrachtungen und Theorem V.1.8 folgt, dafl die Laurent-
reihe Y7 ., cn(2 — 20)" in jeder kompakten Teilmenge des Kreisringes um zg

20+ Qpo,p1) ={2€C; po <|z— 2| <p1}
normal konvergiert und dafl die Funktion
20+ Qpo,p1) = C, 2z Y ealz—20)"

holomorph ist. Die nachstehenden Uberlegungen zeigen, daB, umgekehrt, jede in
einem Kreisring holomorphe Funktion durch eine Laurentreihe darstellbar ist.

6.1 Lemma Fiir p > 0 und a € C gilt
/ dz _{27ri, la| < p,
p@DZia 07 ‘a|>p.

Beweis (i) Es seien |a| < p und § > 0 mit D(a, ) C pD. Weil ID(a,d) und poD
in C\{a} homotop sind (vgl. Aufgabe 5.6), folgt die Behauptung aus Satz 5.7 und
Beispiel 5.3(a).

(ii) Im Fall |a| > p ist pdD nullhomotop in C\{a}, und wir erhalten die
Behauptung wiederum aus Satz 5.7. m

6.2 Lemma Es sei f: Q(rg,r1) — C holomorph.
(i) Fiirr,s € (ro,r1) gilt

f(z)dz= f(z)dz.

roD sOD
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(ii) Es sei a € Q(pg, p1) mit ro < po < p1 < 1. Dann gilt

I [ R S A (O
fla) = 2mi /plaDzad 2mi /pO@Dzad

Beweis (i) Weil 70D und s0D in €2 := Q(rg,r1) homotop sind, folgt die Behaup-
tung aus Satz 5.7.

(11) Es sei g: ) — C durch
g@y{(ﬂ@—f@»ﬂz—@, 2€Q\{a}
f (a) ) Z=a,
erkldrt. Offensichtlich ist g in Q\ {a} holomorph mit

_ 'Rz —a) = f(2) + f(a)

g (z) = (2 — ) ) z € Q\{a} . (6.2)

Mit der Taylorschen Formel (Korollar IV.3.3)
1
f(z) = fa) + f'(a)(z = a) + , f"(a) (= — @) + o]z — af) (6.3)

fiir z — a finden wir

9(z) —gla) _ 1 (f(Z)—f(a)

zZ—a zZ—aQ zZ—a

1 o]z — a|2)

—1@) = @+

fir z — a in Q\{a}. Somit ist g in a differenzierbar mit ¢'(a) = f"(a)/2. Also
ist g in £ holomorph. Die Behauptung folgt nun durch Anwenden von Lemma 6.1
und (i) auf g. m

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir den angekiindigten Entwicklungssatz
beweisen.

6.3 Theorem (Laurentscher Entwicklungssatz) Jede in Q := Q(rg, 1) holomorphe
Funktion f besitzt eine eindeutig bestimmte Laurententwicklung

oo

flz)= Z ez, zef. (6.4)

n=—oo

Die Laurentreihe konvergiert normal auf jeder kompakten Teilmenge von €2, und
ihre Koeffizienten sind durch

Cn = 1/ f(odc, nel, ro<r<ry, (6.5)

T 2mi op ¢

gegeben.
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Beweis (i) Wir verifizieren zuerst die Darstellbarkeit von f durch die Laurent-
reihe mit den in (6.5) angegebenen Koeffizienten. Aus Lemma 6.2(i) folgt, daf ¢,
fiir n € Z wohldefiniert, d.h. unabhéngig von r, ist.

Es seien ro < sp < s1 <r; und z € Q(sg, s1). Fir ¢ € C mit |[¢| =s; gilt
|z/¢| < 1, und somit

1 1 "
c—zzc'l—z/cz,;cnﬂ

mit normaler Konvergenz auf s;0D. Also gilt

1
2mi /slaDCZdC ch

(vgl. Aufgabe 4.9). Fiir ¢ € C mit |¢] = so gilt |¢/z] < 1, und deshalb

1 1
(-2 z l—C/Z sz+1

mit normaler Konvergenz auf so0D. Hieraus folgt

B AT T B Pl (O e

27 Jsom C— 2 (\270 Js,0p
o0
= — Z c_pz ™.
n=1

Folglich erhalten wir aus Lemma 6.2(ii) die Darstellung (6.4).
(ii) Nun beweisen wir die Eindeutigkeit der Darstellung (6.4). Dazu gelte
f(z) =37 anz™ mit normaler Konvergenz auf kompakten Teilmengen von .

n=

Fiir r € (rg,71) und m € Z gilt dann (vgl. Beispiel 5.3(a))

1
_ f(z)z7m e = an/ 2y = ayy, .
2mi Jrop Z oD

n=—oo

Dies zeigt a., = ¢, fiir m € Z.
(iii) Da wir bereits weiter oben festgehalten haben, daf die Laurentreihe in
kompakten Teilmengen von 2 normal konvergiert, ist das Theorem bewiesen. m

Als eine einfache Konsequenz dieses Theorems erhalten wir die Laurent-
entwicklung einer in der offenen punktierten Kreisscheibe

D*(z0,7) == 20+ Q0,7r) ={2€C; 0< |z — 2| <7}

holomorphen Funktion.
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6.4 Korollar  Es sei f in D*(29,r) holomorph. Dann besitzt f eine eindeutig
bestimmte Laurententwicklung

f(z)= Z en(z —20)" 2z € D*(29,7) ,
mit
1 / f(2)
Cp = . dz , nez, € (0,r) .
27mi D(z0,p) (z — zo)nH1 p€(0,7)

Die Reihe konvergiert normal auf jeder kompakten Teilmenge von D*®(z,r), und

lenl <p™" max |f(z)], neZ, pe(0,r). (6.6)
2€0D(z0,p)

Beweis Mit Ausnahme von (6.6) folgen alle Aussagen aus Theorem 6.3, angewen-
det auf z — f(z+ zp). Die Abschiitzung (6.6) ergibt sich aus (6.5) und Satz 5.2(ii). m

Hebbare Singularititen

Im folgenden bezeichnen
e U eine offene Teilmenge von C und zy einen Punkt von U.

Fiir die holomorphe Funktion f: U\{zp} — C heifit 2y hebbare Singularitit, falls
es eine holomorphe Erweiterung F': U — C von f gibt. In diesem Fall werden wir
F oft wieder mit f bezeichnen, wenn keine Unklarheiten zu befiirchten sind.

6.5 Beispiel Es sei f: U — C holomorph. Dann ist zy eine hebbare Singula-
ritdt von

g: U\{z} — C, zH(f(Z)—f(Zo))/(Z—Zo)~

Insbesondere ist 0 eine hebbare Singularitdt von

zsin(z)/z, z+—(cosz—1)/z, zw—log(z+1)/z.
Beweis Dies folgt aus dem Beweis von Lemma 6.2(ii). m

Hebbare Singularitdten einer Funktion f lassen sich durch die lokale Be-
schrianktheit von f wie folgt charakterisieren:

6.6 Theorem (Riemannscher Hebbarkeitssatz) Essei f: U\{zo} — C holomorph.
Der Punkt zy ist genau dann eine hebbare Singularitdt von f, wenn f in einer
Umgebung von zy beschréankt ist.
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Beweis Es sei r > 0 mit D(z,7) C U.

Ist 29 eine hebbare Singularitéit von f, so gibt es ein F' € C“(U) mit F' D f.
Aufgrund der Kompaktheit von D(zg, ) folgt dann

sup  [f(z)|= sup [F(z)] < max [F(z)] <oo.
2€D*(20,7) 2€D® (20,7) 2€D(z0,7)
Also ist f auf der Umgebung D*(zg,7) von 2 in U\{zo} beschrinkt.
Um die Umkehrung zu beweisen, setzen wir

M(p) := Lempax 1f), pe(0r).

Nach Voraussetzung gibt es ein M > 0 mit M(p) < M fiir p € (0,r) (da |f| auf

D(z0,7)\{z0} stetig und somit fiir jedes 0 < ro < r auf der kompakten Menge

D(z0,7)\D(20,70) beschriankt ist). Somit folgt aus (6.6)
len] S M(p)p™" < Mp™" neZ, pe(0,r).

Also verschwindet der Hauptteil der Laurententwicklung von f, und aus Korol-
lar 6.4 folgt

f(z):ch(z—zo)” , z € D*(z0,7) .
n=0

Die durch
Z ch(zfzo)" , z € D(zo,7) ,
n=0

definierte Funktion ist holomorph auf D(zg,r) und stimmt auf D°®(z,r) mit f
iiberein. Also ist zo eine hebbare Singularitdt von f. m

Isolierte Singularititen

Es seien f: U\{z0} — C holomorph und r > 0 mit D(z,r) C U. Ferner sei

oo

f(z)= Z en(z —20)" z € D*(20,7) ,

n=—oo

die Laurententwicklung von f in D®(zg,7). Dann heifit z, isolierte Singularitit
von f, wenn 2 keine hebbare Singularitét ist. Aufgrund (des Beweises) des Rie-
mannschen Hebbarkeitssatzes ist dies genau dann der Fall, wenn der Hauptteil der
Laurententwicklung von f nicht identisch verschwindet. Ist 2y eine isolierte Singu-
laritéit von f, so heifit 2o Pol (oder Polstelle) von f, wenn es ein m € N* gibt mit
C—m # 0und c_, = 0 fiir n > m. In diesem Fall ist m die Ordnung des Pols. Sind
unendlich viele Koeffizienten des Hauptteils der Laurentreihe von Null verschieden,
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so heifit zp wesentliche Singularitit von f. Schliefllich wird das Residuum von f
in zg durch

Res(f, z0) :=c—1
erklart.

Eine Funktion g heifit meromorph in U, wenn es eine abgeschlossene Teil-
menge P(g) von U gibt, derart dafl g in U\ P(g) holomorph und jedes z € P(g)
ein Pol von g ist.! Dann ist P(g) die Polstellenmenge von g.

6.7 Bemerkungen (a) Essei f: U\{z0} — C holomorph. Dann gilt

: /
270 Jop(z,r)

fiir jedes 7 > 0 mit D(29,7) C U. Das Residuum von f in z; ist also, bis auf den
Faktor 1/27i, der nach Integration lings 0D(zg,r) ,,iibrigbleibende Rest* von f.

Res(f, ZO) =

Beweis Dies folgt aus Korollar 6.4 und Beispiel 5.3(a). m

(b) Die Polstellenmenge P(f) einer in U meromorphen Funktion f ist diskret und
abzihlbar, und sie besitzt in U keinen Hiufungspunkt.?

Beweis (i) Es sei z0 € P(f). Dann gibt es ein 7 > 0 mit D(z0,7) C U, so daB f in D*(zo,7)
holomorph ist. Deshalb gilt P(f) ND(z0,7) = {20}, was zeigt, dal P(f) diskret ist.

(i1) Nehmen wir an, P(f) besitze einen Haufungspunkt zo in U. Weil P(f) diskret
ist, gehort zo nicht zu P(f). Also liegt zo in der offenen Menge U\ P(f), und wir fin-
den ein r > 0 mit D(zo,r) C U\P(f). Folglich ist z¢ kein Haufungspunkt von P(f), im
Widerspruch zur Annahme.

(iil) Zu jedem z € P(f) gibt es ein r, >0 mit D*(z,7.) N P(f) =0. Ist K ei-
ne kompakte Teilmenge von U, so ist auch K N P(f) kompakt. Folglich finden wir
20, .., 2m € P(f) mit

KNP(f)C O D(zj,72;) -
j=0

Somit ist K N P(f) eine endliche Menge.

(iv) Um nachzuweisen, dafl P(f) abzihlbar ist, setzen wir
Kj={xecU; dx0oU)>1/j, |z[<j}, jeN*.

Aufgrund der Beispiele II1.1.3(1) und II1.2.22(c) und wegen des Satzes von Heine-Borel
ist jedes K; kompakt. Ferner gilt U]. K; = U, und K; N P(f) ist fiir jedes j € N* endlich.
Also folgt aus Satz 1.6.8, dal P(f) =, (K; N P(f)) abzihlbar ist. m

Der folgende Satz zeigt, dafl eine Funktion genau dann meromorph ist, wenn
sie sich lokal als Quotient zweier holomorpher Funktionen darstellen la8t.3

1P(g) kann auch leer sein. Also ist jede in U holomorphe Funktion dort auch meromorph.

2Es ist jedoch durchaus méglich, da sich die Polstellen von f am Rand von U héufen.

3Dies erklirt die Bezeichnung ,,meromorph®, was ,gebrochengestaltig bedeutet, wihrend
»holomorph* mit ,,ganzgestaltig” iibersetzt werden kann.



380 VIII Kurvenintegrale

6.8 Satz Die Funktion f ist genau dann meromorph in U, wenn es eine abge-
schlossene Teilmenge A von U gibt und die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) f ist holomorph in U\ A.
(i) Zu jedem a € A gibt es ein r > 0 mit D(a,r) C U und g, h € C*(D(a,r)) mit
h#0und f =g/h in D*(a,r).

Beweis (a) Es sei f meromorph in U. Dann gibt es zu a € P(f) =: Aeinr >0
mit D(a,r) C U, derart daB8 f in D®(a,r) die Laurententwicklung

oo

f(z) = Z en(z—a)", z € D*a,r) ,

n=-—m

mit einem geeigneten m € N* besitzt. Die holomorphe Funktion
D*(a,r) = C, z— (z2—a)"f(z)= ch_m(z —a)" (6.7)
k=0

hat in a eine hebbare Singularitét. Folglich gibt es ein g € C¥ (D(a, 7’)) mit
9(z) =(z=a)"f(z), O0<|z—a|<r.

Somit gilt fiir f in D*(a,r) die Darstellung f = g/h mit h := (X —a)™ € C¥(C).

(b) Es seien die angegebenen Bedingungen erfiillt. Gilt h(a) # 0, so kénnen
wir (durch Verkleinern von r) annehmen, dafl h(z) # 0 fiir z € D(a,r) gilt. Dann
ist f = g/h in D(a,r) holomorph. Im Fall h(a) = 0 kénnen wir annehmen, daf} es
ein m € N* gibt, so da & in D(a,r) die Potenzreihenentwicklung

h(z) = Z a(z—a)k =(z—-—a)™ Z Cntm(z —a)”
k=m n=0
besitzt, wobei ¢, wegen h # 0 von Null verschieden ist. Also ist die durch
o)=Y enrmlz—a),  zeD(ar),
n=0

definierte Funktion auf D(a,r) holomorph (vgl. Satz V.3.5) mit ¢(a) = ¢, # 0.
Folglich gibt es ein p € (0,7) mit ¢(z) # 0 fiir |z — a| < p, was g/¢ € C¥(D(a, p))
impliziert. Bezeichnet 3 -, bn(z —a)™ die Taylorreihe von g/¢, so folgt

1

_g(2) _ TN Np (s g-m D4

Hieraus und aus der Eindeutigkeit der Laurententwicklung lesen wir ab, dafl a ein
Pol von f ist. m
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6.9 Beispiele (a) Jede rationale Funktion ist meromorph in C und besitzt
hochstens endlich viele Pole.

(b) Der Tangens und der Cotangens sind meromorph in C. Ihre Polstellenmengen
sind 7(Z + 1/2) bzw. 7Z. Die Laurententwicklung des Cotangens in 7D* lautet

1 - C(Qk) 2k—1 (]
cotz:ZfZ; 7r2kz , z e mD® .

Beweis Wegen tan = sin / cos und cot = 1/ tan folgen die ersten beiden Behauptungen
aus Satz 6.8. Die angegebene Darstellung des Cotangens ergibt sich aus (VI.7.18), Theo-
rem VI.6.15 und der Eindeutigkeit der Laurententwicklung. m

(c) Die Gammafunktion ist meromorph in C. Thre Polstellenmenge ist —N.

Beweis Die Weierstrafische Produktdarstellung von Satz VI.9.5 und der Weierstraf3sche
Konvergenzsatz (Theorem 5.27) implizieren, dafl I' der Kehrwert einer ganzen Funktion
ist, deren Nullstellenmenge mit —N iibereinstimmt. Also erhalten wir die Behauptung
aus Satz 6.8. m

(d) Die Riemannsche ¢-Funktion ist meromorph in C.

Beweis Dies folgt aus Theorem VI.6.15. m

1/z

(e) Die Funktion z — e'/# ist nicht meromorph in C.

Beweis Wegen e'/* = exp(1/z) gilt

=1 11
1/z _ -1 eC*.
¢ ;k!zk Jrz_|—2,2'2Jr ’ i

Also ist 0 eine wesentliche Singularitit von z — e'/*. m

Einfache Pole

Wie wir im folgenden sehen werden, spielen die Residuen meromorpher Funktio-
nen eine besonders wichtige Rolle. Deshalb ist es wichtig, Residuen bestimmen
zu kénnen, ohne Laurententwicklungen explizit durchzufithren. Dies ist besonders
leicht bei Polen erster Ordnung, den einfachen Polen, der Fall, wie der nichste
Satz zeigt.

6.10 Satz Die holomorphe Funktion f: U\{zo} — C hat in zy genau dann einen
einfachen Pol, wenn z — ¢(z) := (z — z0) f(2) in zo eine hebbare Singularitit be-
sitzt mit g(zo) # 0. Dann gilt

Res(f, z0) = lim (z — z0) f(2) .

z—20
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Beweis Es sei g holomorph in U mit g(zp) # 0. Dann gibt es ein r > 0 mit
D(z0,7) C U und eine Folge (b,,) in C mit

Z) = an(z - ZO)n y %€ ]D)(ZO>T) ’ g(ZO) = bO 7é 0.

Wegen
f(z)= 9(2) = Z en(z—20)" z € D*(z0,7) ,

Z— 20 ne—1

mit ¢, 1= by41 und c_1 := by # 0 ist 2z ein einfacher Pol, und es gilt
Res(f,20) = c_1 = bo = g(20) = ZILITZlo(Z —20)f(2) .

Ist, umgekehrt, zq ein einfacher Pol von f, so gibt es ein r > 0 mit D(zp,7) C U und

o0

f2)= Y enlz—z20)",  2€D(z0,7), c1#0.

n=-—1

Hieraus folgt

oo

(z—20)f Z 1(z —20)", z € D*(z0,7) .

Nun ergibt sich die Behauptung aus dem Riemannschen Hebbarkeitssatz und dem
Identitéitssatz fiir analytische Funktionen. m

6.11 Beispiele (a) Es seien g und h in U holomorph, und h besitze in 2y eine
einfache Nullstelle, d.h., es gelten® h(zp) =0 und h'(zg) # 0. Dann ist f := g/h
meromorph in U, und z ist ein einfacher Pol von f mit Res(f, z0) = g(z0)/h'(20),

falls g(z9) # 0.
Beweis Die Taylorsche Formel liefert
h(z) = (2 — 20)(20) + o]z — 20]) (2= 20) ,

also h(z)(z — 20) " — h'(20) fiir z — zo. Dies impliziert

lim (z — 20)f(2) = lim 9(2)/ (M(z)(z = 20) ") = g(20)/ (20) ,

z—2zQ

und die Behauptung folgt aus den Sétzen 6.8 und 6.10 sowie dem Riemannschen Hebbar-
keitssatz. m

(b) Der Tangens und der Cotangens besitzen nur einfache Pole. Thre Residuen
sind durch

Res(tan, m(k 4+ 1/2)) = — Res(cot, k1) = -1, keZ,
gegeben.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus (a). m

4Eine einfache Nullstelle ist eine der Ordnung 1 (vgl. Aufgabe 1V.3.10).
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(c) Die Gammafunktion besitzt nur Pole erster Ordnung, und
Res(T',—n) = (-1)"/n!, neN.

Beweis Aus (V1.9.2) erhalten wir fiir z € C\(—N) mit Rez > —n — 1 die Darstellung

B I'(z4+n+1)
(z+n)l'(z) = 2(z+1) - (z4n—1)"

Also konvergiert (z 4+ n)I'(z) fir z — —n gegen (—1)"T'(1)/n!. Wegen I'(1) =1 ergibt
sich die Behauptung aus Beispiel 6.9(c) und Satz 6.10. m

(d) Die Riemannsche ¢-Funktion hat in 1 einen einfachen Pol mit dem Residuum 1.

Beweis Dies folgt aus Theorem VI.6.15. m

(e) Esseien p € Rund a > 0. Dann ist die durch f(2) := e~%?* /(2% + a?) definierte
Funktion meromorph in C und hat in +7a einfache Pole mit

Res(f, +ia) = +e*P/2iq .

Beweis Offensichtlich ist (z Fia)f(z) = e *P*/(z £ia) in +ia holomorph, und es gilt
lim (zFia)f(z) = +e*?*/2ia .

z—+ia

Die Behauptung folgt also aus Satz 6.10. m

(f) Fiir pe R und f(z) :== e P*/(2* + 1) gilt: f ist meromorph in C und
P(f)={zj = /4m/2 . 50 ... 3}.

Jeder Pol ist einfach, und fiir die Residuen gilt

Res(f,zj) = e "% [z}, 0<j<3.

Beweis Eine elementare Rechnung ergibt
3
H (z5 — 2zx) = 42? .
k=0
k#j

Somit folgt die Behauptung wieder aus Satz 6.10. m

Die Windungszahl

Bereits im letzten Paragraphen haben wir gesehen, dafl die Homotopieinvarianz
des Kurvenintegrals holomorpher Funktionen (Satz 5.7) zur effektiven Berechnung
von Integralen benutzt werden kann. Ein analoges Resultat wollen wir nun fiir
meromorphe Funktionen herleiten. Dazu miissen wir aber mehr tiber die Lage
der Pole relativ zur Integrationskurve wissen. Es ist das Ziel der nachstehenden
Betrachtungen, diese Information bereitzustellen.
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Im folgenden bezeichne

o T stets eine geschlossene, kompakte stiickweise-C'-Kurve in C.

Fiir a € C\T" heifit
w(T,a) = 1, / dz
2 Jrz—a

Windungszahl, Umlaufzahl oder Index von I" beziiglich a.

6.12 Beispiele (a) Es seien m € Z* und r > 0. Dann wird fiir zgp € C durch
Y : [0,27] — 20 + ret™ eine glatte Kurve 'y, := [, (20,7) parametrisiert, deren
Spur mit der Spur der orientierten Kreislinie 9D(z, ) iibereinstimmt. Ist m positiv
[bzw. negativ], so ist T',, gleich [bzw. umgekehrt] orientiert wie 9D(zq,r). Also
wird OD(zg,r) |m|-mal in positiver [bzw. negativer| Richtung durchlaufen, wenn ¢
von 0 bis 27 wandert. Aus diesem Grund nennen wir I',, die m-mal durchlaufene
Kreislinie mit Mittelpunkt zp und Radius r. Hierfiir gilt

m, la — zo] <71,
0, la — zo| > 1.

Beweis Wie im Beweis von Lemma 6.1 folgt im Fall |a — zo| < r

dz dz 27 imret™ .
= = it dt = 2mim .
r, 2= 0 r. Z— 20 o re

m

Im Fall |a — 29| > r ist [y, nullhomotop in C\{a}. m

(b) Fiir zg € Csei ', ein Punktweg mit spur(T',,) = {z0}. Dann gilt w(T',,,a) =0
fir a € C\{#0}.

(c) Sind 77 und 7 homotope stiickweise-C'-Schleifen in U und a € U¢, so gilt
w(l'1,a) = w(Ts,a)

fiir Iy = [v1] und T'y = [y2].

Beweis Fiir a € U° ist z+ 1/(z —a) in U holomorph. Also folgt die Behauptung aus
Satz 5.7. m

(d) Sind U einfach zusammenhéngend und I' C U, so gilt w(T',a) = 0 fiir a € U°.
Beweis Dies folgt aus (b) und (c). m

Fiir die m-mal durchlaufene Kreislinie I'y, := I';, (20, 7) gibt die Windungs-
zahl w(T,,, a) geméf Beispiel 6.12(a) an, wie oft sich T',,, um den Punkt a (in positi-
ver bzw. negativer Richtung) ,herumwindet“. Im folgenden werden wir zeigen, dafl
eine derartige geometrische Interpretation fiir die Windungszahl jeder geschlosse-
nen stiickweise-C''-Kurve richtig ist. Dazu beweisen wir zuerst einen technischen
Hilfssatz.
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6.13 Lemma Es sei I ein perfektes kompaktes Intervall, und v: I — C* sei
stiickweise stetig differenzierbar. Dann gibt es eine stetige und stiickweise stetig
differenzierbare Funktion ¢: I — C mit exp o ¢ = . Hierbei sind v und ¢ auf
denselben Teilintervallen von I stetig differenzierbar.

Beweis (i) Nach Satz I11.6.19 und Aufgabe I11.6.9 ist log,, := Log | (C\RTe'®)
fiir « € R eine topologische Abbildung von C\R"e’® auf R + i (a, o + 27), welche

exp(log, z) = z , z € C\Rtel™ | (6.8)

erfiillt. Hieraus erhalten wir (vgl. Beispiel 1V.1.13(e)), daB log, ein C'-Diffeo-
morphismus von C\R"e?® auf R + i (o, o 4 27) ist, der

(log,)'(z) =1/z,  ze€C\Rfe'™, (6.9)

erfiillt.
(ii) Da 7(I) kompakt ist, gibt es ein 7 >0 mit rD N ~(I) = . Aufgrund
der gleichmiéBigen Stetigkeit von v finden wir eine Zerlegung (¢o,...,%y) von I

mit diam(v|[t;—1,t;]) < r/2 fir 1 < j < m. Da v stiickweise stetig differenzierbar
ist, kénnen wir diese Zerlegung so wahlen, dal v|[t;—1,¢;] fir 1 < j < m stetig
differenzierbar ist. Weil keine der Kreisscheiben D; :=D(vy(t;),r) den Nullpunkt
enthilt, konnen wir fiir 1 < j < m ein a;; € (—7,7) mit RTetei 0 D, = 0 fixieren.
Dann setzen wir log; :=log,,  und ¢; :=log; o y|[t;—1,;]. GeméB (i) gehort ¢; zu
C'([tj—1,t5]), und da y(t) € D; N Djqq fiir ¢ € [t;_1,1;] gilt, finden wir mit (6.8)

exp(p;(t;)) = (t;) = exp(pja(t;) , 1<j<m—1.

Folglich garantieren Satz II1.6.13 und das Additionstheorem der Exponential-
funktion die Existenz eines k; € Z mit

(pj(tj) — S0j+1(tj) = 27Tikj 5 1 S ] S m—1. (610)

Nun definieren wir ¢ : I — C durch
Jj—1
o(t) ==i(t)+2mi Y kn, ta<t<t;, 1<j<m, (6.11)
n=0

mit ko := 0. Dann folgt aus (6.10) und der stetigen Differenzierbarkeit von log,
und v|[tj—1,t;], daB ¢ stiickweise stetig differenzierbar ist. SchlieSlich erhalten
wir expo ¢ =+ aus (6.8), der Definition von ¢; und der 2mi-Periodizitét der
Exponentialfunktion. m

6.14 Theorem Fiir jedes a € C\T ist w(I',a) eine ganze Zahl.

Beweis Es sei v eine stiickweise-C!-Parametrisierung von I', und (g, ..., %) sei
eine Zerlegung des Parameterintervalls I, so dafl v|[t;—1,t;] fir 1 < j <m ste-
tig differenzierbar ist. Dann gibt es zu a € C\I' aufgrund von Lemma 6.13 ein
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NS C'( ) mlt o|[ti- 1, ;1 € CHtj—1,t5] fir 1 <j<m und e? =+ — a. Hieraus
folgt ~(t o(t) ('y ) fir t;_; <t <t; und 1 < j < m. Somit erhalten wir

/F s —a Z/] ) 7( ) Z/ (tm) - W(to) . (6'12)
Da I' geschlossen ist, gilt
exp(go(tm)) =Fr—-a=Ar —a= exp(ap(to)) ,

also (tm) — p(to) € 2miZ, wie aus Satz I11.6.13(i) folgt. Somit ist w(T', a) ganz. m

6.15 Bemerkungen (a) Es seien die Voraussetzungen von Lemma 6.13 erfiillt.
Mit den Notationen des zugehorigen Beweises bezeichnen wir fiir 1 < j < m und
t € [tj—1,t;] mit arg;(y(t)) die eindeutig bestimmte Zahl n € (o, a; + 27) mit
Im(goj (t)) = 7. Dann folgt aus

elos 101 = [y (1) = [e#9] = eReel®

daf
@i (t) =log;~(t) = log|y(t)| + i arg; (v(t)) (6.13)

fir t;_; <t <t; und 1 < j < m gilt. Nun setzen wir

arg, . (t) := arg; (y(t)) + 2 Z kn

fir t;_1 <t <t; und 1 < j < m. Somit ergibt sich aus (6.11) und (6.13)
¢ =logo|y|+iarg, ., . (6.14)

Da ¢ stiickweise stetig differenzierbar ist, zeigt (6.14), daf} dies auch fiir arg, ., gilt,
wobei arg, ., und ~ auf denselben Teilintervallen von I stetig differenzierbar sind.
Mit anderen Worten: arg, ., ist eine stiickweise stetig differenzierbare ,, Auswahl-
funktion* der mengenwertigen Funktion Argo -+, d.h.; es gilt

arg, ., € Arg(v(t)) , tel.

Ebenso ist ¢ eine stiickweise stetig differenzierbare Auswahlfunktion des mengen-
wertigen Logarithmus Log o« von 7.

(b) Es seien + eine stiickweise-C''-Parametrisierung von I' und a € C\T. Ferner sei

= log o |’Y - a’| +1 argc,’yfa
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eine stiickweise-C''-Auswahlfunktion fiir Log o (7 — a), wobei ¢ fiir 1 < j < m zu
Cttj_1,t;] gehore. Dann gilt

b t; _ t
[ sttdt=togoly —alle_, +iam., ]l =) - elty0).
i1

Wegen log |v(tm) — a| = log|y(to) — a| folgt somit aus (6.12)

wCia) = o [ = (e a(t) — anee o(t)

2mi Jpz—a 27
Dies zeigt, dafl das 2mw-fache der Windungszahl von I' beziigl. a die ,Gesamt-
dnderung® des Arguments arg, ._, von vy — a ist, wenn I' von ~y(to) nach 7(t)
durchlaufen wird. Also gibt w([',a) an, wie oft sich I' um den Punkt a herum-

windet, und zwar im Uhrzeigersinn, wenn w(T", @) > 0, und im Gegenuhrzeigersinn,
wenn w(lya) < 0 gilt. m

6 N

r //
4

/\/argc,v

27 /

Eine Kurve mit w(T",0) = 3

v

Die Stetigkeit der Umlaufzahl

Wie zeigen zuerst ein einfaches Lemma fiir Abbildungen in diskrete Rdume.

6.16 Lemma FEsseien X und Y metrische Ridume, und Y sei diskret. Ist f: X — Y
stetig, so ist f auf jeder Zusammenhangskomponente von X konstant.

Beweis Es sei Z eine Zusammenhangskomponente von X. Nach Theorem II1.4.5
ist f(Z) zusammenhingend. Weil Y diskret ist, besteht jede Zusammenhangs-
komponente von Y aus genau einem Punkt. Also ist f auf Z konstant. m

Da T' kompakt ist, gibt es ein R > 0 mit I' C RD. Also enthilt C\T' die
Menge RD®, was zeigt, dafl C\I' genau eine unbeschriinkte Zusammenhangskom-
ponente besitzt.
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6.17 Korollar Die Abbildung w(T',-): C\T' — Z ist auf jeder Zusammenhangs-
komponente konstant. Gehért a zur unbeschréinkten Zusammenhangskomponente
von C\T, so gilt w(T',a) = 0.

Beweis Es seien a € C\T und d:=d(a,T"). Wir fixieren ein ¢ > 0 und setzen
6 := min{end®\ L(T'),d/2}. Dann gelten
|z—al>d>0 und |z—0b>d/2, zel', beD(a,d).

a—b 1 2

Hieraus folgt
r r L(T <
|w(T, a) — w( b)\_2 /(z o)z —b) dz<2 ()d26_5

fir b € D(a, d). Da € beliebig war, ist w(T', -) stetig in a € C\I'. Die erste Aussage
folgt nun aus Theorem 6.14 und Lemma 6.16.

Es bezeichne Z die unbeschrinkte Zusammenhangskomponente von C\T'.
Ferner sei R > 0 so gewéihlt, dal Z die Menge RD® enthélt. Schlieflich wihlen wir
a € Z mit |a] > R und |a| > L(T")/7 4+ max{ \z\ ; 2 € F} Dann gilt

lw(T, a)] <

_27r/ \z—a|

Wegen w(I',a) € Z folgt w(I',a) = 0, und somit w(T, b) =0 fir jedesbe Z. m

7T
Lo

6.18 Korollar Es sei f in U meromorph, und es gelte w(T',a) =0 fiir a € U°.
Dann ist { z € P(f)\T' ; w(I',z) # 0} eine endliche Menge.

Beweis Nach Korollar 6.17 ist B := {z € U\I' ; w(T',z) # 0 } beschréinkt. Wenn
BN P(f) nicht endlich ist, besitzt diese Menge einen Hiufungspunkt zy € B. Da
P(f) geméB Bemerkung 6.7(b) in U keinen Hiufungspunkt hat, gehort zg zu U°.
Also ist voraussetzungsgemif w(T, z9) = 0. Andererseits folgt aus der Stetigkeit
von w(T,-) und w(T, B) C Z*, daB w(T',2p) von Null verschieden ist. Also ist
Bn P(f) endlich. m
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Der allgemeine Cauchysche Integralsatz

Der Begriff der Umlaufzahl erlaubt es, den Geltungsbereich des Cauchyschen
Integralsatzes und der Cauchyschen Integralformel deutlich zu erweitern. Dazu
schicken wir den folgenden Hilfssatz voraus.

6.19 Lemma Es seien f: U — C holomorph und I' C U.
(i) Die Funktion

g: UxU—C, (z,w)»—>{ (/) =

ist stetig.
(ii) Die Abbildung
h:U—C, z»—>/g(z,w)dw
r

ist analytisch.

Beweis (i) Offensichtlich ist g in jedem Punkt (z,w) mit z # w stetig.

Es seien zp € U und € > 0. Dann gibt es ein r > 0 mit D(zp,7) C U und
|7/(¢) — f'(20)| < e fiir ¢ € D(zg, 7). Fiir z,w € D(29,r) und 7(t) := (1 —¢t)z + tw
mit ¢ € [0, 1] folgt, wegen spur(y) C D(zg,r), aus dem Mittelwertsatz

1
9z, w) — g(z0, 20) = / 7/ (4(8)) — f'(z0)] dt

Somit gilt |g(z, w) — g(z0, 20)| < €, was zeigt, dafl g in (2o, z0) stetig ist.
(ii) Aufgrund von (i) ist h wohldefiniert. Wir wollen die Analytizitéit von h mit

Hilfe des Satzes von Morera (Theorem 5.24) nachweisen. Dazu sei A ein Dreiecks-
weg in U. Aus Aufgabe 5.11 folgt®

A(/Fg(z,w) dw) dz:/r(/Ag(z,w) dz) dw . (6.15)

Ferner zeigt der Beweis von Lemma 6.2, da§ g(-,w) fiir jedes w € U zu C¥(U)
gehort. Also folgt aus Theorem 5.25 [, g(z,w)dz = 0 fiir w € T', und wir erhalten
S M(z)dz = 0 aus (6.15). Somit ist h analytisch. m

Die Kurve I' in U heifit nullhomolog in U, wenn sie geschlossen und stiickweise
stetig differenzierbar ist, und wenn w(I',a) = 0 fiir a € U® gilt.b

5Hierbei handelt es sich um eine elementare Version des Satzes von Fubini, der in voller
Allgemeinheit in Band IIT bewiesen wird. Vgl. auch Aufgabe 5.12.
6Ist U = C, so ist jede geschlossene stiickweise- C1-Kurve nullhomolog.
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6.20 Theorem (Homologieversionen des Cauchyschen Integralsatzes und der Inte-
gralformel) Es seien U offen in C und f holomorph in U. Dann gelten fiir jede
in U nullhomologe Kurve T'

L (O B .
gm»/rc_de— T, 2)f(2) , eU\l, (6.16)

und

/f(z)dzzO . (6.17)
r

Beweis Wir verwenden die Bezeichnungen von Lemma 6.19.
(i) Offensichtlich ist (6.16) zur Aussage

h(z)=0, zeU\l, (6.18)

fquivalent. Um letztere nachzuweisen, seien Uy := { z € C\I' ; w(I',z) =0} und

ho(z) = 21_ /F f(() dC R ze Uy .

e (—=z

Geméf Theorem 6.14, und da w(T, -) stetig ist, ist Uy offen. Ferner gilt

L[ f(©)
h = d¢ — I,2)=h(z) .
o) = g [ I = sz = niz)
fir z € UNUp. Da hy holomorph ist, gibt es nach dem Eindeutigkeitssatz fiir
analytische Funktionen (Theorem V.3.13) eine auf U U Uy holomorphe Funktion H
mit H D hp und H D h. Voraussetzungsgemé$ gilt w(I',a) =0 fir a € U¢. Also
gehort U€ zu Uy, und wir erkennen, da3 H eine ganze Funktion ist.

(ii) Es sei R >0 mit I' C RD. Da RD° in der unbeschrinkten Zusammen-
hangskomponente von C\T" liegt, gilt RD° C Uy. Es sei nun € > 0. Wir setzen
M :=maxcer | f(¢)| und R’ := R+ L(I')M/2ne. Fiir z € R'D® gilt dann

[ —2[ = |z| = [(| > L(I)M/27e , (€T,
und wir finden

1
Iho(2)] < 27T/F’gf(<)z’d<<5’ 2 R'D". (6.19)

Wegen ho C H, und weil H als ganze Funktion auf beschrankten Mengen be-
schréankt ist, folgt, dal H auf ganz C beschréankt ist. Somit erhalten wir aus dem
Satz von Liouville und (6.19), da8 H iiberall verschwindet. Nun impliziert h C H
die Aussage (6.18).



VIII.6 Meromorphe Funktionen 391

(iii) Es seien a € C\T" und
F:U—-C, z—(z—a)f(z).
Da F holomorph ist und F(a) = 0 gilt, zeigt (6.16)

1 1 F
) / f(x)dz=_ . / (2) dz =w(l,a)F(a) =0 .
2mi Jp 2w Jrz—a

Damit ist alles bewiesen. m

6.21 Bemerkungen (a) Ist U einfach zusammenhiingend, so ist jede geschlossene

stiickweise-C-Kurve nullhomolog in U. Somit stellt Theorem 6.20 eine Erweite-
rung der Theoreme 5.5 und 5.9 dar.

Beweis Dies folgt aus Beispiel 6.12(d). m

(b) Unter den Voraussetzungen von Theorem 6.20 gelten die verallgemeinerten
Cauchyschen Ableitungsformeln

w(l, 2) fR)(2) = M /(Cf(o d¢, zeU\l', keN.
r

- 2mi — z)k+1

Beweis Dies folgt leicht aus Theorem 6.20. m

Der Residuensatz

Das néchste Theorem verallgemeinert die Homologieversion des Cauchyschen In-
tegralsatzes auf den Fall meromorpher Funktionen.

6.22 Theorem (Residuensatz) Es seien U offen in C und f meromorph in U.
Ferner sei T' eine Kurve in U\ P(f), welche in U nullhomolog ist. Dann gilt

/Ff(z) dz = 2mi Z Res(f, p)w(T,p) , (6.20)

pEP(f)
wobei nur endlich viele Summanden von Null verschieden sind.
Beweis Von Korollar 6.18 wissen wir, daB A :={a € P(f) ; w(l',a) # 0} eine

endliche Menge ist. Folglich gibt es in (6.20) nur endlich viele von Null verschiedene
Summanden.

Es sei A ={ao,...,am}, und f; sei der Hauptteil der Laurententwicklung
von f in a; fiir 0 < j < m. Dann ist f; holomorphin C\{a;}, und F := f — Z;”:O fi
hat in ag, ..., a; hebbare Singularititen (da F' in a; lokal die Form

F=gi=> f
k=0
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hat, wobei g; der Nebenteil von f in a; ist). Also hat F aufgrund des Riemannschen
Hebbarkeitssatzes eine holomorphe (wieder mit F' bezeichnete) Fortsetzung auf

Uy = U\ (P(f)\A) = AU (U\P(f)) -

Da T in U\ P(f) liegt und in U nullhomolog ist, liegt T in Uy und ist dort nullho-
molog. Also folgt aus dem allgemeinen Cauchyschen Integralsatz fr Fdz =0, was

/Ffdzzji/rfjdz (6.21)

impliziert. Da a; ein Pol von f ist, gibt es n; € N* und cir €Cfir 1 <k <n;
und 0 < j < m mit

FE) = crz—a)) ™", 0<j<m.
k=1

Somit folgt aus Bemerkung 6.21(b) (mit f = 1)

- dz
fidz = c'k/ = 2micjyw(T, ay) .
/1‘ ! kz:; e (2 —a)k ! !

Wegen c;1 = Res(f, a;) erhalten wir die Behauptung aus (6.21) aufgrund der De-
finition von A. m

Fourierintegrale

Der Residuensatz besitzt viele wichtige Anwendungen, von denen wir exemplarisch
die Berechnung uneigentlicher Integrale herausgreifen. Dabei beschranken wir uns
auf eine besonders bedeutende Klasse, ndmlich die der Fourierschen Integrale.

Es sei f: R — C absolut integrierbar. Dann ist fiir p € R, wegen |e~¢P%| =1
fir € R, auch die Funktion z +— e *P*f(z) absolut integrierbar. Also ist das
Fouriersche Integral von f in p,

f(p) = /00 e P f(x)dx € C (6.22)

— 00

fiir jedes p € R definiert. Die durch (6.22) definierte Funktion f:R — C heiBt
Fouriertransformierte von f.

Der néchste Satz und die nachfolgenden Beispiele zeigen, dafl zur Berechnung
von Fouriertransformierten in vielen Féllen der Residuensatz niitzlich ist.
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6.23 Satz Die auf C meromorphe Funktion f besitze folgende Eigenschaften:
(i) P(f) ist endlich;

(i) P(f)NR = 0;

(iii) lim; o0 2f(2) = 0.

Dann gilt
—2mi ZZEP(f) Res(feiipia Z) ; P> 0 5
Y . Im 2<0
fo) = 270 Y e p(f) Res(fe™r", 2) , p<0.
Im 2>0

Beweis Es sei p < 0. Nach Annahme (i)
gibt es ein > 0 mit P(f) C rD. Wir wih-
len I' als positiv orientierten Rand von
Vi=rDN{ze€C; Imz>0}. Dann gilt

1, zeV,
0, =ze(V)°,

w(l, z) = {
(vgl. Aufgabe 13). Also folgt aus dem Residuensatz

f(z)e " do 4 / f(re”)efipre“re” dt = 2mi Z Res(fe 7", 2) .
-r 0 zeV

Das Integral {iber den Kreisbogen lét sich wegen p < 0 wie folgt abschétzen:

s ) . . .
’/ f(re”)eiipreltre” dt’ < m max |rf(re't)eP s < mmax |z f(z)] .
0 <r |z|=r
Die Voraussetzung (iii) impliziert nun die Behauptung.

Der Fall p > 0 wird analog mit einem in {z € C; Imz <0} verlaufenden
Weg behandelt. m

6.24 Beispiele (a) Fiir f(z) := 1/(2? + a?) mit a > 0 gilt
Flp) =mePle/q peR.

Beweis Die durch f(z) := 1/(2* + a?) definierte Funktion ist meromorph in C. Ferner
ist f|R absolut integrierbar (vgl. Beispiel V1.8.4(e)), und es gilt lim|,|_,o 2f(z) = 0. Fiir
die Residuen von z — e~ "P# f(z) in den einfachen Polen +ia haben wir in Beispiel 6.11(e)
gefunden:

Res(e”"P* f(z), tia) = +e*7 /2 a .

Somit folgt die Behauptung aus Satz 6.23. m
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(b) Es gilt
/°° de  w
et 1 V2
Beweis Wir betrachten die in C meromorphe Funktion f mit f(z):= 1/(z* +1). Die
Pole von fin {# € C; Imz >0} sind 20 := (1 +4)/v2 und 21 :=i20 = (=1 +14)/V2.
Aus Beispiel 6.11(f) wissen wir

1

Res(fe """, z0) + Res(fe *7', z1) = 5
4z

((fipz0 +z‘eﬂ‘pzl) .
Nun folgt aus Satz 6.23

/j; o =Foy =2mi (L 0+ 0) = T (ca) (1) = Ty

also die Behauptung. m

Um den Wert des konvergenten uneigentlichen Integrals [, sin(z)dz/z zu
bestimmen, kann ebenfalls der Residuensatz herangezogen werden, obwohl 0 eine
hebbare Singularitét von x +— sin(x)/z ist und das Integral nicht absolut konver-
giert (vgl. Aufgabe VI.8.1).

6.25 Satz Fiir p € R gilt

R sing _, T Pl <1,
lim e "Prdr =< 7w/2, pl=1,
R—o0 _R T
0, Ip| > 1.
Beweis (i) Es sei R > 1. Wir integrieren die
ganze Funktion
ZHSinze—ipz //,/""‘~\\\ k;
/, »
iitber den Weg g, der von —R léngs der re- K Y
ellen Achse nach —1, dann ldngs der obe- N - \'.
ren Hilfte der Einheitskreislinie nach +1 und -R: T 1 ‘R
schlieBlich ldngs der reellen Achse nach R B ;
verlduft. Aufgrund des Cauchyschen Integral- /.’I
satzes gilt h Tk

R . .

sinz _. sinz _.
/ e ”’””d:c:/ e "PPdz
-R ¥ yr *

Wegen sin z = (e'* — e~%)/2i folgt

R .
/ smxeﬂ-pm do — 1. / (efiz(pfl) 7672'Z(p+1))dz .
-R T 2 YR z
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(ii) Nun berechnen wir die Integrale

1 e—izq

hr(q) = / dz , geR.
VR

21 z

Dazu betrachten wir die durch die Schleifen v + kﬁ mit
k% [0,m] — C, t+s Re*'!

parametrisierten Kurven Fﬁ. Dann gelten w(I';,0) = 0 und w(I'y,0) = —1. Wegen
Res(e%#/2,0) = 1 folgt aus dem Residuensatz

1 —izg 1 [T . peit
ha(g) =~ / g = / emiakett gy
2mi Jyt 2 2 Jo

und
27

1 —izq 1[0 e
hr(q) =-1-— /I( ¢ dz=-1+ / e taRe gt
R

(iii) Als néchstes zeigen wir
/ e iR gt .0 (R—o0), q<0. (6.23)
0
Dazu sei € € (0,7/2). Wegen ¢sint < 0 fiir ¢ € [0, ] folgt
eiaRe' | ZgaRsint <1 o0, R>1, tel0,q],
und wir finden
€ i . it
‘(/ +/ )e*“fRe dt’§25, g<0, R>1. (6.24)
0 T—€
Aufgrund von gsine < 0 gibt es ein Ry > 1 mit
eqRSintSCqRSinESE, RZR0> EStST(—E.

Also folgt

m™T—E . it
/ —iaRe dt‘ <er, R>Ry,
1>

was zusammen mit (6.24) die Aussage (6.23) beweist. Analog verifiziert man im
Fall ¢ > 0:

0 ,
/ e R dt 0 (R — o) .
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- (iv)( M)an tiberpriift leicht, dafl hr(0) = —1/2 fiir R > 1 gilt. Somit folgt aus
ii) und (iii

0, qg<0,
Rlim hr(q) =<4 —-1/2, qg=0,
o -1, q>0.
Wegen (i) gilt
. B sina —ipw .
gm [T e de=m lim (hr(p—1) —he(p+1))

woraus sich die Behauptung ergibt. m

o .
sinx
/ de=m.
oo T

Beweis Die Konvergenz des uneigentlichen Integrals ffooo(sin x/x) dx folgt aus
den Aufgaben VI.4.11(ii) und VI.8.1(ii). Seinen Wert erhalten wir aus Satz 6.25. m

6.26 Korollar

6.27 Bemerkungen (a) Aus Satz 6.25 folgt nicht, da$ fiir p € R das uneigentliche
Integral
/ sinx P g
oo T

konvergiert. Dazu miifiten ja limpg_ o fOR oo dz und imp_ oo fER ... dr unabhin-
gig voneinander existieren. Wenn der Grenzwert

VP/f Jlim. f()

fiir eine (stetige) Funktion f : R — C existiert, so heiit er Cauchyscher Hauptwert’
von | fooo f- Ist f uneigentlich integrierbar, so existiert der Cauchysche Hauptwert

und stimmt mit ffooo f tberein. Die Umkehrung dieser Aussage gilt jedoch nicht,
wie das Beispiel f(t) :=t fiir t € R zeigt.

(b) Da die Funktion g: R - R, =z + sin(z)/z nicht absolut integrierbar ist,
kénnen wir g keine Fouriertransformierte § zuordnen. Man kann (und mu8!) die
Definition der Fouriertransformierten jedoch wesentlich allgemeiner fassen — im
Rahmen der Theorie der Distributionen® —, als wir dies hier getan haben. In

"Vgl. Aufgabe V1.8.9.
8Fiir eine Einfithrung in die Theorie der Distributionen mit vielen wichtigen Anwendungen
sei z.B. auf [Sch65] verwiesen.
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dieser allgemeineren Theorie ist dann auch die Fouriertransformierte von g defi-
niert, und g ist die stiickweise konstante Funktion, welche durch den in Satz 6.25
angegebenen Cauchyschen Hauptwert definiert ist.

(c) Die Fouriertransformation, d.h. die Abbildung f — £, ist in vielen Gebieten
der Mathematik und der Physik von grofler Bedeutung. Ein genaueres Studium die-
ser Abbildung ist aber nur im Rahmen der Lebesgueschen Integrationstheorie sinn-
voll. Deshalb werden wir in Band III wieder auf Fourierintegrale zuriickkommen
und einige der Griinde fiir ihre Wichtigkeit erldutern kénnen. m

Wir verweisen auf die Aufgaben und insbesondere auf die Literatur zur
Funktionentheorie (z.B. [Car66], [Con78], [FB95], [Rem92]) fiir eine Vielzahl von
weiteren Anwendungen der Cauchyschen Integralséitze und des Residuensatzes,
sowie fiir tiefergehende Weiterentwicklungen der Theorie der holomorphen und
meromorphen Funktionen.

Aufgaben

1 Esseien f holomorph in U und 29 € U mit f’(20) # 0. Aulerdem sei g : C — C mero-
morph und besitze in wo := f(20) einen einfachen Pol. Man zeige, dafl g o f in 2o einen
einfachen Pol mit Res(g o f,z0) = Res(g,wo0)/f’(20) besitzt.

2 Die in C meromorphe Funktion f besitze in (7o, 71) mit 7o > 0 die Laurententwick-
lung >°°7  __cnz™ mit c_p # 0 fiir n € N. Man beweise oder widerlege: f besitzt eine
wesentliche Singularitét. (Hinweis: Man betrachte z — 1/(z — 1) in Q(1,2).)

3 Esseien a,b € C mit 0 < |a| < |b] und

a—2>b

f:C\{a,b} - C, 2z~ (=—a)(z—b) "

(a) Man bestimme die Laurententwicklung von f um 0 in Q(0,|al), Q(]al,|b]) und £2(]b],c0).

(b) Wie lautet die Laurententwicklung von f in a? (Hinweis: Geometrische Reihen.)

/ 4dz und / e”sin z A
op 14422 o (1 —e7)?

5 Die holomorphe Funktion f: U\{z0} — C besitze in zo € U eine isolierte Singularitét.
Man beweise die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

4 Man berechne

(i) 20 ist ein Pol der Ordnung n;
(ii) g: U\{z20} = C, z— (2 —20)" f(z) hat in 2o eine hebbare Singularitéit mit g(z0) # 0;
(iif) Es gibt €, My, M2 > 0 mit D(zo,e) C U und

Milz—2| " < [f(2)| € Malz—z| ™, z€D(z0,) .

6 Es ist zu zeigen, dafl zo € U genau dann ein Pol der in U\{zo} holomorphen Funkti-
on f ist, wenn gilt: |f(z)| — oo fiir z — zo.
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7 Es sel 2o eine isolierte Singularitét der in U\ {20} holomorphen Funktion f. Man zeige,
daf} die folgenden Aussagen #quivalent sind:

(i) zo ist eine wesentliche Singularitéit;
(ii) Zujedem wo € C gibt es eine Folge (z5) in U\ {z0} mit lim 2z, = 2o und lim f(z») = wo.

(Hinweis: ,,(i)=>(ii)“ Wenn die Aussage falsch ist, gibt es ein wo € C und r,s > 0 mit
f(D(20,7)) ND(wo,s) = 0. Dann ist g: D*(z0,7) — C, 2z~ 1/(f(2) —wo) holomorph
und beschrinkt. Mit Hilfe von Theorem 6.6 und Aufgabe 6 diskutiere man die Félle
g(20) = 0 und g(z0) # 0.)

8 Man bestimme die singuléren Punkte von
2z e/~ 1), 2z (24 Dsin(1/(z — 1)) .
Liegen Pole oder wesentliche Singularitdten vor?

9 Man verifiziere, dafl ¢ eine wesentliche Singularitdt von z +— sin (TF / (2> + 1)) ist.
(Hinweis: Aufgabe 7.)

10 Es sei U einfach zusammenhéngend, und a € U sei eine isolierte Singularitét der in
U\{a} holomorphen Funktion f. Man beweise, daB f genau dann eine Stammfunktion
in U\{a} besitzt, wenn gilt Res(f,a) = 0.

11 Man beweise Bemerkung 6.21(a).

12 Firp e (0,1) gilt
7

oo eTI
P dx = .
v /700 14es sin(pm)

(Hinweis: Man integriere z — e*(1 4 €*)~! ldngs der im Gegenuhrzeigersinn durchlau-
fenen Rechteckskurve mit den Ecken =R und £R + 273.)

13 Es seien T'; stiickweise-C'-Kurven, parametrisiert durch ~; € C(I,C) fiir j = 0, 1.
Ferner sei z € C mit |yo(¢) — y1(¢)| < |y0(¢t) — 2| fiir ¢t € I. Dann gilt w(To, z) = w(I'y, 2).
(Hinweis: Fiir v := (71 — 2) /(70 — z) gelten

w([+],0) = w(I'1,z) — w(lo, 2)
und |1 —~v(¢)| < 1 mit ¢t € I.)

14 Fiir die in U meromorphe Funktion f wird durch N(f) := {2 € U\P(f); f(z) =0}
die Nullstellenmenge definiert. Man beweise:
(i) Ist f #0, so ist N(f) eine diskrete Teilmenge von U.
(ii) Die Funktion
1/f: U\N(f) = C, z—1/f(2)
ist meromorph in U, und es gelten P(1/f) = N(f) sowie N(1/f) = P(f).
(Hinweise: (i) Identitédtssatz fiir analytische Funktionen. (ii) Aufgabe 6.)

15 Man zeige, dal die Menge aller in U meromorphen Funktionen beziiglich der punkt-
weisen Addition und Multiplikation ein Korper ist.



VIII.6 Meromorphe Funktionen 399

16 Es ist zu zeigen, daf

/oo 1‘2 dp — T
Lo It 2
(Hinweis: Satz 6.23.)

17 Man verifiziere

* cosx e
/ 5 , dr = , a>0.
0o T?+a 2a

(Hinweis: Beispiel 6.24(a).)

18 Es seien f meromorph in U, f # 0 und g := f’'/f. Man beweise:
(i) g ist meromorph in U und hat nur einfache Pole.
(ii) Ist zo eine Nullstelle von f der Ordnung m, so gilt Res(g, z0) = m.

(iii) Ist zo ein Pol von f der Ordnung m, so gilt Res(g,z0) = —m.

19 Es sei f meromorph in U, und P sei eine Kurve in U\ (N(f) U P(f)), welche in U
nullhomolog ist. Fiir z € N(f) U P(f) bezeichne v(z) die Vielfachheit von z. Dann gilt

L [fGe), _

neN(f) pEP(f)

20 Fiir 0 < a < b < 1 berechne man
1 / 2z — (a+b)
. dz .
211 Jop 22 — (@ + b)z + ab

21 Man bestimme [*_dz/(z* + 4% 4 3).
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Oszillator, harmonischer, 148

Parabel, Neilsche, 257, 316
Parameter
—bereich, 255, 263
—intervall, 295
—linie, 274
Parameterwechsel
orientierungserhaltender, 294
orientierungsumkehrender, 295
Parametrisierung, 263, 295
nach der Bogenlange, 303
regulédre, 255, 295
stiickweise-C'9—, 300
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Parsevalsche Gleichung, 81, 91
Partialbruchzerlegung des Cotangens, 86
partielle Ableitung, 159
partikuldre Losung, 136
Pascalsches Limagon, 255, 300, 315
Peano-Kurve, 292
periodisch, doppelt, 44
Pfaff
—sche Form, 318
holomorphe —sche Form, 369
Phasen
—ebene, 145
—portrat, 248
Picard-Lindel6f, Satz von, 244
Poincaré, Lemma von, 326
Poissonscher Kern, 371
Pol, 378
—stellenmenge, 379
einfacher, 381
Ordnung eines —s, 378
Polarkoordinaten, n-dimensionale, 268
Polynom
Bernoullische —e, 54
charakteristisches, 138, 146
Fourier—, 77
Legendresche —e, 49
normiertes, 46
zerfallendes, 139
positiv
— definit, 151, 166
— homogen, 178
— orientiert, 304
— orientierte Kreislinie, 357
—e Linearform, 29
—er Kegel, 29
Potential, 323
Coulombsches, 324
Newtonsches, 324
potentielle Energie, 217
Primzahlsatz, 64
Prinzip, Hamiltonsches — der kleinsten
Wirkung, 217
Produkt
—darstellung der ¢-Funktion, 62
—darstellung des Sinus, 87
—regel, 175
Kreuz—, 312
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unendliches, 43
Vektor—, 312
verallgemeinerte —regel, 186
Wallissches, 43
Weierstrafische —darstellung fiir 1/T,
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Projektion, 81
Orthogonal—, 81
stereographische, 264
pull back, 328
Punkt
—kurve, 339
—schleife, 343
Extremal—- unter Nebenbedingungen,
282
kritischer, 166, 178
Kriimmungsmittel-, 311
regulédrer, 235
Sattel—, 178, 199

quadratisches Mittel, 70
Quadraturformel, 67

R-Modul, 332
freier, 334
Randbedingungen, natiirliche, 214
Rang, 235
—formel, 164
Raum
Dual-, 163
geordneter Banach—, 30
Kotangential-, 318
Normalen—, 281
Tangential-, 270, 271
Regel
—funktion, 5
Ableitungs— fiir Fourierreihen, 85
Ketten—, 172, 193, 271, 278
Leibnizsche, 203
Produkt—, 175
Simpsonsche, 67
Substitutions—, 39
verallgemeinerte Produkt—, 186
regulér
—e Abbildung, 235
—e Kurve, 295
—e Parametrisierung, 255, 295
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—er Punkt, 235
—er Wert, 235
Reihe
Cosinus—, 77
geometrische, 221
klassische Fourier—, 77
Laurent—, 374
Sinus—, 78
rektifizierbar
—e Kurve, 297
—er Weg, 292
Rekursion, 43
Residuum, 379
Richtung
—(s)ableitung, 157
erste Variation in, 216
Riemann
— integrierbar, 22
—Darbouxsches Integral, 24
—sche ¢-Funktion, 62
—sche Summe, 23
—sche Vermutung, 64
—scher Hebbarkeitssatz, 377
—sches Integral, 22
—sches Lemma, 83
Cauchy -sche Differentialgleichun-
gen, 168
Cauchy—sches Integral, 20
Rieszscher Darstellungssatz, 164
Riicktransformation, 328

Sattelpunkt, 178, 199
Satz
— iiber die Partialbruchentwicklung,
47
— iiber die Umkehrabbildung, 223
— iiber die stetige Erweiterung be-
schrénkter linearer Operatoren,
15
— tiber implizite Funktionen, 232
— vom reguldren Wert, 254, 276
—von H.A. Schwarz, 192
— von Picard-Lindelof, 244
Energieerhaltungs—, 248
Erweiterungs—, 10
Fundamental— der Differential- und
Integralrechnung, 33
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Homologieversion des Cauchyschen
Integral—es, 390

Immersions—, 255

Mittelwert—, 176

Mittelwert— der Integralrechnung,

35
Mittelwert— der Integralrechnung,
zweiter, 37

Primzahl-, 64
Riemannscher Hebbarkeits—, 377
Rieszscher Darstellungs—, 164
Taylorscher, 195
Weierstrafischer Konvergenz—, 369
Schleife, 343
—(n)Homotopie, 343
Punkt—, 343
Schmidt, Hilbert— Norm, 127
Schmiegebene, 314
Schmiegkreis, 311
Schraubenlinie, 299
elliptische, 316
Schwarz, Satz von H.A., 192
Schwingung
erzwungene gedampfte, 153
gedampfte, 148
ungeddmpfte, 148
selbstadjungierter Operator, 151
Separation der Variablen, 239
Signaturformel, 138
Simpsonsche Regel, 67
Singularitat
isolierte, 378
wesentliche, 379
Sinus
—reihe, 78
Produktdarstellung des, 87
Spann, 333
Spektraldarstellung, 197
Spektrum, 138
Sphire, euklidische, 254
Spirale, logarithmische, 299, 315, 316
sprungstetige Funktion, 5
Spur
— einer Kurve, 296
— einer Matrix, 150
— einer linearen Abbildung, 150
Stammfunktion, 323
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stationdrer Wert, 216 —er Automorphismus, 123
stereographische Projektion, 264 —er Isomorphismus, 123
sternférmig, 325 lokal —e Abbildung, 226
stetig Torsion einer Raumkurve, 314
— differenzierbar, 156 Torus, 261
— differenzierbare Abbildung, 276 total differenzierbar, 160
— differenzierbare Kurve, 295 Transformation
— komplexe 1-Form, 351 Fourier—, 397
— partiell differenzierbar, 159, 191 Hauptachsen—, 285
— reell differenzierbar, 354 Koordinaten—, 266
—e Kurve, 295 transponiert
—e Linearform, 163 —er Operator, 327
gleichmifBig Lipschitz—, 243 hermitesch —e Matrix, 151
lokal Lipschitz—, 242 Treppenfunktion, 4
m-mal — differenzierbar, 188 Integral einer, 17, 18
stiickweise —e Funktion, 5 trilineare Abbildung, 180
unendlich oft — differenzierbar, 188 triviale Karte, 263
Stirling
—sche Formel, 112 Ubergangsmatrix, 304
Formel von de Moivre und, 59 Uberlagerungsoperator, 204
Streckenzug, Lénge eines —es, 291 Umlaufzahl, 384
stiickweise Umparametrisierung
—C9-Kurve, 300, 340 C7—, 300
—C%-Parametrisierung, 300 orientierungserhaltende, 294
—C'1-Weg, 300, 340 unabhéngig, linear, 334
Submersion, 235 unbestimmtes Integral, 34
Substitutionsregel, 39 uneigentlich
Summe — integrierbare Funktion, 92
—(n)weg, 340 —es Integral, 93
Euler-Maclaurinsche —(n)formel, 56 ungeddmpfte Schwingung, 148
Riemannsche, 23 Ungleichung
symmetrisch, 184 Besselsche, 81
—er Operator, 151 Hadamardsche Determinanten—, 283
anti—, 152 Héldersche, 36
isoperimetrische, 316
Tangente, 302 Minkowskische, 36
—(n)einheitsvektor, 302 Wirtingersche, 91
Tangential, 270, 277 Untermannigfaltigkeit, 252
— einer Karte, 272 Untermodul, 333
—biindel, 271
—raum, 270, 271 Variation, 291, 297
—vektor, 270, 271 —(s)problem mit festen Randbedingungen,
Taylor 212
—sche Formel, 193 —(s)problem mit freien Randbedingungen,
—scher Satz, 195 212
topologisch —der-Konstanten-Formel, 137
— isomorph, 123 beschrankte, 291

—e Abbildung, 226 erste, 216
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totale, 297
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—feld, 318

—produkt, 312

Binormaleneinheits—, 314

Eigen—, 139

geordneter —raum, 29

Hauptteil eines —feldes, 318

Kotangential—, 318

Kriimmungs—, 309

Normaleneinheits—, 308, 314

Tangenteneinheits—, 302

Tangential-, 270, 271

Winkel zwischen zwei —en, 313
vektorielles Linienelement, 346
Vielfachheit

algebraische, 139

geometrische, 138
vollsténdig

—e Kurve, 305

—es ONS, 81
Vollstéandigkeitsrelation, 81

Wallissches Produkt, 43
Warmeleitungsoperator, 201
Weg
Dreiecks—, 366
Integral léngs eines —es, 337
inverser, 339
Koordinaten—, 274
rektifizierbarer, 292
stiickweise-C?—, 300, 340
Summen—, 340
Weierstraf3
— sche Produktdarstellung fiir 1/T,
107
—scher Konvergenzsatz, 369
Wellenoperator, 201
wesentliche Singularitit, 379
Windungszahl, 384

Winkel
— zwischen zwei Vektoren, 313
Dreh—, 304

Wirkung

—(s)integral, 217
Hamiltonsches Prinzip der kleinsten,
217
Wirtinger

—ableitung, 369
—sche Ungleichung, 91

Zentralfeld, 324
Zerlegung, 4
Feinheit einer, 20
Verfeinerung einer, 4
Zykloide, 315, 316
Zylinder
elliptischer, 268
gerader Kreis—, 268
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67k, 320
&7, 320
Sjk, 320

B <a, 203
(%), 203
o(-), 138
P, 36

[Re z > 0], 102
D*(zo,7), 376
8D(a,r), 357
w(T,a), 384
Res, 379

S™, 254

T, 261

©f, 204

SF, 216

1,, 254

A*, 151

AT, 327

Bf, 284

Hy, 196

[A]e, 128
[a1,...,am], 186
det, 138, 186
diag, 131, 197

K™*™, 127
R ™, 196
GL(n), 287
O(n), 254
SO(n), 267
Laut, 123
Lis, 123
inv, 221
Rang, 235
spur, 150
e, 130

BC*, 200
BT (X), 30
Cla, 8], 69
Ct, 156

Cc™, 188, 276
C, 188
cY, 242
C%Y | 242

Cc%? 206
Co, 71
ct, 212

Diff?, 226, 276
Diff?(J1, Ja), 204
Diff? | 226
Harm, 364
L(E), 14
L(E,F), 12, 15

L(Es,...,Em; F), 182

L™(E,F), 182
L, 184
S(I,E), 5
SC(I,E), 5
SH(I), 30

SC, 69

SCor, 76
T(I,E), 5

[, 20

S, 337

s 338

F|8, 33

VP [, 100, 396
Sf, 77

Suf, 77

Ji, 76

f, 392

D, 155
D™, 188
Dy, 231
D, 157

9, 156

o™, 188

O, 159, 206
Oy, 159

f’, 155, 188
Fim) 188
fz, 168
A(fL,.. ™) 298

6(3:1,...,1:7”) 9

a(f, ™)
B(xnrl»l"_”xmﬁ»n) k)

grad, 165, 322
V, 165, 322
V9, 167
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Vo f, 279
dy, 40

df, 165, 320
dz?, 320
dpf, 279
ds, 346

g, 201

A, 199

T, f, 270
T,M, 271
TM, 271
T;-M, 281
Ty X, 318
VI(X), 318
(v)p, 270
Vg, 287
fow, 276
Vp, 282
Q) (X), 319
e, 322

©*, 328

Var(T"), 297
L(7), 292
L(T), 297
spur(T"), 296

t, 302

n, 308

e;, 321

%, 307, 308, 314
T, 314

Var(f,I), 291
r

I-1, 127
-z my, 12
[|ll,00 , 200
(-,-), 318
(-, )p, 319
(-[-)2, 70
1,73
<(a,b), 313
x, 312
span, 333
Or, 304
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