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Vorwort

Man muss das Unmdagliche versuchen,
um das Mogliche zu erreichen.
H. Hesse

Dieses Buch ist der zweite Band einer Einfithrung in die Analysis, die ein moglichst
breites, aber dennoch kompaktes Fundament fiir weiterfithrende Vorlesungen bieten
soll und den kanonischen Stoff einer zweisemestrigen Analysis-Vorlesung abdeckt.
Den ersten und schwierigsten Schritt beim Bau dieses Fundaments haben Sie bereits
geschalftt, als Sie sich in der ,Analysis I in die zu Anfang ungewohnte mathematische
Denk- und Sprechweise eingearbeitet haben!

In diesem zweiten Band bauen wir nun auf das Fundament des ersten Semesters
auf und festigen dieses gleichzeitig. Viele Definitionen und Sitze aus ,Analysis 11
haben wir in Spezialfillen schon in ,Analysis I [32] kennengelernt. Das Buch gibt
jeweils Hinweise auf diese Zusammenhinge, die zur Riickschau einladen und zu einem
besseren Verstindnis auch des Stoffs der ,Analysis I helfen.

Wie schon der erste Band, soll auch das vorliegende Buch Studierenden und Dozie-
renden unter den verdnderten Studienbedingungen des Bachelorsystems eine direkte
Vorlesungsvorlage zur Verfiigung stellen. So umfasst auch die ,Analysis II nicht mehr
und nicht weniger als den Stoff, der in einer vierstiindigen Vorlesung bei einer Seme-
sterdauer von 14 Wochen an der Tafel vorgetragen werden kann. Praktisch erprobt
wurde dies in insgesamt vier Vorlesungen ,Analysis II“ (mit doppelt so vielen Klau-
suren) innerhalb von zehn Jahren, davon eine an der Universitit Bremen und drei
an der Universitidt Bern, mit Horern aus Mathematik (mit den unterschiedlichsten
Nebenfichern), Physik und Informatik.

Neu in diesem zweiten Band ist ein kurzer Abschnitt mit Tipps zur Priifungsvor-
bereitung, die ich auf der Grundlage meiner langjihrigen Erfahrung als Priiferin mit
ganz verschiedenen Studierenden sowie meiner eigenen Erfahrungen als Studentin
zusammengestellt habe. Unabhingig davon ist auch das Buch von E. Emmrich und
C. Trunk [9] mit dem Titel ,,Gut vorbereitet in die erste Mathematikklausur® sehr zu
empfehlen, das viele Beispiele von typischen Klausuraufgaben und Musterklausuren
mit Losungen enthalt.

Es wiirde mich freuen, wenn dieses Buch Thnen nicht nur helfen wiirde, das zweite
Semester und die anstehenden Prifungen erfolgreich zu bestehen, sondern auch Ihr
Interesse fiir mehr Analysis wecken wiirde. So wie ich als Autorin konnen auch Sie von
der vielfiltigen Auswahl an Analysis-Biichern und den fast unbegrenzten Suchmoglich-
keiten im Internet profitieren. An einigen Stellen werden konkrete Literaturhinweise
gegeben, ansonsten finden sich, wie bei einem Lehrbuch hoffentlich erlaubt, alle be-



Vorwort

nutzten Materialien global im Literaturverzeichnis. Die historischen Fuinoten sind,
wie schon im ersten Band, mit Informationen aus der Online-Datenbank [24] und
dem Buch von T. Sonar [30] entstanden.

Parallel und weiterfiithrend zu diesem Buch sind die Biicher von O. Forster [13],
K. Konigsberger [23], H. Amann und J. Escher [2], H. Heuser [16], W. Kaballo [20],
W. Walter [34] und D. Werner [35] zu empfehlen; einzelne Themen wie z. B. Fourier-
reihen finden sich auch in den ersten Binden von O. Forster [12], W. Kaballo [19]
und K. Konigsberger [22]. Fiir Studierende, die sich schwer mit dem Abstrakten tun,
hat sich das Buch von H. Neunzert et al. [27] bewihrt. Fiir Neugierige oder fiir spiter
eignet sich, auler den schon im ersten Band empfohlenen fortgeschrittenen Biichern
von W. Rudin [28] und G. Shilov [29], auch das von E. Hewitt und K. Stromberg [18].
Fiir Studierende der Physik sind die Biicher H. Fischer und H. Kaul [11] sowie von
K. Meyberg und P. Vachenauer [25, 26] eine gute Erginzung, da sie verschiedene Ge-
biete der Mathematik gleichzeitig prisentieren und auch fortgeschrittenere Themen
wie partielle Differentialgleichungen oder Fouriertransformation behandeln.

Erwihnen mochte ich auch das mit neun Bianden [8] wohl umfassendste Werk iiber
Analysis von J. Dieudonné!, iiber das J. Kelly schrieb ,,In brief, it is a beautiful text*.

Auch dieser zweite Band hitte nicht entstehen kénnen ohne die groflartige und
fortwidhrende Unterstiitzung meiner jeweiligen Mitarbeiter und Studenten: Parallel
zur Vorlesung in Bremen hat Dr. Dipl. Psych. Ingo Friind (damals Horer der Vorle-
sung) die Vorlesungsaufzeichnungen in Latex gesetzt. Mein damaliger Doktorand in
Bremen, Dr. Markus Wagenhofer, hat das Skript redigiert und weiter ausgefeilt. In Bern
hat meine Postdoktorandin Dr. Monika Winklmeier das Skript stetig in eine immer
endgiiltigere Form gebracht. Beiden danke ich neben ihrem groflen Engagement auch
fiir viele professionelle Abbildungen, die den Stoff hoffentlich verstindlicher machen.
Fiir die Mithilfe bei Kapitel 11 iiber Differentialgleichungen geht mein Dank an meinen
damaligen Doktoranden Dr. Christian Wyss. Dariiber hinaus haben die Studierenden
aus Bremen und Bern mit diversen Listen von Tippfehlern geholfen, selbige auf ein hof-
fentlich kleines Maf3 zu reduzieren (ganz wird es wohl nie gelingen!). Schliellich hat
meine derzeitige Postdoktorandin Dr. Agnes Radl dieses Buchmanuskript mit groffem
Sachverstand Korrektur gelesen. Bei allen Beteiligten bedanke ich mich auch fiir wert-
volle inhaltliche Diskussionen!

Mein ganz besonderer Dank gilt auch dem Herausgebergremium der Reihe ,Mathe-
matik Kompakt“ und Birkhduser/Springer Basel, vor allem Frau Dr. Barbara Hellriegel
und Herrn Dr. Thomas Hempfling, fiir das Vertrauen, das Sie alle in mich gesetzt haben,
und fiir die professionelle verlegerische Unterstiitzung!

Bern, 07. Juni 2012 Christiane Tretter

1JeaN DIEUDONNE, # 1. Juli 1906 in Lille, t 29. November 1992 in Paris, franzésischer Mathematiker,
der aufler in Analysis auch in Algebraischer Geometrie, Topologie und Gruppentheorie arbeitete und die
Gruppe Bourbaki mitbegriindete.
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Topologische Grundbegriffe

Die Konvergenz von Folgen und die Stetigkeit von Funktionen benutzt man zuerst
meist nur in R oder C mit dem Absolutbetrag als Abstand. Tatsachlich konnen sie in
sehr allgemeinen, sog. topologischen Riumen definiert werden. In diesem Abschnitt
beschrianken wir uns auf Rdume, deren Topologie durch eine Metrik erzeugt wird.

H1
Topologie metrischer Raume

Metrische Raume, die wir bereits in Analysis I kennengelernt haben, sind Mengen
mit einer Abstandsfunktion. Der Vollstindigkeit wegen wiederholen wir die Definition
(vgl. [32, Definition IV.1]).

Es sei X eine nichtleere Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung d: X x X —
[0, co) mit folgenden Eigenschaften:
(i) dix,y)=0 & x=y, x,y€X,
(i) d(x,y)=d(y,x), x,y€X, (Symmetrie)
(i) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y), x,y,z€X; (Dreiecksungleichung)
(X, d) heifdt metrischer Raum und d(x, y) Abstand von x und y bzgl. der Metrik d.
Aus Analysis I und Linearer Algebra 1 sind uns die Riume R oder C mit der durch
den Absolutbetrag induzierten Metrik d(x, y) = |x — y| oder R" mit der euklidischen

Metrik vertraut. Auf R” gibt es aber noch andere Arten, Abstinde zu messen, und es
gibt auch ganz andersartige metrische Raume:

(1) R":=R x R x --- x R (n-mal) mit der euklidischen Metrik:

A, y) =Y (xi—yi)s x= &)Ly, y = (), € RY
i=1

Definition I.1

Beispiele I.2
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Definition |.3

| Topologische Grundbegriffe

(i) R" =R x R x - -+ x R (n-mal) mit der ,,Manhattan“-Metrik:

de,y) = lxi—yl, x=&)5, y =)L, € RS

i=1

0 =
(iii) eine Menge X mit der diskreten Metrik d(x,y) := {1’ x ?/)/ ’
, xHy.

In verschiedenen Situationen kénnen unterschiedliche Metriken praktisch sein. Stellen
Sie sich vor, Sie bewegen sich in der Ebene, einmal auf freiem Feld und einmal in einer
Stadt mit rechwinklig angelegten Straflen. Im ersten Fall konnen Sie die euklidische
Metrik (,,Luftlinie) verwenden, im zweiten Fall ist sie vollig ungeeignet!

Von unserer Vorstellung in R? oder R? geleitet denken wir uns Kugeln automatisch
rund. Kugeln kann man auch in allgemeinen metrischen Riumen definieren, aber sie
koénnen dann ganz andere Formen haben:

Bezeichnung. Sind (X, d) ein metrischer Raum, xp € X und r > 0, so definiere
B.(x) ={x € X: d(x,a) <1},
K (x) ={x € X: d(x,a) < r}.

Uberlegen Sie sich, wie die Mengen B, (xy) und K, (x¢) fiir die verschiedenen Metriken
in Beispiel 1.2 aussehen, und zeichnen Sie sie auf (Aufgabe L.1)!

Im Weiteren sei nun immer (X, d) ein metrischer Raum. Der grundlegendste Be-
griff in der Topologie ist der einer offenen Teilmenge:

Sind (X, d) metrischer Raum, A, U C X und a € X, so heif3t
(i) U UmgebungvonainX :<—= e > 0: B.(a) C U,
(ii) a innerer Punktvon Ain X :—= 3 Umgebung U vonain X: U C A,

(iii) Aoffenin X :< jedesa € A istinnerer Punkt von A in X.

Be(a)

Abb. 1.1: Umgebung eines Punktes und innerer Punkt einer Menge
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Fira € Xund A C X ist

(1) Be(a) mit € > 0 Umgebung von a (genannt e-Umgebung von a);
(ii) a innerer Punkt von A <= T & > 0: B.(a) C A;

(iii) A offetn &= Vae A d¢ > 0: B.(a) C A.

— {ao}, ap € X, ist nicht offen, falls X # {ao}, denn fiir jedes € > 0 ist dann

Bs(ao) ¢ {QO}-

— X\{ao}, a0 € X, istoffen, denn fiir a € X\ {ao} beliebig ist € := M > 0,
und nach der Dreiecksungleichung gilt fiir jedes x € B¢(a):

dist(a, ag)
=— ">

dist(x, ag) > dist(a, ag) — dist(x, a) > dist(a, ag) — € 5

0,
also x # ag und damit B.(a) C X \ {ap}.

— B,(x), x0 € X, r > 0, ist offen in X (offene Kugel um xo mit Radius r), denn
ist a € B,(xp) beliebig, so setze

si=d(a,x)) <r, €:i=r—s>0.
Dann gilt fiir alle x € B (a) nach der Dreiecksungleichung:
d(x,xp) < d(x,a)+d(a,x) <e+s=r,
also x € B,(xo). Folglich ist Bc(a) C B, (x).

— (a,b),—00 <a < b < o0, istoffen in R (offenes Intervall), denn es ist

+b b—
(a, b) = B,(x9) mit xy = aT, P = za.

Bemerkung. Der Zusatz ,in X zur Eigenschaft ,,offen“ ist oft nétig, denn z.B. ist (a, b)
offen in R, aber (a, b) ist nicht offen in R? (warum?).

Es sei (X, d) metrischer Raum. Dann gilt fiir das System der offenen Mengen
7:={A C X: A offen in X}:

(T1) 9, X e;

(T2) A; €1,i €I (I beliebige Indexmenge) —> UA,- € 1;

i€l

(T3) Ajer,i=1,...,n = ﬂA,-er.

i=1

3

Bemerkung 1.4

Beispiele

Satz 1.5
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Beweis. (T1): @ € tistklar; X € 1 folgt mit Bemerkung 1.4 (iii), denn es ist sogar
Vae X Ve> 0: Bs(a) C X.

(T2): Setze A = | J;.; Ai. Ist a € A, so existiert ein iy € I mita € A;. Da 4;, € 1,
also offen ist, existiert ein € > 0 mit B(a) C A;, und wegen A;, C A dann B.(a) C A.
Also ist A offen nach Bemerkung [.4 (iii).

(T3): Setze A := (|, A;. Ista € A,soista € A;furallei=1,...,n.DaA; €1,
also offen ist, existieren 1, ..., & mit B,(a) C A, furi =1, ..., n.Setze

€:=min{ey, ..., &}

Dann ist Be(a) C B, (a) C A, fiirallei = 1,..., n,also Be(a) C (i, Ai = A. Also ist

A offen nach Bemerkung 1.4 (iii). O
Definition 1.6 (i) DasMengensystem 7 aus Satz 1.5 heifdt die von der Metrik d erzeugte Topologie;
ist d von einer Norm || - || induziert, heif3t 7 auch Normtopologie.

(ii) Ist allgemeiner X eine beliebige Menge und 7 C P(X) ein Mengensystem
mit (T1), (T2), (T3), so heiflt T Topologie auf X; die Elemente von 1 heiflen
dann offene Mengen, und (X, 1) heif3t topologischer Raum.

Topologische Rdume sind also noch allgemeiner als metrische Rdume, und es gibt Kri-
terien dafiir, wann eine Topologie von einer Metrik erzeugt wird. So gibt es z.B. gewisse
Funktionenriume, die nicht metrisierbar sind ([5, Abschnitt 5.2]).

Definition .7 ~ Es seien M eine Menge und N C M. Dann heifst N© := M \ N Komplement von N
in M.

Man iiberlegt sich leicht, dass fiir die Komplemente von Durchschnitten und Vereini-
gungen von Mengen folgende Formeln gelten:

Bemerkung 1.8  Regeln von De Morgan'. Sind M, I Mengen und M; C M, i € I, so ist

(ﬂM,-)C=UMf, (UM,-)czﬂMf.

i€l i€l i€l i€l

Definition .9 Ist (X, d) metrischer Raum, so heifit A C X abgeschlossen in X

&= A° offenin X.

Mit Beispiel 1.1 bzw. analog dazu tiberlegt man sich (Aufgabe 1.2):

1AUGUSTUS DE MORGAN, * 27. Juni 1806 in Madurai, Indien, T 18. Mirz 1871 in London, englischer
Mathematiker und Reformer der mathematischen Logik.
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(1) {ao}, a0 € X, ist abgeschlossen, denn X \ {ao} ist offen. Beispiele 1.10
(i1) X\ {ao},a0 € X, istnichtabgeschlossen, falls X # {ao}, da {ao} nicht offen ist.

(i) Ki(x0),xo € X,r > 0,ist abgeschlossen in X (abgeschlossene Kugel um x, mit
Radius r).

(iv) [a, b],—00 < a < b < oo, ist abgeschlossen in R (abgeschlossenes Intervall).

Vorsicht: ,,Abgeschlossen® ist nicht das Gegenteil von ,,offen“! Es gibt Mengen, die we-
der offen noch abgeschlossen sind (z.B. [a, b) in R) und solche, die sowohl offen als auch
abgeschlossen sind (z.B. R in R).

Ist (X, d) metrischer Raum, so gilt: Satzl.11

(1) @, X sind abgeschlossen,

(ii) A;j C X abgeschlossen, i € I (I beliebige Indexmenge) = (),.; Ai abge-
schlossen,
(iii) A; C X abgeschlossen, i=1,...,n = |Ji_, A; abgeschlossen.

Beweis. Alle Aussagen folgen direkt aus den Regeln fiir offene Mengen (Satz 1.5) mit
Komplementbildung und den Regeln von De Morgan (Bemerkung 1.8). ]

Da einpunktige Mengen abgeschlossen sind, folgt aus Satz .11 (iii) sofort:

Ist (X, d) metrischer Raum und ay, ..., a, € X, so sind Korollar1.12

{ai, ..., a,} abgeschlossenin X, X\ {ai,...,a,} offenin X.

(i) {0} ist abgeschlossen in R und R \ {0} offen in R. Beispiele .13
(ii) {0, 1,..., n} ist abgeschlossen in R und R \ {0, 1, ..., n} offen in R fiir
ne N.
Bemerkung. — Der Durchschnitt unendlich vieler offener Mengen muss nicht

offen sein, z.B. ist in R” mit der euklidischen Metrik

m B1(0) ={0} nicht offen in R".

m=1

— Die Vereinigung unendlich vieler abgeschlossener Mengen muss nicht abge-
schlossen sein, z.B. ist in R” mit der euklidischen Metrik
oo oo
(BL (0))C = ( m BL(O)) =R"\ {0} nichtabgeschlossen in R".
m=1

m=1
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Definitionl.14  Ist (X, d) metrischer Raum und A C X, so heifien
(i) a € X Randpunktvon A:& VY e > 0: Bo(a) NA # T A Be(a) NA® #
(ii) 0A :={a € X:aist Randpunkt von A} Rand von A;
(iii) A° := A\ 0A Inneresvon A;

(iv) A := AU A Abschluss von A.

Bemerkung .15 (i) Man findet auch alternativ die Bezeichnungen int A statt A°, cl A statt A,
manchmal auch ext A := (A°)° (,,Auleres von A“);

(i) A° = {a € X:a ist innerer Punkt von A};

(iii) 0A = 8(A°) = 8(A°) = 6(A), A = A°U0dA.
Die Beweise der zwei letzten Aussagen sind als Ubung zu empfehlen (Aufgabe 1.4).

Beispiele — Fiir A= (0,1] c Rgilt: A ={0, 1}, A° = (0,1),A = [0, 1].
- FirA=QcCcRgit: 0Q=R,Q=R,Q° = @.
— Allgemein gilt im metrischen Raum fiir xp € X, r > 0:
8B, (x0) C Sy(x0) := {x € X:d(x,x0) =1}, Br(x) C K, (x0);

ist die Metrik d von einer Norm induziert, gilt in beiden Fillen ,,=“, sonst
kann ,, # “ auftreten (siehe Aufgabe 1.3).

Proposition .16~ Ist (X, d) metrischer Raum und A C X, so gilt:
(i) BC A, Boffen = B C A°.
(ii) B C A, A abgeschlossen = B C A.
Beweis. (i) Es sei x € B beliebig. Da B offen ist, existiert ein € > 0 mit Be(x) C B.

Da B C A, folgt B:(x) C A. Also ist x innerer Punkt von A und damit x € A° nach
Bemerkung I.15 (ii).

(ii) Da B C A, folgt A C BS; da A abgeschlossen ist, ist A€ offen. Mit (i) ergibt sich
A€ C (B°)° und folglich ((BC)O)C C (A°)° = A. Nun ist aber ((B€)°)¢ = B, denn:

((B)") = (B°\ 0(B))" = X \ (B°\ 0(B)) = (X \ B )Ua(B°) =BU&B=B. [
—_—— ——
=B =3B
SatzI.17  Ist (X, d) metrischer Raum und A C X, so sind
(1) A° offen,
(ii) A und A abgeschlossen.
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Beweis. (i) Istx € A°, soist x innerer Punkt von A. Also existiert £ > 0 mit B.(x) C A.
Da B (x) offen ist, folgt B¢(x) C A° nach Proposition 1.16 (i).
(ii) Nach (i) ist (A©)° = A® \ 8(A®) offen, also ist (vgl. Beweis von Proposition 1.16)

A=AUBA=(X\A)UB(A®) =X \ (A°\ 8(A9)) = (A°\ 0(A%) )¢

abgeschlossen. Weiter ist
0A = (AUBA) N (AU B(A%)) = AN A
abgeschlossen nach Satz .11 (ii). O

(i) A° ist die grofite offene Teilmenge von A: Korollar1.18

A° = J{B c X:B C A, Boffen}.

(ii) A ist die kleinste abgeschlossene Obermenge von A:

A= m {B C X:B D A, Babgeschlossen}.

Beweis. Die Behauptungen folgen aus Satz I.17 mit Proposition 1.16. O

Der Abschluss einer Menge kann auch mittels ihrer Hiufungspunkte oder mit Hilfe von
Folgen beschrieben werden. Wir wiederholen dazu die Definition eines Hiufungspunk-
tes ([32, Definition VI.15]) und geben gleichzeitig eine dquivalente Charakterisierung
durch Folgen.

Ist (X, d) ein metrischer Raum, A C X und a € X, so ist Bemerkung 1.19

a Hiufungspunkt von A i Ve > 0 I x. € A, x: # x0: d(Xe, X0) < €

— I (Xn)neny C A, x, £ a: X, 2% 4.

Fiir die Richtung ,,==* wihlt man dabei € = % fir n € N; die Richtung ,,<=" folgt
nach der Definition der Konvergenz einer Folge.

Ist (X, d) ein metrischer Raum und A C X, so gilt: Proposition 1.20
=:H(A)

A =AU {a € X:a Hiufungspunkt von A}

={a € X:3(x,)neny C A: Xy, 2 a}.

=:L(A)

Beweis. AU H(A) = L(A): Die Gleichheit folgt direkt aus Bemerkung I.19.

AC AUH(A):Esseix € A\ A C 8A. Fiir alle n € Nist dann B1(x) N A # &,
also existiert x,, € Bi(x) N A. Dann ist (x,),eny C A, x, # x (dax ¢ A) und d(x,, x) <
% — 0,1 — o0. Also ist x € H(A) nach Bemerkung I.19.
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L(A) C A:Tstx & A, s0ist x € (A)°. Weil (A)° nach Satz 1.17 offen ist, existiert
ein € > 0 mit Be(x) C (A). Dann ist aber d(x, y) > ¢ fiir alle y € A. Also folgt
x & L(A). O

Die folgende Charakterisierung abgeschlossener Mengen mit Hilfe von Folgen ist
besonders praktisch:

Fir A C X sind dquivalent:
(i) A ist abgeschlossen.
(ii) V (Xn)nen C A: (lim x, =a = a € A).
n— 00

(iii) a Haufungspunkt von A = a € A.

Bemerkung. Mengen ohne Hiufungspunkte sind also abgeschlossen, also insbeson-
dere endliche Mengen (vgl. Korollar 1.12). Jetzt folgt aber sogar z.B.

7 ist abgeschlossen in R, R\ Z ist offen in R,
obwohl man im Allgemeinen nichts iiber unendliche Vereinigungen abgeschlossener

Mengen weif3 (vgl. Satz I.11 (iii)).

Im Unterschied zu allgemeinen topologischen Raumen besitzen metrische Rdume
die Eigenschaft, dass man verschiedene Punkte durch disjunkte Umgebungen vonein-
ander trennen kann:

Hausdorffsche? Trennungseigenschaft. Sind (X, d) ein metrischer Raum und
x,y € X, x # y, dann gibt es Umgebungen U, von x und U, von y mit

U,NU, = 2.

Beweis. Dax # y, gilt d(x,y) > 0. Setze €: = %d(x, y) > 0 und wihle U, = B(x),
U, := B¢(y). Angenommen, es existiert ein z € B¢(x) N B,(y). Dann folgt

2e =d(x,y) <d(x,z)+d(y,z) <e+e=2¢4>,
also ist B¢(x) N Be(y) = @. O

Die Topologie eines metrischen Raumes iibertrigt sich auf Teilmengen; man nennt
die so auf einer Teilmenge definierte Topologie dann Relativtopologie:

Es seien (X, d) ein metrischer Raum und M C X. Dann wird (M, dy;) zum
metrischen Raum durch

dy = d|M><M,

2FeLIx HAUSDOREF, * 8. November 1868 in Breslau, T 26. Januar 1942 in Bonn, deutscher Mathematiker,
der die Theorie der topologischen und metrischen Rdume entwickelte und wichtige Beitriige zur Mafitheorie
lieferte, die in der fraktalen Geometrie eine Rolle spielen.

3Das Zeichen ,,4 “ bedeutet »Widerspruch®.
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wobei d|yrxp die Einschrankung von d auf M x M ist, d.h.
dM:MXM_) [0700)7 dM(}’l;)/z):d()’la)’z), )’1;)’2€M~

Die von dj; erzeugte Topologie auf M heiflt Relativtopologie. Eine Teilmenge
A C M heif’t relativ offen (oder M-offen)

i< A offen in (M, dy;);
analog definiert man relativ abgeschlossen (oder M-abgeschlossen).

Offen beziiglich der Relativtopologie (M, dy) ist nicht dasselbe wie offen im urspriing-
lichen Raum (X, d):

(0, 1] ist offen in [—1, 1] mit der Relativtopologie von R, aber nicht offen in R. Beispiel

Ebenso brauchen die von Kugeln B.(a) in (X, d) induzierten Mengen in (M, dj;) nicht
wieder Kugeln zu sein, z.B. wenn der Mittelpunkt a € X nicht zu M gehért. So induziert
z.B. die rechte untere Kugel in X im linken Bild in Abb. 1.2 keine Kugel in M.

X X

Abb. 1.2: Kugelnin (X, dx) undinduzierte Kugelnin (M, dy;)

Ist (X, d) ein metrischer Raum, M C X und A C M, so ist Proposition 1.24

Arelativ offen <= 3B C X, BoffeninX: A=BNM.

Beweis. Eine gute Ubung, um das saubere Formulieren topologischer Argumente zu
lernen (Aufgabe 1.5). O

Ein metrischer Raum heifit vollstindig, wenn darin jede Cauchy-Folge konvergiert
([32, Definition IV.13]); die wichtigsten Beispiele vollstindiger metrischer Riume wa-
ren R und C mit der euklidischen Metrik d(x, y) = |x — y|.

Ist (X, d) ein metrischer Raum und M C X, so gelten: Proposition 1.25
(i) X vollstindig, M abgeschlossen =—> (M, dar) vollstindig.

(ii) (M, dpr) vollstindig => M abgeschlossen.
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Beweis. Die Behauptungen folgen direkt aus Korollar .21 und der Definition der Voll-
standigkeit. ]

In Analysis I hatten wir bereits die Definition stetiger Funktionen zwischen metri-
schen Riumen kennengelernt, aber meist nur fiir Funktionen von R nach R eingesetzt.
Zur Erinnerung wiederholen wir die Definition und schreiben sie um:

Eine Funktion f: X — Y zwischen zwei metrischen Rdumen (X, dx), (Y, dy) heifdt
stetig in x9 € X ([32, Definition VI.1])

= Ve>036>0VxeX: (dilx,x) <6 = dy(f(x),f(x)) <¢)
— Ve>036> 0 f(Bs(xo)) C Belf(x0)). (1.1)

In Analogie zu (1.1) beschreiben wir jetzt die Stetigkeit allein mit topologischen Be-
griffen; diese Charakterisierung kann auch als Definition fiir die Stetigkeit von Abbil-
dungen zwischen topologischen Rdumen verwendet werden.

Uns interessiert im Hinblick auf die folgenden Kapitel besonders der Fall X = R”
und Y = R™ jeweils mit der euklidischen Metrik.

Es seien (X, dx), (Y, dy) metrische Riume, f: X — Y eine Funktion und xy € X.
Dann ist f stetig in xo genau dann, wenn fiir jede Umgebung V. C Y von f(xo) eine
Umgebung U C X von x existiert mit

fu)cVv.

Beweis. Esseixy € X beliebig.

»=="1 Es sei f stetig in xp und V' C Y eine beliebige Umgebung von f(x,). Nach
Definition L.3 (i) gibt es dann ein € > 0 mit B.(f(x0)) C V. Nach (1.1) existiert dazu
ein § > 0 mit f(Bs(xp)) C Be(f(xp)). Damit gilt fiir die Umgebung U := Bs(xo) von
xp dann f(U) C V.

»&=": Es sei ¢ > 0 beliebig. Dann ist V := B.(f(x0)) eine Umgebung von f (xp).
Nach Voraussetzung existiert eine Umgebung U von xy mit f(U) C Be(f(x0)). Nach
Definition 1.3 (i) gibt es ein 6 > 0 mit Bs(xy) C U und damit f (Bs(x)) C f(U) C
Be(f(x0)). Also ist f stetig in xo nach (1.1). O

Damit konnen wir das folgende topologische Stetigkeitskriterium herleiten:

Es seien (X, dx), (Y, dy) metrische Riume und f: X — Y eine Funktion. Dann sind
dquivalent:

(1) f stetig auf X.
(i) ACY, AoffeninY = f~Y(A) offen in X.
(ili) A C Y, A abgeschlosseninY = f~'(A) abgeschlossen in X.

Beweis. (i) = (ii):“ Essei A C Y offen in Y und x € f7}(A), d.h. x € X mit
f(x) € A.Da A offen ist, ist A Umgebung von f (x) in Y. Nach Proposition 1.26 existiert
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eine Umgebung U von x und dazu € > 0 mit B.(x) C U, so dass
f(Be(x)) C f(U) C A.
Also folgt fiir die Urbilder
Be(x) C f(f(Be(x))) C f(A).

Nach Bemerkung 1.4 ist damit f "' (A) offen.

»(ii) = (1)“:Esseix € X und &€ > 0 beliebig. Offenbar ist x € f ' (B.(f(x)), da
f(x) € Bo(f(x)).Da Be(f(x)) C Y offen in Y ist, ist nach (ii) das Urbild f~(B.(f(x)))
ebenfalls offen, also existiert ein § > 0 mit Bs(x) C f~}(B:(f(x))) und damit

f(Bs(x)) C Be(f(x)).

Also ist f stetig in x nach (1.1).

»(il) & (iii)“: Die Aquivalenz folgt aus Definition 1.9 durch Komplementbildung
und weil f1(B°) = (f'(B))* fur BC Y. O

Eine Funktion ist also genau dann stetig, wenn Urbilder offener Mengen offen sind.

Vorsicht: Stetige Bilder offener Mengen miissen nicht offen sein! Zum Beispiel gilt:

fR> R, f(x) =0 = VACR, A#g, offen: f(A) = {0} abgeschlossen in R.

N2
Kompaktheit

Am Schluss des letzten Abschnitts hatten wir gesehen, dass Offenheit oder Abgeschlos-
senheit von Mengen bei Abbildung durch eine stetige Funktion nicht notwendig er-
halten werden. In diesem Abschnitt gehen wir der Frage nach, welche topologischen
Strukturen stetige Funktionen erhalten.

Es sei (X, d) ein metrischer Raum und K C X. Dann heif3t Definition 1.28

(i) ein Mengensystem U = {A; C X:i € I} C P(X) Uberdeckung von K

— K C UA,-,

iel
und U heifit offene Uberdeckung von K, wenn alle A;, i € I, offen in X sind;

(ii) K kompakt, wenn jede offene Uberdeckung U = {A; C X:i € I} von K eine
endliche Teiliiberdeckung enthilt, d.h.,, » € N und 4y, ...,1, € I existie-
ren mit

n
K C UAik g
k=1

(iii) K relativ kompakt :<< K kompakt.

Vorsicht: Kompakt heif3t nicht, dass es eine offene Uberdeckung von K gibt!
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Um diese Verwechslung zu vermeiden, hilft folgende Vorstellung: Stellen Sie sich einen
Gegenspieler vor, der Ihnen eine beliebige offene Uberdeckung vorgibt. Wenn Sie dann
immer, egal wie raffiniert der Gegenspieler ist, aus dieser Uberdeckung endlich viele A;
auswihlen konnen, die K tiberdecken, dann ist K kompakt.

Bemerkung. Der Raum X selbst ist entweder kompakt oder nicht (anders als bei offen
oder abgeschlossen).

Die Kompaktheit ist kein einfach zu verstehender Begriff. Wir arbeiten uns langsam
durch einfache Uberlegungen und Beispiele heran.

Ist (x)nen C X eine Folge mit x, — a € X, n — 00, so sind

K ={x,:n e N}U {a} kompakt,
K= {x,:n € N} relativ kompakt.

Beweis. Esseild = {A; C X:i € I} eine beliebige offene Uberdeckung von K. Nach
Definition von K existieren Indizes iy € und i, € I, n € N,mita € A;, und x,, € A;,,
n € N. Weil A;, offen ist, existiert ein € > 0 mit B.(a) C A;,. Wegen x, — a,n — 00,
existiertweiterein N € N,sodassd(x,, a) < &,d.h.x, € Be(a) fiirallen > N.Damitist

K={x;,....,xna1}U{xp:n>N}U{a} CA;, U---UA;, | UA;.
—_—————
CBE(KI)CA,'O
Also ist K kompakt. Wegen K = K istauRerdem K relativ kompakt. (]

In einem metrischen Raum gibt es den Begriff einer beschrinkten Menge, den wir
schon in Analysis I kennengelernt haben ([32, Definition IV.8]); wir wiederholen der
Vollstindigkeit wegen die praktischste Definition:

Eine Teilmenge M eines metrischen Raums (X, d) heif3t beschrinkt
i« JaeX3dr>0: M CB.(a).
In Beispiel 1.29 ist die kompakte Menge K beschrinkt, da konvergente Folgen be-
schriankt sind, und abgeschlossen, da a := lim,_,« x, € K. Dagegen ist die Menge K

Zwar beschr;givnkt, aber nicht abgeschlossen in X, falls x,, # a, n € N. Deshalb kann in
diesem Fall K nicht kompakt sein; es gilt ndmlich allgemein:

Ist (X, d) ein metrischer Raum und K C X, so gilt:

K kompakt = K beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis. Essei K C X kompakt. K beschrinkt: Es sei xy € K fest. Wegen

o0
KcX= UBk(xO)
k=1
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ist {Bk(xo): k € N} eine offene Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, gibtes k, . . . , ky,
mit

n
K c | By (x).
i=1

Mit R := max{ky, ..., k,} folgt dann K C Bg(xp). Also ist K beschrinkt nach Defini-
tion 1.30.

K abgeschlossen: Der Fall K = X ist klar. Im Fall K # X zeigen wir, dass K¢ offen
ist. Dazu sei x € K¢ # & beliebig. Setze

Uy = (Kl/k(x))c = {y € X:d(x,y) > %}, k eN.

Als Komplemente der abgeschlossenen Kugeln Kj /x(x) sind alle Uy, k € N, offen, und
es gilt:
KcXx\{xc|Ju.
keN

Also ist {Ux:k € N} eine offene Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, existieren
k],...,kn € N mit

KCOUki-

i=1

Fiir r == max{k, ..., k,} gilt Uy, C U,,i=1,...,n Mite = I folgt

Be(x) C Ke(x) = X\ U, = X \ (UUk> C X\ K = K"

i=1

Also ist K€ offen. O

Im Spezialfall X = R oder C hatten wir den Begriff der Kompaktheit bereits in [32,
Definition V1.35] eingefiihrt, dort allerdings in der (fiir metrische Rdume) dquivalenten
Charakterisierung mit Hilfe von Folgen:

Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge K C X heif3t K folgenkompakt,  Definition1.32
wenn jede Folge in K eine in K konvergente Teilfolge besitzt.

Es seien (X, d) ein metrischer Raum und K C X. Dann gilt: Satz1.33

K kompakt <= K folgenkompakt.

Beweis. ,=—“: Angenommen, es existiert eine Folge (x,).eny C K, die keine konver-
gente Teilfolge hat. Dann existiert fiir jedes y € K ein g, > 0, so dass x, € B, (y) fiir
hochstens endlich viele n € N gilt. Da

k= cUB,»

yek yek
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und K kompakt ist, existieren y, ..., y, € K mit

{x;;neN}CK C UBgyi(yi),

i=1
ein Widerspruch dazu, dass jedes der endlich vielen By, (y;) nur endlich viele x, enthilt.
»&=": Wir zeigen die Behauptung in zwei Schritten.

Behauptung 1: K ist totalbeschrinkt, d.h.

Ve>0 3neN Iy,...y, e K: K | JB:(r). (2.1)

i=1

Beweis: Fir K = @ gilt die Behauptung mit # = 0. Angenommen, K # & ist nicht
totalbeschrinkt. Dann gilt das logische Gegenteil von (2.1), also:

de>0 VneN Vyl,...yneK:KgZUBg(y,').

i=1
Also existiert, rekursiv definiert, eine Folge (x)ken s0, dass
k-1
x1 €K, xx eK\UBE(x,'), k=1,2,....
i=1

Da K folgenkompakt ist nach Voraussetzung, enthilt (xx)xen eine konvergente Teilfolge
(%, Jnen- Folglich existiert ein N € N mit

Vn>N:d(x,xk, ) <Ee.

Damit ergibt sich wegen k,—; < k, — 1 der Widerspruch

kn—1
Xk, € Be(xx, ) C U Be(xi). 4
i=1

Behauptung 2: K ist kompakt.

Beweis: Angenommen, K ist nicht kompakt. Dann existiert eine offene Uberdeckung
{A; C X:i € I} von K, die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Nach Behauptung 1
(mit € = %, k € N) folgt:

g

VkeN dm eN Elylf,...y,’jk eK:KCUBl/k(y{‘).

I=1

Dann existiert fiir jedes k € N mindestens ein yf € K, so dass Byx(yf) nicht von
endlich vielen A; {iberdeckt werden kann (sonst wire K selbst endlich iiberdeckt);
ohne Einschrinkung sei dies jeweils y*. Da K folgenkompakt ist, hat (y¥)rey C K eine
in K konvergente Teilfolge (y]f’”)meN. Setze a := lim,,— o ylf’” € K. Wegen K C |J,; Ai
existiert ein iy € I mita € A;,. Weil A;, offen ist, gibt es ein € > 0 mit B.(a) C A;,. Aus
ylf’” — a,m — o0, folgt, dassein M € N,M > %, existiert mit

Ym > M: d(y]f’",a) < %
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Dann gilt fiir x € By, (™)

1 1
d(x,a) < d(x,ylfM)+d(ylfM,a) < E+ 3 < M+

o0

<&,

N m

also Bk, (¥ c B.(a) C A, ein Widerspruch dazu, dass B, Skt (y¥) nicht von
endlich vielen A; iiberdeckbar war. O

In einem allgemeinen metrischen Raum kann es Teilmengen geben, die zwar be-
schrinkt und abgeschlossen sind, aber nicht kompakt (Aufgabe 1.9). Der folgende Satz
besagt, dass dies in R” und C" mit der euklidischen Metrik nicht passieren kann, dass
also die Umkehrung von Satz .31 gilt:

von Heine*-Borel. Es sei n € N. Dann gilt fiir K C R" oder C" versehen mit der ~ Satz1.34
euklidischen Metrik:

K kompakt <= K beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis. ,,—>": Diese Richtung gilt in jedem metrischen Raum (Satz 1.31).

»&=": Der Beweis dieser Richtung beruht auf der Aquivalenz von kompakt und
folgenkompakt und dem Satz von Bolzano-Weierstrass:

n = 1: Da K beschrinkt ist, ist jede Folge (x,)sen C K beschrinkt, hat also nach
dem Satz von Bolzano-Weierstrass ([32, Satz V.10]) eine konvergente Teilfolge (xy, )ken,
Xy, — a,k — 00. Da K abgeschlossen ist, ist a € K. Also ist K folgenkompakt und
damit kompakt nach Satz 1.33.

n > 1: Der Beweis ist analog zum Beweis fiir n = 1, wenn man den Satz von
Bolzano-Weierstrass fiir n > 1 durch Induktion verallgemeinert. Dazu stellt man z.B.
eine beliebige Folge (xi)keny C K C R™! dar als x¢ = (x}, x}) mitx{ € R, x} € R,
k € N. Weil (xp)reny beschrinkt ist, sind auch (x,l)keN und (x,f)keN beschrinkt. Der
Beweis kann nun analog zum Beweis von [32, Satz V.10] (beim Schritt von R nach C)
fortgesetzt werden. O

In R” mit einer beliebigen Norm sind kompakt (analog fiir C"): Beispiele

— Ki(xp) = {x € R": |lx — x0|| < 1}, x € R", 7 > 0, speziell die abgeschlossene
Einheitskugel K;(0).

— S;(x) = {x € R" |[x —xo|| = 1}, x0 € R", r > 0, speziell die n-dimensionale
Einheitssphire S;(0).

-Q={x-= (x,-)l”:l eR a <x;<b, i=1,...,ntmita;, b e R, a; < b;
(abgeschlossener Quader).

4EpuarDp HEINE, * 15. Mirz 1821 in Berlin, T 21. Oktober 1881 in Halle (Saale), deutscher Mathematiker,
der auch das Konzept der gleichmifligen Stetigkeit einfiihrte.

SEMILE BOREL, # 7. Januar 1871 in Saint-Affrique, Frankreich, 1 3. Februar 1956 in Paris, franzésischer
Mathematiker und Politiker, arbeitete vor allem in Topologie, Maf3- und Wahrscheinlichkeitstheorie.
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Sind (X, d) ein metrischer Raum, K, A C X und K kompakt, so gilt:
(i) A C K, A abgeschlossen —> A kompakt.

(ii) A abgeschlossen =—> A N K kompakt.

Beweis. Der Beweis ist eine gute Ubung, um mit der Kompaktheit vertraut zu werden
(Aufgabe 1.10). O

Fir stetige Funktionen in R hatten wir in Analysis I gezeigt, dass sie kompakte
Intervalle in kompakte Intervalle abbilden ([32, Korollar VI.39]). Jetzt zeigen wir sogar
allgemeiner:

Es seien (X, dx), (Y, dy) metrische Riume, f: X — Y eine stetige Funktion und
K c X. Dann gilt:

K kompakt = f(K) kompakt.

Beweis. Essei {A; C Y:i € I} eine offene Uberdeckung von f (K). Da f stetig ist, sind
nach Satz 1.27 auch alle f~1(A;), i € I, offen. Wegen

Kcf ' (f®) clJfr '@
iel

ist dann {f~'(A;):i € I} eine offene Uberdeckung von K. Weil K kompakt ist, gibt es
i, ..., 1, mit

KclJr'@y, aso f(K)c| A O
k=1 k=1

Fiir stetige Funktionen in R hatten wir in Analysis I auch gezeigt, dass sie auf kom-
pakten Teilmengen von R Minimum und Maximum annehmen ([32, Satz VI.37]).
Auch diese Eigenschaft gilt allgemeiner fiir reellwertige Funktionen auf einem metri-
schen Raum:

vom Minimum und Maximum. Es seien (X, d) ein metrischer Raum, f: X — R
eine Funktion und K C X. Ist f stetig und K kompakt, so nimmt f auf K Minimum
und Maximum an, d.h., es existieren x,, x* € K, so dass

f(x) = min{f(x):x € K}, f(x*)=max{f(x):x € K}.

Beweis. Nach Voraussetzung und Satz 1.36 ist f (K) kompakt, also nach Satz 1.31 be-
schrankt und abgeschlossen. Also sind

m, =Iinf{f(x):x € K} > —oo, m" :=sup{f(x):x € K} < o0.

Nach der Definition von m, und m* als Infimum und Supremum ([32, Propositi-
on II1.15]) existieren Folgen (x,)nen, (Vn)nen C f(K) mit

Xy > My, Yy —> m*, 11— 00.
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Da f(K) abgeschlossen ist, sind m.,., m* € f(K), d.h., es existieren x,, x* € K mit
f(x) =m, =min{f(x):x € K}, f(x*)=m"=max{f(x):x € K}. O

Verschiedene Metriken auf ein und derselben Menge X kénnen zu unterschiedlichen
offenen Mengen, also zu unterschiedlichen Topologien fiithren.

Eine spezielle Klasse von metrischen Riumen sind normierte Riume (E, || - ||) ([32,
Definition 1V.19]), wo E ein Vektorraum iiber K = R oder C ist und eine Metrik
induziert wird durch

dix,y)=|x—-yll, x,y€E.
Hat man zwei verschiedene Normen auf ein und demselben Vektorraum E, kann man
entscheiden, wann sie dieselben offenen Mengen, also dieselbe Topologie erzeugen:

Es sei E ein Vektorraum iiber R oder C. Zwei Normen || - ||; und || - ||, auf E heiflen
dquivalent, wenn ¢y, ¢; > 0 existieren mit

allxllz < lIxlh < ellxll2,  x € E.

Aquivalente Normen erzeugen dieselbe Topologie, d.h., eine Menge ist offen bzgl.
der von || - ||; induzierten Metrik genau dann, wenn sie offen bzgl. der von || - ||,
induzierten Metrik ist (Aufgabe 1.7).

Eine sehr nitzliche Folgerung aus Satz .37 vom Minimum und Maximum ist, dass in
endlichdimensionalen Rdumen alle Normen zu den gleichen offenen Mengen fiihren,
es also nur eine Topologie gibt.

Auf R" bzw. C" sind alle Normen &dquivalent.

Beweis. Eine gute Ubung, um sich an normierte Rdume zu erinnern (Aufgabe 1.8).

Eine stirkere Eigenschaft als die Stetigkeit einer Funktion ist die gleichmiflige
Stetigkeit ([32, Definition V1.40]):

Eine Funktion f: X D Dy — Y zwischen zwei metrischen Raumen (X, dx), (Y, dy)
heif3t gleichmiifSig stetig in X genau dann, wenn

Ve>0368>0:Vx,yeDy(dg(x,y) <6 = dy(f(x),f(») <g). (2.2)

Wir wissen schon, dass stetige Funktionen in R auf einer kompakten Menge automa-
tisch gleichmifig stetig sind ([32, Satz V1.42]). Auch dies gilt allgemein:

Es seien (X, dx), (Y, dy) metrische Riume, f: X — Y eine Funktion und K C X. Ist
K kompakt, so gilt:

f stetigauf K = f gleichmiifSig stetig auf K.

Definition1.38

Bemerkung 1.39

Korollar .40

Satz .41
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Beweis. Angenommen, f ist stetig, aber nicht gleichmifig stetig auf K. Nach Definition
der gleichmifligen Stetigkeit in (2.2) existiert dann ein £ > 0, so dass fiir alle n € N
Elemente x,, y, € K existieren mit

d(xXu, yu) < % A d(f(x,,),f(y,,)) >¢e neNlN.

Weil K kompakt und damit nach Satz 1.33 folgenkompakt ist, besitzt (x,)nen eine in K
konvergente Teilfolge (x, ke, limi— oo X, =t @ € K. Dann ist

d()/nkaa) S d(xnka)/nk)+d(xnka 61)—) 07 k_) 007
—_———— ~——
<t—>0 —0
also auch limj_, o0 yn, = a.Da f stetig ist, folgt

lim f(x,) =f(a),  lim f(y,) =f(a),

im Widerspruch zu d(f(x,,),f(yn)) > efiirallen € N. O

M3
Zusammenhang

Neben der Kompaktheit gibt es eine weitere Eigenschaft, die von stetigen Funktionen
erhalten wird: In R sagt der Zwischenwertsatz ([32, Satz V1.32]), dass stetige Funktionen
Intervalle auf Intervalle abbilden. Intervalle sind in R genau die zusammenhingenden
Teilmengen im Sinne der folgenden Definition:

Ein metrischer Raum (X, d) heif$t zusammenhdingend, wenn es keine offenen
AL,A C X, AL A 7’ <, glbt mit

X =A,UAy;

eine Teilmenge M C X heif3t zusammenhingend, wenn dies fiir (M, das) mit der
durch (X, d) induzierten Metrik dy, (Relativtopologie) gilt.

— @ ist zusammenhingend in X.
— {x}, x € X, ist zusammenhingend in X.
— Qist nicht zusammenhingend in R, denn:

Q={xeQx <2} U{xe Qx> 2}.

#, offen #, offen

- H = {(x,y) € R:x* — y?> = 1} (Hyperbel) ist nicht zusammenhingend
in R?, denn:

H=H,UH., Hi:={(x,y)eH:x=0}.

#, offen




3 Zusammenhang

Abb. 3.1: Die Hyperbel H istin IR? nicht zusammenhéngend

Fiir einen metrischen Raum (X, d) sind dquivalent:
(1) X ist zusammenhiingend,

(i1) X ist die einzige nichtleere Teilmenge von X, die offen und abgeschlossen ist.

Beweis. ,(i) = (ii): Essei A C X, A # @, so dass A offen und abgeschlossen ist.
Angenommen, es ist A # X. Dann ist A # & offen und

X =AUAS,

im Widerspruch dazu, dass X zusammenhingend ist.
»(il) = (i): Angenommen, X ist nicht zusammenhingend. Dann existieren
offene Ay, Ay C X, Ay, Ay # &, mit

X =A,UA,.

Also ist A; = Af abgeschlossen. Weil A, gleichzeitig offen ist, muss nach Voraussetzung
A, = X sein, also A; = @, ein Widerspruch. O

Fiir I C R gilt: I zusammenhdingend < I Intervall.

Beweis. ,,&<=": Der Bewelis ist eine gute Ubung, um den Begriff des Zusammenhangs
zu verstehen (Aufgabe 1.11).

»=="“: Angenommen I ist zusammenhingend, aber kein Intervall. Dann existieren
X1, X3 € I, x; <x,undeiny € R\ I mitx; <y < x,.Die Mengen

L :=IN(-o0,y), L:=IN(y,00)
sind I-offen, nichtleer (dax; € I,i=1,2),I; N, = & und
I=NLUL,

im Widerspruch dazu, dass I zusammenhidngend ist. ]

Es seien (X, dx), (Y, dy) metrische Riume und f: X — Y eine Funktion. Ist f stetig,
so gilt
X zusammenhingend = f(X) zusammenhingend.

Satz1.43

Satz .44

Satz .45
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Satz .46

Definition .47

Satz1.48
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Beweis. Angenommen, X ist zusammenhingend, aber f(X) ist nicht zusammen-
hingend. Dann existieren f (X)-offene Mengen Vi, V, C f(X), Vi1, V2 # &, mit
f(X)=V,UV,.
Nach Proposition 1.24 gibt es dann in Y offene A; C Y,i = 1, 2, mit
Vi=f(X)NA;, i=1,2.

Da f stetig ist, sind nach Satz 1.27 die Urbilder f!(A;) fiir i = 1, 2 offen in X; da
@ #V; C f(X),istfHA;) =f1(V;) # @ fiir i = 1, 2. Insgesamt folgt

X=f"'(ViuV,) =" (V))Uf (V) =f 1 (A) U (A,

#,offen #,offen

ein Widerspruch, da X zusammenhingend ist. O

Im Spezialfall X = I mit einem Intervall I C R ist Satz 1.45 gerade der Zwischen-
wertsatz aus Analysis I ([32, Satz V1.32], tiberzeugen Sie sich davon!). Jetzt konnen wir
fiir reellwertige Funktionen allgemeiner folgern:

Allgemeiner Zwischenwertsatz. Es seien (X, d) ein zusammenhdngender metri-
scher Raum und f: X — R eine stetige Funktion. Dann ist f (X) ein Intervall, d.h.,
fiir beliebige x, y € X, x # y, nimmt f jeden Wert zwischen f (x) und f (y) an.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Satz 1.45 mit Y = R und weil die zusammen-
hingenden Teilmengen von R genau die Intervalle sind (Satz 1.44). (]

Eine stiarkere Eigenschaft als zusammenhingend ist wegzusammenhingend:

Es seien (X, d) ein metrischer Raum und a, b € R, a < b. Dann heif$t
(i) eine stetige Abbildung y: [a, b] — X stetiger Wegin X von y(a) nach y(b);

(ii) X wegzusammenhingend, wenn fiir alle x, y € X ein stetiger Weg y in X von
x nach y existiert;

eine Teilmenge M C X heift wegzusammenhingend, wenn dies fiir (M, dps) mit
der durch (X, d) induzierten Metrik dy, (Relativtopologie) gilt.

Fiir einen metrischen Raum (X, d) gilt:

X wegzusammenhingend =—> X zusammenhdingend.

Beweis. Angenommen, X ist wegzusammenhingend, aber nicht zusammenhidngend.
Dann existieren offene A;, Ay, C X, Ay, Ay # &, mit

X =A,UA,.
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Wihle x; € A;, i = 1, 2. Da X wegzusammenhidngend ist, existiert ein stetiger Weg
y:la, b] > X von x; nach x;. Weil y stetig auf [a, b] ist und A; offen ist, ist nach
Satz 1.27 auch y ' (A;) offen in [a, b] fiir i = 1, 2. Auferdem folgt aus y(a) = x; € Ay,
y(b) = x» € Ay, dass y1(A;)) # @ fir i = 1,2. Wegen A; N A, = &, ist auch
¥ 1A Ny L(A;) = @, und damit

Y AD Uy (A) = y 1 (AUAY) =y H(X) = [a, ],

im Widerspruch dazu, dass [a, b] zusammenhidngend ist nach Satz 1.44. O

Eine Teilmenge M C E eines normierten Raums (E, || - ||) heif3t konvex Definition 1.49

= Vx,yeMVtel0,1]: (1-t)x+ty e M.

(i) Konvexe Mengen sind zusammenhingend nach Satz 1.48, da sie wegzusam-  Beispiele
menhingend sind. Fiir beliebige x, y € M ist ndmlich ein stetiger Weg in M
von x nach y gegeben durch

y:[0,1] > M, y(t):=0-1t)x+1ty.

(ii) In einem normierten Raum (E, || - ||) sind B, (xo), K;(x0), X0 € E, r > 0,
konvex, also zusammenhingend.

Die Umkehrung von Satz .48 gilt nicht allgemein in metrischen Rdumen; sie gilt aber
fiir offene Teilmengen von normierten Riumen. Um das zu zeigen, brauchen wir spe-
ziellere stetige Wege, die sich stiickweise aus Strecken zusammensetzen.

Es seien (E, || - ||) ein normierter Raum und a, b € R, a < b. Eine Abbildung  Definition .50
y:la, b] = E heifit stetiger Streckenzug von y(a) nach y(b), wenn es ein n € N
und &g, a1, ..., ay € [a,b] gibtmita=ay <a; <--- < a, =bund

y((l —t)a; + taj+1) = (1 -t)y(e) +ty(aj1), te[0,1],j=0,...,n—1.

y(a) y(b)

Y(az)
y(ay)

Abb. 3.2: Stetiger Streckenzug in R?
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Satz1.51

Definition .52
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Es seien (E, || - ||) ein normierter Raum und M C E offen, M # @. Ist M zusam-
menhdngend, so lassen sich zwei beliebige Punkte x,y € M durch einen stetigen
Streckenzug in M verbinden; insbesondere gilt also:

M wegzusammenhingend <= M zusammenhingend

Beweis. ,,—=": Diese Richtung gilt allgemein nach Satz .48.
»&=“: Wir wihlen z € M fest und definieren

U := {x € M:es existiert stetiger Streckenzug ¥, . von z nach x in M}.
Offensichtlich ist U # @,daz € U.
Behauptung 1: U ist M-offen.

Beweis: Ist x € U beliebig, so existiert nach Definition von U ein stetiger Streckenzug
Yz.x: [a, b] = M von z nach x. Weil M offen ist, gibt es ein € > 0 mit B,(x) C M. Wir
zeigen nun, dass B.(x) C U. Dazu sei y € B¢(x) beliebig. Dann ist

Yz,x(t)a te [a7 b]7

Veyrla b 1] = Moy (1) = {(1 —(t—b)x+(t—b)y, telb b+1],

ein stetiger Streckenzug von z nach y in M, alsoisty € U.

7 ~
Vit N
— AN
/’ \\ // \
/// TNt K
\
/ . W M
£ 1
i z 4 '
\ x !
/
\ /
N ,
AN
\\ Be(x) //
SO P

S~ ———

Abb. 3.3: Stetiger Streckenzug von z nach y in M

Behauptung 2: U¢ := M \ U ist M-offen.

Beweis: Essei x € M \ U beliebig. Da M offen ist, gibt es ein € > 0 mit B.(x) C M.
Mit den gleichen Argumenten wie im Beweis von Behauptung 1 folgt dann, dass
Be(x) € M\ U (denn existierte ein y € B(x) N U, so folgte — wie oben mit ver-
tauschten Rollen von y und x — der Widerspruch x € U).

Weil M zusammenhingend ist, folgt aus M = U U (M \ U), Behauptungen 1 und
2 sowie U # &, dass dann M \ U = @ gelten muss, also U = M. O

In weiterfithrenden Analysis-Vorlesungen spielt die folgende Definition eine Rolle:

Eine offene zusammenhingende Teilmenge G C R” heifdt Gebiet.



Aufgaben

Aufgaben

L1.

L.2.

L.3.

L.4.

L.5.

L.6.

1.7.

1.8.

L.9.

1.10.

L.12.

Bestimme die offenen und abgeschlossenen Einheitskugeln in R” mit der euklidischen
Metrik, in R” mit der Manhattan-Metrik und fiir eine beliebige Menge mit der diskreten
Metrik (Beispiel 1.2), und skizziere sie in einem Beispiel.

Zeige, dass in einem metrischen Raum (X, d) die Kugeln K, (x,) = {x € X:d(x, x) < r}
mitx, € X,r > 0, abgeschlossen sind.

Esseien (X, d) ein metrischer Raum, x, € X und r > 0. Zeige, dass B, (x,) C S,(x) und
B, (%) C K, (x). Gilt Gleichheit (Beweis oder Gegenbeispiel)?

Beweise fiir eine Teilmenge A eines metrischen Raums (X, d):
a) A° = {a € X:aist innerer Punkt von A};
b) A = 3(A°) = 8(A°) = (A), A=A°UdA.

Beweise die Charakterisierung von ,,relativ offen® in Proposition 1.24.

Es sei X = R mit der euklidischen Metrik versehen und Y = [~1, 1) mit der zugehérigen
Relativtopologie. Untersuche A = [-1,0), B = [-1,0] und C = [0, 1) auf relative
Offenheit, Abgeschlossenheit und Kompaktheitin Y.

a) Zeige, dass zwei dquivalente Normen || - ||; und || - ||, auf einem Vektorraum E iiber
K = R oder C dieselben offenen Mengen erzeugen.

b) Zeige, dass fiir einen metrischen Raum (Y, dy) eine Funktion f: E — Y genau dann
stetig beztiglich || - ||; auf E ist, wenn sie stetig beziiglich || - ||, auf E ist.

Beweise, dass auf R” bzw. C" alle Normen #dquivalent sind. Losungshinweis: Zeige, dass
jede Norm zur euklidischen Norm dquivalent ist.

Zeige, dass auf R durch d(x, y) := arctan|x — y|, x, ¥ € R, eine Metrik definiert wird
und dass R in dieser Metrik beschrankt und abgeschlossen, aber nicht kompakt ist. Ist
die Metrik d von einer Norm auf R induziert?

Zeige die Eigenschaften kompakter Teilmengen aus Proposition 1.35.

Es sei I C R ein endliches oder unendliches Intervall. Zeige, dass I zusammenhingend
ist (es ist also zu zeigen, dass @ und I die einzigen Teilmengen von I sind, die gleichzeitig
offen und abgeschlossen in I sind).

Essei K = R oder Cund n € N.

a) Zeige, dass fiir jedesj = 1, ..., n die Projektion auf die j-te Komponente pr;: K" — K,
(%1, ..., X4) P> x; stetigist.

b) Ist (X, d) ein metrischer Raum und f = (f;, ..., f,): X = K" mit f; = prjof,
j=1, ..., nysogilt

f iststetig <= f; iststetig, j=1, ..., n.



Differentialrechnung in R"

In Anwendungen treten oft Funktionen auf, die von mehreren Variablen abhingen, z.B.
von Ort und Zeit oder auch von Rohstoffkosten, Arbeitszeitkosten etc. Fiir die lineare
Approximation solcher Funktionen oder fiir die Bestimmung lokaler Extremstellen
muss das Konzept der Ableitung fiir Funktionen auf R” mit n > 1 verallgemeinert
werden.

In R” mit n > 1 gibt es jedoch nicht nur eine linear unabhingige Richtung,
aus der man sich einem Punkt x, nihern kann. Die Ableitung in x, als Maf$ der
»Steigung“ kann daher nicht mehr in Form einer Zahl angegeben werden, sondern
wird sich als lineare Abbildung herausstellen.

Hi4

Stetige lineare Abbildungen

Lineare Abbildungen lernt man zuerst in der Linearen Algebra kennen. Die Eigenschaft
der Linearitit ist uns bei der Differentiation und der Integration auch schon in der

Analysis I begegnet ([32, Satz VII.6, Proposition VIII.13]). Lineare Abbildungen haben
viele schone Eigenschaften, eine davon betrifft die Stetigkeit:

Es seien K = R oder C und E, F Vektorrdume tiber K. Eine Abbildung T:E — F
heif3t linear (oder linearer Operator)

= Vf,geE Va,Bek: T(af +Bg) =aT(f)+BT(g);

man schreibt dann meist Tf statt T(f).

In diesem Abschnitt seien ab jetzt immer K = R oder C und (E, || - |g), (F, || - |lF)
normierte Riume tiber K. Als Beispiel konnen Sie sich immer E = R” und F = R” mit
n, m € N, jeweils versehen mit der euklidischen Norm || - |, vorstellen.

Ein linearer Operator T: E — F heif3t beschrinkt

e IC>0VxeE: |Txlr < Clxl. (4.1)

Definition II.1

Definition I1.2
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Welch starke Eigenschaft die Linearitit ist, sieht man daran, dass beschriankte lineare
Operatoren automatisch stetig und sogar gleichméfig stetig sind:

SatzIl.3  Fiir einen linearen Operator T: E — F sind dquivalent:

(1) T ist beschriinkt,
(i1) T ist stetig in 0,
(1ii) T ist stetig,

(iv) T ist gleichmiifSig stetig.

Beweis. ,,(i) = (iv)“: Es sei C > 0 wie in (4.1). Da T linear ist, gilt dann fiir beliebige
x,y € E:
ITx = Tyllp = IT(x = y)llr < Cllx=yllE,

also ist T Lipschitz-stetig und daher gleichmifig stetig ([32, Beispiel VI1.41]).

»(iv) = (iii) = (ii)“: Diese beiden Implikationen sind offensichtlich.

»(il) = (i): Da T linear ist, gilt T(0) = 0. Nach (ii) existiert (zu e = 1) ein 6 > 0,
so dass

Vx ek, |x|| <é: | Tx|lr=IT(x—=0)|lr < 1.

Wihle nun y € (0, ). Dann gilt || =R x||, =y < & fiir jedes x € E, x # 0, und daher
wegen der Linearitdt von T

izl = B (2 < Bl
Y lxlle /1F y

Also gilt (4.1) mit C = %. O

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass die Menge der linearen Abbildungen von
E nach F einen Vektorraum iiber K bildet ([10, Abschnitt 2.1.3]). Dies gilt auch fiir die
Menge der beschrinkten linearen Abbildungen; hier kann man sogar eine Norm auf
dem zugehorigen Vektorraum definieren:

Definitionl.4  und Proposition. Auf dem Raum aller beschrankten linearen Abbildungen von
Enach F,
L(E, F) := {T:E — F:T linear und beschrinkt},

wird eine Norm, die sog. Operatornorm, definiert durch

IT|| == sup { I Txllr:x € E, lIx|lz =1}, T €L(E,F).

Beweis. Eine gute Ubung, um die Eigenschaften einer Norm zu wiederholen! O

Bemerkung I1.5 (1) Beschrinktheit und Operatornorm von T hingen von den Normen auf E
und F ab (Beispiel IL.6 (iii)).

(i) ||T|| ist das Infimum aller C > 0 mit || Tx||r < C||x||g, x € E.

(iii) Es gilt immer || Tx||r < ||T|| [|x||g, x € E.



4 Stetige lineare Abbildungen

Fiir ein Intervall I C R betrachten wir die Riume der stetigen bzw. stetig differen-
zierbaren Funktionen C(I, C) und C!(I, C), jeweils versehen mit der Supremums-
norm ([32, Definition VIIL.32])

(i)

(ii)

(iii)

I fllco = sup {|f(x)|:x € I}.

Punktauswertung (Delta-Distribution). Fiir festes p € I ist

8, (CU,C), [+ lloo) > R, 8,(f) :=f(p)
linear und beschriankt mit ||8,[| = 1.
Beweis. Linearitit von §,: Sindf,g € C(I, C) und a, B € C, so ist

Oulaf + fg) = (af +Pg)(p) = af(p) + fg(p) = adu(f) + B 6u(g).
Beschrinktheit von 8,: Fur f € C(I, C) ist

16u(O)1 = 1f (W] < sup{lf)l:x € I} = || flloos
also ist 6, beschrinkt mit [|6,]| < 1. Speziell fiir f(x) = 1, x € I, ist

feCd,C)und|6,(f)l =1 =|flloo also |6, = 1. O
Riemann-Integral. IstI = [a, b], so ist die Abbildung
b
Z: (C([a,b),C), |- o) > C,  Z(f) 1=/ f(x) dx,
linear und beschrinkt mit || Z|| = b — a.
Beweis. T ist linear nach [32, Proposition VIII.13 (i)]. Fiir f € C([a, b], C)

gilt nach den Regeln fiir das Riemann-Integral ([32, PropositionVIIIL.13,
Satz VIII.16]):

b b
Zn=| [ fwds] < [ 11001 dx < G-l
a a S—~~—
<[ fllee
also ist Z beschrankt mit ||Z|| < b — a. Speziell fiir f(x) = 1, x € [a, b], ist
feCl,C)undZ(f) =b—a,also |Z|| =b—a. O

Ableitung. Ist I = [a, b], so ist die Abbildung
D: (C'([a, b R). Il lloo) = (C([, b1, R), || -lloo). Df =1,

linear, aber nicht beschrinkt.

Beweis. D ist linear nach [32, Satz VIL.6 (i)]. Um zu sehen, dass D nicht
beschrankt ist, betrachte exemplarisch das Intervall [a, b] = [0, 1]. Fiir
die Funktionen f,(x) = x", x € [0, 1], n € N, ist zwar | fullco = sup{|x"|:
x € [0, 1]} = 1, aber

IDfulloo = Il fylloo = sup {Inx""'|:x € [0, 1]} =n — 00, n— oo,

also kann es keine Konstante wie in (4.1) geben. O

27

Beispiele I1.6
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Bemerkung: D wird beschrinkt, wenn man C!([a, b], R) mit der Norm
Il fllco,1 :=sup {| f ()| + | f'(x)]: x € [0, 1]}
versieht. Dann gilt ndmlich ||Df [|oc = | f'loc < || flloo,1-

PropositionIl.7  Es seien E, F, G normierte Riume und T € L(E, F), S € L(F, G) Dann ist ST :=
SoT e L(E, G), und es gilt

ISTI < ISIIT]I.

Beweis. Zu empfehlen, um die Operatornorm besser kennenzulernen. O

Definition1l.8  Es seien E, F und G normierte Riume.
(i) Eine lineare Abbildung ¢: E — F heif3t Isomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist.

(ii) Ein Isomorphismus ¢: E — F heif3t topologischer Isomorphismus (oder Ho-
mdomorphismus), wenn ¢ und @~ ': F — E stetig sind.

(iii) E heift (topologisch) isomorph zu F, wenn es einen (topologischen) Isomor-
phismus ¢: E — F gibt.

Bemerkung. — ¢:E — F ist (topologischer) Isomorphismus <= ¢ :F — E
ist (topologischer) Isomorphismus.

— Ein Isomorphismus respektiert die linearen Strukturen von Vektorrdumen.

— Ein topologischer Isomorphismus respektiert auch die topologischen Strukturen
auf normierten Riumen: Offene Mengen in E bzw. F werden durch ¢ und ¢!
wieder in offene Mengen abgebildet.

Die folgende Proposition zeigt, dass alle endlichdimensionalen normierten Riume
gleicher Vektorraumdimension (die gleich der Anzahl der Elemente einer Basis ist, [ 10,
1.5.5]) zueinander topologisch isomorph sind.

Proposition 1.9 Es sei (E, || - ||g) ein normierter Raum iiber K mit Vektorraumdimension dim E =
n < 0o. Dann ist E zu K" topologisch isomorph.

Beweis. Isomorphie von E und K": Nach Voraussetzung besitzt E eine Vektorraumba-
sis {e1, ..., e} ([10, Abschnitt 1.5.3]). Also gibt es zu jedem x € E einen eindeutig
bestimmten Koeffizientenvektor (x;)’_; € K" mit

n
X = E Xié;.
i=1



5 Differenzierbarkeit

Diese eindeutige Darstellung induziert die Isomorphismen

¢:E— K", o) = (x)L,,
n

(p_I:K" — E, (p‘l(xi = inei.
i=1

Topologische Isomorphie von E und K": Nach Korollar 1.40 sind alle Normen auf K"
dquivalent, und wir diirfen fiir die Untersuchung der Stetigkeit von ¢ und ¢! eine
beliebige Norm auf K" wihlen (Aufgabe 1.7). Definiere dazu

||(Xi)7:1||<p = ”(P_l(xi):‘l:l”Ea (xi):‘l:l e K".

|| - Il ist eine Norm: Die Definitheit der Norm folgt aus der Injektivitit von ¢'; die
Vertriglichkeit mit der Skalarmultiplikation und die Dreiecksungleichung folgen aus
den entsprechenden Eigenschaften von | - ||z und der Linearitit von ¢!

Fiir die Stetigkeit von ¢ und ¢! brauchen wir nach Satz I1.3 nur zu zeigen, dass
beide Abbildungen beschrinkt sind. Dies folgt aus:

le)llp = llo~ (@) = I, x € E,
”(P_l(xi):‘l:l”E = ||(Xi)7:1||zp, (xi):‘l:l € K". u

Im Hinblick auf die Differentiation von Funktionen von R” nach R™ ist der fol-
gende Satz wichtig.

Es seien K = R oder C und E, F normierte Riume iiber K mit dimE = n < oo.
Dann ist jede lineare Abbildung T: E — F stetig.

Beweis. Nach Proposition I1.9 geniigt es, lineare Abbildungen T: K" — F zu be-
trachten. Nach Korollar .40 und Aufgabe 1.7 diirfen wir zur Untersuchung der Stetigkeit
von T wieder eine beliebige Norm auf K" wihlen, z.B. die euklidische Norm | - ||. Nach
Satz 1.3 miissen wir nur zeigen, dass T beschrinkt ist. Dazu sei {ey, . . . e,} die Standard-
basis des K", d.h.e; = ((5,»]')]'»’:1,1' =1,...,n Firalle (x;)_, € K" folgt aus der Linearitit
von T, der Dreiecksungleichung fiir || - || r und der Cauchy-Bunyakovsky-Schwarzschen
Ungleichung in K" ([32, Korollar VII.29]):
LS D bl Teille

IT ()i e = HT(inei> ‘F = Hzxi Te;
i=1 i=1 i=1
(S wl)" (Do 7al})” = Cle . O
i=1

i=1

n

IN

=l N =C

W5
Differenzierbarkeit
In diesem Abschnitt verallgemeinern wir den Begrift der Differenzierbarkeit auf Funk-

tionen zwischen normierten Riumen, insbesondere fiir den Fall E = R", F = R™ mit
n,me N.

Satz11.10



Definition11.11

Il Differentialrechnung in R"

Den Spezialfall von Funktionen einer reellen Variablen, E = R, haben wir in Ana-
lysis T kennengelernt ([32, Kapitel VII]). Ist zB. f:R D Dy — F eine Funktion und
x9 € Dy Haufungspunkt von Dy, so heifdt f differenzierbar in x, wenn

lim fx) — f(x)
X—>Xo X — Xo

=: f'(x0) (5.1)

existiert ([32, Definition VII.1]). Die Differenzierbarkeit von f in x, ist 4quivalent zur
linearen Approximierbarkeit von f ([32, Satz VIL.4]): f ist genau dann differenzierbar
in xo, wenn es 1, € R und eine in x, stetige Funktion ry: Dy — R gibt mit ry (x) = 0
und

fx) = f(x0) + my (x = xo) +74,(x)(x —x9), x € Dy. (5.2)

=Ly, (%)

Die Ableitung f'(x9) = my, € R von f in xq ist hier also eine reelle Zahl, nimlich die
Steigung der Tangenten L, an den Graphen von f in x.

L,’l,‘(;

|
|
To

Abb.5.1: Geometrische Deutung der Ableitung fiir Funktionen f: R © Dy — R

Die Charakterisierung der Differenzierbarkeit mittels linearer Approximierbarkeit lisst
sich nun direkt iibertragen, indem wir (5.2) umschreiben in:

lim f(x) = f(x0) = my, (x = x0)
X—>Xp X — Xp
Im ganzen folgenden Abschnitt seien immer K = R oder C und (E, || - ||g), (F, || - |Ir)

normierte Rdume tber K, z.B. E = R", F = R” mit n,m € N, jeweils mit der
euklidischen Norm || - |.

= lim ry,(x) = 0.
X—> X

Esseien Dy C E offen, f: Dy — F eine Funktion und xy € Dy. Dann heif3t f (total)
differenzierbar in xy, wenn es eine stetige lineare Abbildung T,,: E — F gibt, so

dass
L £ = fGo) = Ty (e = ) _

#=% [l = xol|

0; (5.3)
in diesem Fall heift T, (totale) Ableitung von f in xo, bezeichnet mit
Txg = Df(XO)

Ist f in jedem x € Dy total differenzierbar, so heifdt f total differenzierbar in Dy,
und man nennt die Abbildung

Df:Df — L(E,F), x> Df(x) € L(E, F),

(totale) Ableitung von f. Weiter heift f stetig differenzierbar, wenn Df stetig ist.
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Bemerkung. — IstdimE = n < 0o, muss die Stetigkeit der linearen Abbildung
Ty,: E — F nicht gefordert werden, sie folgt automatisch aus Satz II.10.

— Die Differenzierbarkeit und die Ableitung dndern sich nicht, wenn man die Nor-
men auf E bzw. F durch dquivalente Normen ersetzt (nach Aufgabe 1.7).

— Da Dy C E offen ist, ist xy € Dy automatisch Haufungspunkt von Dy, denn es
existiert ein £ > 0 mit B,(xy) C Dy.

Ist E = R"und F = R™, so hat Ty,: R” — R™ als lineare Abbildung eine Darstel-  Beispiel
lung durch eine m x n Matrix A,, € R"™*"™:

T:R" > R", Tyx=A,x, xecR"

Ist speziell E = F = R, so ist Ay, als 1 x 1 Matrix durch eine reelle Zahl gegeben,
niamlich durch die Zahl f'(xy) = m,, in (5.1) bzw. (5.2):

To:R—> R, Tyx=f(x)x, xeR.

In diesem Sinne ist Definition II.11 eine Verallgemeinerung der Differenzierbarkeit
von Funktionen einer reellen Variablen aus der Analysis I ([32, Definition VIL.1]).

Der nichste Satz zeigt, dass die totale Differenzierbarkeit dquivalent zur linearen Ap-
proximierbarkeit ist und dass die Ableitung T, eindeutig bestimmt ist, wenn sie exi-
stiert:
Es seien Dy C E offen, f: Dy — F und xo € Dy. Aquivalent sind: Satz11.12
(1) f ist (total) differenzierbar in xj.

(ii) Es existiert eine stetige lineare Abbildung Ty,:E — F und eine in xo stetige
Funktion ry: Dy — F, 1y, (x0) = 0, mit

f(x) = f(x0) + Ty, (x — x0) + 1, (%) ]Ix — x0ll, x € Dy.

Beweis. Der Beweis verlduft vollig analog zum Beweis von [32, Satz VIL.4]. O

Mit Hilfe der Landauschen Symbole ([32, Definition IX.8]) kann die Bedingung  BemerkungI1.13
in (ii) auch dquivalent geschrieben werden als:

(iii) Es existiert eine stetige lineare Abbildung T.,: E — F mit

fx) = f(x0) + T, (x = x0) +o([lx = x0l1), x = Xo.

Die stetige lineare Abbildung Ty,: E — F in (5.3) ist eindeutig. Korollar I1.14

Beweis. Es sei TxU:E — F eine weitere stetige lineare Abbildung, fiir die (5.3) gilt. Nach
Satz I1.12 und Bemerkung II.13 ist dann

f(x) =f(x0) + Ty (x — x0) + o(]lx — x0]),
F(x) = f(x0) + Ty (x — x0) + o[l — X0l
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Subtraktion und Division durch ||x — xo || liefert

x=x0 _ o(llx =xol)

(Txo—ico) — 0, x> Xxp.

Il = xoll Il = xoll

Esseinuny € E, ||y| = 1, beliebig und x,, := xo + n"'y, n € N. Dann gilt x, — xo,
n — 00, und

Xn — Xo nly
= ] = )/_
llxn = X0l lIn=tyll
Damit ergibt sich
Xn — X0

(TXO - Txo)}/ = (Txg - %xg) 0, n— oo.

[l = Xol

Da die linke Seite unabhingig von  ist, folgt (T, — 7~“X0 )y=0furalley € E, |ly|l = 1,
und deshalb nach Definition I1.4 der Operatornorm:

I Ty, — Ty |l = sup { (T — Te)yll:y € E, llyll =1} = 0.

Also muss Ty, = TXU sein. O
Ist f (total) differenzierbar in xo, so ist f stetig in xo.

Beweis. Nach Satz I1.12 (ii) ist
Tim £() = lim (£ () + T (x = %) + 1 (0| = %01
=flxo) + lim Ty (% = x0) + lim 7, (o) flx = ol = f(x0),

da Ty, und ry, stetig sind und Ty, (0) = 0, ry, (x0) = 0 gilt. O

Bemerkung. Satz II.12 zeigt, dass f genau dann (total) differenzierbar in x; ist, wenn
f in xo durch die lineare Funktion

Ly, (x) == f(x0) + Df (x0)(x = X0), x €E,
approximierbar ist:
lim L&) ")
=0 lx = x|

Geometrisch anschaulich wird dies im Spezialfall E = R"” und F = R: Hier ist der Graph
von f:R" D Dy — R eine Fliche in R™!,

G(f) = {(x,f(x)):x € Df} c R",

und der Graph der linearen Approximation Ly, = f(x) + Df (x)(x — xo) von f in x
ist eine affine Hyperebene in R""! (d.h. ein affiner Untervektorraum H = u + U mit
1 € R™! und einem n-dimensionalen Untervektorraum U von R™'!),

Ar(xg) == {(x, f(x0) + Df (x0)(x —xo)):x € Df} c R™,

Die Tangentialhyperebene Ag(xo) beriihrt den Graphen von f im Punkt (xo, f(xo)).
Speziell fir n = 1 ist Ar(xo) die Tangente, fiir n = 2 die Tangentialebene in (xo, f(x))
(Abb. 5.2).
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Abb.5.2: Graphvon f (x, y) = x* + y? mit Tangentialebene in (xo, yo) = (0, 0)

Lineare Abbildungen. Als Erstes wollen wir die Differenzierbarkeit linearer Ab-  Beispiele .16
bildungen f: E — F untersuchen:

(i) f:R* > R,f(x,y) =ax+bymita, b € R:

Fiir (xo, yo) € R? lasst sich f mit Hilfe der Multiplikation mit der 1 x 2-
Matrix (a b) € R'*? schreiben als

f(x, y) = axo + by + alx —xo) + b(y — »)

= f(xo, y0) + (a b><© : CZ))

Also ist Satz I1.12 (ii) erfiillt mit der stetigen linearen Abbildung

X X
T(xo,yo):Rz - R, T(Xo,yo) </> =(ab) </> :f(-x7 )

und ry, = 0. Die Ableitung Df ((x0, ¥0)) = T(x,,y) von f im Punkt (xo, yo)
hingt also nicht von (xo, y5) ab und hat die Matrixdarstellung (a b) € R*2,
Daher ist f auf ganz R? differenzierbar mit konstanter Ableitung

Df:R> - L(R% R), CZ) — (ab).
Der Graph der Funktion f ist eine Ebene in R®. Deshalb ist die lineare
Approximation in jedem Punkt (xy, yo) die Funktion f selbst.
(ii)) f:E > F,f(x) = Ax mitA € L(E, F):
Fiir xy € E ist wegen der Linearitit von A
fx) = Axo + A(x — x0) = f(x0) + A(x —xp), x€E.
Also ist f nach Satz I1.12 (ii) differenzierbar in jedem xy € E mit Ableitung
Df (x0) = A € L(E, F),
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d.h., die Ableitung Df ist wieder unabhingig von x,:
Df:E — L(E,F), xo— A.
Das Beispiel in (i) ist der Spezialfall E = R*, F = Rund A = (a, b).

Die Ableitung der obigen Funktionen waren leicht aus Satz I1.12 (ii) zu bestimmen, da
die Funktionen linear waren. Fiir nicht-lineare Funktionen brauchen wir weitere Hilfs-
mittel, um totale Ableitungen berechnen zu kénnen.

Ho6
Partielle Ableitungen

Manchmal interessiert man sich nur fiir die Anderung einer Funktion mehrerer Varia-
blen in einer bestimmten Richtung oder beziiglich einer bestimmten Variablen. Dazu
fithrt man den Begriff der Richtungsableitung ein.

Auch in diesem Abschnitt seien wieder K = R oder C und (E, || - ||g), (F, || - lIF)
normierte Rdume tber K, z.B. E = R", F = R” mit n,m € N, jeweils mit der
euklidischen Norm || - |.

Esseien Dy C E offen, f: Dy — F eine Funktion, xy € Dy und v € E \ {0}. Existiert
der Grenzwert
+tv) — 0
limf(xo v)—fxo) _ of

tek t ' ov
t—0

(x0)

so heif3t dieser Richtungsableitung von f in x, in Richtung v.

Am Beispiel einer Funktion f: R* D D; — R kann man sich Richtungsableitungen
gut veranschaulichen: Den Graphen von f denkt man sich als die Oberflidche eines
Gebirges tiber der Grundfliche Dy. Schneidet man durch dieses Gebirge mit einem
groflen Messer in Richtung des Vektors v € R?, so entsteht im Schnitt der Graph einer
Funktion tiber der Geraden, wo man geschnitten hat. Die Ableitungen dieser Funktion
einer Variablen sind die Richtungsableitungen nach v. Genauer:

Abb.6.1: Schnittin Richtung v = (}) durch den Graphenvon f(x, y) = cos(zy)

X+y>+4
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Bemerkung. Ist Dy offen und xy € Dy, so gibt es ein £ > 0 (Bemerkung 1.4 (iii)) mit
xo+tveDy, tel(-¢¢).

Die Richtungsableitung von f in Richtung v existiert genau dann, wenn die nur von
der Variablen t abhingige Funktion

fowi (€,6) > F,  fo(t) = f(xo +1tv),

int = 0 differenzierbar ist (beachte fy, ,(0) = f(x;)). Der Graphvon f,, , entsteht, wenn
man den Graphen von f mit dem affinen Unterraum {(xo+tv, y) € ExF:t € K, y € F}
schneidet (das ist die Schnittfliche des Messers!).

Es seien Dy C E offen, f: Dy — F eine Funktion und xy € Dy. Ist f (total) differen-  Satz|1.18
zierbar in xy, so existieren die Richtungsableitungen von f in xo in alle Richtungen
v € E \ {0}, und es gilt

of

5(960) = Df (x0)v.

Beweis. Esseixy € Dy und v € E\ {0} beliebig gewihlt. Fiir alle t € K mit x, +tv € Dy
gilt nach Satz I1.12 (ii) tiber die lineare Approximierbarkeit (mit x = xo + #v) und weil
Df (xo) linear ist:

fxo +tv) = f(xo0) + Df (x0)((xo0 + tv) = X0) + 1, (X0 + 1v) [| (X0 + 1v) — X0
= f(x0) + Df (x0)(tv) + 1, (0 + tv) [[2v]
= f(x0) +t Df (xo)v + 1y, (xo + tv) [t] [Iv]].
Da ry, stetig in xo ist mit 7y, (x9) = 0, folgt lim;_,¢ 7y, (xo + #tv) = 0, also

limf(xo +1tv) = f(x0)

t—0 t

= }E}% (Df(xo)v + 1 (X0 + tV) ||v||) = Df (xo)v. O

Vorsicht: Die Existenz samtlicher Richtungsableitungen in xo impliziert nicht die totale
Differenzierbarkeit in xy, wie das folgende Beispiel zeigt; sie impliziert nicht einmal die
Stetigkeit in x( (Aufgabe I1.14).

2

x7y
—_— 0,0
Serviettenfalte. f:R?> — R, f(x,y):= ¢ x2+y2’ (x,7) # (0, 0),

0, (x,y) = (0,0).
Die Funktion f hat im Punkt (0, 0) Richtungsableitungen in jede beliebige Rich-
tung v = (v1, v,) € R?\ {0}, denn fiir t € R ist

Beispiel 11.19

2viv,
24,2 24,2
297 + 1242

f(t(Vb VZ)) = = tf(Vl, Vz),

also existiert der Grenzwert

g(o, 0) = lim
ov t—0

f(tn, Vz)t) —£(0,0) =f(v1, m).



36 [l Differentialrechnung in R"”

Aber f ist nicht total differenzierbar in (0, 0), sonst wire nach Satz I1.18
Df(07 O)(Vb VZ) :f(vla V2)7 V= (V17 VZ) € RZ \ {0})

insbesonderewire f eine lineare Abbildung, da Df (0, 0) linear ist, ein Widerspruch.
Ein Blick auf den Graphen von f (Abb. 6.2) bestitigt, dass es im Punkt (0, 0)
keine approximierende Tangentialebene geben kann.

-0.1

-0.2

) I T T e A Y A A A |

Abb.6.2: Graphder ,Serviettenfalte” (Beispiel 11.19)

Fiir Funktionen auf R” spielen die Richtungsableitungen in Richtung der Standardba-
sisvektoren e, ..., e, von R" eine besondere Rolle. Sie heiflen partielle Ableitungen:

Definitionll.20  Sind Dy C R" offen, F ein normierter Raum tiber R, f: Dy — F, (x1, ..., X,)
flxi, ..., x.),i€{1,...n},x € Dy und k € N, so heifit f

(i) partiell nach der i-ten Variablen differenzierbar in x,, wenn der Limes

lim fleo +1e)) ~ fx0) _ of

t—0 t ’ 0X;

(x0)

existiert; dieser heifdt dann partielle Ableitung von f in xo nach der i-ten
Variablen;

(ii) partiell differenzierbar in xy, wenn f partiell nach allen n Variablen differen-
zierbar in x; ist; man nennt dann
of

a_xl(xO)

grad f(xo) := (Vf) (x0) = e F"

o (x0)

0Xy,

Gradient von f in xo (wobei das Symbol V ,Nabla“ gesprochen wird);



6 Partielle Ableitungen 37

(iii) partiell differenzierbar (in Dy), wenn f in jedem x € Dy partiell differenzier-
bar ist;

(iv) k-mal partiell differenzierbar in xy, wenn alle partiellen Ableitungen von f der
Ordnungk in x, existieren, die rekursiv definiert sind durch

orf d ( oFIf

——————Xp) = D E——
ax,-l ax,-z 000 ax,-k ( 0) ax,-l ax,-z 000 ax,-k

@), itk e (L
(v) k-mal partiell differenzierbar (in Dy), wenn f in jedem x € Dy k-mal partiell
differenzierbar ist;

(vi) k-mal stetig partiell differenzierbar in Dy, wenn alle k-ten partiellen Ablei-
tungen von f stetig sind.

Bemerkung. — Die partielle Ableitung von f in xy nach der i-ten Variablen ist die
Richtungsableitung von f in Richtung des i-ten Einheitsvektors e;:
of f

0
8_aci(x0) = a—ei(xo), i=1,...,n

— f ist genau dann partiell nach der i-ten Variablen x; differenzierbar, wenn bei
festgehaltenen x1, ..., Xi_1, Xit1, .. .X, die Funktion einer Variablen

R_)F, xi'_)f(.xl,...,xj_l,xi,xi+1,...xn)

differenzierbar ist (im Sinne der Analysis I, [32, Definition VIL1]). Fiir jedes
gz(gla SRR gn) eDflSt

ﬁ(g) :limf(§1, cey gi—la §i+t, §i+1, cees gn) —f(gb o gn)

0x; t—0 t

— Andere Schreibweisen fiir partielle Ableitungen (in einem Punkt x) sind:

0
af(xo)a 5x,f(xo), DX,‘f(xO)a aif(xo)a Dif(xo) Oder ,ﬁc,' (-xO);
manchmal werden zur Abgrenzung auch Klammern verwendet, z.B. (Df ) (xp).

ok ok
! (x0) schreibt man auch kurz 8_]’: (x0).
, !

- Fir ——
0Xx;0%; . ..0X;

1

Ist f differenzierbar in xo, so ist f partiell differenzierbar in x;. Korollar11.21
Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Satz I1.18, weil partielle Ableitungen spezielle
Richtungsableitungen sind. O

Auch die Existenz simtlicher partieller Ableitungen, wie schon bei den Richtungs-
ableitungen, impliziert nicht die totale Differenzierbarkeit (Beispiel 11.19).
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Beispiel 122 f(x,y) :=xy*+xIny,x € R, y € (0, 00):

Die partiellen Ableitungen von f der Ordnung 1 sind:
of 9 of X
— =y* +1 — = 2xy+—.
o e y) =y ting, oy (x,y) = 2xy )

Die partiellen Ableitungen von f der Ordnung 2 sind:

2 2

’ (x,y) =0 (x,y) =2 .

C e ) = o) = -

oxz 0V oyox Lo y’

2 1 o2 x

) =2+ -, L, y)=2x—=.

0x0y ) =2 y oy? o) S y?

Im Fall E = R” kann die (totale) Ableitung einer differenzierbaren Funktion mit Hilfe
der partiellen Ableitungen dargestellt werden; im Fall F = R™ oder C™ darf die (totale)
Ableitung komponentenweise gebildet werden:

Satz11.23 (i) Essei Dy C R" offen, F ein normierter Raum iiber R, f: Dy — F eine Funktion
und xy € Dy. Ist f in xo (total) differenzierbar, so gilt:

", 9
Do)y = Y 5Dz, 7=ty <R (6.1)
i=1 !

(i) Es seien E ein normierter Raum iiber K mit K = R oder C, Dy C E offen und
f:Dy — K™ eine Funktion, f = (f;)2, mit f:Df — K,i=1,..., m. Fiir
jedes xy € Dy gilt:

f differenzierbarinxy < fi, ..., fm differenzierbar in xo;

in diesem Fall ist
Df (x0) = (Dfi(x0)) -, -
Beweis. (i) DaDf (xo) linearist, ist nach SatzI1.18 fiirjedesy = (y;)_; = > i, yiei € R™
B n B n af B n af
Df (xo)y = le 7i Df (x0)e; = le Vige (o) = zlj Vigg (-

(ii) Nachdem auf K™ alle Normen #quivalent sind, kénnen wir z.B. die euklidische

Norm wihlen. Die Funktionen fi, ..., f,; sind genau dann differenzierbar in x,, wenn
es lineare Abbildungen Ty, 1, ..., Tx,.m € L(E, K) gibt, so dass

i S0 —fiG0) ~ TGl

X% Il = xoll

bzw.
1

(D210 = fitx0) = Titx = x0) )

lim — =" =0
X% llx — xol|
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bzw. "
lim (| £(x) = fx0) = (Tilx = x0)) - || _

0. (6.2)
X=X llx = xoll

Die lineare Abbildung T,: E = K™, x = (T, ix)i,, ist genau dann stetig, wenn alle
Projektionen

Pr]’ TXO = prj(TXg,i);il = (TXU,j)7 ] = 17 ) m7

stetig sind (Aufgabe 1.12). Also ist (6.2) dquivalent zur Differenzierbarkeit von f in xo.
Auf Grund der Eindeutigkeit der Ableitung (Korollar I1.14) folgt

Df (x0) = Ty = (T = (Dfixo)) ", O

Im Spezialfall einer Funktion f:R” — R ist der Gradient in einem Punkt X, ein
Vektor in R”, der eine spezielle geometrische Eigenschaft hat.

Um diese Eigenschaft zu untersuchen, benutzen wir die Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz-
sche Ungleichung ([32, Korollar VIL.29]) zwischen dem euklidischen Skalarprodukt

(x.y) =Y xyin (), (f, € R (6.3)

i=1

von x und y und ihren euklidischen Normen:

[, 1 < lxl iyl

Demnach gibt es ein a =:<1(x, y) € [0, 7], das man als Winkel zwischen x und y
bezeichnet, so dass ([10, S. 278, (+')]:

[, )1 = lIxl Il cos <Cx, p); (6.4)

insbesondere ist x orthogonal zu y, x L y,wenn <((x, y) = 7, d.h., wenn (x, y) = 0.

Ist Dy C R" offen, f: Dy — R (total) differenzierbar und v € R” beliebig, dann
gilt

Df (xo)v = (grad f(x0) , v), %o € Dy;
ist grad f(xo) # 0, zeigt grad f(x) in Richtung des groiten Anstiegs von f in Xo.

Beweis. Die erste Behauptung folgt direkt aus (6.1) mit der Definition des Skalarpro-
dukts (-, -} in (6.3). Mit Satz I1.18 und (6.4) folgt weiter:

0
8_{/(x0)‘ = |Df (xo)v| = |(grad f(xo) , v)| = llgrad f (xo)|| lIv|l cos a,

wobei a € [0, 7] der Winkel zwischen grad f (xo) und v ist. Fir ||v|| = 1 wird ‘%(xo)‘
maximal genau dann, wenn cos & = 1 ist, d.h., wenn a = 0. O
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Korollar 11.24
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Korollar 11.26

Satz11.27

Il Differentialrechnung in R"

Es seien Dy C R” offen und f = (f)i2;:Df — R™. Ist f in xy € Dy partiell
differenzierbar, so heifdt die m x n Matrix

of of
a_xl(xO) o (x0)
Jr (x0) = : : e R™"
Ofm Ofm
o X0) ... ox, (x0)

Jacobi'-Matrix oder Funktionalmatrix von f in x;.

Es seien Dy C R" offen, f = (f;)72,: Dy — R™.Ist f in xy € Dy (total) differenzier-
bar, so sind fi, . . ., fm in Xy (total) differenzierbar in xo, also insbesondere partiell
differenzierbar in xy, und es gilt:

Df (xo)v = J(x)v, veRY (6.5)

d.h., die Jacobi-Matrix Jr(xo) ist die Matrixdarstellung der linearen Abbildung
Df (x9): R" — R beziiglich der Standardbasen in R” und R™.

Beweis. Da eine lineare Abbildung von R” nach R™ eindeutig durch die Bilder der
Basisvektoren ey, .. ., e, festgelegt ist ([10, Abschnitt 2.4.1]), miissen wir nur zeigen:

Df(xo)e; = Jp(xo)ei, i=1,...,n.
Nach Satz I1.23 (ii) und Satz IL.18 gilt fiiri = 1, ..., n:

Df (xo0)e; = (Df}(xo)ei);il = (g—f(xo)>

Als erstes Beispiel berechnen wir die Jacobi-Matrix der sog. Polarkoordinatentrans-
formation. Dazu lernen wir zuerst fiir komplexe Zahlen z € C bzw. (x, y) € R? eine
alternative Darstellung kennen, die sog. Polarkoordinatendarstellung.

m
j:

= rxo)ei. [

Fiir jedes z € C \ {0} existieren eindeutige r € (0,00), ¢ € (—m, m] mit

; z=re?
z=re'?;
1 p ¢
man nennt (r, @) € (0, 00) x (—m, ] die
Polarkoordinaten von z. 0 } } }
! 1 2 3
Beweis. Es sei z € C \ {0}. Wir setzen r := |z|. Dann ist |§| = 1, und fir (r, @) €

(0, 00) x (—m, m] gilt:

z=re? - cos(@) +isin(p) <= cos(p) = Re E, sin(¢g) = Im E.
r r r

1CARL GUSTAV JACOB JACOBI, * 10. Dezember 1804 in Potsdam, T 18. Februar 1851 in Berlin, deutscher
Mathematiker, der sich hautpsichlich mit elliptischen Funktionen und partiellen Differentialgleichungen
beschiftigte.
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Die Behauptung folgt dann mit

z
arccos (Re—) € [0, ], Imz >0,
r

¢ = z
—arccos (Re—) € (-m,0), Imz <O0.
r

Zu beachten ist dabei, dass fiir Imz < 0 immer |Re 2| # 1, also —arccos (Re f) €
(-, 0), gilt und dass z.B. im Fall ¢ € [0, r] gilt:

cos(@) = Re E,
;

inig) =V T=eoe) = /|2 - (ReZ) = /() =m® O

r r

Fiir z = r &' gilt z = x + iy mit x = r cos(¢), y = rsin(¢p) € R. Korollar11.28

Polarkoordinatenabbildung. Die Polarkoordinatenabbildung in R?, Beispiel 11.29
W: [0,00) x (-, ] = R, W(r, )= (r cos(¢), rsin((p)),

hat auf auf der offenen Menge Dy, = (0, 00) x (-7, ) C R? die Jacobi-Matrix

_ COS((P) —r Sln((P)
Ju(r, @) = <sin(‘P) r cos(¢p) ) .

Fiir die totale Differenzierbarkeit einer Funktion f in einem Punkt x, war die Existenz
aller partiellen Ableitungen in Xy nicht hinreichend. Wenn diese aber existieren und
zusdtzlich stetig in x, sind, folgt die totale Differenzierbarkeit:

Es seien Dy C R" offen, f:Df — R™ und xy € Dy. Ist f partiell differenzierbar in ~ Satz|1.30
Dy und sind alle partiellen Ableitungen %, i=1,...,n, stetig in Xy, so ist f (total)
differenzierbar in xo, und die Ableitung Df ist stetig in xy.

Beweis. Nach Satz I1.23 (ii) und Aufgabe 1.12 reicht es, den Fall m = 1 zu betrachten.
Definiere

]
Toh = Zhia—i(xo), h= ()L, eR"
i=1 !

Weil R” endlichdimensional ist, ist T, stetig nach Satz I1.10, also Ty, € L(R", R). Weil
Dy offen ist, gibt es ein £ > 0 mit B.(xy) C Dy. Es ist noch zu zeigen, dass
+h)— - T h
lim fxo +h) = f(x0) L
h—0 IA]]

Fir h = (h;)L, € R" mit ||h] < € setze

0. (6.6)

i
Xp = Xo + E hie;, i=1,...,n
J=1



Il Differentialrechnung in R"
Dann gilt xé € Be(xo) C Dy, i=1, ..., n,und xé — X9, h — 0. Weiter ist

flxo+h) =fx0) = () —flxo) = > (Fxg) = flxi™). (6.7)

i=1

Weiter definieren wir die Hilfsfunktionen
g:[0,1] > R, g(t)=f(xi " +thie), iefl,...,n}

Da alle partiellen Ableitungen von f existieren, sind sdmtliche Funktionen g;, i =
1, ..., n,auf [0, 1] nach der Kettenregel aus Analysis I ([32, Satz VII.8]) differenzierbar
mit Ableitung

of .
g(t) = hia—f(x6_1+th,'e,'), t e [0, 1].
Xi

Wegen g;(0) = f (xi ™) und gi(1) = f(x\ ' +hie;) = f(x}) gibt es nach dem Mittelwertsatz
([32, Satz VIL.19]) angewendet auf g; ein & € (0, 1), so dass fiir n; := x}, ' + &he; gilt:

gi(l) - gz( )

e E (GO R (I NI E S

hi —f(rzz) = g/(&) =
Damit und mit (6.7) folgt

f o+ 1) = f(x0) = Zh—(n,)—TxOMZh( ,)——f<xo))

Mit der Dreiecksungleichung und der Cauchy-Bunyakovsky-Schwarzschen Unglei-
chung ([32, Korollar VII.29]) erhalten wir somit

0 0
£ Gro + ) = £ (x0) = T || < I - —f<xo)\
0 i ax'
< I <Z\—<n)——< )| ) (63)
Fir h — 0 gilt x; — x und folglich auch n; — xp, i = 1,..., n. Da nach Vor-
aussetzung alle partiellen Ableitungen = f in xo stetig sind, folgt

of of
— = h—0
ox —— (i) ox (x0), ,
und damit aus (6.8) die Behauptung (6.6). Nach Definition und Eindeutigkeit der

Ableitung ist dann

n af
Df (x0)h = Tyyh = le hige Gl b= ()L (6.9)
da nach Voraussetzung alle stetlg in xo sind, ist auch Df stetig in x. O

Bemerkung. SatzI1.30 kann auch fiir f: R” € Dy — F mit einem beliebigen normier-
ten (nicht notwendig endlichdimensionalen) Raum F bewiesen werden. Fiir den Beweis
braucht man dann allerdings einen allgemeineren Mittelwertsatz fir Funktionen mit
Werten in F (siehe den spiteren Satz 11.43).
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Aus Satz I1.23 und Satz I1.30 erhilt man folgendes wichtige Kriterium, um eine
gegebene Funktion mit Hilfe der partiellen Ableitungen auf (totale stetige) Differen-
zierbarkeit zu priifen:

Es seien Dy C R" offen und f: Dy — R”™. Dann gilt: Korollar 11.31

f ist stetig differenzierbar in Dy <= f stetig partiell differenzierbar in Dy.

(i) Polynome in n Variablen Beispiele

. n — (24 Ay
pR" > R, plx,...,x,) = E Aoy Xy X"

ajE(O,l ..... mj)
Lot

mit m; € Ny und aq,..a, € R sind stetig differenzierbar in R", weil sie stetig
partiell differenzierbar in R” sind.

(ii) Die Polarkoordinatenabbildung (Beispiel I1.29) ist stetig differenzierbar,
da die Eintrdge ihrer Jacobi-Matrix Jy, (d.h. die partiellen Ableitungen)
stetig sind.

m7
Rechenregeln
In diesem Abschnitt beweisen wir Rechenregeln fiir Ableitungen von Funktionen meh-

rerer Variablen, analog zu den Regeln fiir Funktionen einer Variablen ([32, Sitze VIL.6
und VIL8]).

Es sei dabei im Folgenden wieder K = R oder C,und E, F, G seien normierte Rdume
uber K.

Linearitit. Esseien D C E offen, f,g:D — F,xo € Dund a, f € K = Roder C.  Satzll.32
Sind f und g differenzierbar in xo, so auch af + Bg, und es gilt:

D(af + Bg)(x0) = aDf(xo) + B Dg(x0).

Beweis. Da f und g differenzierbar in x, sind, existieren nach Satz I1.12 in x, stetige
Funktionen 7y, $y,: D — F, 1y, (X0) = 5, (x0) = 0, mit

fx) = f(x0) + Df (x0)(x = x0) + 1, (x) lx —x0ll, x €D,
g(x) = g(xo) + Dg(x0)(x = x0) + 5, (x) [lx = X0, x € D.
Damit folgt fiir alle x € D:
(af + Bg)(x) = (af + Bg)(x0) + ( Df (x0) + B Dg(x0)) (x = x0) + s, () Ix = %o,
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Korollar 11.33

Satz11.34

Korollar I1.35

Satz11.36

Il Differentialrechnung in R"

wobei t:D — F, ty,(x) = ary(x) + Bsy(x). Weil dann £, in x, stetig ist mit
ty, (x0) = 0, folgt die Behauptung aus Satz I.12. (]

Es sei X C E offen. Dann ist der Raum
CY (X, F) := {f: X — F-f stetig differenzierbar}
ein Untervektorraum von C(X, F) = {f: X — F:f stetig}, und die Ableitung
D:C'(X,F) = L(E,F), fw~ Df,

ist eine lineare Abbildung.

Kettenregel. Es seien Dy C E, D, C F offen und f:Df — F, g:D, — G
Funktionen mit f(Dy) C Dg sowie xy € Dy. Ist f differenzierbar in xy und ist g
differenzierbar in f (xo), so ist g o f differenzierbar in x, mit

D(g o f)(x0) = Dg(f(x0)) Df (x0) .
—_——— ——

eL(E,G) eL(F,G) eL(E,F)

Beweis. Nach Satz 11.12 existieren Funktionen ro:Df — F, stetig in X, sowie
Sf(x): Dy = G, stetig in f(xp), mit 7, (x0) = 0, () (f (x0)) = 0 und

fx) = f(x0) + Df (x0) (x — x0) + 15, () | ¢ = X0, x € Dy,
() = g(f(x0)) + Dg(f(x0))(y — f (x0)) + sr) Wy — f (x0) I, y € D,.

Der weitere Beweis verlduft vollig analog zum Beweis der Kettenregel fiir Funk-
tionen mit Definitionsbereich in R ([32, Satz VIL.8]). Dabei beachte man, dass
Dg(f(x0))Df (xo) € L(E, G) nach Proposition I1.7 gilt. O

Im Fall E = R", F = R und G = R gilt fiir die Jacobi-Matrizen von f, g und
gof:
Jgor (x0) = Jg (f (x0)) - Jr (x0).

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Satz II.34 und Korollar II.26. (]

Produktregel. Es seien D C E offen, f,g:D — K = R oder C Funktionen
und xo € D. Sind f und g differenzierbar in xo, dann ist auch ihr Produkt f- g
differenzierbar in xo, und es gilt

D(f- g)(x0) = f(x0)Dg(x0) + g(x0)Df (xp).

Beweis. Definiert man die beiden Abbildungen

h:D— K%, hix)= (f(x),g(x)), x €D,
m:K* = K,  m(yi, y2) = y1y2, (y1,y2) € K2,
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sogiltf-g =moh,denn (f-g)(x) = f(x)g(x) = m(f(x), g(x)),x € D.Nach Satz I1.23
sind h und m differenzierbar mit
Dh(x) = (Df (x), Dg(x))", xeD,
Dm(y1, y,) = grad m(y1,2) = (2 y1), (1, y2) € K.

Also ist nach der Kettenregel (Satz I1.34) auch f - g differenzierbar mit

D(f - £)(x0) = D m((x0)) Dh(xo) = (g(x0) f(x0)) (B’; Ej;i)
= g(xo)Df (x0) + f (x0) Dg (xo). O
Im Fall E = R” gilt fiir differenzierbare f, g in ihrem Definitionsbereich D : Korollar 11.37

grad (f -g) =fgrad g + g gradf.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz I1.36, denn z.B. ist Jr.,(x) = grad (f - g)(x)
e R die Matrixdarstellung von D(f - g)(x). O

Quotientenregel. Es seien Dy C E offen, f: Dy — K = R oder C und xy € Dy. Ist ~ Satz11.38
f differenzierbar in xo und f(xo) # 0, so ist der Quotient ]% in einer Umgebung von
Xo definiert und differenzierbar in xo mit

1 1
D(f)(xo) = _WDf(xO).

Beweis. Eine gute Ubung und Erinnerung an die Quotientenregel fiir Funktionen einer
reellen Variablen ([32, Satz VIL6 iii]). O

Kurven sind Funktionen einer reellen Variablen mit Werten in R™. Als Beispiel fiir
die Kettenregel betrachten wir Parametertransformationen fiir Kurven in R™.

Esseil C R ein Intervall. Eine stetige Abbildung f:I — R™ heiflt Kurve in R™,  Definition11.39
und Sp(f) := f(I) heiflt Spur von f.

Bemerkung. Stetigkeit und Differenzierbarkeit einer Kurve f = (f;)?,:I — R" sind
nach Aufgabe 1.12 und Satz I1.23 dasselbe wie komponentenweise Stetigkeit und Dif-
ferenzierbarkeit; insbesondere gilt fiir differenzierbare Kurven f:

Fo=(F@)",. tel

Geometrisch ist f'(t) der Tangentialvektor von f in t. Physikalisch ist f'(t) der
Geschwindigkeitsvektor der durch f beschriebenen Bewegung zur Zeit ¢, und || f'(¢)||
ist der Betrag der Geschwindigkeit.



Beispiele

Definition 11.40

Beispiel

Il Differentialrechnung in R"

RZ

Abb.7.1: Eine Kurve in R? mit Tangentialvektorint € T

— Ist g: I — R stetig, so ist der Graph von g die Spur der Kurve
fiIo R, () = (1,80)).
— Kreislinie in R? mit Radius r > 0:
f:10,2m] — R?, f(t) = (r cos(t), rsin(t)).

— Schraubenlinie in R? mit r > 0,c € R\ {0}:

R R, f(t)= (rcos(t), rsin(t), ct).

Es seien I C R ein Intervall und f:I — R” eine stetig differenzierbare Kurve.
Dann heif3t

(1) f regulir:—= VYVt eI:f'(t) #0;
(i) to € I singuldrer Punkt von f :& f’(ty) = 0;
(iii) L(f):= /llf/(l‘)H dt Bogenliinge von f,
I

wobeli || - || die euklidische Norm auf R™ ist.

Kreisbogenlinge. Die Einheitskreislinie ist die Spur der Kurve
f:[0,2m) - R%,  f(t) = (cos(t), sin(t)),

mit Ableitung f'(t) = (—sin(t), cos(t)), t € [0, 2m]. Die Linge des Kreisbogens
mit Winkel ¢ ist also gleich

¢ [
L(f|[0,<p])=/ RO dt=/ \/sin?(£) + cos2(t) dt = ¢
0 0
=1

speziell ist der Umfang des Einheitskreises L(f) = 27r.
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Es seien I, ] C R Intervalle, ¢:] — I bijektiv und stetig sowie f:1 — R™ eine
Kurve. Dann sagt man, dass die Kurve

g:f—) R", g:=fo¢

aus | durch die Parametertransformation ¢ hervorgeht (man beachte, dass g die-
selbe Spur wie f hat). Sind ¢ und ¢! stetig differenzierbar, so heiflt ¢ eine C'-
Parametertransformation.

Es seien I,1 C R Intervalle, :1 — I eine C'-Parametertransformation sowie
f:1 — R™ eine stetig differenzierbare Kurve. Dann ist die transformierte Kurve g
stetig differenzierbar mit

§@) =f(p() @), 1€l, 7.1)
und es gilt L(g) = L(f).

Beweis. Formel (7.1) folgt direkt aus der Kettenregel (Satz I1.34), und die Gleichheit
der Bogenldngen folgt aus (7.1) mit Substitution fiir Funktionen einer Variablen ([32,
Satz VIII.23]). O

H3
Mittelwertsatz und Satz von Taylor

Als Nichstes wollen wir den Mittelwertsatz und den Satz von Taylor von Funktionen
einer reellen Variablen auf Funktionen mehrerer Variablen verallgemeinern.

Der Mittelwertsatz fiir Funktionen f: (a, b) — R einer reellen Variablen mit Wer-
ten in R besagt ([32, Satz VIL.19]): Ist f stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a, b),
sogibteszux,y € (a,b),x < y,ein & € (x, y) mit

fO) —fx)

y—x
Bereits fiir vektorwertige Funktionen f: (a, b)) - R mit m > 1 (also auch fiir kom-
plexwertige!) gilt keine analoge Aussage mehr ([1, Abschnitt IV.2] und Aufgabe 11.17),

sondern nur noch eine Abschitzung. Diese lisst sich dann allgemeiner auch fiir Funk-
tionen mehrerer Variablen zeigen:

=f(&).

Allgemeiner Mittelwertsatz. Sind K = R oder C, E, F normierte Riume iiber K,
Dy C E offen und f: Dy — F differenzierbar, dann gilt fiir beliebige x, y € Dy mit
Sy = {x+t(y —x):t € [0, 1]} C Dy:

1F3) =G < ( sup [[DF (e + ey =) [ )y = I (8.1)
te[0,1]

47

Definition 11.41

Satz11.42

Satz11.43
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Beweis. Danach Voraussetzung Sy, C Dy gilt, ist die Abbildung
g(t) =f(x+1(y —x)),

g:[0,1] = F,
wohldefiniert mit g(0) = f(x), g(1) = f(y). Nach der Kettenregel aus Analysis I ([32,
Satz VIL8]) ist g differenzierbar mit Ableitung

g = Df(x+t(y—x)) (y—x)eF, telo0,1]. (8.2)
——
Setze eL(E,F) ek
M, = ( sup HDf(x +t(y — x)) H) ly — x|
tel0,1]

Die Abschitzung (8.1) ist gezeigt, wenn wir bewiesen haben:
Ve>0: ”g(l) _g(o)” < Mxy tE.

Dazu sei € > 0 beliebig vorgegeben. Wir definieren
A={re[0,1]:g(t) g O)| < t(My + &), t € [0, 7]} € [0,1]

und miissen 1 € A zeigen. Zuerst beweisen wir, dass A ein abgeschlossenes Intervall
der Form [0, 1p] mit 7, > 0 ist.

— 0 € Aistklar.

— Aistein Intervall, denn 75 € A impliziert T € A fiir alle 7 < 1.

— Aistabgeschlossen, denn ist [0, 7)) C A, dann gibt es eine Folge (7,,),en C [0, 7o)
mitz, > 1, n —> 00.Dat, € A,n € N, gilt

lg(zn) —g(0)Il < 7u(Myy +€),

Weil sowohl g als auch || - || stetig sind, folgt durch Ubergang zum Grenzwert:

n e N.

Ig(10) =g O)Il < 7o(My + ),

also 1y € A.
Jetzt ist noch zu zeigen, dass 7y := max A = 1. Angenommen, 1y < 1. Da g differenzier-
bar in 1y ist, existiert ein & > 0 mit [1g, To + 8] C [0, 1], so dass
t)—g(1) —g' (1)t — 1
18() —g(m) —g' (@)t —n)ll _ e telm ] 83)

r—1
Nach (8.2) und der Definition von M,, gilt:
lg'(@) I < IDf (x + 70(y = %)) I lly = xl < M.

Mit der Dreiecksungleichung folgt aus (8.3) fir t € [19, 70 + S]:
Ig(t) —g(@)ll < lIg' (@)l (t = 10) +&(t — 1) < (Myy, +€)(t — 1)

<10 (Mxy+e), daryeA

und weiter
lg(®) =gl < l1g() — gl + 11g(r0) — g(O)l
< (My +&)(t —10) + 19(My, +€)
= t(My, +€).

Also folgt 7o + 6 € A im Widerspruch zur Annahme 75 = max A.
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Ist f:E D Dy — F differenzierbar, so folgt aus dem allgemeinen Mittelwertsatz ~ Bemerkung I1.44
sofort:

(i) Dy konvex, Df: Dy — L(E, F) beschrinkt = f Lipschitz-stetig;
(ii) Dy zusammenhingend, Df =0 = f konstant auf D;

der Spezialfall f: [a, b] — R von (ii) ist [32, Korollar VIL.20].

Fiir stetig differenzierbare Funktionen kann die Abschitzung (8.1) im allgemeinen Mit-
telwertsatz zu einer Gleichheit in Integralform gemacht werden:

Mittelwertsatzin Integralform. Istf:E D Dy — K sogar stetig differenzierbar, ~ Korollar .45
so gilt fiir x, y € Dy mit Sy, = {x +t(y — x):t € [0, 1]} C Dy:

1
) - fx) = / Df (x + tly — ) (y - ) dt.
0

Beweis. Die Funktion g aus dem Beweis von Satz I1.43 ist dann auch stetig differenzier-
bar; darauf wendet man den Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung
([32, Satz VIII.21]) komponentenweise an. O

Korollar I1.45 gilt auch fiir f:E D Dy — F mit Werten in einem normierten  Bemerkung I1.46
Raum F, wenn man das Riemann-Integral fiir solche Funktionen einfiihrt ([2,
Abschnitt VI.3]).

Hohere Ableitungen

Es seien wieder K = R oder C, E, F normierte Raume {iber K und Dy C E offen.

Ist eine Funktion f: Dy — F einmal differenzierbar, so ist die erste Ableitung von f
eine Funktion Df: Dy — L(E, F), also

Df(x) e L(E,F), xe€ Dy.

Ist f: Dy — F zweimal differenzierbar, so ist die Ableitung der Funktion Df, d.h. die
zweite Ableitung von f, eine Funktion D*f = D(Df): Dy — L(E, L(E, F)), also

D’f(x) € L(E, L(E, F)), «x € Dy.

Ist allgemein f:Dy — F k-mal differenzierbar, so ist die Ableitung der Funktion
D', d.h. die k-te Ableitung von f, eine Funktion D¥f = D(D...(Df)...):Df —
L(E, L(E,L(...,L(E, F)...),also

Df(x) € L(E, L(E, L(..., L(E,F)...), x¢€ Dy.

Die Rdume, zu denen die hoheren (totalen) Ableitungen gehoren, werden also scheinbar
immer komplexer! Tatsichlich sind diese aber isomorph zu einfacher strukturierten
Riaumen:
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Definition .47  Es seien K = R oder C und Ej, ..., E;, F normierte Riume iiber K. Eine Abbil-
dung @: E; X - - - X Ex — F heif$t multilinear, wenn fiir jedes i € {1, ...k} und alle
xj € Ej,j # i, die Abbildung

(p(xla cees Xi-1, /i\a Xitls « o xk): Ei — F

i-te Komp.

linear ist. Im Fall k = 2 nennt man ¢ auch bilinear. Eine multilineare Abbildung
heiflt symmetrisch, wenn fiir jede Permutation o von {1, ..., k} gilt:

P(Xo(1)s - - - Xok) = @x1, - .. XK),
und sie heif3t beschrinkt

= 3C>0VxeE, i=1,... .k @G, ....,x) < Clxll-- llxl.

Beispiel ~ Das euklidische Skalarprodukt (-, -) in (6.3) ist eine symmetrische bilineare Ab-
bildung R” x R" — R.

Bemerkung. — Der lineare Raum E; X - - - X Ej ist mit
H('xla R xn)H = max{||x1||7 R ”xk”}a ('xla R xn) € El X - X Ek7

ein normierter Raum. Damit sind auch fiir multilineare Abbildungen Stetigkeit
und Differenzierbarkeit definiert.

— Fur multilineare Abbildungen gilt eine analoge Charakterisierung der Stetigkeit
wie bei linearen Abbildungen (vgl. Satz I1.3, iiberlegen Sie sich warum!).

— Der Raum der stetigen multilinearen Abbildungen E; X - - - x Ex — F wird mit
L(E,, ..., Ex; F) bezeichnet.

Proposition 11.48 ~ Die Riume L(Ey, Ey, ..., Ex; F) und L(Ey, L(E,, ..., L(Ex, F) ...) sind topologisch
isomorph (sogar isometrisch).

Beweis. Es reicht, k = 2 zu betrachten; fiir k > 2 folgt die Behauptung dann durch
Induktion. Zu T € L(E,, L(E,, F)) definiere die multilineare Abbildung

oriEy x E; > F,  @(x1,x) = (Ix))x,.
Umgekehrt definiere zu ¢ € L(E;, Ey; F) die lineare Abbildung
Ty Ey — L(E;, F), Ty(x)):=@(x1,-) € L(Ey, F).
Die gesuchte Isomorphie ist damit gegeben durch die Abbildungen
®,: L(Ey, L(Ey, F)) = L(E1, Ex;F), T+ e¢r,
®,: L(Ey, Ex3 F) = L(E1, L(Ey, F)), @ Ty,

die linear, stetig und zueinander invers sind (iberlegen Sie sich, warum!). O
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Sind E, F normierte Riume, X C E offen und k € N, so setze Definition 11.49

CH(X, F) :={ f:X — F:f ist k-mal stetig differenzierbar}.

(i) Die zweite Ableitung D?f(x) einer zweimal differenzierbaren Funktion  BemerkungI1.50
f+E D Dy — F kann als bilineare Abbildung D*f (x): E x E — F aufgefasst
werden vermoge

DX (x)(h, k) = (D*f(x)h)k, h, k € E.

(ii) Im Spezialfall Dy C R" folgt mit Satz I1.18 fiir x € Dy:

D*f (x)(e;, €)= o <i>(x), iLj=1,...,n.

ax,- ax]’

Eine wichtige Eigenschaft einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion f:R" O
Dy — R™ ist, dass ihre partiellen Ableitungen zweiter Ordnung vertauschen (dies
hatten wir, ohne es zu wissen, schon in Beispiel I1.22 verifiziert).

von Schwarz. Es sei Dy C R" offen. Dann gilt fiir f € C*(Dy, R™): Satz .51

o of _ oof

= = ——, iLj=1,...,n 8.4
ax,- ax]’ ax]’ ax,- bl " ( )

Vorsicht: Der Satz von Schwarz gilt nicht, wenn die zweite Ableitung von f zwar existiert,
aber nicht stetig ist (siehe Aufgabe I1.18).

Beweis. Nach Satz I1.23 (ii) gentigt es, den Fall m = 1 zu betrachten; weiter kann ohne
Einschrankung n = 2 angenommen werden. Es sei also f:R? D Dy — R, und x, y
seien die Variablen in R?. Dann ist zu zeigen:

fo = %Z—{C = é%% = fix
Dazu sei (xg, yo) € Dy beliebig. Da Dy offen ist, existiert ein t > 0 so, dass gilt
]
Yo+ 1
[x0, X0 +t] % [yo, yo +t] C Dy: .
(x(),}yo Dy

Definiere
a(x)=flx,y0+1t) —flx,5), x€[x,xo+1],
@) =flo+t,y)—f(x,y), ¥ €y yo+tl
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Damit ist
h(t) ==f(xo +t,y0 +1) — f(x0 + 1, yo) — f (%0, yo + t) + f (x0, y0)
= g1(x0 + 1) — g1(x0) (8.5)
=o0(o+1t) —gyo). (8.6)
Daf e C? (Df,R) ¢ C'(Dy, R) ist, sind die Funktionen g und g nach Kettenregel
(Satz 11.34) differenzierbar auf [xo, xo + t] bzw. [0, yo + t] mit
81 (x) = filxe, yo + 1) = fulx, y0), X € [x0, %0 +1],

&) =fxo +t,9) = f,(x0,¥), ¥ € [yo, y0 +t].

Nach dem Mittelwertsatz aus Analysis I ([32, Satz VIL.19]) existiert ein &, € [xo, X0 + ]
mit

gilxo+1) —g1(x0) = g (&) t = (&1, yo + 1) = fel&1, 0)) . (8.7)

Daf e C? (Dy, R) ist, ist insbesondere f (£, -) differenzierbar auf [y, yo + t]. Wieder
nach dem Mittelwertsatz aus Analysis I ([32, Satz VIL.19]) existiert ein 1, € [yo, yo + ]
mit

(&L yo+t) = fil(&r, y0) = fiy (G, mi) t
Insgesamt folgt mit (8.5) und (8.7):
h(t) = gi(xo + 1) — g1(x0) = fuy (&1, i) £
Analog zeigt man mittels g, die Existenz von &, € [xo, xo + t], 2 € [y0, Yo + t] mit
h(t) = fu(&, ) 1.

Da t # 0 war, folgt
fxy(gla 711) :f;/x(gb 712)

Fiir t — 0 hat man &, & — xo und 11,172 = y. Daf € C*(Dy, R) ist, sind die
zweiten Ableitungen f,, und f,, stetig, also folgt fy,(xo, y0) = fyx(x0, y0)- O

Durch Nachrechnen erhilt man aus dem Satz von Schwarz sofort:

Korollar11.52  Fiir D C R® offen und g = (g;);_,: D — R partiell differenzierbar definiere

axz 8X3

divg:=%+%+%, rotg = %_%
0x1 0x; 0x3 0x3 0x1

6x1 axz

Dann gilt fiir f € C*(D, R) und g € C*(D, R?) nach Satz I1.51 von Schwarz:

rot grad f =0, divrotg =0.

Nach Bemerkung I1.50 (ii) ist der Satz von Schwarz der Spezialfall E = R", F = R™,
h = e;, k = e; des folgenden allgemeineren Satzes fiir Funktionen mit Werten in einem
normierten Raum F, den wir hier nur zitieren wollen:
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Es seien K = R oder C, E, F normierte Riume iiber K und Dy C E offen. Ist  SatzIl.53
f € C¥(Dy, F), so gilt:

D*f (x)(h, k) = Df (x)(k, h), h,k € E.

Beweis. Der Beweis kann mit Hilfe des Analogons des Mittelwertsatzes in Integralform

fiir F-wertige Funktionen gefiihrt werden (Bemerkung I1.46 und [2, Theorem VII.5.2]).
O

Induktiv ergibt sich aus dem Satz von Schwarz sofort die Vertauschbarkeit simtli-
cher partieller Ableitungen der Ordnung k, wenn f k-mal stetig differenzierbar ist:

okf Korollar 11.54

Fir f € CK(Dy, F) kann die Reihenfolge der partiellen Ableitungen g
xil ... xlk

beliebig vertauscht werden.

o°f = o°f = o°f Beispiel
0x0ydxd2yox  0x30y>  0y3ox3’

Fiir f € C®(Dy, R™) gilt

Um hohere partielle Ableitungen effizient schreiben zu kénnen, benutzt man die fol-
gende sog. Multiindex-Schreibweise:

Es sei n € N. Ein n-Tupel (ay, ..., a,) € Nj heifSt Multiindex, und man definiert ~ Definition I.55
fira = (ai, ..., a,) € Nj:
(i) la] =a1+---+a, (Ordnungvon a),
(i) a! = ai!--- al,
(i) x®:=x" - x®, x=(x,...,%,) € R,
alalf
(IV) Baf = m, f € Clal(Df, Rm) mit Df C R" offen.
xl e xn

Bemerkung. Die Multiindex-Schreibweise bietet sich auch bei der allgemeinen Form
von Polynomen in mehreren Variablen vom Grad < k an:

pR" > R, px) = Z a.x® mita, € R.
aeNj
er| <k
Alle méglichen Multiindizes der Ordnung < 2 sind Beispiel
(0,0), (1,0), (0,1), (2,0), (1,1), (0,2).
Damit hat jedes Polynom P:R?> — R vom Grad < 2 die Form

2 2
P(x1, %2) = ag0,0) + a,00%1 + ao,nX2 + a@,0X] + aq,1)X1x2 + a,2)X; -
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Nichstes Ziel ist die Herleitung des Satzes von Taylor im Mehrdimensionalen. Dazu
betrachten wir nun Funktionen von # Variablen mit Werten in R (d.h.m = 1).

Proposition I1.56  Es seien Dy C R" offen, k € N, f € C¥(Dy,R) und xy € Dy. Ist v € R" so, dass
Sxo,v := {xo +tv:t € [0, 1]} C Dy, dann ist die Funktion
g:00,1] > R, g(t) = f(xo + tv),
k-mal stetig differenzierbar und
k!
g(k)(t) = Z —~ 0%f(xo +tv)v*, tel0,1].

aeNj
lal=k

Beweis. Definiert man ¢: [0, 1] - R", t > xo + tv, soist g = f o ¢. Wir zeigen
zundchst durch Induktion nach k, dass mit v = (v;)I_, gilt:

n akf
g(k>(t) = ' Z: m(?ﬂ) + tV) V,’l R V,’k, t e [0, 1]

k = 1: Mit der Kettenregel (Satz I1.34) und ¢'(¢) = v folgt
gt =Ji(x +tv)v = <gradf(x0 +tv) v> = i 8_f(x0 + V) v;
¢ , 2 o, .

k —1 ~» k:Nach Induktionsvoraussetzung und der Kettenregel (Satz I1.34) folgt analog
zuk =1:

g(k)(t) — i( i L(xo ) v - 'ViH)

dt iy ik1=1 Oy + ++ OXiy
n o n ak—lf
= — E — (o V) Vi, Vi, Vi
xj 0%y, -+ - OX; ' VAN
=1 T i =1 n
n
=] o*f
= E o+ )i, Vi v

T 0x;, 0x;j,_, - - - Oxj,

Daf € Ck(Df, R), diirfen nach dem Satz von Schwarz (Satz I1.51) die partiellen
Ableitungen der Ordnung k beliebig umgeordnet werden. Also gibt es zu jedem k-
Tupel (i1, ..., i) € NF genau einen Multiindex a = (ay, ..., a,) € Nij, |a| = k, mit

ok ok
f = — f = = 0%f. (8.8)
Oxj, - - 0xj,  Ox;' -+ 0xn"

Insgesamt gibt es % Permutationen o von (i1, .. ., i),sodass (8.8) mito(iy ), ..., o (i)
stattip, ..., i gilt (man benutze z.B. [32, Satz I1.15]). O

Die folgende erste Variante des Satzes von Taylor mit Richtungsableitungen ist die
direkte Ubertragung des Satzes von Taylor fiir Funktionen einer reellen Variablen mit
der Lagrangeschen Form des Restgliedes ([32, Satz IX.1 und IX.5]).
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von Taylor. Es seien Dy C R" offen, k € N, f € C**/(Dy, R) und xy € Dy. Ist  Satzll.57
v € R" 5o, dass Sy, , == {xo + tv:t € [0, 1]} C Dy, dann existiert ein & € [0, 1] mit

aeN} . aeNy !

|la|<k |a|=k+1

Beweis. Nach Proposition I1.56 und wegen f € C**!(Dy, R) ist
g:[0,1] > R,  g(t) :=f(xo + tv),

(k + 1)-mal stetig differenzierbar. Also existiert nach dem Satz von Taylor in R mit der
Lagrangeschen Form des Restglieds ([32, Satz IX.1 und IX.5], Entwicklung in f, = 0
firt =1)ein & € [0, 1] mit:

k  gm (k+1)
g™ (0) m, & (&) ki1

+v)=¢()= 1-0)" + 1-0 .

flxo+v) =g(1) ; (Lm0 + S (1-0)
Nach Proposition 11.56 ist weiter fiir m =0, 1, ..., k:
(m) 0 o« (k+1) o« +
ey e g8y Tl g
m! ot al (k+1)! ot al
|la|l=m |la|=k+1

Ist Dy C R" offen, k € N, f € CK(Dy, R) und xy € Dy, so ist das Taylorpolynom  Definition 11.58
von f in xy der Ordnung k definiert als

Pr(x) = E B“Z('xo) (x —x0)%, xeR" (8.9)
aeN! ’
|| <k

Bemerkung. Istf € Ck“(Df, R) und 6 > 0 mit Bs(xy) C Dy, so gilt:
f(x) = Pi(x) + O(llx =% **") = Pe(x) + o(lx =% *),  x € Bs(xo),
mit den Landauschen Symbolen O(-), o() ([32, Definition IX.8]).
Im Folgenden wollen wir die ersten drei Terme der Taylorentwicklung, also die

Koeffizienten des zweiten Taylorpolynoms P,, explizit bestimmen. Dazu fassen wir die
linearen, quadratischen etc. Terme in Py zusammen:

Bemerkung. Das Taylorpolynom P lésst sich schreiben als

: 0% (xo)
Pix) =D Q) Qi) =D — - x),

|
1=0 aeN! ’
o] =1

wobei Q; Polynome vom Grad ! sind, die homogen vom Grad [ sind, d.h.

VAieRVxeR: QAx) = VQx).
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Um die Polynome Qy, Q; und Q, und damit das Taylorpolynom P, zu bestimmen,
seien nun x = (x]) X = (xoj)] ¥

1=0: Ist |a] =0,s0ista = (0, ..., 0),also
Qo(x) = f(xo)
und damit nach Bemerkung I1.58:
f@x) =fxo) + Ollx = xolD).
I=1:Ist|la| = 1,s0istax € {¢; :=(0,...,0,1,0,...,0):j € {1,...,n}}also

n

0
Q) =) a—i(xo)(xj — x0) = {grad f (xo), (x — %))

=1
und damit nach Bemerkung I1.58:
f(x) =f(x) + (grad f (xo), (x = x0)) + O(llx — xo[1%).
Das ist genau die lineare Approximierbarkeit von f in x, (siche Satz I1.12)!

[=2: Ist]a| = 2,s0ista € {e te:i,j e {l,...,n}}. ImFalli = jist a =
0,...,0,2,0,...,0),alsoal =2.ImFalli #jista = (0,...,1,...,1,...,0),also
a! = 1. Damit ergibt sich:

L ¢~ 9 2 o’f
Qu(x) = —Zazoco)(x] ) +Za o (50 G~ 3,5~ 3)

=1
i<]

n az
_ Z f (xo)(xi—xo,i)(xj—xo,j)

1 alf n
- 2 <<8xi8xj (x0)> i,j:l(x %), (x - x0)>, (8.10)

und folglich nach Bemerkung I1.58:

f(x) = f(x0) + (grad f(x0), (x = x0)) + = <Hf(x0)(x x0), (x =x0)) + O(llx = xo[1°),

(8.11)
wobei wir die folgende Bezeichnung fiir die n x n-Matrix in (8.10) benutzt haben:

Definition .59 Sind Dy C R" offen, f € C*(Dy, R) und x € Dy, so heifit

2 2
Ty o 2y
alf 0x; 0X10x;,
= (gm) = <R
J of azf
o el

Hesse*-Matrix von f in x.

2Lupwic OTTo HEsSE, * 22. April 1811 in Konigsberg, + 4. August 1874 in Miinchen, deutscher Mathe-
matiker, der sich der Theorie der algebraischen Funktionen und Invarianten widmete.
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Bemerkung. — Hpy(x) ist symmetrisch nach Satz I1.51 von Schwarz.
— Hp(x) ist die Matrixdarstellung der symmetrischen Bilinearform D?f (x):

O*f

0x;0X;

D*f(x)(e;, ) =

(x), i,j=1,...,n.

Nach Bemerkung I1.50 ist dadurch festgelegt:
D*f (x)(h, k) = (Hf(x)h, k) = (h,Hf(x)k), h,keR".

H o
Lokale Extrema

In diesem Abschnitt lernen wir, wie man lokale Extremstellen einer reellwertigen Funk-
tion mehrerer Variablen findet. Wie bei Funktionen einer Variablen bestimmt man
kritische Punkte mit Hilfe der ersten Ableitung in Form des Gradienten, wihrend zur
Klassifizierung die zweite Ableitung in Form der Hesse-Matrix dient.

Lokale und globale sowie isolierte Extrema haben wir bereits in Analysis I fiir reellwer-
tige Funktionen auf metrischen Rdumen eingefiihrt ([32, DefinitionVIL.15 ]):

Ist speziell E ein normierter Raum, Dy C E, f: Df — R eine Funktion, so hat f in
xo € Dy ein lokales Minimum bzw. Maximum

= de>0VxeDy, |x—xl <& flx) <flx) bzw. f(xg) > f(x).

Analog zum Fall einer Funktion einer reellen Variablen ([32, Satz VII.16]) erhilt man
nun die folgende notwendige Bedingung fiir lokale Extrema:

Es seien E ein normierter Raum iiber R, Dy C E offen, f: Dy — R eine Funktion  Satz|1.60
und xy € Dy. Ist x eine lokale Extremstelle von f und f differenzierbar in xo, so ist

Df(XO) =0.

Beweis. Ohne Einschrinkunghabef beix, € Dy einlokales Maximum (sonst betrachte
—f). Dann gibt es ein r > 0 so dass B,(x9) C Dy und f(x) > f(x) fiir alle x € B, (x).
Zu zeigen ist, dass

Df(xo)v =0, v €E.
Dazu sei v € E beliebig. Nach Satz I1.18 ist
_of . flxot+tv)—f(xo)
D (0} = = (1) = lim =
Da f in x, ein lokales Maximum hat, gibt es ein € > 0, & < r, mit f (xo + tv) < f(x)

fiir || < £ und damit
<0 <0

—_— PR
by = tig [0S _ i Tt ) f )

N0 t
~~ ~~
<0 >0

>0 <0

also Df (x0)v = 0. O
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KorollarI1.61

Definition 11.62

Definition 11.63

Il Differentialrechnung in R"

Es sei Dy C R” offen, f: Dy — R eine Funktion und x, € Dy. Hat f in x eine
lokale Extremstelle und ist f differenzierbar in xo, so gilt

grad f(xp) = 0.

Es seien E ein normierter Raum iiber R, Dy C E offen und f: Dy — R differen-
zierbar. Dann heif3t xy € Dy

(i) kritischer Punkt (oder stationdrer Punkt) von f, wenn Df (x) = 0;

(ii) Sattelpunkt von f,wenn Df (xo) = 0 und f in xo keine lokale Extremstelle hat.

Abb.9.1: Graphen von f und g aus Beispiel 1.69 mit Minimum bzw. Sattelpunkt

Bemerkung. Wenn der Definitionsbereich Dy einer Funktion f:E D Dy — R nicht
offen ist, konnen lokale und globale Extrema auch auf dem Rand Dy von Dy auftreten.
Diese findet man dann nicht mit Hilfe von Df bzw. grad f. Wir lernen spiter fiir E = R”
noch eine Methode fiir diesen Fall kennen (siehe Satz III.13).

Als Nichstes leiten wir hinreichende Bedingungen fiir lokale Extremstellen her, die
die Kriterien aus Analysis I direkt verallgemeinern ([32, Satz VII.23]). Dazu brauchen
wir folgende Eigenschaften symmetrischer Matrizen ([10, 5.4.6, 5.7.3]).

Eine symmetrische Matrix A € R"*" heif3t
(i) positiv definit <= V x € R"\ {0}: (Ax,x) > 0,
(i) positiv semidefinit < V x € R": (Ax,x) >0,
(iii) negativ (semi-)definit := —A positiv (semi-)definit,

(iv) indefinit ;&= Jx,y e R" (Ax,x) >0 A (Ay,y) <O0.
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Eine symmetrische reelle Matrix hat reelle Eigenwerte ([10, 5.6.1]). Mit Hilfe der Ei-
genwerte von A kann man die Definitheit folgendermaflen priifen:

Es sei A € R™" symmetrisch, und A, ..., A, € R seien die Eigenwerte von A (mit  Lemma ll.64
Vielfachheiten gezihlt). Dann ist:

A positiv definit ;>0,i=1,...,n
;>0,i=1,...,n

A
A positiv semidefinit A
Ai<0,i=1,...,n
A
3

A negativ definit
A negativ semidefinit ;<0,i=1,...,n

A indefinit

11117

i,je{l,...,n}:/\,-<0 /\/\j>0.

Beweis. Da A symmetrisch ist, existiert eine Orthonormalbasis vy, ..., v, aus Eigen-
vektoren zu den Eigenwerten A; von A ([10, 5.6.2]):

vi=Avi, (vi,v)=6; i,j=1,...,n
Zu jedem x € R" gibt es daher eindeutige a1, ..., a, € Rmitx = Y ! | a;v;. Damit
folgt

=Av;
n
(Ax, x) <Za,Av,,ZaJv]> Z/laa] v,,vj Z/\a
i,j=1
6,,
Daraus folgen simtliche Behauptungen. ]

Ein weiteres praktisches Kriterium, um die Definitheit einer Matrix zu priifen, ist:

von Hurwitz®. Ist A = (ai)lio; € R™" symmetrisch, so gilt: Satz11.65

anr ... ajk
A positiv definit & Vk=1,...,n: det| : ] >0
akr ... Akk
Beweis. Einen Beweis findet man z.B. in [10, Abschnitt 6.7]. O
FirA= (% b e R¥<2 gilt; Korollar 11.66
b d
=det A

—

A positiv definit &= a> 0 A ad —b* > 0.

3ApoLr HURWITZ, * 26. Mirz 1859 in Hildesheim, T 18. November 1919 in Ziirich, deutscher Mathe-
matiker, der sich mit Zahlentheorie und komplexer Analysis beschiftigte, darin u.a. mit dem Geschlecht
Riemannscher Flichen.



Satz11.67

Il Differentialrechnung in R"

Kriterien fiir lokale Extremstellen. Es seien Dy C R" offen, f Cz(Df, R) und
xo € Dy. Ist x ein kritischer Punkt von f, d.h.

grad f(xo) = 0,

und ist Hy(xy) die Hesse-Matrix von f, dann gilt:
(i) Hy(xo) positiv definit = f hat ein lokales Minimum in x,.
(i) Hy(xo) negativ definit = f hat ein lokales Maximum in x,.

(iii) Hy(xo) indefinit = f hat einen Sattelpunkt in x.

Achtung: Wenn Hy (x) nur semidefinit ist, kann man nichts aussagen!

Beweis. Nach dem Satz von Taylor (genauer Bemerkung I1.58 und (8.11)) gilt in einer
Umgebung von x:

=0 nach Vor.
,_/h 1
flxo+v)=f(x0) + < grad f (x), v> + > <Hf(x0)v, v> + Ry(v), (9.1)
wobei Ry (v) = o(|| v||2) . Also existiert nach Definition der Landauschen Symbole ([32,
Definition IX.8]) fiir jedes € > 0 ein § > 0 mit

R
Yy eR", v <6 ! HZ(HVZ)I
1%

(9.2)

(i) Angenommen Hy(x,) ist positiv definit. Auf S;(0) = {v € R™|v|| = 1} be-
trachten wir die Hilfsfunktion
9:51(0) > R, () = (H;(xo)v, v) > 0.

Dann ist ¢ stetig, da die Bilinearform (v, w) > (Hy(xo)v , w) beschrankt ist. Als be-
schrankte und abgeschlossene Teilmenge von R" ist $;(0) = 0B, (0) kompakt (Satz 1.17
und 1.31). Daher nimmt ¢ nach Satz .37 vom Minimum und Maximum auf S;(0) sein
Minimum an, und wegen der positiven Definitheit von Hy(xo) ist dieses positiv:

M,:= min {<Hf(x0)v, v>v eR”, vl = 1} > 0.
Dann gilt fiir beliebiges £ € R" \ {0}:
4 4
Hi(xg) 2>, —2-
(Fit T

Wihle § zu € = 7* so, dass (9.2) gilt. Dann folgt aus (9.1) fiir beliebiges & € R" \ {0},
€1l < é:

> > m,, dh. (Hi(x)E,E) > m, €]

flxo+ &) =f(xo) + % (H(x0)§, &) +Ra(§) > f(x0) + %Iléll2 = R (8]
—_— ~———

>m.|I&|? <7802
me o
>f(xo)+7||§|| > f(x),

also nimmt f in x, ein lokales Minimum an.
(ii) Wendet man (i) auf —f an, folgt die Behauptung (ii).
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(iii) Angenommen Hy (xy) ist indefinit. Zu zeigen ist, dass fiir jedes § > 0 Elemente
x1, Xy € Bs(xo) C Dy existieren mit

fx1) < flxo) < f(x2).
Weil Hy(xo) indefinit ist, existieren &;, & € R" \ {0} mit:

= (HiGo)gi, ) <0, mai= (Hy(x0)§2, &) > 0.

Wihle 6, > Ozue = 4:|’g‘|||2 s0,dass (9.2) gilt. Dann folgt aus (9.1) fiirt > 0, ||t& || < 61:

flxo+1&1) = f(xo) + = <Hf(xo)t§1,t§1>+Rz(t§1)
——r

=X
my = —|m| I

= flxo) - —1‘ + Ry (1)

< f(xo)— 't +IR(t6)]

< f(x0) = Il f(x0).
Analog zeigt man, dass ein 8, > 0 existiert, so dass fiir t > 0 mit ||&, || < &, gilt:

f(XO + tgz) > f(XO). O
——

=%

Direkt mit dem Kriterium von Hurwitz (Korollar 11.66) folgt im Fall n = 2:

Es seien Dy C R? offen und f € C*(Dy, R). Ist xo ein kritischer Punkt von f,dann  Korollar 11.68

gilt mit f, = 6—f'

(i) detHr(xg) > 0, fuix(x9) > 0 = f hat lokales Minimum in x.
(i) detHy(xo) > 0, fic(x9) <0 = f hatlokales Maximum in xo.

(iii) det Hr(xp) <O = Xp ist Sattelpunkt von f.

Beweis. Alle Behauptungen folgen aus Satz I1.67 mit Korollar I1.66. (]

Betrachte die Funktionen von R? nach R aus Abb. 9.1: Beispiele 11.69

- fx,y)=x2+y*+c (x,y) e R, mitc e R:
grad f(x, y) = (2x,2y) = (0,0) < (x,y) = (0,0).
f nimmt in (0, 0) ein lokales Minimum an, denn:
H;(0,0) = <3 g) — et Hy(0,0) = 4 > 0, £(0,0) =2 > 0.
- glx,y)=x*—y*+¢ (x,y) € R%, mitc e R:
grad g(x, y) = (2x,-2y) = (0,0) < (x,5) =(0,0).
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g hat in (0, 0) einen Sattelpunkt, denn:

det H, (0, 0) = det <(2) _°2> =—4<0.

Aufgaben

II.1. Zeige, dass die Funktion

2
K:R" x (0,00) = R, K(x,1)=1t""? exp(f ”Z't' )

:twnap(,Eﬂi;;iﬁﬁ)
4t ’

auf ganz R” x (0, 0o) die sogenannte Wirmeleitungsgleichung erfiillt:
z": 0’K oK
i
p= 0x; ot
I1.2. Zeige, dass alle Richtungsableitungen von

% sin(x)
fRES R, flx,y):=( ¥+ ’
0, (x,y) = (0,0),

(x,y) 7 (0,0),

im Punkt (0, 0) existieren, aber f im Punkt (0, 0) nicht stetig ist.

II.3. Dreidimensionale Kugelkoordinaten a) Zeige, dass die Abbildung

¥,: [0, 00) % [0, 7] x (=7, m] — R?,
Y(r, &, @) = (r sin(¥) cos(¢), rsin(F) sin(¢), rcos(ﬂ))

surjektiv ist und auf der offenen Menge Dy, = (0, 00) x (0, 71) x (-7, ) C R? differen-
zierbar, und bestimme DY;.
b) Der Laplace*-Operator ist fiir zweimal differenzierbare Funktionen f:R* > Dy — R
definiert als: ) ) )

0 0

Af = _f + _f + ﬂ

ox*  oy* 0z?
Zeige, dass fir G € R*\ {(0,0,2):z € R} und f: G — R zweimal differenzierbar auch
fi=fo%:¥ ' (G) - R zweimal differenzierbar ist und

0
or * 2 092 12 sin(#) 0F 12 sin () c’?_<p2

o 2
r

1 8 1 cos(#) o 1 o? )~
or?

anow = (

4PIERRE-SIMON LAPLACE, * 28. Mirz 1749 in Beaumont-en-Auge, T 5. Midrz 1827 in Paris, franzdsischer
Mathematiker und Astronom, der wichtige Beitrige zu Wahrscheinlichkeitstheorie und Analysis sowie zur
Stabilitidt des Sonnensystems lieferte.



11.4.

I1.5.

I1.6.

11.8.

Aufgaben

Skizziere die Spuren der folgenden drei Kurven und berechne jeweils ihre Bogenlidngen:

a) y1:[0, 2m] = R?, yi(¢) = ((1 —cost) cos(t), (1 —cos(t)) sin(t)) (Kardioide),
b) y:la,b] = R, p(t) := (r cos(t), rsin(t), ct) (Schraubenlinie),
o) yl-2m, 2m] — R?, ps(t) = e (cos(t), sin(t)) (Spirale),

wobei a, b, c,d € R sind mita < b und d # 0. Was ergibt sich fiir die Bogenlidnge der
Kurve y; auf dem Intervall [a, 2] im Grenzwerta — —o0?

Zeige mit Hilfe der (nicht injektiven) Funktion
f:R—> C, f(x):=exp(ix),

dass der Mittelwertsatz fiir komplexwertige Funktionen f: [a, b] — C (und folglich fiir
Funktionen f: [a, b] = R” mitm > 2) nicht gilt.

Zeige, dass die Funktion

xy(x? —y?)
fIR2—> R, flx,y)={ x4y (x, ) 7 (0,0),
0, (x,y) = (0,0),

in R? stetig differenzierbar ist, in (0, 0) zweimal partiell differenzierbar ist und dass

o o
/ (0, 0) # !
0x0y 0yox

(0, 0).
Istf in (0, 0) total differenzierbar?

Bestimme die Taylorpolynome

a) zweiter Ordnung von f: (0, 00) x (0,00) = R, f(x,y) = ”,im Punkt (1, 1),
x—

y,im Punkt (1, 1).

b) n-ter Ordnung von g: (0, 00) x (0, 00) = R, g(x,y) = "
xty

Bestimme Lage und Art der lokalen und globalen Extremstellen der wie folgt gegebenen
Funktion f:R* D Dy — R:

x> —3x

Dyi={(x,y) e R:|x| <2, |yl <3}, flx,y):= W



Der Satz liber implizite
Funktionen

Die Losung von Gleichungen oder Gleichungssystemen in mehreren Variablen ist in
den seltensten Fillen explizit moglich. Eine Ausnahme bilden lineare Gleichungen oder
Gleichungssysteme: in der Linearen Algebra lernt man Kriterien fiir die Losbarkeit, die
Struktur der Losungsmengen und Verfahren zur Losung kennen.

Fiir nichtlineare Gleichungen oder Gleichungssysteme gibt es keine analogen Aus-
sagen, etwa wenn man eine Gleichung nach keiner Variablen auflésen kann, wie z.B.

102x% +y* + 22 —1)° = x?2° = 10y%2° = 0.

Dennoch kann man unter gewissen Voraussetzungen die Tangentialebene an die durch
diese Gleichung ,,implizit definierte® Funktion zweier Variablen berechnen.

H 10
Die Ableitung der Umkehrfunktion

Von den Ableitungsregeln fiir Funktionen einer Variablen haben wir alle bis auf eine
bereits verallgemeinert. Es fehlt noch diejenige fiir die Umkehrfunktion, die Folgendes
besagt ([32, Satz VIL.9]):

Angenommen f: (a, b) — Riststetig differenzierbar und fiir xy € (a, b) gilt f'(xy) # 0,
z.B.f"(x9) > 0. Da f’ stetig ist, gibt es eine Umgebung (xy — €, xo + €) =: U von x mit
€ > 0so,dass f'(x) > 0,x € U. Das heif3t, |y ist streng monoton und damit injektiv
auf U, hat also eine Umkehrfunktion.

Mit f|y ist auch (f|y)™':f(U) — U stetig und folglich V' := f(U) als Urbild der
offenen Menge U unter f ! offen. Dann ist (f|y)~" differenzierbar, und es gilt:

1)) = yeV. (10.1)

1
o)
Da hier f/(f71(y)) eine Zahl ist, ist der Bruch auf der rechten Seite wohldefiniert.

Die Ableitung einer Funktion f:R” D Dy — R™ dagegen ist eine lineare Abbildung
von R” nach R”. Um die Formel (10.1) verallgemeinern zu koénnen, brauchen wir
daher Informationen tiber die Inversen linearer Abbildungen.

Dazu betrachten wir im Folgenden immer vollstindige normierte Riume (auch Ba-
nachrdume genannt ([32, Definition IV.13 und IV.22]), d.h. normierte Rdume, in denen
jede Cauchy-Folge konvergiert.



Satzlll.1

Korollar I11.2

[l Der Satz iiber implizite Funktionen

Es seien K = R oder C und E, F normierte Riume iiber K. Ist F vollstindig, so ist
auch L(E, F) vollstindig.

Beweis. Es sei (Ty)ueny C L(E, F) eine Cauchy-Folge. Dann existiert zu jedem x €
E\ {0} und € > 0 ein N, € N, so dass

£
Vu,m> Ny |Ty— Tl < —.
lx]
Damit folgt:
¥V, m > Ne: | T = Tpxll < 1T, = Tl lIx1] < &. (10.2)

Alsoist firjedesx € Eauch (T,x),eny C F eine Cauchy-Folge. Da F nach Voraussetzung
vollstindig ist, existiert y := lim,— 00 Tyx € F.Definiere damit:

T:-E— F, Tx= lim T,x.

n— 00

Behauptung 1: T € L(E, F).

Beweis: Die Linearitdt von T ist klar. Weil (T,,),eny C L(E, F) eine Cauchy-Folge ist, ist
die Folge (Ty)uen in L(E, F) beschrinkt ([32, Satz IV.14]), d.h., es existiert ein M > 0
mit || T,|| < M,n € N.Da||-| Lipschitz-stetig, also insbesondere stetig ist, vertauschen
Limes und | - ||, und es folgt ([32, Satz IV.36]):

ITx|l = || lim Tyx|| = lim |T,x|| < M|x|l, x€E.
n— 00 n—)OOW—/
< Tl - lIxll < M|
Behauptung2: T, — T,n — o0o,in L(E, F).

Beweis: Es sei € > 0. Weil (T,,)ueny C L(E, F) ein Cauchy-Folge ist, gibt es ein N € N,
sodass | T, — Tiull < &,n,m > N, d.h., fir alle x € E mit ||x|| = 1 gilt:

Vun,m>N:|T,x—T.x| <e.
Fiir m — oo folgt wieder wegen der Stetigkeit von || - |:
Vn>N:|Tx-Tx| <e.
Damit ist fiir alle # > N nach Definition der Operatornorm (Definition I1.4):

1T, = TN = sup {||(T,, = T)x|l:x € E, [Ix[| = 1} < &. 0
—_———

<&
Fiir K = R oder C ist L(E, K) immer ein Banachraum.

Im Folgenden seien immer K = R oder C sowie E, F, G Banachriume iiber K und
L(E) := L(E, E). Weiter bezeichne I = Iy € L(E) die jeweilige Identititsabbildung in E,
dh.Ix = Igx = xfirx € E.

Ist T € L(E, F) injektiv, so existiert T™: F O T(E) — E mit T~!(Tx) := x. Die Inverse
T~! ist dann linear, muss aber nicht beschrinkt (also stetig) sein. Die Stetigkeit von
T~! istaber z.B. in Anwendungen oder numerischen Berechnungen wichtig: Sind etwa
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¥1, ¥2 € F gegeben und x;, x, € E Losungen von
Ixi=y, Txa=p,
so ist eine stetige Abhingigkeit der Losungen von i, y, wiinschenswert, d.h.
lyr = yall JKlein“ = IT"' (51 = y2)ll = llx1 = x2| ,Klein®.

Darum geht es im nichsten Satz:

Neumannsche Reihe. Es seien E ein Banachraum und T € L(E) mit | T|| < 1.  Satzlll.3
Dann ist I — T bijektiv, und (I — T)"! ist beschrinkt mit

I-T) T, |(I-T)"
( Z IE-D7 < =

wobei T := Iy und T/ := T(TJ 1),] =1,2, ..., rekursiv definiert ist.

Beweis. Da | T|| < 1 ist, folgt mit der geometrischen Reihe ([32, Beispiel V.17]):

Z IT| = ”T”

Nach Proposition I1.4 und Proposition IL7 gilt| T/|| < | T|V,j € No, daher ist nach
dem Majorantenkriterium ([32, Satz V.36]) die Reihe

oo
S = Z T
=0

absolut konvergent in L(E). Aus der absoluten Konvergenz folgt mit der verallgemei-
nerten Dreiecksungleichung ([32, Proposition V.35]):

IS < ZHTJH ZHTW— ”T”

Noch zu zeigen ist S = (I — T) 1 .DaT stetlg ist, folgt

TS:TJZO:TJ—ZTJ: (i )T:ST

j=0

und damit

(I-T)S=8S—TS =S—ST = SI-T). O

Bezeichnung. Fiir normierte Riume E und F sei

GL(E, F) := {T € L(E, F): T bijektiv, T~" beschrinkt} c L(E, F).

Sind T, € GL(E, F) und T, € GL(F, G), so gilt: Bemerkung Il1.4
T,T, € GL(E, G), (T,T))'=T;'T;".

Mit Hilfe unseres allgemeinen Differenzierbarkeitsbegriffs (Definition II1.11) kénnen
wir jetzt die Abbildung T > T~! untersuchen:



SatzlIl.5

[l Der Satz iiber implizite Funktionen

Sind E, F Banachrdiume, so gilt:
(1) GL(E, F) C L(E, F) ist offen.
(ii) Die Abbildung
1:GL(E,F) —» L(F,E), ©(T)=T",

ist beliebig oft differenzierbar. Fiir Ty € GL(E, F) ist die Ableitung Dr(T) €
L(L(E, F), L(F, E)) gegeben durch

Di(Ty) T = -T,'TT,", T e L(E, F). (10.3)

Bemerkung. Fiir E = F = Rist (10.3) einfach die Formel (%)/ =-11

x2*°

Beweis. (i) Essei Ty € GL(E, F).Fir T € L(E, F) mit | T — Typ|| < ﬁ folgt

1T (T =Tl < 1T, INIT = Toll < 1,

also gilt nach Satz II1.3 iiber die Neumannsche Reihe und Bemerkung II1.4:

€ GL(E, F)
=~
T=To+T-To= Ty (I+T,(T-T,)) e GL(E, F). (10.4)
N— —

€ GL(E, E) nach Satz I11.3
Damit ist gezeigt, dass B,(Tp) C GL(E, F) mit p = ”T—L”
0
(i) Behauptung I: 1 ist stetig.

Beweis: Es seien dazu Ty € GL(E, F) und € > 0 beliebig. Jedes T € L(E, F) mit

. 1 £ 1
T = T <m1n{ = 2}::5<—_1 (10.5)
20T I 21Tl 1Tl
ist nach (10.4) und Bemerkung III.4 invertierbar mit Inverser
T = (I+ T, NT - Ty)) ' T,
Damit folgt:
o(T)-t(Ty) =T ' =T, =-T (T - To)T,"
=—(I+TyNT - To)) Ty N(T = To) Ty .

Nach Satz I11.3 iiber die Neumannsche Reihe und der Definition von & in (10.5) ergibt
sich fiir T € Bs(Ty):

17(T) = (To)ll <

- ITHNT = Toll 1T < e
1= | Ty (T = Ty) || =2 0
h;—’ <

1
<3

[SIEY

Behauptung 2: 1 ist differenzierbar, und Formel (10.3) gilt.
Beweis: Es sei Ty € GL(E, F). Dann gilt fiir T € GL(E, F) mit | T — Ty|| < ”T—L”:
(To+T)—1(To) =(T+Tp) ' - T,

=(T+To) (To—(T+To)Ty" =—(T+To) ' TT,".
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Damit ist
I2(T + To) = 1(To) = (=T ' TTy O | = (T + To) ' TTy' + Ty ' TTy |
T T
=1(To+T)-1(Ty)
—_—
_ - (T+To) ' =T, " ) TT, | - Io(To + T) = t(To)I ITN 11T
T - T

IN

I7(T + To) = 2(To) |l I T, 'l — O, T = To,
da 7 stetig ist. Nach Definition II.11 der Ableitung folgt dann Behauptung 2.
Behauptung 3: 1 € C*°(GL(E, F), L(F, E)).

Beweis: Dr ist stetig als Komposition stetiger Abbildungen ([32, Satz VI.12]). Dass t
beliebig oft stetig differenzierbar ist, folgt induktiv. O

iiber die Umkehrfunktion. Es seien Dy C E offen,k e Nund f e Ck(Df, F). Ist Satzlll.6
xo € Dy mit
Df (x0) € GL(E, F), (10.6)

so existieren offene Umgebungen U C Dy von xo und V. C F von y, := f(xo) mit:

(i) f: U — V ist bijektiv (mit Umkehrfunktion f 1 := (f|g)™}),

(ii) 7' € CX(V, U) und DF'(y) = (DF(F () 'y e V.

Bemerkung. Im Fall E = F = R, Dy = (a, b) ist die Formel fiir die Ableitung der
Umkehrfunktion Df ! (y) genau die Formel (10.1) aus Analysis I ([32, Satz VIL.9])!
Beweis. Der Beweis von (i) und (ii) erfolgt in mehreren Schritten:
(i) Reduktion aufden FallE = F, xo = 0, f(x9) = 0, Df (x0) = Ig:
Dazu setze T := Df (x9) € GL(E, F) und definiere
Dy = {x —x0:x € Dy} CE,
h:D, — E, h(x) = T_l(f(x + xo) —f(xo)).
Dann gilt & = ¢, o ¢, mit
puF > E,  oy):=T",
@Dy > F, @(x) = f(x+x0) — f(x0).

Weil T~! eine lineare Abbildung ist, ist ¢; nach Beispiel I1.16 (ii) beliebig oft diffe-
renzierbar mit konstanter erster Ableitung; auRerdem ist ¢, € C¥(Dj,, F) genau dann,
wenn f € ck (Dy, F) nach Kettenregel (Satz I1.34):

(D)) =T7", (D'e)(y) =0, 1=2,3,..., yeF,
(D) (x) = (Df)(x +x0), (D'gy)(x) = (Df)(x+x0), [=2,3,..., x€Dy.
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Also ist nach der Kettenregel (Satz 11.34) auch h € CK(Dy, E) genau dann, wenn
f € CX(Dy, F), mit

Dh(x) = (Dg1)(¢2(x)) (D) (x) = T~ (Df (x + x0))
—_——

—7-1
und =T

h(0) =0, Dh(0) = T 'Df(x) = I. (10.7)
Nach Definition von h ist umgekehrt f (x) = Th(x — xo) + f (xo), x € Dy, also
f =y &= hx-x)=T"'(y-f(x)),
x=fy) = =x= h_l(T_l(y —f(xo))) + Xo.
Folglich ist nach der Kettenregel (Satz I1.34)
(flo)" e CiV.U) &= (hlp) ™ e CHV, U

mit geeigneten Umgebungen U C Dy von xo, V. C F von y, bzw. U" C Dj, von 0,
V’ C F von 0. Daher und wegen (10.7) kénnen wir also im Folgenden annehmen:

E= F, X0 = 0, f(XO) = 0, Df(XO) = IE (108)

Behauptung 1: Es gibt offene Umgebungen U C Dy und V' C F = E von 0, so dass
flu: U — V bijektiv ist (also (i) gilt), d.h., so dass

VyeV xeU: f(x)=y.
Definiert man fiir y € F jeweils die Abbildung
U -V, gk)=x-f(x)+y,
so kann Behauptung 1 dquivalent formuliert werden als:

Behauptung 1': Es gibt Umgebungen U C Dy von 0, V C F von 0 mit f(U) C V,so
dass fiir alle y € V die Abbildung g, genau einen Fixpunkt in U hat.

Beweis: Es sei y € F beliebig. Dann ist Dg, (x) = I — Df (x), x € Dy, also insbesondere
Dg,(0) = I — Df(0) = 0. Da nach Voraussetzung f € ck (Dy, F) c C'(Dy, F) gilt, ist
insbesondere I — Df stetig in 0. Folglich gibt es ein > 0 mit B,(0) C Dy und

1

Vx € B.(0): [Dg, (] < 5. (10.9)

Nach dem allgemeinen Mittelwertsatz (Satz 11.43) gilt fiir x;, x, € B,(0):

gy () =g ()l < S}lp]HDgy(Xl*‘t(Xz—Xl))H)sz_xIH
tel0,1 ——
€B,(0)

1
<3 nach (10.9)

1
< Sl =xl. (10.10)

Speziell fiir x; = x € B,(0), x, = 0 folgt daraus nach Definition von g, und (10.8):

gy GOl = 11yl = lIgy C)ll = lIgy (O < llgy(x) =g () < %IIXII-
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Also gilt fiir y € Bz(0):

1
Vx € B (0): ligy ()l < iyl + Ellxll <Tr, (10.11)

d.h. g,(B,(0)) C B,(0) fiir alle y € B:(0). Insgesamt ist also g, eine Kontraktion auf
B,(0) fiir y € V' := B:(0). Nach dem Banachschen Fixpunktsatz ([32, Satz IX.29]) hat
dann g, fiir y € V genau einen Fixpunkt X € B,(0).

Definiere nun U := (V) N B,(0). Dann ist X € U, denn nach Definition von g,
ist f(x) =X —g(X) +y = y € V. AuBerdem ist U eine Umgebung von 0, denn nach
Definition von g, mit y = 0 folgt aus (10.11) fiir x € B:(0):

o] @

= 1
IFGOI = llx =gl < lIxll + lIgo ()1l <+ S Il =

NN

also ist f(B: (0)) C Bz(0) = V und damit B: (0)  f~'(V) N B,(0) = U.

(ii) Nachdem wir Behauptung 1 (d.h. (i)) gezeigt haben, kénnen wir jetzt ohne
Einschrinkung annehmen, dass Dy = U ist und f = f|y: U — V bijektiv ist.

Behauptung 2: {711V — U ist stetig.

Beweis: Nach Definition von g (d.h. g, mit y = 0) gilt x = f(x) + gy(x), x € U, also ist
nach Dreiecksungleichung

llx1 =20l < 1) = fle)ll + lIgo(x1) — gole)ll, x1,x% € U.

Nach (10.10) ist [|go(x1) = go(x2) || < 3 %1 — X2 || und damit

1
§||X1 —xll < If(x) —fG)ll,  x1,x €U.
Sind y1, y» € V beliebig, erhilt man daraus mit x; == f ' (y;), 1= 1, 2:
1700 =f ol < 20y =p2ll, yya e V. (10.12)
Also ist f 7! Lipschitz-stetig und damit insbesondere stetig auf V.

Behauptung 3: {11V — U ist differenzierbar, Df "' (y) = (Df(f‘l(y)))_l,y evV.

Beweis: Esseiy € V festundx := f ' (y) € U.Daf differenzierbar in x ist, existiert nach
Satz I1.12 iiber die lineare Approximierbarkeit eine in x stetige Funktion r,: U — V,
re(x) = 0, so dass fiir beliebiges y € V undx’ == f~'(y) € U gilt:

f(x') = f(x) = Df(x)(x' —x) + re(x) || x" — x| (10.13)

Nach Definition von g ist f(x) = x — go(x), also Df (x) = I — Dgy(x). Nach (10.9)
ist |Dgo(x)] < %, also ist nach Satz II1.3 iiber die Neumannsche Reihe Df (x) bijektiv
und (Df (x))™! beschrinkt. Anwenden von (Df (x))™! auf (10.13) und Auflésen nach
x' = f1(y) liefert

FrON =0+ (OF I 0N) O =) +F001Y — I (10.14)

mit

10" —f“(y)ll)

7)’()/) = _(Df(f_l(y)))_l (rffl(}’)(f_l(y,)) ”)// _)/”
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Da f~! nach Behauptung 2 stetig ist, gilt f1(y') = f~'(y) = x,y’ — y. Damit folgt,
wegen der Stetigkeit von 7y in x, dann ry10)(f () = rn(f1() = re(x) = 0,
¥y — y.Daauferdem (Df (f'(y))) " als beschrinkte lineare Abbildung stetig ist, gilt
7,(y') = 0,y — y.Nach Satz IL.12 iiber die lineare Approximierbarkeit folgt dann
Behauptung 3 aus (10.14).

Behauptung 4: f ' € C'(V, E).

Beweis: Nach Behauptung 2 gilt mit der Abbildung 7: GL(E, F) — L(F,E), T — T},
aus Satz II1.5:

Df'=(MDfof ) '=10Dfof . (10.15)
Wir wissen, dass
- f~' € C(V, E) nach Behauptung 2,
- Df e C(U, L(E, F)),daf € Ck(Df, E) nach Voraussetzung,
— 1€ C*(L(E,F),L(F,E)) c C(L(E, F), L(F, E)) nach Satz IIL.5.
Also ist Df ! als Komposition stetiger Abbildungen stetig ([32, SatzVI.12]).
Behauptung 5:f ' € CK(V, E).

Beweis: Die Behauptung folgt induktiv mit der Kettenregel (Satz I1.34) aus der Identitit
(10.15), weil nach Voraussetzung f € C* (Dy, F) gilt und 7 beliebig oft differenzierbar
ist (Satz I11.5). O

Definitionll.7  Es seien X C E, Y C F offen und k € N U {co}. Dann heif8t eine Funktion
f:X = Y ein C*-Diffeomorphismus

1 f bijektiv, f € CK(X, Y) und ! € CK(Y, X);

f hei3t lokaler C*-Diffeomorphismus, wenn es fiir jedes xo € X offene Umgebungen
Uy, C E von xo und V,, C F von f(x) gibt mit:

flu,: Usy = Vi, ist C*-Diffeomorphismus.

Bemerkung. — Ein C°-Diffeomorphismus ist dasselbe wie ein topologischer Iso-
morphismus (vgl. Definition I1.8) und heiflt auch Homdomorphismus.

— In der obigen Terminologie lautet Satz IIL6 tiber die Umkehrfunktion kurz: Ist
f e Ck(Df, F) und Df (x) € GL(E, F), x € Dy, so ist f ein lokaler Ck-Diffeo-
morphismus.

Bemerkung 1.8 | Es seien Dy C R” offen, k € Nund f € Ck(Df, R™). Dann ist die Vorausset-
zung Df (x9) € GL(E, F) von Satz II1.6 tiber die Ableitung der Umkehrfunktion
dquivalent zu:

n=m, det](x) #0.
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Im Folgenden zeigen wir in drei ganz unterschiedlichen Situationen, wie man den Satz
tiber die Ableitung der Umkehrfunktion ausnutzen kann:

Anwendung 1: Losbarkeit nicht-linearer Gleichungssysteme.

Esseien Dy C R" offen, k e N, f = (fi)lL, € Ck(Df, R") und x; € Dy. Gilt dann Korollar 11.9

det J;(x0) # 0,

so existieren offene Umgebungen U C R” von xy und V' C R” von f(xp), so dass
tir jedes y = (y1, ..., yn) € V das Gleichungssystem f (x) = y, d.h.

fl('xla"'axn):yla

fn('xla ---7xn) :yfh

genau eine Losung x(y) = (x1(¥),...,x.(y)) € U besitzt; die Funktionen
X1, ..., X, gehoren zu CK(V, R).

Die Bestimmung der Nullstellen x;, x,, x3 € R eines kubischen Polynoms Beispiel
£+ art’ +art+ag=0 (10.16)
fihrt auf das nicht-lineare Gleichungssystem

Pt at? +art+ag=(t—x)( —x)F—x3)

bzw. £ + axt> + art +ag =1 — (x1 + % +33) 12 + (X150 + X1%3 + X2%3) F — X153 -
~——

::fl(xl,XZ,XS) ::fZ(xl,XZ,XS) ::f3(x1,x2,x3)
Koeffizientenvergleich ergibt:
fl ('xla X2, X3) =—dy,
fz(xla X2, X3) = ap,
f3(x1, %2, x3) =—aq.
Man sieht leicht, dass fiir die Jacobi-Matrix von f = (fi, fo, ) R? — R gilt:
det Jr(x) = (x1 —x2)(x1 —x3) (32 —x3), x = (%1, %2, x3) € R°.

Die Gleichung (10.16) hat also genau dann drei verschiedene reelle Nullstellen
X1, X2, X3, wenn det J(x) # 0. Dann existieren offene Umgebungen U von x
und V von f(x) = (—ay, a1, —ap)", so dass fiir alle Koeffizienten ay, a;, o mit
(—ay, a1, —ap)' € V die Gleichung

P +mt>+at+ag=0

ebenfalls drei reelle Nullstellen hat.

Anwendung 2: Berechnung der Ableitung der Umkehrfunktion ohne Kenntnis der
Formel fiir die Umkehrfunktion.
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Beispiel  Fiir die Polarkoordinatenabbildung
®: (0, 00) x (=1, ] —» R*\ {0}, Wi(r, @): = (r cos(¢), rsin(g)),
gilt nach Beispiel I1.29 auf Dy, = (0, 00) x (-, 7):

cos(@) —rsin(ep) — 0

sin(g)  rcos(¢p) (r, ¢) € (0,00) x (-, m).

det ]\Pz (ra (P) =

Also ist ¥ auf ganz (0, 0co) x (—7, ) lokal bijektiv. Es gilt:
cos(@) sin(¢)
-1
(Ja(r, @) = _sin(p)  cos(¢)
r r

Mit (x, y) = W (r, @) ist:

r=/x2+y? G cos(¢), Y- sin(¢).

r r

Damit folgt:
X Y
o [ VEE ey
Ju (e 7) = (957 e ) = | V7 .
X2 +y2 X2 +y2

H 11
Der Satz iiber implizite Funktionen

Die dritte Anwendung des Satzes iiber die Ableitung der Umkehrfunktion ist eines der
tiefliegendsten Resultate der Differentialrechnung in mehreren Variablen, bei dem es
um das folgende Problem geht:

Istn = mund f:R" D Dy — R" differenzierbar mit Df (xy) € GL(R", R"), so ist
f:U — V bijektiv in einer Umgebung U von x,, und damit gibt es fiir ¢ € V genau
ein x, € U, so dass

fHe)) = {x e Usf(x) = ¢} = {x).

Ist hingegen n > m, so kann f:R" D Dy — R" nicht lokal bijektiv sein. Dann wird
f7'({c}) ein komplizierteres Gebilde sein, und es stellen sich folgende Fragen:

— Istf~!({c}) (lokal) der Graph einer Funktion g?
— Wenn ja, iibertragen sich die Differenzierbarkeitseigenschaften von f auf g?
In diesem Fall heiflt ¢ durch die Gleichung f (x) = ¢ implizit definierte Funktion.

Bemerkung. f~!({c}) heiflt Faser von f iiber c;im Fall m = 1 sind die f "' ({c}) fiirn = 2
Niveaulinien und allgemeiner Niveauflichen von f.
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Abb. 11.1:  Niveaulinien von f(x,y) = x> — y3 fiir c = —3,-2,-1,0, 1,2, 3 und Niveaufliche

AR Bt

10(2x% +y2 + 22 — 1)* = x?23 — 10223 = 0 (Seite 65)

Die folgenden Beispiele geben einen instruktiven Uberblick, welche Antworten auf die
obigen Fragen moglich sind:

- Fir f:R* > R,f(x, y) = x> + y* — 1, ist die Niveaulinie Beispiele
oy = {(x,y) e R:x* +y* =1}

die Einheitskreislinie, also nicht global Graph einer differenzierbaren Funk-
tion von x, denn zu jedem x # =1 existieren je zwei y mit x> + y* = 1. Fiir
x € (=1, 1) kann man die Gleichung f(x, y) = 0 aber lokal nach y auflésen:

y>0 y=gax), sax)=v1-x} xe(-1,1),
y <0 y=gk), okx)=-v1i-x} xe(-1,1).

Fiir die Punkte (=1, 0), (1, 0) ist dies aber in keiner noch so kleinen Um-
gebung moglich! Fir y € (-1, 1) kann man aber f(x, y) = 0 lokal nach x
auflésen:

x>0 x=h(y), @) =+v1-y2, ye(-11),
x<0: x=hy), h@y) =-V1-y), ye(-L1).

Damit ist die ganze Einheitskreislinie f~!({0}) lokal als Graph dargestellt,
obwohl sie global kein Graph ist.

- Fir f: R* > R, f(x, y) = x> — %, besteht die Niveaufliche
10D = {(x, y) e R:x? =2}

aus den zwei Geraden y = x und y = —x. Die Gleichung f (x, y) = 0 ist in
der Nihe von (0, 0) weder nach x noch nach y auflgsbar und daher in keiner
Umgebung von (0, 0) Graph einer Funktion!
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- Istf:R? > R, f(x,y) =x*—y>, soist
) = {(x,y) e R%: x? :y3}

zwar Graph einer Funktion, der sog. Neileschen' Parabel (die fett einge-
zeichnete Kurve in Abb. 11.1):

y=gkx), gx) =,

aber obwohl f € C*(R?, R) gilt, ist g nicht differenzierbar in 0.

Im Folgenden seien K = R oder C und E,, E;, F Banachrdume iiber K. Fir
Dy C E; x E, und f: Dy — F versuchen wir nun lokal die Gleichung

fx,y)=0
nach der Variablen y aufzuldsen. Ein typischer Fall dabei ist E; = R"™™, E, = R™, also
E, x Eb=R" und F = R" mitn > m.
Bemerkung. Es seien E;, E; und F Banachriume tiber K. Sind || - ||; und || - ||, die
Normen auf E; bzw. E,, dann ist E; x E, versehen mit der Norm
lGer, %)) = max{|lx1 |1, Ix20l2}, (%1, %) € By x By,

ebenfalls ein Banachraum (iiberlegen Sie sich warum!).

Satzlll.10  iiber implizite Funktionen. Es seien Dy C E; x E; offen, k e N, f € @ (Dy, F),
(%0, y0) € Dy und ¢y := f(xo, yo). Definiere Dif (x,y) € L(E;, F), i = 1,2, fiir
(x,y) € Dy durch:
Df (x, y) (x1, x2)
~—

€L(E; xE,,F)

Df (x, y)(x1, 0) + Df (x, y)(0, x2)
:Dif(x, y)x1 + Dof (x, y)x2,  (x1,x2) € E; x E.

Gilt dann
DZf(x()’ )’0) € GL(E27 F)) (11‘1)

so existieren offene Umgebungen U C Dy von (xo, yo) und U, C E; von x, sowie
eine Funktion g € C*(Uy, E,), so dass gilt:

(x,y) €U, fx,y)=c0 & xeU, y=gKx)
in diesem Fall ist

Dg(x) = - (Dof (x, g(x))) " Dif (x, g(x)). (11.2)

Bemerkung. Der SatzII1.10 tiber implizite Funktionen sagt kurz formuliert: Lokal um
(x0, ¥o) ist f "1(co) Graph einer Ck-Funktion.

'WiLLiam NEILE, # 16. Dezember 1637 in Bishopsthorpe, T 24. August 1670 in White Waltham, eng-
lischer Mathematiker, der als junger Student in Oxford als erster die Bogenlinge der kubischen Parabel
fand.
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Beweis. Der Beweis erfolgt durch Anwenden von Satz II1.6 iiber die Umkehrfunktion
auf die Hilfsfunktion
pry(x, y) )

G:Ey x E; DDy - Ey x F, Glx,y) = <f(x ;C)—C0> - (f(x y)=¢o

wobei pr:E; x E; — Ej, pry(x,y) = x, die Projektion auf die erste Komponente
bezeichnet. Dazu zeigen wir zunichst, dass G die Voraussetzungen von Satz IIL6 erfiillt.

Behauptung: G € CX(Dy, E; x F) und D G(xo, o) € GL(E; x E, E; x F).

Beweis: Analog zu Satz I1.23 (ii) zeigt man, dass die Differenzierbarkeit von G dqui-
valent zur komponentenweisen Differenzierbarkeit ist. Aus f € C* (Dy, F) und aus
pr, € C*(Dy, E;) folgt dann G € Ck(Df, E; x F)und

Dpr,(x, y)
Df (x, y) > 7)€ Dy.

Nun gilt fiir (x, y) € Dy, (x1, x;) € E; x E; nach Definition von pr, und Dif (x, y):

DG(x, y) = (

Df (x, y)(x1, %) = (Dif (x, ) Daf (x, 7)) @) ’

Dprl('xa )’)(Xl, Xz) = (IEl 0) (i;) =X

und damit insgesamt

_ IEI 0 X
DG(X, )/)(Xl, Xz) - <D1f(x, }/) sz(x, y)> <X;> s (x17 Xz) € El X EZ-

Nach Voraussetzung (11.1) ist Dyf (xo, ) € GL(E,, F). Man priift leicht nach, dass
dann auch D G(xy, y9) € GL(E, x E,, E; x F) ist mit

-1 _ IEl 0
DG, o) = (‘(sz(xo,)’0))_1D1f(X0,Y0) (le(xoa)’O))_l> .

Nach Satz II1.6 tiber die Umkehrfunktion angewendet auf G existieren offene Umge-
bungen U C Dy von (xg, o) und V C E; x F von G(xo, yo) = (xo,f(xo,yo) - co)t
= (x, 0)' s0, dass G|y: U — V bijektiv ist und (G|y)™! € CK(V, U). Fiiri = 1, 2 sei
@; € CX(V, E;) definiert durch

(Gly) "Ei x FO V> UC Df CE xE,

(Glu)™ C) = (@1 (x, 0), ¢a(x, 0)), <’Z> ev.

Dann gilt fiir (x, ¢) € V nach Definition von G:

X _ _ X _ _ (P (X, C)
<c> =Glu <(G|U) 1 <c>> = Gei(x 0, (. ) = (f(<p1(x, c)l, @ (x, ) —co) ’

also folgt
(Pl (X, C) =X, f(x7 (pz(xa C)) —C =C.

Setze jetzt

Uy = {x € E: (’5) e v}, @ U= B, g(x) = @s(x, 0). (11.3)
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Dann ist U, eine offene Umgebung von xo, ¢ € CK(Uy, E;) und

(x,y)eU, fx,y)=c < (x,y)eU, G,y = (g)

= (X, eU, (x,y)=G' <g>

— (x,y)eU, (xy) = (x, @ (x, 0))
— xelU, y=gkx).
Um die Ableitung von g zu bestimmen, definieren wir
h:U; — F, h(x) ::f(x,g(x)), x € U.

Dann ist h(x) = ¢o, x € Uy, also h konstant auf U;. Mit der Kettenregel (Satz 11.34)
folgt dann fiir x € Uy:

0 = Dh(x) = Df (x, g(x)) <D x )> = Dif (x, g(x))Ig, + Dof (x, g(x)) Dg(x),

also (11.2). Wegen k € Nist
D,f € C¥Y(Dy, L(E,, F)) € C(Dy, L(Ey, F)),

also ist D,f stetig. Nach Satz IIL5 ist GL(E,, F) offen in L(E,, F). Folglich ist nach
Satz 1.27 auch das Urbild D,f ' (GL(E,, F)) C E; x E, offen und damit auch der
Durchschnitt

((Dof) M(GL(E,, F)) m\(ﬁ/: {(x,y) € U:Dsf (x,y) € GL(E,, F)} = U
offen offen

Nach Voraussetzung (11.1) ist D,f (xo, y0) € GL(Ez, F), also (xo, yo) € U. Also ist U
eine offene Umgebung von (xo, yo). Verkleinert man U zu U und definiert entsprechend
U, analog zu (11.3), so folgen die Aussagen mit U und U,. O

Im Folgenden zeigen wir drei ganz unterschiedliche Anwendungen von Satz I11.10
iiber implizite Funktionen:

Anwendung 1: Bestimmung der Tangentensteigung fiir implizit definierte Kurven.
Es seien Dy C R? offen, k € N, f € Ck(Df, R) und (xo, y9) € Dy mit f(xp, yo) =0
Gilt dann

of
= s 07
oy (%0, y0) 7
50 existiert eine offene Umgebung U; C R von x; und ein g € C¥(U;, R) mit

flx,g(x)) =0, g(xo0) = yos

in diesem Fall ist
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Beweis. Die Behauptung ist der Spezialfall E;, = E, = F = R von Satz IIL.10 tiber
implizite Funktionen. ]

Betrachte die Funktion Beispiel 111.12
f:(0,00) x R = R, f(x,y)zln\/x2+y2—arctan)—/.
x

Man kann die Gleichung f(x, y) = 0 nicht explizit nach y auflsen, hat also keine
Formel fiir die dadurch definierte implizite Funktion g. Trotzdem kann man die
Tangentensteigung bestimmen, z.B. in (1, 0) € f~1({0}):

of 2x 1 y x+y of
ax(x’y) 2(x2 +y2) 1+J;_2 ( x2> x2+y2° ax( 0 =1,
0 =388 9F 0
—f(x,)/):...:—2 );, —f(l,o):_L
oy x*+y oy

Mit der Funktion g aus Korollar III.11 ist dann die Tangentensteigung der durch
f(x,y) = 0 gegebenen Kurve im Punkt (1, 0) gleich

of
(1,0)
g =-2% -1

of

Anwendung 2: Lokale Extrema bei Nebenbedingungen.

Problem: Wir suchen die lokalen Extremstellen einer Funktion f:R” 5 Dy — R unter
zusitzlichen Nebenbedingungen der Form

hx)=...=h,(x)=0
mit Funktionen h;: R" D Dy — Rundm < n.

Konnte man die Nebenbedingungen explizit nach m Variablen auflésen und diese so
in f eliminieren, wiren die lokalen Extremstellen einer Funktion in den verbleibenden
n — m Variablen wie in Abschnitt I1.9 zu bestimmen.

Meist ist dies unmoglich und wenn doch, dann oft sehr kompliziert. Der Satz iiber
implizite Funktionen liefert eine einfache notwendige Bedingung fiir das Vorliegen
einer lokalen Extremstelle unter Nebenbedingungen. Wir betrachten hier zur Verein-
fachung den Fall einer Nebenbedingung, also m = 1.

Es seien Dy C R” offen, f, h € C'(Dy, R) und SatzI11.13
M = {x € Dy: h(x) = 0}.

Ist xo € M eine lokale Extremstelle der Einschrinkung f |y von f auf M (d.h. eine
lokale Extremstelle von f unter der Nebenbedingung h(x) = 0) und gilt

grad h(xg) # 0, (11.4)
so existiert ein A € R (Lagrange-Multiplikator genannt) mit
grad f(xo) = A grad h(xo). (11.5)
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Beweis. Wegen (11.4) kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen (allenfalls nach
Umnummerierung der Variablen), dass gilt:

(11.6)

Entsprechend zerlegen wir R” = R"! x R und fassen die ersten #n — 1 Koordinaten
zusammen, indem wir xo = (xo,;)i;, x = (x;); € Dy schreiben als

xo =: (X0, X0.n)s X =:(X,x,) € R" ! x R.
Wegen (11.6) ist der Satz iiber implizite Funktionen auf h anwendbar (mit E; = R"!

und E; = R). Also existieren offene Umgebungen U C R” von xy = (%o, Xo,,) und
U, C R"! von X, sowie eine Funktion ¢ € C'(U;, R) mit

(x,x,) € U, h(x,x,) =0 < xeU, x,=gx).
Differenziert man die Gleichung 0 = h(%, g(%)) partiell nachx; firi=1,...,n—-1,s0
ergibt sich mit der Kettenregel (Satz I1.34)
oh h .
0= . (x g(x)) (x g(x)) (x) i=1,...,n—-1. (11.7)

1 n

Definiere nun die Funktion
F:U - R, F®:=f(xg®X).

Da nach Voraussetzung f auf M in x, eine lokale Extremstelle hat, hat F in X eine
lokale Extremstelle im tiblichen Sinn. Aus Satz I1.60 folgt dann, dass grad F(xg) = 0
gelten muss. Mit analoger Anwendung der Kettenregel wie oben ergibt sich daraus
(man beachte, dass wegen xy € M gilt xo., = g(x)):

0= ﬁ(%@,g(go)) + :—i(%o,g(go))g—i(go), i=1,...,n—1. (118)

8xi
-1
) eR

setzen. Dann gilt automatisch die Gleichheit der n-ten Komponenten in (11.5). Die
Gleichheit der ersten n — 1 Komponenten folgt aus (11.7) fiir x = xp und (11.8):

Nach Voraussetzung (11.4) kénnen wir nun

A= of 0)<

0%y

aLs) _ 8h og (1L.7)
—f( Xo) (x0) (%) "= A —(Xo) u
8x,, 0x;
Bemerkung. — Auf den genauen Wert des Lagrange-Multiplikators A in (11.5)

kommt es meist nicht an.

— Satz II1.13 liefert nur Informationen iiber Kandidaten fiir lokale Extremstellen
von f |, fiir genauere Aussagen sind weitere Argumente notig.

— Satz II1.13 erlaubt es auch, Extremstellen auf abgeschlossenen Definitionsberei-
chen zu bestimmen, wenn man diese durch Nebenbedingungen der obigen Form
beschreiben kann.
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Die folgenden zwei Beispiele illustrieren Satz III.13 und die obigen Bemerkungen:

Bestimme den achsenparallelen Quader mit grofitem Volumen, dessen Ecken auf
der Kugelschale S;(0) C R3 liegen, d.h., finde das Maximum von

V:[0,00)° > R, Vi(x, ¥,2) = (2x)(2y)(2z) = 8xyz
——
::DV
auf der abgeschlossenen Menge Dy N S;(0), d.h. unter der Nebenbedingung
h(x, y, z) :x2+y2+zz— 1=0!
Dann ist fiir alle (x, y, z) # (0, 0, 0)
grad h(x, y, z) = (2x, 2y, 2z) # 0.

Fiir Bedingung (11.5) ergibt sich hier:

8yz = A2x |- x
grad V(x, y,z) = Agrad h(x, y,z) & < 8xz= A2y |-y
8xy = A2z |-z

= dxyz=Ax*=A? =17 >0.

A = 0: Dann folgt xyz = 0 und folglich V(x, y,z) = 0. Da V > 0 auf Dy gilt, ist 0
das Minimum von V auf Dy N S;(0).

A # 0: Dann folgt x* = y? = z? und damit aus der Nebenbedingung

1
X=y=z=—.
y NG
Da V stetig ist und Dy N S;(0) C R® kompakt, nimmt V auf Dy N S;(0) sein Ma-
ximum an. Also wird das grofite Volumen Vi, fiir einen Wiirfel mit Kantenlidnge
2 icht:
75 erreicht:

8
Vinax = =+/3.
9
Zeige, dass das geometrische Mittel der Zahlen ay, ..., a, > 0 immer kleiner gleich
ihrem arithmetischen Mittel ist:
ai+---+a
Yay---ay < #l
N—_—— n

—_——

eometrisches Mittel . . .
8 arithmetisches Mittel

Die Behauptung ist dquivalent zu

1
2 2 . .
xl---xnsnn, x; = , 1=1,...,n.

Beispiel 1l.14

Beispiel .15
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Zum Beweis untersuchen wir die Funktion f: R" — R, f(x1, ..., x,) = x7---x2

auf lokale Extremstellen auf der abgeschlossenen Menge S;(0) C R”, d.h. unter
der Nebenbedingung

h(xi, ..., %) =xf+---+xi—1=0.
Dann gilt fiir alle (x1, ..., x,) #(0,...,0):
grad h(xy, ..., x,) = 2x1, ..., 2x,) #O0.
Fiir Bedingung (11.5) ergibt sich hier:
grad f(x1, ..., x,) = Agradh(xy, ..., x,)

2 2 2
2X1%5 - .. X% = A2 | - x1
2x3%x) - ... X2 X2 = A2x, |- x2

—

2,2 2
2X7X5 oo Xy X = A2X, | - x4
2.2 2 2_ 9.2 _93.2_  _ 1.2

= XX X, X, =Ax; =Ax; =...=Ax;, > 0.

A = 0: Dann folgt x?x7 - - - x2 = 0 und folglich f(x;, ..., x,) = 0. Daf > 0 auf R"
gilt, ist 0 das Minimum von f auf S;(0).

A # 0: Dann folgt x? = x3 = ... = x2 und damit aus der Nebenbedingung
1
X%Z.X%:... =xi= Z

Da f stetig ist und $;(0) C R" kompakt, nimmt f auf S;(0) sein Maximum an,
also ist

1 1 1
X% ...xi:f(xl,...,xn)Sfmax::f(ﬁ""’ﬁ> T

H 12
Parameterabhdangige Integrale

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wie man parameterabhingige Integrale differen-
ziert. Darunter versteht man Funktionen der Form

b
F) = [ Sy dx yeDn,
mit Dy C R" und f: [a, b] x Dr = K, wobei K = R oder C ist.

Dazu betrachten wir einen kompakten metrischen Raum X und versehen den Raum
C(X, K) mit der Supremums- bzw. hier Maximumnorm ([32, Definition VIIL.32]):

I8lloo := sup {|g(x)]: x € X} = max {|g(x)|:x € X]}.
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Es seien X, Y, Z metrische Riume und X kompakt. Dann ist fiir f € C(X x Y, Z)  Proposition .17
die folgende Abbildung stetig:

0:Y = CX,2), y f(-,y)=Ff.

Beweis. Angenommen ¢ ist nicht stetig. Dann existieren ein € > 0 und eine Folge
Iwdnen C Y,y = y, n— 00, mit

VneN: |7 =fle > &
Nach Definition von | - ||« existiert dann eine Folge (x,)eny C X mit

Ve N [f7" () = f7 (%)l = 1 f (%n, yu) = f (%, y)| > €. (12.1)

Da X kompakt ist, enthilt (x,)en eine in X konvergente Teilfolge (xy )keny C X,
x:= limg_, 00 Xy, € X (Satz 1.33). Dann gilt (x,,, yn,) = (x, ), k > 00. Da f nach
Voraussetzung stetig ist, folgt

f('xfkﬁ)/ilk)_'_)f(x,y), f(xllkﬂy)_'_)f(xay)a k_)ooa

x y X
also, im Widerspruch zu (12.1),
‘f(xnk,)/nk)_f(xnk,)/”‘—)(), k—)OO D

Es seien [a, b] C R, Y metrischer Raum, K = R oder Cundf € C([a, b] x Y, K). KorollarIll.18
Dann ist auch die folgende Funktion stetig:

b
F:Y > K, F()/)::/f(x,y)dx, yeY.

Beweis. Das Integral als Abbildung Z: C([a, b], K) — K,Z(h) := fab h(x)dx, ist stetig
nach Beispiel I1.6 (ii). Die Behauptung folgt dann, weil F = Z o ¢ ist mit ¢ aus
Proposition II1.17 und die Abbildung ¢ ebenfalls stetig ist. O

Es seien [a, b] C R, Dp C R" offen, K = R oder C und f: [a, b] x Dp — K eine  SatzlIl.19
Funktion, fiir die gilt:

(1) fiir jedes y € Dg ist die Funktion f” := f (-, y): [a, b] > K stetig,

(ii) f ist nach den letzten n Variablen stetig partiell differenzierbar.

Dann ist die Funktion
b
F:Dr > K, E(y) ::/ f(x,y) dx, y € Dg,

stetig partiell differenzierbar, und es gilt:

oF ba
—() =/ —f(x,y) dx, ye€Dgp, i=1,...,n (12.2)
a)’i a ayl
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Bemerkung. Voraussetzung (i) garantiert, dass das Riemann-Integral, das F(y) de-
finiert, iiber eine stetige Funktion gebildet wird und folglich existiert. Ist sogar
f € C([a, b] x D, K), soist (i) automatisch erfiillt.

Beweis. Esseiyy € Dp beliebigund i € {1, ..., n}. Da Dy offen ist, existiert y > 0 mit
¥o + te; € Dp,t € (=, y). Definiere

G(t) = F(yo + te;) — F(yo) _/ of D, yo) dx, e (—y.7),

t
Die Behauptungen sind dann dquivalent dazu, dass gilt:
lim G(t) = 0.
t—0

Nach Definition von F ist fiir t € (—y, y):

b N — b
G(t) :/a <f(x, Yotte) =fxyo) g—)];(x, y0)> dx ::/a g(x,t) dx.

t

Schreibt man den Integranden mit Hilfe des Fundamentalsatzes der Differential- und
Integralrechnung ([32, Satz VIII.21]) um, so ergibt sich:

1 ["/0 0

g(x, 1) = —/ <—f(x,)/o +16;) — —f(x,yo)> dr, xela,b], te(-y,y).
t 0 8)/, 8 i

Nach Voraussetzung (ii) 1st , € C([a, b] x Dg, K), also ist nach Proposition III.17

die Abbildung Dr — C([a, b], K),y > g—f( -, y), stetig. Daher existiert zu beliebigem

€>0eind > 0,0 < y,sodassfiir alle 7 € (-6, ) gilt:

8]’ 8f H
- + l_

Damit folgt fir t € (=6, 6):

1 "o
sl | 2 f(x Yo+ 7e0) - ]:(X,)/o)‘ dr| < —,
<55
also insgesamt
b
IGO0 s/ g, D] dx < e.
a S=—~—
=
Die Stetigkeit von folgt aus Voraussetzung (ii), (12.2) und Korollar I11.18. O

Bemerkung. Fiir [a, b], [¢c,d] € Rundf € C([a, b] % [c, d], K) sind nach Korol-
lar 1I1.18 die Funktionen

b
E(y) ::/ fle,y)dx, yelcd],

d
H(x) ::/ f(x,y) dy, xe€[a,b],
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stetig, also Riemann-integrierbar, und es gilt:

d b
/ F(y) dx:/ H(x) dx. (12.3)

Man kann daher das Integral iiber das zweidimensionale Rechteck Q := [a, b] x [c, d]
mit z = (x, y) € Q definieren als:

/Qf(z) dZﬁ:/Cd(/abf(X,)’) dx) d)/:/ab(/cdf(x,)/) dy) dx.

Beweis. Definiere

gy) = /ab (/Cyf(x, ) dt) dx, yelc dl.

Dann ist g(c) = 0, und g ist nach Satz ITI.19 differenzierbar mit

g Z/{lbi(/cyf(x, t) dt) dx:/abf(x,y) dx=F(y), yelcd].

oy
Damit folgt: =H(x)
=0 —_—~
d d ~~ [, ’
/ F(y)dyZ/ ¢ (y)dy = g(d) - g(c) :/ (/ fx, 1) dt) dx:/ H(x) dx.

O

Die Integration von Funktionen mehrerer Variablen und gleichzeitig eine Erweite-
rung des Riemannschen Integralbegriffs lernt man in der Lebesgueschen Integrations-
theorie kennen (siehe z.B. [6]).

Im folgenden abschlieflenden Beispiel berechnen wir das Integral iiber die Gaufische
Glockenkurve, das in der Wahrscheinlichkeitstheorie eine wichtige Rolle spielt und
dort den Normierungsfaktor fiir die Standardnormalverteilung liefert ([15, (5.61)]):

oo
Integral iiber die Gauf8sche Glockenkurve. / e /2 dt = V2m. Beispiel 111.20
-0

Dazu betrachten wir die Funktion F: R — R, gegeben durch
1 e—(1+x2)y2/2
F()/) = /0\ W dx, Yy € R.
Nach Satz I11.19 ist F differenzierbar mit

P 2 ! s
F/(y) — / e (_(1 +X2))/) e—(1+x /2 dx = _/ y e—(1+x /2 s
© 0

1 _ y
- - t=xy -
=—e}'2/2/ y e 2 dx = —e}’z/z/ e /% dt.
0 0

Setzt man

G(y) = (/Oy e '/2 dt)z, y eR,
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soistnach der Kettenregel fiir Funktionen einer reellen Variablen ([32, Satz VIL.8]):

Y 2 2
G(y) = 2(/ e ar) 72 = 2F(y), yeR.
0

Also existiert eine Konstante ¢ € R mit 2F + G = ¢. Wegen G(0) = 0 ist

1
1 1_ T
¢ =2F(0) = 2/0 e dx = z[arctam(x)]0 =3
und damit
7 2
(/ 7 dt) = Gy) = Z-2F(), yeR. (12.4)
0

Wegen

<-1

1 e—(1+x2)y2/2 1 . .
OSF()/):/ ﬁdxs/e_}’/zdxze_}’/z—eo, y — 00,
0 1+x 0
>1

folgt lim,_, o, F(y) = 0. Also ergibt sich insgesamt mit (12.4):
o0 2 o0 2 T
/ e /2 dt=2/ et 2 dr=2,/= =2m.
. o V 2

Weitere Anwendungen: Parameterabhingige Integrale treten auch bei der Definition
der sog. Bessel* -Funktionen auf:

2 (7
Ja(x) = —/ cos (x sin(t) — nt) dt, xeR, neNy,
T Jo

die in der Mathematischen Physik eine wichtige Rolle spielen. Die umfassendste Zu-
sammenstellung aller Eigenschaften dieser und anderer Bessel-Funktionen findet man
in [3, Kapitel 9, 10].

Eine dieser besonderen Eigenschaften ist, dass die Bessel-Funktionen die sog. Bes-
selsche Differentialgleichung

Y (x) + x5/ (x) + (> —nP)y(x) =0, x€eR, (12.5)

losen (was man mit Satz IT1.19 zeigen kann, Aufgabe II1.26), die z.B. bei der Schwingung
einer kreisformigen Membran oder bei der Wirmeleitung in einer Kugel auftritt [17,
Abschnitt V.28 und historische Anmerkungen].

Aufgaben

IIL1. Essei Dy C R” offen und f:Df — R stetig differenzierbar. Zeige, dass der Gradient
von f auf allen Niveauflichen f~' ({c}) mit ¢ € R orthogonal ist, d.h., dass fiir jede stetig

2FRIEDRICH WILHELM BESSEL, * 22. Juli 1784 in Minden, Westfalen, T 17. Mirz 1846 in Konigsberg,
einer der bekanntesten deutschen Wissenschaftler des 19. Jahrhunderts, der als Astronom, Mathematiker
und Geodit wirkte.



I11.2.

I11.3.

111.4.

II1.5.

I11.6.

Aufgaben

differenzierbare Kurve y: (—¢, £€) — R” mit Sp(y) C f~'({c}) gilt:
(grad f(y(0)), y'(0)) = 0.
Zeige, dass die Funktion
R > R, f(x,y,2) = (y +ef,z+e", x+ ey),

bijektiv ist mit stetig differenzierbarer Umkehrfunktion g: R* — R? und bestimme die
Jacobi-Matrix von g im Punkt (1 +e, 2, e).

Fiir die Funktion
RS R, flx,y,2) =1002x" +y* + 22 = 1)° = x*2° — 10y*2°,

ist die Schnittmenge der Niveaufliche f~'({0}) c R? (Abb. 11.1) mit der Ebene
{(x,y,z) € R*:x = 0} gegeben durch die Gleichung

107 +2* = 1)° = 10y%2° = 0.

Bestimme die Steigung der dadurch implizit definierten Kurve in den Punkten (-1, 1),
(1, 1) und skizziere bzw. plotte die Kurve.

Zeige, dass jede symmetrische Matrix A € R"*" mindestens einen reellen Eigenwert hat

(und damit induktiv nur reelle Eigenwerte). Dazu bestimme unter der Nebenbedingung
h(x) = ||lx||*> = 1 = 0 die lokalen Extrema der Funktion

f:R" > R, f(x)=(Ax,x).

Es sei I C R ein nichtleeres Intervall, a € I und f € C(I x I, R) nach der zweiten
Variablen stetig partiell differenzierbar. Zeige, dass die Funktion

F:I1—> R, F(y):= /yf(x,y) dx,

differenzierbar ist mit Ableitung
: " of
Fy)=f.y)+ 5(x,y) dx, yel

Zeige, dass die Bessel-Funktionen J, die Besselsche Differentialgleichung (12.5) erfiillen!



Gewohnliche
Differentialgleichungen

Eine Vielzahl von Vorgingen in Physik, Biologie und Wirtschaft wird durch Differen-
tialgleichungen, d.h. Gleichungen fiir Funktionen und ihre Ableitungen, beschrieben.
Eine gewohnliche Differentialgleichung ist eine Differentialgleichung fiir eine Funktion
einer reellen Variablen. Weitere Klassifizierungen betreffen die Ordnung der héchsten
Ableitung in der Differentialgleichung oder die Art der Abhidngigkeit von der Funktion
und ihren Ableitungen, z.B. linear oder nicht-linear.

W13
Beispiele und Einfiihrung

Einen kleinen Eindruck vom vielfiltigen Auftreten von Differentialgleichungen sollen
die folgenden Beispiele geben; eine grofiere Auswahl findet man z.B. in [7, 17, 21].

Die ersten fiinf Beispiele sind lineare Differentialgleichungen erster und zweiter Ord-
nung, die wir in diesem Abschnitt 1¢sen lernen.

1. Radioaktiver Zerfall, Newtonsches Abkiihlungsgesetz (a < 0),
freies Wachstum von Populationen (a > 0):

X =ax auf [0, 00),
wobei a € R konstant ist und x = % die Ableitung nach der Zeit bezeichnet.
2. RL-Stromkreis:
LI+RI=E auf [0,00),

wobei die Induktivitit und der Widerstand L, R > 0 konstant sind und die
Spannung E zeitabhingig sein kann.

3. Harmonischer Oszillator:

mx+cx=0 auf [0,00) (ungeddmpfter Fall, frei),

mx+dx+cx=F auf [0,00) (gedimpfter Fall, mit duferer Kraft F),

wobei die Masse, der Dampfungsfaktor und die Federkonstante m, d, ¢ > 0
konstant sind und die duflere Kraft F zeitabhingig sein kann.
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Abb. 13.1: RL- und RCL-Stromkreis

4. Freier Fall mit Luftwiderstand:
mx =mg —ox auf [0, 00),

wobei die Masse, die Gravitationskonstante und der Widerstandskoeffizient m,
g, 0 > 0 konstant sind.

5. RCL-Schwingkreis:
.. . 1
LQ+RQ+ EQ =E,

wobei die Induktivitit, der Widerstand und die Kapazitit L, C, R > 0 konstant
sind und die Spannung E zeitabhingig sein kann.

Die néchsten drei Beispiele zeigen, wie komplex bereits gewdhnliche Differentialglei-
chungen sein kénnen: sie sind noch linear, aber wegen der variablen Koeffizienten und
der hoheren Ordnung nicht mehr so leicht oder gar nicht explizit 1osbar (und sogar
Gegenstand aktueller Forschung).

6. Schrodinger'-Gleichung (eindimensional):

" +qy =0 auf R,
wobei das Potenzial g eine Funktion auf R ist.
7. Balkenbiegung:
(Ep")"+Q=0 auf [0,L],

wobei die Biegesteifigkeit EI und die Streckenlast Q Funktionen auf [0, L] sind
und L die Balkenldnge ist.

m "

\ —

X

Abb. 13.2: Balken mit Belastungsmoment Q

'ERWIN SCHRODINGER, #* 12. August 1887 in Wien-Erdberg, 1 4. Januar 1961 in Wien, dsterreichischer
Physiker, der als einer der Viter der Quantenphysik gilt und 1933 den Nobelpreis erhielt.
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8. Orr’-Sommerfeld’-Gleichung (Strémung ziher inkompressibler Fliissigkeit):
d2 2 42 42
(@ - a2> y —iaR(u(@ - az) - u”)y = A(@ - a2>)/ auf [-1,1],
wobei die Reynoldszahl R > 0 (ein Mass fiir die Zihigkeit) und die Wellenzahl

a € R konstant sind, die Funktion u das ungestérte Geschwindigkeitspotential
ist und der Eigenwertparameter A die zeitliche Evolution bestimmt.

u(x) u(x)zlfxz,xe [-1,1].

Abb. 13.3: Strdmung zwischen stationdren Wéanden

Die letzten zwei Beispiele sind nicht-lineare Differentialgleichungen, fiir die wir nur in
einem sehr speziellen Fall eine Losungsmethode kennenlernen.

9. Form einer frei hingenden Kette (Kettenlinie, Aufgabe 1V.28):
y' =\/1+()? auf R.
10. Van-der-Pol*-Gleichung (geddmpfter nicht-linearer Schwinger):
¥+x=p(-x*x auf [0,00)

mit einer Konstanten p > 0, die das Maf$ der Nichtlinearitit modelliert.

Essein € N. Definition IV.1
(i) Ist D ¢ R x Rund f: Dy — R stetig, so heif3t

Y =flxy)
(explizite) Differentialgleichung erster Ordnung.

(i) Ist Dy C R x R" und f: Dy — IR” stetig, so heifSt
¥ =f(x,y) (nGleichungen)
(explizites) System von n Differentialgleichungen erster Ordnung.
(iii) Ist Dy € R x R" und f: Dy — R stetig, so heif3t

rz(") :f(x, rl, rl/, e, rl(n_l))
(explizite) Differentialgleichung n-ter Ordnung.

2WiLLiaM McFaDDEN ORR, * 2. Mai 1866 in Comber, T 14. August 1934 in Dublin, irischer Mathema-
tiker, der unabhingig von Sommerfeld die nach den beiden benannte Gleichung 1907 fand.

3 ARNOLD SOMMERFELD, #* 5. Dezember 1868 in Konigsberg, 126. April 1951 in Miinchen, deutscher
theoretischer Physiker, der fiir seine Erweiterung des Bohrschen Atommodells und seine zahlreichen be-
rithmten Schiiler bekannt ist, darunter Werner Heisenberg, der iiber die Orr-Sommerfeld-Gleichung pro-
movierte.

4BALTHASAR VAN DER PoL, #27. Januar 1889 in Utrecht, T 6. Oktober 1959 in Wassenaar, niederlindischer
Physiker, der die nach ihm benannte Differentialgleichung bei der Untersuchung der Oszillationen von
Rohrengeneratoren fand.
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Proposition IV.2

IV Gewdhnliche Differentialgleichungen

Eine Funktion y: I — R bzw. y:I — R" heif$t Losung der Differentialgleichung in
i) bzw. ii) auf dem Intervall I C R, wenn y auf I differenzierbar ist und gilt:

a) G, = {(x,y(x)):x eI} C Dy,
b) y'(x) = f(x,y(x)), x € I.

Eine Funktion n:I — R heifdt Losung der Differentialgleichung in iii) auf dem
Intervall I C R, wenn 1 auf I n-mal differenzierbar ist und gilt:

a) {(x,n(x),n'(x),...,n" V(x)):x eI} C Dy,
b) n"(x) =f(x, n(x), (%), ..., n" V(x)), x e L.

Bemerkung. Der Fall i) ist jeweils der Spezialfall n = 1 in ii) und in iii).

Geometrische Deutung fiir n = 1: Durch eine Differentialgleichung y' = f(x, y) wird
ein Richtungsfeld definiert: In jedem Punkt (x, y) € Dy C R?* gibt die Differentialglei-
chung eine Steigung vor. Eine Losung y ist eine Funktion, deren Graph in jedem Punkt
diese Steigung hat:

777NN\ B S NN

N
———NNNNN
——— NN
RO NSS
S N
F NN

Abb. 13.4: Richtungsfelderzuy’ = 2 und y’ = ¥ —x

Differentialgleichungen #-ter Ordnung kénnen immer in Systeme von # Differential-
gleichungen erster Ordnung iiberfiihrt werden:

Essei Dy C R x R" und f: Dy — R stetig. Dann ist eine Funktion n:1 — R genau
dann Losung der Differentialgleichung n-ter Ordnung

n"=flx,nn,....,n""),
wenn die Funktion y = (y;)’,, y1 := 1, Losung ist des Systems von Differentialglei-

chungen erster Ordnung
V2
y' =F(x,y), Fxy):= :
Yn
('xayla'*'ayn)
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Beweis. Die n Komponenten von y’ = F(x, y) lauten ausgeschrieben:

Vi =2

Voot = Vs
)/:1 :f(xa)/la"';yn)-
i-1)

Wegen y; = nist dies dquivalent zu y; = n*V, i=1,2,..., n,und

N =y =flyn ) =, .on" ). O

Problem: Im Weiteren versuchen wir, Antworten auf folgende Fragen zu finden:
— Existieren Losungen von Differentialgleichungen?
— Unter welchen Bedingungen sind sie eindeutig?

— Wie berechnet man sie?

W14
Existenz- und Eindeutigkeitssatze

Der wichtigste Satz iiber die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen gewoéhnlicher
Differentialgleichungen ist der Satz von Picard®-Lindelof®.

Zur Vorbereitung definieren wir das Riemann-Integral fiir vektorwertige Funktio-
nen f:[a, b] - C" mit n € N durch komponentenweise Integration (entsprechend
der komponentenweisen Differentiation).

Im Folgenden sei dabei immer || - || die euklidische Norm in C".

Es sei [a,b] C R. Eine Funktion f = (fi)’,:[a,b] — C”" heiflt Riemann-
integrierbar, wenn alle f;, i = 1, ..., n, Riemann-integrierbar sind; in diesem Fall
definiert man das Riemann-Integral von f durch

/abf(x) dx := (/abf,-(x) dx); e

Fiir das Riemann-Integral einer Funktion f:[a,b] — C" mit n € N gelten die
gleichen Rechenregeln wie fiir das Riemann-Integral im Fall n = 1 aus Analysis I
(Satz VIIL.16 und Satz VIIL.18); speziell hat man hier:

5CHARLES EMILE P1caRrD, * 24. Juli 1856 in Paris, T 11. Dezember 1941 in Paris, franzosischer Mathe-
matiker, der wichtige Beitrdge sowohl in Algebraischer Geometrie als auch in der Theorie der Elastizitt,

Wirmeleitung und Elektrizitit leistete.
SErNsST LEONARD LINDELOF, # 7. Mirz 1870 in Helsingfors,T 4. Juni 1946 in Helsinki, finnischer Ma-
thematiker, der aufer fiir Differentialgleichungen auch wichtige Resultate in komplexer Analysis erzielte.

Definition V.3

Proposition IV.4
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(i) Istf Riemann-integrierbar iiber [a, b], so ist

H/ 709 d| < / IFGoIl dx.

(ii) Istf € C([a, b]) und F(x) := / f(t) dt, x € [a, b], so ist

a

FeC'(la,b],C"), F =f.

Beweis. Aussage (ii) folgt, indem man den Fundamentalsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung aus Analysis I ([32, Satz VIIL.21]) in jeder Komponenten anwendet. Der
Beweis von (i) ist eine gute Ubung. O

SatzIV.5  von Picard-Lindelof. Es seien Dp C R x R”" offen, (xo, ¢) € Dg, a, b > 0 so, dass
mit Ky (c) = {y € R": ||y —¢|| < b} gilt:

R :=[xg—a, xo+a] x Ky(c) C Dr

und F:Dp — R" ist stetig in Dp und Lipschitz-stetig beziiglich y auf R, d.h., es
existiert ein L > 0, so dass

Y (%, y1), (x, 2) € R: ||[F(x, 1) = F(x, p2)Il < Lliy1 = pall.

Definiert man

b 1
M := max{||F(x, y)||: (x,y) € R}, «a:=min {a, i Z}, (14.1)
dann besitzt das Anfangswertproblem
¥ =F(x,y), ylx)=c, (14.2)
eine eindeutige Losung
y: [x — a, x0 + a] > Kp(c). (14.3)

KorollarIV.6  Iterationsverfahren von Picard-Lindel6f. Die Losung y aus (14.3) in Satz IV.5

erhdlt man als gleichméfligen Limes (d. h. bzgl. der Norm ||- || o ) der Folge (y,,)52, C
C'([xo — &, x0 + a], Kp(c)), die gegeben ist durch
yun) = c+ [ Ftyn(0) d. =l < e (144)

wobei der Startwert yo € C([xo — a, X0 + a], Kp(c)) mit yo(xo) = ¢ beliebig ist.
Wihlt man speziell yy = ¢, so gilt die Fehlerabschitzung

Lnan+1
L <M==, N. 14.5
1yn = ylloo < el "€ (14.5)

La)"

L = e konvergiert.

Bemerkung. In (14.5) gﬂtMLn a5 0,n— o0, da >
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Beweis von Satz IV.5. Der metrische Raum der stetigen Funktionen auf dem Intervall
[xo — a, xp + a] mit Werten in der abgeschlossenen Kugel Kj(c) versehen mit der
Supremumsnorm || - || co»

E= (Cllxo = at,x0 + al, Ky()). - 1)

ist vollstindig: Ist ndmlich ( f;)ueny C E eine Cauchy-Folge, so existiert fiir jedes x €
[xo — &, xo + ] der Grenzwert f (x) := lim,, fu(x) € Kp(c), da R" vollstindig ist und
Ky(c) € R" abgeschlossen ist. Die dadurch definierte Funktion f ist stetig, weil f, — f,
n — 00, bzgl. || - |0 also gleichmifig gilt ([32, Satz VIII.35]) und damit insgesamt
f €E.

Behauptung 1: Eo :={ f € E:f(xo) = c} ist eine abgeschlossene Teilmenge von E, und
(Eo, Il - llo) ist vollstindig.

Beweis. Sind (f,)52, C Ep und f € E mit || f, — fllo = 0, 1 — 00, so folgt

n=1
| fu(x) = f(x)|]| = 0,n — oo, fiir alle x € [x) — &, xp + ], also insbesondere

f(x0) = lim fy(xo) = c.
n—)OOW—/
=c¢, daf, € Ey

Als abgeschlossene Teilmenge des vollstindigen Raums (E, || - ||o0) ist Eo vollstindig
nach Proposition 1.25.

Fiir f € Ey definieren wir nun Kf € C!([xo — a, xo + a], R") durch

(Kf)(x) :==c+ /XF(t,f(t)) dt, xe€[xo—a,x +al. (14.6)

Xo
Behauptung 2: f € Ey = Kf € E,.

Beweis. Nach Definition ist (Kf )(xo) = ¢. Um (Kf)([xo — &, x0 + a]) C Kp(c) zu zeigen,
seix € [xo — &, xo + a]. Dann gilt nach Definition von M und « in (14.1):

X Prop.1V.4 (i) X
J&e e = | / F ) de | " / IE( f()] de
< M|x —x| < Ma < Mﬂ =b.
M

Behauptung 3: K:Ey — E,, f +> Kf, ist eine Kontraktion.

Beweis. Es seien fi, f, € Ey und x € [x) — a, xo + a] beliebig. Dann gilt wegen der
Lipschitz-Stetigkeit von F bzgl. y auf R und nach Definition von « in (14.1):

k000 - 0| = | [ (Fe o) = P o) |

<

/ . ) ~ Eee (o) de |

<L

/ LA ~H0)I d |
Xy S———
<l fi-f2llo
< Lix = xol 1 i = f2lloo (14.7)

1
<Lallfi-fillo < > 1A = falleo-
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Dax € [x — &, xo + a] beliebig war, folgt daraus:

K~ Koo = _ max (R0~ (KEYW] < 5 1 ~ o

Aus Behauptung 3 und dem Banachschen Fixpunktsatz ([32, Satz IX.29]) folgt:
Iy e Ey: Ky =y, (14.8)

oder, ausgeschrieben, es gibt genaueiny € C ([xo —a,xy+ al, Kb(c)) mit

y(x)=c+ /XF(t,y(t)) dt, xe€[xo—a,x +a]. (14.9)

Daraus folgt sofort, dass y(xo) = ¢ gilt und y differenzierbar ist mit
¥ (x) = F(x, y(x)), x€ [x—oa,x+a],

also die gesuchte Losung von (14.2) ist.

Behauptung 4: y ist eindeutige Losung von (14.2).

Beweis. Angenommen, ¥ ist eine weitere Lsung von (14.2). Integration von (14.2) von
X bis x liefert:

7(x) —y(x0) = / F(t, )7(1‘)) dt, x€[x—a,x+al.

Wegen y(x,) = ¢ folgt daraus y = Ky. Die Eindeutigkeit in (14.8) aus dem Banachschen
Fixpunktsatz liefert danny = y. O

Beweis von Korollar IV.6. Die durch (14.4) definierte Picard-Lindelof-Folge ist genau
die Fixpunkt-Iteration zur Kontraktion K aus (14.6):

Yn=Kyp-1, nelN.
Zum Beweis der Fehlerabschitzung (14.5) zeigen wir induktiv:

Ix_x0|n+1
(n+1)!

bildet man dann auf beiden Seiten das Supremum iiber alle x € [xy — &, xp + &], s0
folgt die behauptete Abschitzung.

/x e,y de] <

n ~> n+1: Nach Definition von y,; in (14.4) und der Fixpunkteigenschaft von y in
(14.9) folgt mit der Lipschitz-Stetigkeit von F und Induktionsvoraussetzung:

Hc+/:F(t,y,,(t))dt—c—/:F(t,y(t))dtH

lyn(x) =yl < ML" s X € [x—a,x+al; (14.10)

n=0: @) -yl = |
—~—

=C

lF(t,yu))ndt\ < M |x - xol.

lyni1(x) =y ()|l

< | [ 1P - Py |

< ‘L/ Iya(t) = (o) d | ]L/ Rl

=) e (n+ 1!
Y] Gk O

(n+2) °
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Betrachte die nicht elementar 19sbare Differentialgleichung
y'=y'-x y(0)=0,
deren Richtungsfeld Abb. 13.4 zeigt. Hier ist
Fx,y)=y*~x, (x,y)eR*=Dg, x%=0,
Wihle z.B. das Rechtecka = b= 1,alsoR= [ -1, 1] x [ -1, 1].
Lipschitz-Bedingung: Fiir (x, ;) € R gilt:
<1
2 2 1 >

[ECe, y1) = F(x, )l = lyr = pal = i+ 320y = p2l < I =yl

also ist F Lipschitz-stetig auf R bzgl. y mit L = 1.

Bestimmung von M und a: Fiir (x, y) € R ist

F(x,p)| = [y* — x| < | |2+|x|<1+1_§_F(1 1)
’)/ _)/ —y —4 2_4_ 272 El
also ist M = % und damit
. {1 1 4 1} 1
a=mms-<§—, -°-—, T ¢= .
22 3 2 2

Nach Satz IV.5 existiert also eine eindeutige Losung

A-5A- 154

aber man kennt keine explizite Formel fiir y. Die Picard-Lindel6f-Iteration erlaubt

eine ndherungsweise Bestimmung:

Die Folge (y,)¢°, z.B. mit yo = 0, konvergiert gleichmiiflig auf [ — 1, 1] gegen y,

die ersten vier Iterierten sind gegeben durch:

yo(x) =0,
2

) :/0 (-0) di =%,
2 5

E i x> x
= ——t)dt=——+—
»2(%) /0 (4 ) 2 20

X 2 £N\2 x 44 7 £10
y3(x):/ ((——+—> —t)dt:/ (———+——t>dt
0 2 20 o \4 20 400
xz xS X8 xll

— -+ .
2 20 160 4400

Als Fehlerabschitzung hat man nach Korollar IV.6 auf [ — L %] wegen M = %,

Lzlunda:%:

3 1 3
e B _ , n=0,1,2,....
Iy, —ylle < 421 (g +1)! 23 (n +1)!

Fiir n = 3 liefert Korollar IV.6 also die Fehlerabschitzung
1 1

3 _
”)/3_)/”005ﬁ:?:E<2-10 3.

97

Beispiel



SatzIV.7

Korollar IV.8

IV Gewdhnliche Differentialgleichungen

Im Satz von Picard-Lindelof ist die Losung nur in einem Intervall [xo — a, xo + o]
mit @ < a um den Punkt xy definiert. Dabei kann die Konstante a noch optimiert
werden (z.B. kann der Term ﬁ in (14.1) weggelassen werden, [17, Satz I11.12.2]); den-
noch wird das Intervall im Allgemeinen kleiner sein als das urspriingliche Intervall
[x0 — a, xo + a].

Ist die Funktion F bzgl. y nicht nur auf der beschrankten Menge Kj(c) C R" Lipschitz-
stetig, sondern auf ganz R", kann man die Existenz einer eindeutigen Losung auf dem
ganzen Ausgangsintervall zeigen. Der entsprechende Satz, den wir hier nur formu-
lieren, kann mit Hilfe von Satz IV.5 und einigen technischen Hilfsmitteln iiber die
Fortsetzbarkeit von Losungen gezeigt werden:

Es seien Dp C R x R" offen, [a, b] C R mit
S:=[a,b] x R" C Dr

so, dass F: Dp — R" stetig und Lipschitz-stetig beziiglich y auf S ist. Dann besitzt das
Anfangswertproblem

Y =F(x,y), yx)=c,
fiir jedes beliebige (xo, ¢) € S eine eindeutige Losung

y:la, b] > R".

Beweis. Einen Beweis findet man in Biichern, die sich ausschlieflich der Theorie ge-
wohnlicher Differentialgleichungen widmen wie z.B. [33, Satz IL.6.1]. (]

Mit den obigen Resultaten fiir Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung
lassen sich entsprechende Aussagen fiir Differentialgleichungen #-ter Ordnung zeigen.
Dafiir miissen wir aber nicht nur den Anfangswert fiir die Funktion vorgeben, sondern
Anfangswerte fiir alle Ableitungen bis zur Ordnung n — 1.

Es seien Dy C R x R" offen, (xy, o, ..., ¢u1) € Dy, a, b > 0 mit
—_———
=c
R =[xy —a,x +a] x Ky(c) C Dy

so,dassf: Dy — R stetigund Lipschitz-stetig bzgl. der Koordinate y = (yi, ..., yu)
auf R ist. Dann besitzt das Anfangswertproblem

" =f(x,nn,...,n""), (14.11)
TZ(XO) = Cp, TZ,(XO) =, cee n(ﬂ-l)(xo) = Cp—1, (1412)
fiir ein a > 0 eine eindeutige Losung

n:[x —a,x +a] > R.

Beweis. Die Aussage folgt aus dem Satz von Picard-Lindelof (Satz IV.5) mit der Trans-
formation aus Proposition IV.2. O

Bemerkung. Das Iterationsverfahren von Picard-Lindelof aus Korollar IV.6 und
Satz IV.7 iiber die Existenz und Eindeutigkeit der Losung auf dem gesamten Inter-
vall iibertragen sich ebenfalls auf Differentialgleichungen n-ter Ordnung.
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Eine Losung der Differentialgleichung (14.11) heifit allgemeine Lisung, wenn sie n
frei wahlbare Konstanten enthilt, und vollstindige Losung, wenn sich damit samt-
liche Losungen darstellen lassen. Eine Losung, die keine frei wihlbaren Konstanten
enthilt, heift speziell oder partikulir.

Bemerkung. Die allgemeine Losung von (14.11) erhilt man, indem man in (14.12)
die ¢, c1, . . ., cp—1 als frei wihlbare Konstanten ansieht. Fiir vorgegebene Werte von
€0, C1, - - - » Cp—1 €rhdlt man eine spezielle Losung.

Mit fortgeschritteneren Methoden kann man auch einen blolen Existenzsatz be-
weisen, den Satz von Peano. Dort wird fiir F keine Lipschitz-Bedingung vorausgesetzt,
und man erhélt daher keine Eindeutigkeit der Losung ([17, Satz II1.11.1]).

W15
Elementare Losungsmethoden

In diesem Abschnitt behandeln wir zwei Typen von Differentialgleichungen, fiir die
es elementare explizite Losungsverfahren gibt: Differentialgleichungen mit getrenn-
ten Variablen sowie lineare Differentialgleichungen bzw. Systeme von solchen erster
Ordnung mit variablen Koeffizienten.

a) Differentialgleichungen mit getrennten Variableny’ = g(x)h(y)

Hier hat die Funktion f:R? D Dy — Riny' = f(x, y) die spezielle Form f(x, y) =
g(x)h(y) mit Funktionen g:R D I, - Rund :R D I, —» R.

Heuristisch kann die Idee zur Losung einer Differentialgleichung mit getrennten Varia-
blen wie folgt dargestellt werden:

d
= gX)h(y) «—

o »dy“=g(x),dx «— /h( ) /g(x) dx+ C,

1
h(y)
wobel f das unbestimmte Integral bezeichnet (d.h. eine Stammfunktion) und C eine
beliebige Konstante ist. Die mittlere Gleichung ist hier nur eine Merkhilfe, die Symbole
» dx, ,, dy“ sind nicht definiert. Genauer gilt:

Es seien I, I, C R Intervalle, g: I, — R, h: I, = R stetig, h(y) # 0 fiiralley € T,
und (xg, yo) € Iy x Ij. Definiere

X 4
G(x) :=/ gt)dt, xel, H(y):= m dt, y el
X0
Ist I C R ein Intervall mit xy € I und G(I) C H (Ih), so existiert genau eine Losung
y:I = Rvon

y =gh(y), y(xo) = yo; (15.1)

fiir diese gilt
H(y(x)) =G(kx), xel. (15.2)

Definition IV.9

SatzIV.10
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Beweis. Wir beweisen zuerst die letzte Aussage:
Behauptung: Jede Losung y: I — R von (15.1) erfiillt (15.2).

Beweis: Aus y'(t) = ¢g(t)h(y(t)), ¢t € I, folgt nach Division durch h(y(¢)) (# 0 nach
Voraussetzung) und Integration von x bis x:

5 [
/xo h(y(1)) dt—/xo g(n)dt, xel.

Substitution u = y(¢) liefert dann wegen % =7'(t) und y(x0) = yo:

yx) X
/ mdu:/g(t)dt, xel.
V(xo u X

7(x0)

=H(j(x)) =G(x)

Eindeutigkeit der Losung: Da H' stetig auf I, ist und

H'(y) = %y) 70, yel,

ist H streng monoton auf I, hat also eine stetig differenzierbare Umkehrfunktion
H™:H(I;) > I Cc R.Sind nun y;, yo: I — R Lésungen von (15.1), so erfiillen beide
nach obiger Behauptung (15.2). Anwenden von H ™! liefert dann:

yn(x) =H '(G(x)) =y (x), xel
Existenz der Lsung: Definiere
y:I >R, ykx)=H"'"Gx), xel

Dann ist wegen G(I) C H(I) die Funktion y wohldefiniert auf I. Mit der Kettenregel
und dem Satz tiber die Ableitung der Umkehrfunktion aus Analysis I ([32, Satz VIL.9])
folgt dann wegen H' = ; und G’ = g fiirx € I:

y'(x) = H)(Gx) G'(x) = Y G'(x)

1
H™(G(x)))
= h(H '(G(x))) g(x) = h(y(x))g(x);
auBBerdem gilt y(xo) = H '(G(x9)) = H'(0) = yy. -

Beispiel ¥/ =, y(1) = I:
y

g(x) = _x7 X € Ig = (_007 00)7

h(y) = )l/, yel,=(0,00) (oderI, = (-00,0)).

Dannist h(y) #0,y € I, = (0, 00), und mit den Bezeichnungen aus Satz IV.10 gilt:

A | X 54 X
/—dt=/g(t)dt — tdt=—/ tdt
1 k(1) 1 1
N—_———

1
—_——
1) 60 ., Sl (1
2 2 2 2
— y2=2—x2.
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Esgilt GUI) c H(Iy) = H((O, oo)) = (0, o) genau dann,wenn 2 —x> > 0, x € I,
d.h. T = (=+/2, +/2). Also erhilt man die eindeutige Losung

y(x)=v2-x2, x¢€ (—«/5,«/5)

Der Graph von y ist ein Halbkreisbogen in der oberen Halbebene mit Radius +/2
(Abb. 13.4). Uberlegen Sie sich selbst, was sich fiir den Fall I, = (—o0, 0) als Losung
ergibt!

Bemerkung. Die allgemeine Losung einer Differentialgleichung y’ = g(x)h(y) ergibt
sich, wenn man die unteren Integrationsgrenzen nicht spezifiziert, sondern eine belie-
bige Integrationskonstante addiert. Im obigen Beispiel heif3t das:

/Ldy:/g(x)dxwLC = /)/dy:—/xdx+C
h(y)

Also muss C > 0 gelten und dann ist
y(x)=+v2C—-x%, «x¢€ (—VZC,VZC).

Die Anfangsbedingung y(1) = 1liefertdann 1 = 4/2C — 1 und damit die obige spezielle
Losung mit C = 1.

Differentialgleichung der Kettenlinie. y” = /1 + (y'): Beispiel

Auch diese Differentialgleichung aus Abschnitt 13 hat getrennte Variablen, nimlich
fir y’. Vergleichen Sie die Losung (Aufgabe IV.28) mit den drei Funktionen aus
[32, Aufgabe IX.3]!

b) Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung y’ = A(x)y + b(x)

Lineare Differentialgleichungen hingen nur linear von der Funktion und ihren Ablei-
tungen ab; im Fall einer Differentialgleichung erster Ordnung bedeutet das:

Es seien I C R ein Intervall, K = R oder C, A:1 — K"™*" eine matrixwertige und  Definition [V.11
b:I — K" eine vektorwertige Funktion. Ein System von Differentialgleichungen
bzw. eine Differentialgleichung erster Ordnung der Form

¥ = A®)y +b(x)

heifdt linear. Die lineare Differentialgleichung heiflt homogen, falls b = 0, sonst
heifit sie inhomogen.

Wir betrachten zunichst den Fall n = 1 einer Differentialgleichung und K = R. Der
folgende Satz gibt die allgemeine Form der Losung einer homogenen linearen Differen-
tialgleichung erster Ordnung an.
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SatzIV.12  Es seien I C R ein Intervall, a:1 — R stetig und xo € I. Dann hat die homogene
lineare Differentialgleichung

y =alx)y (15.3)
mit y(xo) = c fiir beliebiges ¢ € R genau eine Losung yp: I — R, gegeben durch
yu(x) = c exp (/ a(t) dt> , xel. (15.4)
Xo

Beweis. Die Funktion yj, gegeben durch (15.4), ist nach der Kettenregel und dem
Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung aus Analysis I ([32, Satz VII.8
und VIIL.21]) differenzierbar mit

y,(x) = ¢ exp </X a(t) dt) % </X a(t) dt) =y(x)alx), xel,

yn(x0) = ¢ exp(0) = c.
Eindeutigkeit der Losung: Angenommen, y:I — R ist eine weitere Losung von (15.3)
mit ¥(x9) = ¢. Dann folgt mit der Quotientenregel ([32, Satz VIL6])
dy o Yy -—yk)y () ax)y)ylx)—yloax)yx)
——x)= 2 - 2 -
dx y y(x) y(x)
also existiert ein C € R mit y(x) = Cy(x). Wegen y(x) = ¢ = y(xp) folgt dann C = 1,
alsoy =y. O

0, xel,

Bemerkung IV.13 — Man kann (15.3) auch als Differentialgleichung mit getrennten Variablen be-
trachten (mit g(x) := a(x), x € I, und h(y) =y, y € Iy, wobei I, := (0, c0)
falls ¢ > 0 und I, := (=00, 0) falls ¢ < 0 ist. Vergleichen Sie, was Satz IV.10
dann liefert!

— Satz IV.12 ist auch ein Beispiel fiir die Existenz und Eindeutigkeit der Losung
auf dem ganzen Intervall I nach Satz IV.7, denn die in y lineare Funktion
F(x, y) = a(x)y erfiillt bzgl. y auf ganz R eine Lipschitz-Bedingung.

Beispiel ~ Wachstum mit beschrianktem Lebensraum. Wir betrachten den Fall einer linear
mit der Zeit abnehmenden Wachstumsrate:

x=(a—art)x, x(t) = xo,

mit ag, a; > 0 konstant. Die eindeutige Losung ist nach (15.4) gegeben durch

xn(t) = xo exp </t(a0 —aiT) dr)

= Xp exp (ao(t — fp) — %(t2 = té)) , te&(—00,00).
Fiir freies Wachstum, d.h. a; = 0, ist die Losung gegeben durch

xp(t) = xo exp(ao(t — to)), t € (—o0, 00).
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Der nichste Satz gibt die allgemeine Form der Losung einer inhomogenen linearen Dif-
ferentialgleichung erster Ordnung an.

Variation der Konstanten. Es seien I C R ein Intervall, a, b:1 — R stetig und  SatzIV.14
Xo € I. Dann hat die inhomogene lineare Differentialgleichung

¥y =a(x)y + b(x) (15.5)
mit y(xo) = c fiir beliebiges ¢ € R genau eine Losungy:1 — R, gegeben durch
* 1
x) = yp(x) [ c+ ——b()dt ), xel, 15.6
7o) =ta) ( me()> (15.6)

wobei yy, die Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung (15.3) mit
yn(xo) = List, d.h.
yi(x) = exp (/ a(t) dt) , xel
X0

Beweis. Die Funktion y, gegeben durch (15.6), ist nach der Kettenregel und dem Fun-
damentalsatz der Differential- und Integralrechnung aus Analysis I ([32, Satz VIL.8 und
VIII.21]) differenzierbar mit

%)_%%?+/lemm>+()l b(x)
X) = X c —_— X X
YRS T o () T

=ax)y(x) +blx), xel,

y(xo0) = yn(x0) ¢ = c.
Eindeutigkeit der Losung: Angenommen y:I — R ist eine weitere Lésung von (15.5)
mit (xy) = ¢. Dann wire y — y eine Losung der zugehorigen homogenen Differential-
gleichung (15.5) mit (y — y)(xo) = 0; eine weitere Losung ist die Funktion y = 0. Aus
der Eindeutigkeit in Satz IV.12 folgt danny —y =5 = 0. (]

Bemerkung. Die Bezeichnung ,Variation der Konstanten® hat ihren Ursprung darin,
dass man aus dem Losungsansatz von (15.5) in der Form

y(x) = y(x) yn(x) (mit ,variabler Konstante y(x))
durch Einsetzen in (15.5) fiir die Funktion y erhilt:

1
Y (Oyn(x) +y(0) yp(x) = alo)y(oyn(x) + bx) = y'(x) = —— b(x)
—~— r(x)
= a(x)yn(x)

= y(x):/xj)%(t)b(t)dtﬂ-c,

also genau die Form der Losung in (15.6)!

RL-Stromkreis. Die Stromstirke in einem Stromkreis mit Widerstand R > 0,  Beispiel
Induktivitit L > 0 und elektromotorischer Kraft E (Abb. 13.1) geniigt auf [0, co)
der Differentialgleichung

. R 1
I+—=1=>E@F), I0)=1I.
o O
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1.Fall: E(t) = 0, t € [0, 0c0) (Abschalten der Stromquelle zum Zeitpunkt ¢ = 0).
Dann ist die Losung nach Satz IV.12 gegeben durch

L) =T, eI, tel0,00),
d.h., die Stromstirke klingt nach Abschalten der Spannungsquelle exponentiell ab.
2.Fall: E(t) = Ep, t € [0, 00), also E konstant (Gleichspannungsquelle).
Variation der Konstanten (Satz IV.14) liefert:

" & E E[L ]
1(0) = et Io+/ B o petren B[l
0 L LR
E E
=2 (Io— —0> e i, tel0,00).
R R

Interessant ist, dass unabhingig vom Anfangswert I, fiir jede Losung gilt:

I
lim I(t) = —2
t—00
Eq
R
t

Abb. 15.1: Graphen von I fiir E(¢) = E, mit verschiedenen Anfangswerten I,
3. Fall: E(t) = Ep cos(wt), t € [0, 00), mit @ € R (Wechselspannung):

Esist eine gute Ubung, die Losung in diesem Fall zu finden und sie fiir verschiedene
Anfangswerte I wie oben zu skizzieren (Aufgabe IV.29).

Bemerkung. Esseien I C R ein Intervall, a: I — R stetig. Die Abbildung
L:CY(I,R) - C(I,R), Ly:=y —ay,

ist linear. Die Menge aller Losungen der linearen Differentialgleichung y’ = ay ist gleich
ker L, also ein Unterraum von C'(I, R), d.h., es gilt das sogenannte

Superpositionsprinzip: Sind y;, y, Losungen von y' = ay und a;, a, € R, so ist
jede Linearkombination a;y; + a,y; ebenfalls eine Losung.

Fiir homogene und inhomogene lineare Differentialgleichungen erster Ordnung kon-
nen wir also die Struktur der Losungsrdume genau beschreiben. Sie ist analog zur
Struktur der Losungsriume homogener und inhomogener linearer Gleichungssyste-
me in der Linearen Algebra ([10, 2.3.1]):
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Es seien I C R ein Intervall und a, b: I — R stetig. Dann gilt: Korollar IV.15

(i) Der Losungsraum £ der homogenen linearen Differentialgleichung y’ = ay
ist ein eindimensionaler Unterraum von C!(I, R):

Ly =span{yn} = {cyn:c € R}, yu(x) = exp(/ a(t) dt), xel.

X0

(ii) Der Losungsraum £ der inhomogenen linearen Differentialgleichung y’ =
ay + b ist ein eindimensionaler affiner Unterraum von C!(I, R):

L=y+Ly={ys + cyn:c € R},

wobei y; eine spezielle Losung von y' = ay + b ist.

Beweis. Die Behauptungen folgen sofort aus Satz IV.12 und Satz IV.14. (]

Die obigen Ergebnisse kénnen ganz analog fiir beliebige n x n-Systeme linearer
Differentialgleichungen erster Ordnung und K = R bewiesen werden. Fir K = C
muss noch eine Reduktion auf den reellen Fall durchgefithrt werden; dabei wird ein
komplexes # x n-System dquivalent in ein reelles 21 x 2n-System umgeschrieben.

Dabei diirfen wir im Folgenden jeden endlichdimensionalen Raum, also z.B. K"
und K"*", nach Korollar 1.40 mit einer beliebigen Norm versehen.

Es seien I C R ein Intervall, K = R oder C, A:I — K™", b:I — K" stetig und SatzIV.16
Xo € I. Dann hat das inhomogene System linearer Differentialgleichungen

¥y = A(x)y + b(x) (15.7)

mit y(xo) = c fiir beliebiges c € K" genau eine Losung y:I — K".

Die Formel fiir die Lsung wird spéter in Satz IV.17 wieder mittels Variation der Kon-
stanten gegeben.

Beweis. Fiir K = R verlduft der Beweis ganz analog zum Beweis von Satz IV.12 bzw.
Satz IV.14. Fiir K = C setzen wir fiir x € I:

Ax) =t Aj(x) +1Ax(x), b(x) =: by(x) +1iby(x),
y(x) = y1(x) +1iy2(x), c=ic +ic,
mit A; € C(I, R™"), b; € C(I,R"),¢; € R"und y;: I — R",i =1, 2. Dann gilt:
Y =Ay & y +iy,=(A +iA) +iy) + b +ib,
= (A1 — Ay + 1) +1(Ays + Aoy + by)

¥y = Ay — Ay + by,
)/é = Al)/z +A2)/1 + bz.

Also ist (15.7) dquivalent zum reellen Anfangswertproblem

7 =45 +b, F(x) =7, (15.8)



SatzIV.17
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wobei
oy (1) Ty o (A1) —Ax(x) oy (01(x) ~._ (a
= A(x) == b(x) == =
&) ()/2 (x)) , A) <A2 0 A ) O hw) )
und die Behauptung im Fall K = C folgt damit aus derjenigen fiir K = R. O

Bemerkung. Esseien I C R ein Intervall, A:] — K"*" stetig. Die Abbildung
L:CY(I,K) = C(I,K), Ly:=y —Ay,

ist linear. Die Menge aller Losungen der linearen Differentialgleichung y’ = Ay ist gleich
ker L, also ein Unterraum von C' (I, K"). Es gilt also wieder das Superpositionsprinzip.

Im Fall n = 1 war die Dimension dieses Losungsraumes als Vektorraum tiber K
gleich 1 (Korollar IV.15). Wie grof8 ist sie nun fiir n > 1? Es wird sich herausstellen,
dass die Dimension gerade gleich der Grof3e des Systems, also gleich # ist:

Es seien I C R ein Intervall, K = R oder C und A:1 — K'™" stetig. Dann ist der
Lisungsraum Ly, des homogenen linearen Systems

y' = Aoy (15.9)
ein n-dimensionaler Unterraum von C' (R, K™) (als Vektorraum iiber K). Fiir Lo-
sungen yi, ..., yx von (15.9), k € N, sind dquivalent:

(i) U1, ..., yx) ist linear unabhingigin C'(R, K");
(i1) es gibt ein xo € I, so dass {y1(xo), . .. , yx(x0)} linear unabhingigin K" ist;

(iii) fiir alle x € List {y1(x), ..., yx(x)} linear unabhingigin K.

Beweis. ,,(iil) = (ii) = (i)“: Diese beiden Implikationen sind klar.
»(1) = (iii)*: Angenommen, es gibt x € I und ay, ..., ax € K, nicht alle 0, mit

oy (x) + -+ agyr(x) = 0.

Dann ist die Funktion ¢ := a1y; + - - - + agyx € CH(I, K") eine Losung von (15.9) mit
@(x) = 0. Gleiches erfiillt die Funktion @y = 0. Wegen der Eindeutigkeit der Losung in
Satz IV.16 folgt dann ¢ = 0 und wegen (i) dann a; = - - - = a = 0, ein Widerspruch
zur Annahme.

dim £, = n: Es sei xy € I beliebig.

»>“ Es sei {e1, ..., e,} Basis von K". Nach Satz IV.16 existiert dann fiir jedes i =
1,...,ngenaueine Losung y; € Ly mit y;(xo) = ;. Nach der Implikation,,(ii) = (i)*
ist dann {yy, ..., y,} linear unabhingig.

»<“ Wiren {y1, ..., yus1} C Ly linear unabhingig in C'(I, K"), so wire nach der
Implikation ,,(i) = (i1)“ {y1(x0), - - ., ¥u+1(x0)} linear unabhingig in K", ein Wider-
spruch. O
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Esseien I C R,K = R oder C und A: I — K"*" stetig. Definition V.18

(i) Eine Basis {y1, ..., yn} des Losungsraums Ly von y’ = A(x)y heiflt Funda-
mentalsystern (FS); man nennt dann

Y= ... yu):I > K"
Fundamentalmatrix (FM) von y' = A(x)y.

(ii) Fir beliebige y1, ..., ¥, € Ly heifit
w:l > K, w(x):=det (yl(x) yn(x)) , xel,

Wronski’-Determinante von y' = A(x)y.

Da alle Spalten y,...,y, einer Fundamentalmatrix Y die Differentialgleichung
¥ (x) = A(x)y(x), x € I, erfiillen, gilt auch

Y =Ax)Y, xel.

Eine Fundamentalmatrix ist nicht eindeutig; erst durch Vorgabe einer ,,Anfangsbedin-
gung“ der Form Y(x) = C mit einer invertierbaren Matrix C € GL,(K) := {C €
K™ C invertierbar} ist sie eindeutig festgelegt.

Zwischen zwei beliebigen Fundamentalmatrizen besteht daher folgender Zusammen-
hang:

Es sei Y eine Fundamentalmatrix von y’ = A(x)y. Dann ist Y:I — K"*" eine Bemerkung 1V.19
Fundamentalmatrix von (15.9)

& JCeGL,(K): Y(x)=Y(x)C, xel.

Mit Hilfe der Wronski-Determinante kann man feststellen, ob Losungen yi, ..., ¥,
eines homogenen (1 x n)-Systems linearer Differentialgleichungen ein Fundamental-
system bilden. Aus Satz IV.17 folgt namlich direkt:

Esseien ] C R,K = Roder C,A:1 — K"" stetigund y, ..., y» € L, Losungen  Korollar V.20
von y’ = A(x)y. Dann gilt:

(i) Entweder ist w = 0 oder w(x) # 0,x € I.

(ii) {y1, ..., yn} ist Fundamentalsystem von y’ = A(x)y,x € [ < w # 0.

Sind dann xy € I und ¢ € K" beliebig, so ist
y(x) = Y(x)Y (x0) "¢

die eindeutige Losung des homogenen Systems y’ = A(x)y mit y(x;) = c.

7Joser-MaRr1A HOENE DE WRONSKT, * 23. August 1778 in Wolsztyn, 9. August 1853 in Paris, polnischer
Philosoph und Mathematiker, der zu seiner Zeit fiir seinen ,,Canons de logarithmes® und seine schwierige
Personlichkeit bekannt wurde.
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- 1 /1 3x°
Beispiel y = - <0 . )y, x € (0, 00):

Um ein Fundamentalsystem {y1, 2}, y; = (y,'l, y,'z)t: (0, 00) — R? zu bestimmen,
schreiben wir das System aus:

= lyn +3%%yn, Y= lm, i=12.
x x
Die zweite Gleichung hat z.B. nach Satz IV.12 die zwei Losungen y;,(x) = 0 und
y22(x) = x,x € (0, 00). Damit ergeben sich fiir die ersten Komponenten y;; und
¥21 aus der ersten Gleichung:
/ 1 / 1 3
Yu= Y yn = ynt 3

Da y; # 0 gelten muss, folgt y11(x) = x, x € (0, 00), und mit Satz IV.14 iiber die
Variation der Konstanten:

ya(x) = )/ll(x)<c+/ !

yu(t)

mit beliebigen ¢ € R und xy € (0, 00), also z.B. ¢ = x7. Also sind zwei Losungen

gegeben durch
x x*
}’l(x): <0>7 }/Z(X): <x), XE(O, OO))

sie bilden ein Fundamentalsystem, da fiir die zugehorige Wronski-Determinante gilt:

31 dt) = cx+x [t3]; = (c—xg)x+x4, x € (0, 00),

X

=d x* — 2
w(x) = det 0 x )% #0, x € (0,00).

Mittels Fundamentalmatrizen kann nun die Form der eindeutigen Ldsung eines in-
homogenen Systems linearer Differentialgleichungen, genau wie im Fall n = 1 des
Satzes IV.14 tiber die Variation der Konstanten, dargestellt werden:

SatzIV.21  Variation der Konstanten fiir Systeme. Es seien I C R ein Intervall, K = R oder
C, A:I - K™", b:1 — K" stetig und xy € I. Dann hat das inhomogene System
linarer Differentialgleichungen

y = A(x)y + b(x)

mit y(xo) = c fiir beliebiges c € K" genau eine Losung y:I — K", gegeben durch

y(x) = Yo(x) (c F / x Yo(t) "' b(t) dt) ,

Xo

wobei Yy die Fundamentalmatrix des zugehirigen homogenen Systems y' = A(x)y
mit Yo(xo) = Ixn ist.

Bemerkung V.22 Im Fall n = 1 ist Yo(x) = yu(x) € K, und die obige Formel stimmt mit der Formel
aus Satz IV.14 iiber die Variation der Konstanten fiir lineare Differentialgleichungen
erster Ordnung iiberein.
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Beweis. Der Beweis verlduft vollig analog zum Beweis von SatzIV.14 fiir den Falln = 1
einer Differentialgleichung. O

Der Losungsraum £ des inhomogenen Systems y' = A(x)y + b(x) ist ein n-  Korollar V.23
dimensionaler affiner Unterraum von C'(I, K™):

L=y;+Ly={ys+ayi+ -+ al,...,a, €K},

wobei y; eine spezielle Losung von y' = A(x)y’ + b(x) ist und {y1, ..., y.} ein
Fundamentalsystem des zugehorigen homogenen Systems y’ = A(x)y.

Mit der Transformation aus Proposition IV.2 iibertragen sich alle Sétze fiir (n x n)-  Bemerkung IV.24
Systeme linearer Differentialgleichungen auf lineare Differentialgleichungen n-ter
Ordnung

rz(”) + a,,_l(x)rz(”_l) + -t a () + aolx)n = b(x) (15.10)
mit a;, b:I — K stetig,i =1,...,nund K = R oder C:

(i) Der Losungsraum L der zugehorigen homogenen Differentialgleichung
rz(”) + a,,_l(x)rz(”_l) + -t a(x)n +ag(x)n =0 (15.11)
ist ein n-dimensionaler Unterraum von C"(I, K).

(i1) Eine Basis {n, ..., 1.} von Ly, hei3t Fundamentalsystem von (15.11).

(iii) {m,...,ns} C Ly ist ein Fundamentalsystem von (15.11) genau dann,
wenn fiir die zugehorige Wronski-Determinante gilt:

m 2 oo INn
) oo T

wi=det | . . . # 0.
U EO PR

(iv) Der Losungsraum £ der inhomogenen Differentialgleichung (15.10) ist ein
n-dimensionaler affiner Unterraum von C"(I, K) der Form

L=ns+Lp={ns+aim+ -+, ay,...,a, €K},

wobei 1), eine spezielle Losung von (15.10) ist und {n, . .., 17,} ein Funda-
mentalsystem der zugehorigen homogenen Gleichung (15.11) ist.

Freie mechanische Schwingungen. Die homogene lineare Differentialgleichung  Beispiel [V.25
zweiter Ordnung

-n" = An (15.12)

mit A = @? beschreibt mechanische Schwingungen z.B. einer schwingenden Saite,
wobei w eine Zeitfrequenz ist (vgl. Abschnitt 19), oder einer Masse m > 0 an einer
Feder mit Federkonstante ¢ > 0, wo dann @? = ﬁ ist.
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Man priift leicht nach, dass die Funktionen 1, n2: R — R, gegeben durch

1 (x) = cos(@x), n2(x) = sin(wx), x e R, falls A = @ > 0,
i (x) = cosh(wx), 1ny(x) = sinh(wx), x e R, falls A = —@? < 0,
mx) =1, na(x) = x, x e R, falls A = @? = 0,

die Differentialgleichung erfiillen. Sie bilden jeweils ein Fundamentalsystem, denn
wegen cos” +sin” = 1 und cosh? —sinh? = 1 ([32, Aufgabe VIII.9]) gilt:

_ mx)  na(x)
w(x) = det <’l’1 x) ’l’z(x)>

det C(.)s(a)x) G 1#0, xeR, falls A = @* > 0,
—sin(wx) cos(wx)

cosh(wx) sinh(wx)

_ _ .2
=< det <sinh(a)x) cosh(a)x)> =1#0, xeR, falls A = —@* < 0,

det<(1) ’f)—u{o, x e R, falls A = @ = 0.

Jede beliebige Losung i von (15.12) ist also von der Form

c1 cos(wx) + ¢ sin(wx), x e R. falls A = @ > 0,
n(x) = ¢ ¢ cosh(wx) + ¢, sinh(wx), x e R. falls A = —@? < 0,
a + ox, x e R, falls A = @ = 0,

mit ¢;, ¢ € R. Im Fall einer beidseitig eingespannten schwingenden Saite der
Linge L > 0 muss die Losung auf dem Intervall [0, L] die Randbedingungen

n(0) = (L) =0 (15.13)
erfiillen. Dies liefert fiir die Konstanten ¢y, ¢, jeweils zwei lineare Gleichungen:

=0, isin(@l) =0 = ¢, =¢, =0, falls A = @> # (%k)2 mitk € Z \ {0},
=0, csinh(@L)=0= ¢, =, =0, falls A = ~@* <0,
=0, 6L=0 = =6=0,fals A =@ =0,

denn es ist L > 0 und damit sinh(ewL) > 0 fiir 0 % 0.

Insgesamt hat also die Differentialgleichung (15.12) mit den Randbedingungen
(15.13) genau dann eine nicht-triviale Losung, wenn A = @? > 0 und @ = @y =
Tkmitk € Z \ {0} ist; fiir c; = 1 ist diese gegeben durch

T
Ty (X) = sin (ka), xe0,L], keZ\ {0} (15.14)
Noch ist unklar, wie man Fundamentalmatrizen und -systeme bestimmen kann. Im

allgemeinen Fall gibt es dafiir kein Rezept. Im Fall konstanter Koeffizienten lernen wir
im nichsten Abschnitt eine explizite Methode dafiir kennen.
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16
Lineare Differentialgleichungssysteme
mit konstanten Koeffizienten

Im Folgenden betrachten wir zuerst wieder homogene und inhomogene lineare 1 x n-
Differentialgleichungssysteme und iibertragen die Ergebnisse dann auf homogene und
inhomogene lineare Differentialgleichungen #-ter Ordnung.

Homogene lineare Differentialgleichungssysteme y’ = Ay mit A € R"*":

Fiir n = 1 und eine Konstante a € R oder C ist die Losung der Differentialgleichung
¥’ = ay schon aus Satz IV.12 oder sogar Analysis I bekannt ([32, Satz VIL.21]):

y(x) = exp(ax), xeR.

Es stellt sich heraus, dass die Losung einer Differentialgleichung y’ = Ay mit konstanter
Matrix A € R™" oder C"*" ganz analog aussicht. Dazu benétigen wir die Exponenti-
alfunktion einer Matrix, die evtl. schon aus der Linearen Algebra durch Ubungen zur
Jordan-Normalform bekannt ist ([10, Aufgaben zu 4.6]):

Es seien K = R oder C, A € K™" und x € R. Dann ist die Reihe
o Ax . kX
exp(Ax) =™ = kz:A L x €R,
-0

absolut konvergent in K™" und Y (x) = e**, x € R, eine Fundamentalmatrix von
)y =4. (16.1)

Die (nach Satz IV.16) eindeutige Losung von (16.1) mit y(xo) = c fiir beliebiges
c € K" ist gegeben durch

y(x) = Ax) o x e R.

Bemerkung. Man sieht leicht, dass fiir die Nullmatrix Ox» € K™*" und fiir Matrizen
Ay, Ay € K™ gilt:

" = Ten, et = e falls AJA, = ALA,.

Beweis. (von SatzIV.26). Wir versehen K"*" mit einer beliebigen Norm (auf K"*" sind
nach Korollar 1.40 alle Normen iquivalent, da dim K" = n?> < oo und folglich K"*"
K" isomorph ist). Die absolute Konvergenz folgt dann mit dem Majorantenkrite-
rium ([32, Satz V.36]), da

k k o k
KX klxl kX A
HA k!H<”A” o und kZ”A” o€ '
=0

Analog wie im Fall n = 1 ([32, Beispiel VII.3]) zeigt man:

d
=l und — e =A™, xeR. O
=0 h dx

Satz1V.26
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Wie berechnet man nun aber e?* fiir eine beliebige Matrix A € K™*"? Wichtiges
Hilfsmittel dazu ist die Diagonalform oder Jordan-Normalform von A:

Es seien A € K"™*" mit K = R oder C und x € K. Dann gilt:

(i) er =CeC'CCl C e GL(n, K);

A 0 e 0
a=| . | aekmn — a=| |
0 Ax 0 et
1 x 5. (2—71)1
e 1._ L 1 x .
(i) A = /\ ’ 1 ,AeK = % = oMx %
0 A “x
1

Beweis. (i) Esist (CTAC)k = CTTACC'AC--- C'AC = C'A*C, k e N, also gilt fiir
neN:

S CACKE = S A 1 (S A\ ¢
2(CTAO g =) e = (kZ )<
=0 =0 =0

Da die Multiplikationen mit C und C™! stetige lineare Abbildungen sind (Satz I1.10),
folgt im Grenzwert n — oo:

n k n k
CUACx _ 1 -1 X _ 1 kx_>> _ 1 Ax
¢ ‘nlinéo(c (ZA k!>C>_C (JL“&(ZA k))e=cerc
k=0 k=0
(i) und (iii): Die beiden Beweise sind eine gute Ubung in Linearer Algebra. O

Auf Grund von Lemma IV.27 hat man nun folgenden Algorithmus zur Bestimmung
eines Fundamentalsystems von )’ = Ay mit konstanter Matrix A € K"*":

Praktische Berechnung eines Fundamentalsystems von y’ = Ay:

1. Schritt: ~ Bestimme alle Eigenwerte A, ..., A; von A.

2.Schritt:  Bestimme zu jedem Eigenwert A; eine Basis von Eigenvektoren

0 0
Vits oo Vigs

3.Schritt:  Bestimme zu jedem Eigenvektor VJQ die assoziierten Vektoren
1 M
Vies -+ Vig -

4. Schritt:  Zu jedem Eigenvektor v]% bilde dann die Funktionen

0 0 A
Vi (x) = vy e,
Aix

0
yjlk(x) = (vjlk + vjkx) e,

Mk _ Mk mjk—l 0 xmlk Aix
Vi (x) = Vi TVl X v — .
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Dann bildet die Menge all dieser Funktionen zu allen Eigenvektoren

1k

m]k
UU )/Jk’ "")/Jk
j=1 k=1

ein Fundamentalsystem von y’ = Ay !

/
Xp =X — % X1 1 -1 X
— = 0
Xy = 4x; — 3x, X 4 -3 \x2
—_———
1. Schritt. Eigenwerte von A:

-1

1
det(A-1) =0 < ‘ 3_1

‘ =0 & A +21-3+4=0
< A, =-1 (Vielfachheit 2).
2. Schritt. Eigenvektoren zu A; = —
2 -1

_ _ o _ (1
(A+Icz)v—0<=> <4 _2>V—0:> V11—<2>.

3. Schritt. Assoziierte Vektoren zu v},

0 2 -1\ (1 (0
(A+I<cz)v—v“ — <4 V=) = Vlll_ -1/

4. Schritt. Fundamentalsystem {y?;, y1, }:
0 0 —x 1 =32
yux)=ve = <2> e, x eR,

L) — (vl 40 ) o — xe™
yux) = (v, +vix)e™ = <(_1 + 2x) e"‘) , xeR.

Bemerkung. Wenn A € R™*" ist, existiert immer auch ein reelles Fundamentalsystem.
Denn ist A € C \ R ein nicht-reeller Eigenwert von 4, so ist auch A Eigenwert von
A, und die Funktionen e* und e’ lassen sich linear zu den reellwertigen Funktionen
eRex gin(Im(A)x) und eRM* cos(Im(A)x) kombinieren.

Inhomogene lineare Differentialgleichungssysteme y’ = Ay + b(x) mit A € K"*":

Der Losungsraum L eines inhomogenen linearen Differentialgleichungssystems ist
ein affiner Unterraum y; + L, wobei £, der Losungsraum des homogenen Systems
y' = Ay ist, fir den wir eben ein Fundamentalsystem bestimmt haben, und y; eine
spezielle Losung des inhomogenen Systems.

Fiir spezielle Inhomogenititen b kann man eine spezielle Losung y, durch einen sog.
Ansatz vom Typ der rechten Seite finden:

113

Beispiel
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Proposition V.28  Es seien K = R oder C und A € K"™*",

(i) Ist b(x) = q(x) e, x € R, mit einem Polynom ¢:R — K" und a € K, dann
haty' = Ay + b(x) eine spezielle Losung ys der Form

ys(x) = q(x) e™, xeR, (16.2)

mit einem Polynom q: R — K" vom Grad

IA

degq = deggq, falls a kein Eigenwert von A ist,
degq < degq +m(a), falls o Eigenwert von A ist,
wobei im zweiten Fall m(a) die algebraische Vielfachheit von a ist.
(ii) IstK = Rund b(x) = q(x) cos(ax) oder b(x) = q(x) sin(ax) mit einem Poly-
nom q:R — R", dann hat y' = Ay + b(x) eine spezielle Losung y; der Form
¥s(x) = q1(x) cos(ax) + g2(x) sin(ax), x e R, (16.3)

mit Polynomen q, q2: R — R", so dass

max{deg q;, deg g} = degp, falls iax kein Eigenwert von A ist,
max{deg q;, deg q,} < degp + m(iax), falls i Eigenwert von A ist,

wobei im zweiten Fall m(iat) die algebraische Vielfachheit von ia ist.

Beweis. Beide Behautpungen ergeben sich durch Differenzieren der jeweiligen Funk-
tionen y; mit Produktregel und Einsetzen in das Differentialgleichungssystem (Aufga-
be IV.30). O

Homogene lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten:

Wie schon in Abschnitt 15 fiir variable Koeffizienten, liefern die Resultate fiir homogene
und inhomogene lineare Differentialgleichungssysteme y’ = Ay + b(x) mit konstantem
A € R"™" analoge Ergebnisse fiir homogene und inhomogene lineare Differentialglei-
chungen #n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

Ln:= q(") + an_lq("_l) +--+aq +an =Px), xeR, (16.4)
mit Konstanten ag, a, ..., a,-1 € K = R oder C und speziellen Inhomogenititen
B:R — K. Nach Proposition IV.2 ist (16.4) dquivalent zu folgendem System erster
Ordnung:

n
Il/

Yy =Ay+b(x), y:= : ,

(n-1)
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wobei A;, € K" und b:R — K" gegeben sind durch

0 1 0

LemmalV.29

Beweis. Die Behauptung folgt durch Entwicklung der Determinante nach der letzten
Zeile und Ergebnissen aus der Linearen Algebra ([10, 3.3.3 und 4.2]). O

Bemerkung. Das charakteristische Polynom hingt mit dem Differentialausdruck Ln
auf der linken Seite von (16.4) eng zusammen, denn formal erhilt man:

(i) Ln= p(%)n,

B dn dn—l d
(i) LeM = e e S Mt T e +age™ = p(A) e,

L™ =0 pr(l) =0 < A Eigenwertvon Ay.

Satz V.30

Beweis. Die Funktionen in (16.6) bilden die erste Zeile der Fundamentalmatrix des
dquivalenten Systems y’ = Ay in (16.5),sind daher also  linear unabhingige Losungen
von (16.4). O
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Inhomogene lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten:

Fiir spezielle Funktionen f erhilt man wie im Fall von Systemen wieder eine spezielle
Losung n; durch einen sog. Ansatz vom Typ der rechten Seite, z.B.:

Ist pr das charakteristische Polynom von (16.4) und B(x) = p(x)e** mit einem
Polynom p: R — K und a € K, dann hat Ln = B(x) eine spezielle Losung der Form

TZS(X) = ﬁ('x) eax7 X € Ra

mit einem Polynom p: R — K vom Grad

degp = degp, falls pr.(ax) # 0,
degp < degp+r(a), fallspr(a)=0,

wobei r(a) die Vielfachheit der Nullstelle & von py ist.

A

Beweis. Die Behauptung folgt, indem man Proposition IV.28 auf das spezielle System
y' = ALy + b(x) mit Ap und b(x) wie in (16.5) anwendet. O

m 17
Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Die linearen Schwingungen eines einfachen mechanischen Systems und eines elektri-
schen RCL-Schwingkreises werden jeweils durch lineare Differentialgleichungen zwei-
ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten beschrieben:

mX + dx + cx = F(t), (17.1)
LO+RQ+ éQ = E(1). (17.2)

Dabei ist in (17.1) x(t) die Auslenkung einer Masse m > 0 zur Zeit t, d > 0 die
Dimpfungskonstante, ¢ > 0 die Federkonstante und F(t) eine externe Kraft; in (17.2)
ist Q(t) die Ladung zum Zeitpunkt t, L > 0 die Induktivitdt, R > 0 der Widerstand,
C > 0 die Kapazitit und E(t) eine elektromotorische Kraft.

Die allgemeine Form einer homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
konstanten reellen Koeffizienten ist

(Ln)(x) =n"(x) +an'(x) +bn(x) =0, xeR,

mit a, b € R. Das charakteristische Polynom ist p; (1) = A? + aA + b, also gilt
1
pLV) =0 &= A= E(—ai«/az—4b).

Die Grofe A := a® — 4b entscheidet {iber die Struktur des Fundamentalsystems:
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(i) a>—4b >0 = A, A, € R, A; # Ay: Ein Fundamentalsystem ist dann
m@x) =eh*, mx) =e*, xeR,

Ax Arx

also hat die allgemeine Losung die Form n(x) = a; e ,x € R, mit frei

wihlbaren Konstanten ay, a, € R.

+aje

(ii) a®—4b=0 = A;, A, € R, A; = A;: Ein Fundamentalsystem ist dann

Ax
2

mx) =eM*,  mx) =xe xeR,

also hat die allgemeine Losung die Form n(x) = (a; + azx) ehix
wihlbaren Konstanten ay, a, € R.

,x € R, mit frei

(i) a2-4b <0 = A, LERM A=A =a+ ip: Ein komplexes bzw.
reelles Fundamentalsystem sind dann
n(x) = elatiP)x m(x) = elaiP)x x e R, (17.3)
M (x) = e cos(Bx), Ma(x)=e*sin(fx), x e€R, (17.4)
also hat die allgemeine Losung die Form n(x) = e** (a1 cos(fx) + o sin(ﬁx)),
x € R, mit frei wiahlbaren Konstanten ay, a; € R.

Anwendung auf lineare mechanische Schwingungen:

Im Folgenden untersuchen wir, was die unterschiedliche Struktur des Fundamentalsy-
stems im Fall der geddmpften Schwingungsgleichung (17.1) bedeutet.

Freie Schwingungen, d.h. F = 0: Dann sind, nach Division durch m > 0:

d>  4c  d*—4cm
a=—, b=—, A=a®-4b=—-—=—— "
m m m?  m m?

>

und die Nullstellen A, /, des charakteristischen Polynoms sind gegeben durch:

1 d d? c
AMp==|——H{/——-4—|.
2 m m m
~—~

<0

Wie oben unterscheiden wir drei Fille. Die Konstanten a, a; in den allgemeinen
Losungen bestimmen wir aus den Anfangsbedingungen

x(0) =x0, x(0) =0,
d.h., die Masse m befindet sich zur Zeit t = 0 am Ort x, und wird dann losgelassen.

(i) a>—4b > 0 < d* > 4cm (stark gedimpfter Fall): Hier ist

X0
M=

Die Dampfung ist also so stark, dass keine Schwingung stattfindet (z.B. wenn
sich das Masse-Feder System in einer sehr zihen Fliissigkeit bewegt).

xn(t) = (—/12 M A, e/b’), t € [0, 00).

Auflerdem sind A1, A, < 0, und daher gilt lim;_, o x,(t) = 0 unabhingig vom
Startwert xp.
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Abb.17.1: Stark gedampfter Fall mit verschiedenen Startwerten x;

(i) a*>—4b=0 < d* = 4cm (kritisch geddmpfter Fall): Hier ist
d N\
x5, (1) —x0(1+ﬁt> e w', tel0,00).

Die Ddmpfung ist gerade noch stark genug, um eine Schwingung zu verhindern;
auch hier gilt lim;_, x;(¢) = 0 unabhingig vom Startwert x;.

(iii) a? —4b <0 < d* < 4cm (schwach gedimpfter Fall): Hier ist

0 Vb cos(Vab—alt ), te[0,00),

4b—a

1 — a : . . . o
wobei ¢ := arctan T Die Ddmpfung ist also so schwach, dass eine Schwin

xp(t) =

gung stattfindet mit einer Amplitude, die fiir d > 0 wie e 5! fillt; auch hier gilt
lim,_, o x(t) = 0 unabhingig vom Startwert x;.

T

N\

\
\
AN
M\
7\\7\--7\__

=
v /\/”_\/ ¢
g
1
7

Abb.17.2: Schwach gedampfter Fall mit einem Startwert x,

Erzwungene Schwingungen, z.B. F(t) = y cos(cot) mity € R, @ € R\ {0}:

Im Fall d > 0 ist ico keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms p. Der Ansatz
vom Typ der rechten Seite lautet also

X(t) = ce®,  x(t) = Re(x(t)).
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Durch Einsetzen in das Anfangswertproblem kann man zeigen:

x,(t) = Y cos(wt — @), te[0,00),
V(@ -2+ (Lo
wobei ¢ := arctan ( - mi‘;’_c). Das Verhiltnis V(w) der Amplituden von x; und F ist
gegeben durch
1
V((D) = 5 weR \ {0}5

V@ =92+ (Lo
und heifdt Verstirkungsfaktor. Fiir co > 0 hat V' ein Maximum, wenn gilt:

, , ¢ d? , ¢ d?
Viw)=0 e 2((0 ——>2a)+—2a):0 — 20 -25+L -0
m m? m  m?
Dies ist nur méglich, wenn die Dimpfung d so klein ist, dass i—zz < 2= ist. Das

Maximum von V liegt dann bei @, = /= — 2d_n212' Dort gilt
1 m
V(a)r) = = 7 >
Cc
gk (s-4) Wi

d.h., fiir sehr kleine Didmpfung d kann der Verstiarkungsfaktor V extrem grof3 werden,
wenn die Frequenz der dufleren Anregung nahe dem kritischen Wert o, liegt.

Dieses Phinomen der Verstirkung (Resonanz) ist teilweise erwiinscht (Radio) oder
gefihrlich (Hingebriicke). Eine zu geringe Dampfung kann zu einer Resonanzkatastro-
phe fiihren, wie im Fall des sog. Tacoma Bridge-Desasters im November 19408,

H 18
Fourierreihen

Im vorigen Abschnitt hatten wir fiir die duflere Kraft F in der Schwingungsgleichung
(17.1) eine spezielle periodische Zeitabhingigkeit der Form F(t) = y cos(wt) ange-
nommen. Was tut man, wenn F nicht von dieser Form und daher ein Ansatz vom Typ
der rechten Seite nicht mehr moglich ist?

Hier hilft uns die Theorie der Fourier’reihen, mit Hilfe derer wir beliebige 27m-
periodische Funktionen in eine Reihe aus den trigonometrischen Funktionen sin(kt)
und cos(kt), t € [0, 27], mit k € Ny entwickeln kénnen.

Es sei Df C R so, dass R \ Dy keine Hiaufungspunkte in R hat. Eine Funktion  Definition V.32
f: Dy — C heif3t periodisch mit Periode T > 0 (oder T-periodisch)

== VxeDpx+TeDf Af(x+T)=f(x).

8 (siehe http://en.wikipedia.org/wiki/Tacoma_Narrows_Bridge)

9JosepH FOURIER, * 21. Mirz 1768 in Auxerre, T 16. Mai 1830 in Paris, franzésischer Mathematiker, der
die mathematische Theorie der Wirmeleitung entwickelte und die zugehorige partielle Differentialgleichung
mit Hilfe von unendlichen Reihen trigonometrischer Funktionen loste.
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Eine T-periodische Funktion ist damit durch ihre Werte auf einem Intervall der Linge
T vollstindig bestimmt, das man auch Periodizititsintervall nennt; meist wihlt man
als Periode das kleinste T' mit dieser Eigenschatft.

Bemerkung. Fiir eine T-periodische Funktion f:R D Dy — C gilt:
— R\ Dy ist abzihlbar (da R \ Dy keine Hiaufungspunkte in R hat);

- VneZVxeDpf(x+nT)=f(x)
— F:Dp —» C,F(x) ::f(%x),x € Dg = 2T”Df,ist 2m-periodisch.

Beispiele  cos, sin, exp(i-) sind 2m-periodisch; tan, cot sind 7-periodisch.

Der Menge der T-periodischen Funktionen bildet einen Vektorraum iiber C. Daher
sind offenbar auch die folgenden Funktionen 2m-periodisch:

Definition V.33 Eine Funktion f:R — C heif3t trigonometrisches Polynom, wenn es n € Ny und

Ag, A1y - . . » A, b1, ..., by € C gibt mit
fx) = % + i (ak cos(kx) + by sin(kx)), x e R, (18.1)
k=1
oder, d4quivalent dazu, wennes ¢y, ..., ¢, € C gibt mit
fx) = i crexp(ikx), x e R; (18.2)
k=—n

man nennt # dann den Grad des trigonometrischen Polynoms f.

Bemerkung IV.34  Auf Grund der Eulerschen Formel exp(ix) = cos(x) + isin(x), x € R, gilt fiir die
Koeffizienten in (18.1) und (18.2) fiirk =1, ..., n:

agp 1 . 1 o
o =—, c = —(ar —iby), cr = —(ar +1iby), 18.3
0= % 2( % — iby) k 2( % +iby) (18.3)
ay = 2¢o, ar = ¢ + g, by = i(ck — cx). (18.4)

In der Linearen Algebra hat man meist mit endlichdimensionalen Vektorriumen und
Skalarprodukten darauf zu tun, speziell dem euklidischen Skalarprodukt auf R" oder
C" (vgl. (6.3)). Der Begriff iibertrigt sich auch auf unendlichdimensionale Vektorriu-
me, wie z.B. Funktionenrdume:

Definition IV.35  Es sei E ein Vektorraum iiber K = R oder C. Ein Skalarprodukt auf E ist eine
positiv definite Sesquilinearform auf E, d.h. eine Abbildung (-, -):E x E — K, so
dass fiir alle x, y € E gilt:
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(i) (x,x) >0und (x,x) =0 < x=0;
(i) (ax+ Py, z) = alx,z) + By, 2), a, B € C;
(iii) (x,y) = (y, x).

Es seil C R ein abgeschlossenes Intervall und Definition IV.36
R(I,C) := { f:I - C:f ist Riemann-integrierbar }

der Vektorraum der Riemann-integrierbaren Funktionen auf I. Definiere:

(fog)s = /Iﬂx)g(—x)dx, Ifll=(f.f)},  f.g eRU,C),

und, mit einem Normierungsfaktor versehen,

1 1
()= E(', P (I [ «/T_TT” 2.

Auf C(I, C) ist (-, -), ein Skalarprodukt und || - ||, eine Norm und analog fiir (-, -),  Proposition IV.37
und || - 5.

Beweis. Alle Eigenschaften bis auf die Behauptung (f,f), = 0 = f = 0 folgen aus
der Definition von (-, -), und den Eigenschaften des Riemann-Integrals ([32, Kapi-
tel VIII]). Angenommen, es ist f € C(I, C) mit (f, f), = 0, aber f % 0. Dann existiert
ein xp € I mit | f(xp)| > 0.Da f stetig ist, gibt es dann €, § > 0, so dass | f(x)| > 6,
x € [xp — &, xp + €] N I =: Iy. Damit folgt der Widerspruch

(fsf)a= /If(x)l2 dx S [ foPdx > 2662 > 0. 4 O
1

Iy

Bemerkung. — Auf R(I, C) ist || - || bzw. || - ||5 keine Norm; ist z.B.I = [a, b] und
f(x)=0,x € (a,b),f(a) =f(b) =1,s0ist f % 0, aber || ||, = 0.

- (C(I, O, - ||2) ist nicht vollstandig ([2, Korollar V1.7.4]).

In Rdumen mit Skalarprodukt kann man wie in endlichdimensionalen Rdumen Or-
thonormalsysteme definieren. Im Unterschied dazu gibt es in unendlichdimensionalen
Vektorriaumen unendliche Orthonormalsysteme.

Ist E ein Vektorraum und (-, -) ein Skalarprodukt auf E, so nennt man ein System  Definition V.38
{ex: k € N} C E Orthonormalsystem (ONS) bzgl. (-, -)

1, i=j,

0, ijeN
0, i#j,

= (e, ej) = (5,']' = {
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Proposition V.39 Orthonormalsysteme in C([—m, m], C) bzgl. (-, -)} sind:
(i) {1, cos(k-), sin(l-):k, I N},

(ii) {exp(im ):m € Z}.
Beweis. Wir beweisen (ii); der Beweis von (i) ist analog. Fiir m, n € Z gilt:

(exp(im -), exp(in ))’2 = L /Téxp(imx) exp(inx) dx = L /T;xp(i(m —n)x)dx
2w ) o 2w ) o

1 s
—/ldle, m=n,
2m ),

exp(i(m — n)x)] =0, m#n,

1
21 [i(m —n)

da exp(i(m — n)-) eine 2m-periodische Funktion ist. O

Mit Hilfe der Orthonormalsysteme aus Proposition IV.39 definieren wir nun zu ei-
ner beliebigen Riemann-integrierbaren 27-periodischen Funktion Folgen von Zahlen
ax, by und ¢ wie folgt.

Dabei wihlen wir im Folgenden immer [—m, 7] als Periodizititsintervall. Wir identifi-
zieren dabei jede Funktion f € R([—m, ], C) mit ihrer periodischen Fortsetzung

f:R—> C, f(x+2mn):=f(x), xel[-mmn], nelZ.

Definition V.40  Fir f € R([—m, ], C) definiere
1 us
ay = —/ f(x) cos(kx) dx, k € Ny,
mJ-n
1 us
by = ;/ f(x) sin(kx) dx, k e N,

1 T .
@, 5= o /_nf(x) exp(—ikx)dx, keZ.

Die Zahlen ay, ax, by, k € N, bzw. ¢, k € Z, heiSen Fourierkoeffizienten von f .

Proposition V.41 Ist f:R — C ein trigonometrisches Polynom, so gilt fiir die Fourierkoeffizienten
vonf:

(i) Esgibteinn € Nmitay =br=c =0, k=n+1l,n+2,....

(i) Firk = 1,...,nbzw. k = %1, ..., £n sind ay, a, by bzw. cx genau die
(eindeutigen) Koeffizienten aus (18.1) bzw. (18.2).

Beweis. Wir beweisen zunichst die Behautpungen fiir ¢¢. Es sei f ein trigonometrisches
Polynomvom Grad n € Nj. Einsetzen der Form (18.2) von f liefert wegen der Linearitit
des Integrals:
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1 T[ ) 1 ™ n . .
I _Tj['(x) exp(—ikx) dx = = _n( l:Z_ a exp(llx)> exp(—ikx) dx

n

= Z a (J;_ exp(il-), «/_ exp (ik- ))

I=—n

=6y (Prop.1V.39)

{ck, k=0,41,...,+n,

0, k==x(n+1),....

Die Behauptungen fiir ax, by folgen dann mit (18.4) aus der fiir ¢. O
von Riemann. Ist [a, b] C Rundf € R([a, b], C), so gilt

b b b
kli)m/f(x) cos(kx) dx=k1i_>m/f(x) sin(kx) dx=|k1|iin /f(x) exp(ikx) dx = 0;

insbesondere gilt fiir die Fourierkoeffizienten einer Funktion f € R([—m, m], C):

hm ar = lim by = hm ¢ =0.
k— 00 k— 00 |k|— 00

Beweis. Ist f € C!(la, b], C), folgt mit partieller Integration ([32, Satz VIIL.24]) fiir
keZ,k #0:

b
— £ (x) explikx) ] + / /(%) explikx) dx‘
—— a ——

[-I=1 [-I=1

‘/abf(x) exp(ikx) dx‘ - I_lil‘[

|k

Im allgemeinen Fall f € R([-m, m], C) benutzt man, dass die Behauptung fiir jede
Treppenfunktion auf [—7, 7] gilt (dazu braucht man keine partielle Integration, man
kann direkt stiickweise integrieren) und dass man nach dem Kriterium von Riemann
([32, Satz VIIL.7]) Riemann-Integrale stetiger Funktionen beliebig genau durch solche
iiber Treppenfunktionen approximieren kann.

Alle anderen Behauptungen folgen dann mit der Eulerschen Formel und der Defi-
nition der Fourierkoeffizienten aus der eben bewiesenen. O

So wie wir in Analysis I Funktionen durch Taylorpolynome bzw. Taylorreihen appro-
ximiert haben ([32, Kapitel IX]), wollen wir nun Funktionen durch trigonometrische
Polynome und sog. Fourierreihen approximieren:

Fiir f € R([—m, 7], C) heif3t die formale Reihe

Z cr exp(ikx) = ?0 + Z (ak cos(kx) + by sin(kx)), x € [-m, m], (18.5)

k=—00 k=1

L( max |f(x)|+(b—a) max |f(x)|) — 0, |k] = oo.

LemmalV.42

Definition V.43
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mit ay, by, cx wie in Definition IV.40 Fourierreihe von f; die zugehorigen Partial-
summen fiir n € N bezeichnen wir mit

a

F.(f5x) := Z cr exp(ikx) = 20 + Z (ak cos(kx) + by sin(kx)), x € [-m, m].
k=1

k=—n

Bemerkung IV.44  Die Bildung der Fourierkoeffizienten und der formalen Fourierreihe ist linear, d.h.,
sind f,g € R([-m, ], C) und c(f), ck(g) die zugehirigen Fourierkoeffizienten
sowie a, B € C, so gilt offenbar:

alaf +Bg) = ac(f) + Be(g), keZ,
F.(af + Bg;-) = aF,(f;-) + BF,(g;-), neN.

Bemerkung IV.45  Hatf € R([—m, ], C) eine Symmetrie bzgl. des Nullpunkts, ist es giinstig, die reelle
Form der Fourierreihe zu wiihlen, denn:

— ist f eine gerade Funktion, d.h. f(x) = f(—x), x € [—m, 7], so gilt by = 0,
k € N, und die formale Fourierreihe von f hat die Form:

aop - _ 2 ("
E) + ;“k cos(kx), ar = ;/0 f(x) cos(kx) dx.

— ist f eine ungerade Funktion, d.h. f (x) = —f(—x), x € [-m, 7], so gilt a; = 0,
k € Ny, und die formale Fourierreihe von f hat die Form:

> besin(kx), by = % / " f) sin(ke) dx.
k=1 C

Beispiel -1, xe[-m0),
fx)=¢ 0, x=0,
1, x e (0, m].

Die Funktion f ist ungerade, also gilt nach Bemerkung IV.45: a; = 0, k € Ny, und

4

9 3 2 3 Tk
be== [ sin(kx)dx=— - cos(kx)]] = ™’
. TT/O sin(kx) dx nk[ cos( x)]o { 0, k gerade;

k ungerade,

die formale Fourierreihe von f ist somit:
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Die Frage ist nun, wann und in welchem Sinn die formale Fourierreihe einer Funktion
gegen diese konvergiert! Was passiert z.B. mit der Fourierreihe aus dem obigen Beispiel
in der Sprungstelle der Funktion bei 0?

Unser erstes Konvergenzresultat wird zeigen, dass die geeignete Norm, in der man
Konvergenz fiir Riemann-integrierbare Funktionen erhilt, die || - ||,-Norm aus Defini-
tion IV.36 ist. Dazu brauchen wir einige Vorbereitungen:

Ist f € R([—m, m], C) mit Fourierkoeffizienten c, so gilt: LemmalV.46

Hf chexp(lk H = Iy zn:ICklz, n € No.

k=—n k=—n

Beweis. Mit der Definition der Partialsummen F,( f;-) =: F, in Definition IV.43 ist fiir
n € Ny nach Definition IV.40 von ¢ und Proposition IV.39 (ii):

(Fur fy = > a(explik-),f), = > c(f, explik-))) Z|ck|
k=—n k=—n T k=—n

(Fu By = (DD ceewp(ik), > aexp(il ) = 3 lal = (Fy. 5.
k=-n I=—n k=-n

Damit folgt

n

”f_Fn“/zz = (f’f)lz_ (f,Fn)lz - (me)/2+ (Fn;Fn)lz = ||f||/22 - Z |Ck|2- O

k=—n

Besselsche Ungleichung. Ist f € R([—m, m|, C) mit Fourierkoeffizienten cy, sogilt: ~ SatzIV.47

Zlckl < [If115? / | f ()] dx.

Beweis. Nach Lemma IV.46 gilt fiir beliebiges n € Ny:

n n
2 2 2 2
15" = E lek|” > 0, also E ekl < 1111

k=—n k=—n
Die Behauptung folgt dann im Grenzwert n — oo. O

Esseienf,f, € R([-m, m], C), n € N. Dann heif3t ( f,)nen im quadratischen Mittel ~ Definition [V.48
konvergent gegen f, f, LN 1,
n— 00

= |If-ful, >0, n— oo

Bislang hatten wir fiir Funktionenfolgen gleichmiflige und punktweise Konvergenz de-
finiert ([32, Kapitel VIII]). Damit gibt es folgenden Zusammenhang:
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Bemerkung IV.49

LemmalV.50

IV Gewdhnliche Differentialgleichungen

Esseif € R([—m, m], C). Dann gilt:

fn f=>fn—>f

M. Im. kiw.
(ii) aber: f, ey f== fa Sy f, nicht einmal f, LN f.
n—> 00 n—>00 n— 00

Die Frage ist nun, fiir welche Funktionen f die Fourierreihe im quadratischen Mittel,
gleichmiflig oder punktweise gegen f konvergiert!

Wir betrachten zuerst den Spezialfall von Funktionen aus dem Raum T([-m, r], C)
der Treppenfunktionen auf [—7, 7r] mit Werten in C ([32, Definition VIIL2]):

Istf € T([-m, m], C) (C R([-m, m], C)), so konvergiert die Fourierreihe von f im
quadratischen Mittel gegen f .

1 —
Beweis. 1.Fall: Esgibteina € [—m, 7] mit f(x) = @,(x) == x € (-m, a),
0, x e (a,mn).

Beachte, dass Treppenfunktionen am Rand des Intervalls und an den Sprungstellen
nicht festgelegt sein miissen ([32, Definition VIIL.2]).

Nach Lemma V.46 ist die Fourierreihe von f = ¢, im quadratischen Mittel konvergent
gegen f = ¢,, wenn gilt:
oo
> lekl@a)l” = llall??
k=—00

Fiir die Fourierkoeffizienten cx(¢,) von ¢, gilt nach Definition IV.40 fir k € Z \ {0}:

1/ _atm
mwzg/%mw——/ :

(@) = 1 /T;pa(x) exp(—ikx) dx = —/ exp(—ikx) dx

2m ),

= ;k(exp( —ika) — exp(ikm)) = (-1)F ik (exp(-ik(a+m)) - 1).
Also folgt

=2-2 cos(k(a+m))

2 n
>ttt = S L ik ) Diexpika T ) D

k=—n k=—n
k0

n

_(a+m)?

y + Z 211;2]@(1 — cos(k(a + n)))

k=—n
k0

n

2
- Y i estka +m).
=1
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Wir wissen, dass die letzte Summe fiir n — oo konvergiert, denn es ist ([32, Bei-
spiel VIIL.39]):
2

oo oo
1 = cos(kt) t—m\2 m
LT Xg -(57) - retmm

also existiert auch

>t = () )

a+m 1 1 ™
= = — dx — x de: /2-
o ) o _Tlr(p“( | l@all;

2.Fall: f € T([-m, m], C) beliebig.

Danngibtesm e Nundt,...,t, € [-m, w]und y1, ..., ym € Cmit

=Y v
I=1

wobei ¢, wie im 1. Fall definiert ist. Wegen der Linearitit der Bildung der Par-
tialsummen der Fourierreihe (Bemerkung IV.44) gilt fir n € N:

If =R, = H_f o - Zy[p o)

< Z [y1] H‘Pﬂ - F, (s )H’2 — 0, n— oo. O
I=1

—0, n— o0 (1.Fall)

It f € R([-m, ], C)), so konvergiert die Fourierreihe von f im quadratischen  SatzIV.51
Mittel gegen f.

Beweis. Ohne Einschrankung konnen wir annehmen, dass f reellwertig ist und dass
[f(x)] < 1,x € [-m, m] (wegen der Linearitit der Fourierkoeffizienten und der
Bildung der Partialsummen der Fourierreihe nach Bemerkung IV.44).

Es sei € > 0 beliebig. Da f nach Voraussetzung Riemann-integrierbar auf [—7, 1]
ist, existieren nach dem Kriterium von Riemann ([32, Satz VIIL.7]) Treppenfunktionen
vy, e T([-m,m],R), -1 <y <f <y <1,mit

™ 2
/(wm—quM<n%. (18.6)

™

Nach Lemma IV.50 angewendet auf y_ existiert ein N € N, so dass

VN [y - R, < 3
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Nach Lemma IV.46 angewendet auf f — y_ € R([—m, m], R) ist auf Grund der Unglei-
chungen 0 < f —y_ < v, — w_ und (18.6):

, RV !
[F =) =R =y < 0f = vl = (55 [ £ ~p-o) [ dx)

>0

< (5 [ 000 - v-09) (9.0 - y-0) )’

T

<2 >0

< (%/ (9. (x) — 9 (x)) dx)% <=

™

Insgesamt folgt wieder wegen der Linearitit aus Bemerkung IV.44 fiir n > N:

1 =Bl f5)|l = [|f =9+ = (Fu(f —wo50) = Fulys) ||,
< |(f=v) = Fu(f —ps )|, + |- — Fulys )|, < e O

SatzIV.52  Ist f € C([—m, m], C)) mit f(—m) = f(m) (so dass die 2m-periodische Fortsetzung
von f auf R stetig ist) und ist f stiickweise stetig differenzierbar auf [—m, 1], so
konvergiert die Fourierreihe von f gleichmif$ig gegen f .

Beweis. Nach Voraussetzung existiert eine Partition P = {to, t1, ..., i} C [—m, 71| mit
leN,-m=t)y <t <th <---<t; =150 dass

fl[tjfl,t]] € Cl([t:f—la t:]]a C)a ]: 17 R l

Definiere dann die stiickweise stetige Funktion

@ eR(-m, 7], C),  @lu iy =@ = (flyy)s F=1....0

Dann folgt fiir die Fourierkoeffizienten von f und ¢ mittels partieller Integration fiir
ke Z\ {0}:

m I 4
a(f) = % f(x) exp(—ike) dx = Y % / £ (x) exp(~ikx) dx
-1 =1 tiy

! . -

-3 % ( [if(x) exp(—ikx)| : - i /t () exp(-ike) dx)

=1 &

= L (L pm) expl-ikm) ~f(-m explikm) ) -+ [ () exp(-iks) dx

BT AV AU A A AV BT B e
=f(-m) =exp(ikm)

. =c(¢)
1
= _Eck((p)a

also
()1 = @)l < 5 (55 +1al@) ), ke Z\ (0}
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Mit [32, Beispiel VIII.39] und der Besselschen Ungleichung fiir ¢ (Satz IV.47) folgt
damit fiir beliebiges n € N:

" Iy 11y gl
;ICk(f)lSICO(f)I+E§ﬁ+§;OICk((p)IZSICO(f)I+E+ 22

kA0

Wegen ||ck(f) exp(—=ik-)|looc = lck(f)] ist nach dem Majorantenkriterium die Reihe
F.(f;-) = >, a(f) exp(—ik-) gleichmiBig konvergent auf [—7r, 7t]. Die Grenz-
funktion

g=lim Fu(f3) = Y alf) exp(=ik-)
k=—00

ist dann als gleichméfiger Limes stetiger Funktionen stetig ([32, Satz VIII.35]). Noch
zu zeigen ist g = f. Es gilt fiirn € N:

1

2

< g =Fulf5)lo — 0, n— oo.

, 1 m
lg = B £, = (%/ 180~ Eul 501 )
" <llg=Fa(f)Z%

Nach Satz IV.51 gilt auch || f — F,(f5)ll5 = 0, n — o0, also ergibt sich:

If =glly < IIf = Eu(f5)ll3 + llg = Fu(f3)ll; — 0, n— oo.

Da die linke Seite nicht von # abhingt, muss || f — g||, = 0 gelten. Da aber f und
g stetig sind, folgt f = g aus der Definitheit der Norm || - ||, auf C([-m, r], C)
(Proposition IV.37). O

Als Nichstes wollen wir untersuchen, unter welchen Bedingungen die Fourierreihe
einer Funktion f punktweise gegen diese konvergiert und was passiert, wenn f oder die
2m-periodische Fortsetzung von f auf R nicht mehr stetig ist.

Um das herauszufinden benutzen wir eine spezielle Eigenschaft der trigonometrischen
Polynome Y, exp(ikx):

-n
Definiert man fiir n € Ny den Dirichlet-Kern n-ten Grades Proposition V.53

D, (x) = Z exp(ikx), x €eR,
k=—n

so gilt
g 1
Da(x) = w x e R\ 2nZ. (18.7)
Sin (Ex)

Beweis. Fiir x € R\ 2nZ folgt mit geometrischer Summenformel ([32, Satz I1.7]):

= C d-exp(i2n+1)
D, (x) = exp(—inx) ; exp(ikx) = exp(—inx) eiq: (elxp?ix) x)

_exp (i(n+3)x) —exp (—i(n+3)x) sin((n+3)x) .
B exp (i%x) — exp ( - i%x) ~ sin (%x) '
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LemmalV.54  von Dirichlet. Ist F € R([-m, ], C) in 0 links- und rechtsseitig differenzierbar,
so gilt:
F(0+) + F(0-)

1 s
lim —/F(x)Dn(x) dx = 5 ,

n—o00 27T

wobei F(0=x) den links- bzw. rechtsseitigen Grenzwert von F in 0 bezeichnet.

Beweis. Essein e N. Fiir k € Z gilt, weil exp(ik-) 2m-periodisch ist:

1 n — —
Ef_ndx— 1, k—O,

1 o
Z—/exp(lkx) dx = - o om
n)s L[k eplibo] T, =0, keZ)\(0)

Da D, eine ungerade Funktion ist, folgt damit
I 1,1 (™ I L 1
— | D,(x)dx = —(—/D,,(x) dx) = —/exp(lkx) dx = =
2m Jy 2\2m J_, 2 b 2m ), 2

Zusammen mit der Darstellung (18.7) ergibt sich dann:

1 (" 1 1 [
E/o F(x)Dy(x) dx—EF(o+): E/o (F(x) — F(0+)) Dy (x) dx

1 " _ sin ((n + %)x)

= ), (F(x) F(0+))7Sin o) dx

1 TF(x)—-F(0+) «x . 1

=7 i " i (%x) sin ((n + E)x) dx.

Da F nach Voraussetzung in 0 rechtsseitig differenzierbar ist und der Grenzwert des
zweiten Faktors des obigen Integranden z.B. nach der Taylorschen Formel existiert und
gleich 1 ist ([32, Satz IX.1]), gilt fir x € (0, m]:

(x) ~F(0+) «x gg(hmw)(znmi),

F
Gl = x sin (3x) N0 x *\0 sin (3x)

=2F'(0+)

also hat G eine Fortsetzung G € R([0, ], C). Nach dem Additionstheorem fiir den
Sinus ([32, Aufgabe VI.3]) und Lemma IV.42 von Riemann folgt

nlgigo (% /OHF(x)Dn(x) dx — %F(Oﬂ-)) = % n&%An G(x) sin ((n+ %)x) dx =0.

Analog zeigt man, dass gilt:

n—00

0
lim (i / F(x)D, (x) dx — %F(O—)) - 0.
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Ist f € R([—m, ], C)) stiickweise stetig differenzierbar auf [—m, 1], so konvergiert ~ SatzIV.55
die Fourierreihe von f punktweise. Ist genauer f inx € [—m, 1] links- und rechtsseitig
differenzierbar, so gilt:

flxt) +f(x-)

2 b
wobei f (x%) den links- bzw. rechtsseitigen Grenzwert von f in x bezeichnet; ist ins-
besondere f stetig in x € [—m, ], so gilt F,(f;x) = f(x), n > oo.

F.(f;x) —

n— oo,

Beweis. Wie vereinbart, bezeichnen wir mit f auch die 2m-periodische Fortsetzung von
f auf R. Nach Definition IV.40 der Fourierkoeffizienten gilt fiir die Partialsummen der
formalen Fourierreihe von f:

Fo(f3%) = / F(t) exp(—ike) dt) exp(ikx)
= —/ f) Z exp (i(k(x — 1)) dt = — f(x—u)D,(u) du
k=—n —TT+Xx
=5 ([ s-wn du+/ = )D,) du)

=x— u+21r

s —T+Xx

Fx — u)Dy(u) du + / Fx = u)Dy(u) du)

1
B E( —T+x -
_ % /_:f(x — WD, () du.

Nach der Voraussetzung fiir f ist die Funktion F(u) := f(x — u), u € [-m, ], inu =0
links- und rechtsseitig differenzierbar. Wendet man auf F Lemma IV.54 von Dirichlet
an, ergibt sich:

F(O+)+ F(0-)  f(x+)+f(x—)
2 a 2 '

nli_ggan(f;x):

H 19
Anwendung auf die Wellengleichung

Fourier verwendete seine Entwicklung in Reihen trigonometrischer Polynome zum
Losen der Wirmeleitungsgleichung. Wir losen nun mittels Fourierreihen die Wellen-
gleichung und schlieflen so mit einem Blick in die Welt der partiellen Differentialglei-
chungen.

Die eindimensionale Wellengleichung ist eine Differentialgleichung in Raum- und
Zeitvariabler, die z.B. die zeitliche Evolution einer schwingenden elastischen Saite der
Linge L > 0 beschreibt. Ist diese beiseitig eingespannt und hat zur Zeit ¢t = 0 die
Anfangsposition f und die Anfangsgeschwindigkeit 0, ist diese Evolution Losung des
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Anfangswertproblems
o2 o2
y(0,t) =y(L,t) =0, te][0,00), (19.2)
oy
}/(x; O) :f(-x)a E('x, 0) = 0, X € [0, L], (193)

wobei f: [0, L] = R, f = 0, stetig sein soll und die Losung y: [0, L] x [0, 00) — R die
Auslenkung y(x, t) der Saite an der Stelle x zum Zeitpunkt ¢ ist.
Wir nehmen nun an, dass eine nicht-triviale Losung der speziellen Form

y(x,t) = n(x)v(t) (mit,separierten Variablen)

existiert, also n # 0, v = 0. Einsetzen in (19.1) liefert, dass dann fiir alle x € [0, L] und
t € [0, 00), wo n(x) # 0, v(t) # 0 ist, gelten muss:

iv”(t) B rz”(x)
a2 v(t)  nx)’

Dies kann nur gelten, wenn beide Seiten konstant sind, z.B. gleich A, also wenn

n"(x) =Anx), xel0,L], (19.4)
v'(t) = Aa’v(t), te[0,00). (19.5)
Die Anfangsbedingungen (19.3) lauten dann
n)v(0) =f(x), nx)v'(0)=0, xelo,L]
Da f = 0ist, muss v(0) # 0 gelten; da aufSerdem n % 0 ist, folgt daraus:
n(x) =v(0)'f(x), xel0,L], v (0) = 0. (19.6)
Die Randbedingungen (19.2) liefern wegen v 2 0 zu (19.4) die Randbedingungen
n(0) = n(L) =o. (19.7)

In Beispiel IV.25 haben wir gezeigt, dass die Differentialgleichung (19.4) mit den
Randbedingungen (19.7) nur fiir gewisse A = Ay nicht-triviale Losungen hat:

o (T —sin (T
M= ? = (Lk) ey (x) = sm(ka), xel0, L], keZ\{0}. (19.8)
Die eindeutige Losung von (19.5) mit A = e} und v/(0) = 0 wie in (19.6) ist

Ve (£) = cO (%kat), te0,00), keZ\ {0} (19.9)

Falls es also eine nicht-triviale Losung der speziellen Form y(x, t) = n(x)v(t) von
(19.1), (19.2), (19.3) gibt, hat diese die Form

yik(x, t) = sin (%kx) cos (%kat), xe[0,L], t € [0,00), keZ\{0}. (19.10)

Wegen der Anfangsbedingung (19.6) gibt es solche Losungen aber nur fiir Anfangspo-
sitionen f der speziellen Form

f(x) = sin (%kx), xel0,L], keZ\{o).
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[0 e e e e s s N L e e

-0.5

Abb. 19.1: Ldsung y4(x, t) zur Anfangsposition sin(74x) zu verschiedenen Zeiten t und Anfangs-
position f aus (19.11) (L=1)

Um die Losung fiir eine allgemeine stetige Anfangsposition f: [0, L] — R zu finden,
setzen wir f auf das Intervall [-L, L] als ungerade Funktion fort und entwickeln diese
Fortsetzung in eine Fourierreihe:

oo
fx) = ;bk sin (%kx), x e [-L,L].
Dann ist die gesuchte Losung y von (19.1), (19.2), (19.3) gegeben durch
> s T
y(x,t) = ;bk sin (ka> cos (fkat>, x e [0,L], t € [0, 00).

Als Beispiel betrachten wir den Fall, dass die Saite zum Zeitpunkt t = 0 in der Mitte
bis zur Hohe h > 0 gezupft wird, d.h., die Anfangsposition f ist gegeben durch
2h
% xe[0,%),
flx) = o (19.11)
—fx +2h, x€ [%, L].
Wir setzen nun f auf das Intervall [-L, L] ungerade fort vermége f (x) := —f (—x),
x € [-L,0), und definieren F(x) = f(%x), x € [—m, m]. Dann gilt fir die Fourier-
koeffizienten von F nach Bemerkung IV.45, dass ax = 0, k € Ny, und mit partieller
Integration:

2 /2 2h n 2h
by == </ —x sin(kx) dx +/ <——x + 2h> sin(kx) dx)
m \Jo 113 /2 o
ah [ (T2 m 4h [ 1 o
=— </ x sin(kx) dx —/ x sin(kx) dx) + — [—— COS(kX)]
T 0 /2 n k x=m/2

4h x w=m2 1 x=n/2
= ( [_E cos(kx)]xzo + [ﬁ sm(kx)] .

_ [_% cos(kx)] ::/2 - [% sin(kx)] o ) + % [—% cos(kx)] o ,

x=m/2 x=m/2
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also
0, k=2,

8h 1
bk e — Sin (k—) = Sh (_l)l_l l: 1, 2, e
= R A
2 Q-1

Da die Funktion f in (19.11) links- und rechtsseitig differenzierbar und stetig auf
[-L, L] ist und damit fiir F das analoge auf [—m, 7] gilt, konvergiert die Fourierreihe
von F punktweise gegen F nach Satz IV.52, also gilt:

o om 8h N (D m
Fx) —F(fx> 3 msm((zl— l)fx>, xel[-L,L].

Insgesamt ist dann die Losung y von (19.1), (19.2), (19.3) mit der Anfangsposition f
der Form (19.11) gegeben durch:

e 0]

y(x, 1) = Z )l : sm(%(Zl—l)x) cos(%(Zl—l)at), xe0,L], t € [0, 00).

I=

Aufgaben

IV.1. Bestimme alle Losungen folgender Differentialgleichungen mit der Anfangsbedingung
¥(0) = ¢ mit ¢ € R, und untersuche sie auf Eindeutigkeit:

a)y =% b) y' = exp(y) sin(x).
Gib dabei das maximale Intervall an, auf dem die Losungen definiert sind, und skizziere
jeweils typische Losungen.

IV.2. Hatte Galilei'® recht?

Galileo Galilei vermutete, dass eine frei hingen- y u

deKette, die mitden beiden Enden an zwei gleich h
hohen Stangen der Hohe /1 im Abstand 2x, von-

einander aufgehingt ist, den Graph einer Parabel |
beschreibt. —Zo 0 To

Physikalische Uberlegungen zeigen, dass die Kettenlinie die Differentialgleichung

Y@ =yV1+((x)7 x e [-x0, %],

erfiillt, wobei y # 0 eine Konstante ist, die von x, und der Lange des Seils abhingt.

Bestitige oder widerlege Galileis Vermutung. Wie hingen y, die Linge des Seils und x,
zusammen?

10GALILEO GALILEL, * 15. Februar 1564 in Pisa, T 8. Januar 1642 in Arcetri bei Florenz, italienischer Ma-
thematiker, Physiker und Astronom, der bahnbrechende Entdeckungen auf mehreren Gebieten der Natur-
wissenschaften machte. Seine Teleskopbeobachtungen ebneten den Weg zur Akzeptanz des heliozentrischen
Kopernikanischen Systems, fithrten aber zu einem Inquisitionsprozess der katholischen Kirche gegen ihn;
Galilei wurde erst 1992 (!) von der Kirche rehabilitiert.



IV.3.

Iva4.

IV.5.

1V.6.

1v.7.

IV.s.

Aufgaben

Die Stromstirke I in einem RL-Stromkreis erfiillt
. R 1
I(t)+ =I(t) = = E(t), teR,
(t) I (t) I (t)

mit Konstanten L > 0 (Induktivitit) und R > 0 (Widerstand) sowie E € C(R, R).
Bestimme die Losungen der Differentialgleichung mit Anfangswert I(0) = I, im Fall
E(t) = E; cos(wt) (Wechselspannung). Wie verhilt sich die Stromstirke fiir t — o0?
(Unterscheide jeweils Ey = 0, Ey # 0und @ = 0, @ # 0).

Beweise, dass das inhomogene lineare Differentialgleichungssystem y’ = Ay + b(x) mit
A € K™ und den beiden Inhomogenititen b aus Proposition IV.28 jeweils eine spezielle
Losung der behaupteten Form hat.

Bestimme die Losungen R — R? des Differentialgleichungssystems
x(1) = 2(1),
y'(t) = x(t) +z(t) - 2t,
Z'(t) = 8x(t) — 3y(t) — z(t) + 2t.

Bestimme die allgemeine Losung folgender Differentialgleichungen:
a) ym _ 3}/// _ 2}// =0,

b) y/// _ 2}/// — 4}// + 8)/ — CX,

c) y" —4y" + 5y — 2 =sin(x),

y /_ 3 1\ (y sin(x)
9 ()= G G- (0)

Bestimme die reellen Losungen von:

a) )/W 7}/// +y’ -y = COS(X), X € R’
b) ym+y:xzex, x € R.

Zeige, dass durch die Substitution x = e* fiir x € [0, 00) die Eulersche Differentialgleichung

x”rl(”) + a,,_lx”'lrl(”'l) + -t axn +an =0

mitag, ai, ..., a,.; € Cineine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizien-
ten iibergeht. Bestimme so die allgemeine Losung von

x*n” +3xn +n=0.

135



Tipps zur Priifungsvorbereitung

Es gibt unzihlige psychologische Ratgeber, wie man sich am besten auf Priifungen
vorbereiten kann. Auch wenn es darunter niitzliche Hinweise geben mag, zielen sie oft
eher auf Aspekte wie Nervositit oder Priifungsangst ab, die man nicht oder nur sehr
schwer beeinflussen kann.

Das Einzige, was Sie wirklich beeinflussen konnen, weil Sie es selbst in der Hand
haben, ist die fachliche Vorbereitung. Wenn Sie diese so gut Sie konnen gestalten,
kann sich sogar Thre Priifungsangst reduzieren. Im Folgenden finden Sie dazu einige
Hinweise, die auf langjahriger Erfahrung mit vielen Studierenden beruhen.

Es gibt zwei unterschiedliche Typen von Priifungen: schriftliche Klausuren und
miindliche Priifungen. Auch wenn beide denselben Stoff behandeln, ist eine unter-
schiedliche Vorbereitung fiir die beiden Typen niitzlich. Einige Hinweise gelten aber
fiir beide Prifungsarten:

Allgemeine Tipps fiir Klausuren und miindliche Priifungen

Der erste und wichtigste Hinweis betriftt nicht die direkte Priifungsvorbereitung, son-
dern die Vorlesungszeit:

— Versuchen Sie, die Ubungsaufgaben selbst zu 16sen. So wie Skifahren, kann man
Mathematik nicht durch ,,Zuschauen® respektive blofles ,Durchlesen und farbig
Markieren® lernen. Durch Abschreiben von anderen kénnen Sie sich selbst das
Semester tiber tauschen, aber spitestens bei der Priifungsvorbereitung zahlen Sie
den Preis dafiir.

— Fangen Sie rechtzeitig mit der Prifungsvorbereitung an, und schitzen Sie die
Zeit lieber zu groflziigig ein. Das Gehirn muss genauso intensiv und konstant
wie ein Muskel trainiert werden, um zum Zeitpunkt der Priifung in Hochform zu
sein. Es ist schwer, allgemeine Zeitangaben zu machen, aber drei bis vier Wochen
langes Vollzeit-Lernen fiir eine Priifung ist kein Luxus.

— Das blof3e Durcharbeiten ,angeblich priifungsrelevanten Stoffs reicht nicht aus,
um das Gehirn in der mathematischen Denkweise zu iiben, die fiir das Bestehen
der Priffungen notwendig ist. Auch wenn Sie es fiir noch so unwahrscheinlich
halten, dass danach gefragt wird, ist z.B. das Durcharbeiten von Beweisen eine
Art ,Kraftstudio® fiirs Gehirn, auch wenn Sie einige Schritte nicht verstehen.

— Werden Sie misstrauisch, wenn Sie beim Durcharbeiten des Stoffs das Gefiihl
haben, ,,alles zu verstehen. Es ist in diesem Fall eher wahrscheinlich, dass Sie die
wirklichen Schwierigkeiten nicht sehen. Es ist natiirlich, dass Sie sehr oft linger
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iiberlegen und Zwischenschritte machen miissen, um zu verstehen, wie aus einer
Zeile die néchste folgt.

— Unterschitzen Sie nicht die Wirkung des Schreibens beim Lernen. Machen Sie
selbst den Test: Lesen Sie zuerst eine Formel nur, und versuchen Sie dann, sie
auswendig auf ein Blatt zu schreiben. Alternativ schreiben Sie eine andere For-
mel, statt zu lesen, zuerst ab, und schreiben Sie sie dann auswendig auf. Das
Mitnehmen von Spickzetteln ist natiirlich verboten, aber Spickzettel zur reinen
Vorbereitung zu schreiben ist erlaubt!

Allgemeine Tipps fiir Klausuren

— Lesen Sie nach dem ersten Durchlesen vor der Bearbeitung jede Aufgabe noch
einmal in Ruhe durch, und achten Sie darauf, dass Sie alle Teilfragen erfasst
haben. Sehr oft werden einfache Aufgabenteile in der ersten Eile tibersehen und
kosten unnotig Punkte.

— Ein ganz wichtiger Erfolgsfaktor bei Klausuren ist Routine beim Losen von Auf-
gaben. Dafiir ist es notig, von einem Aufgabentyp hinreichend viele Beispiele
selbst zu losen (nicht Losungen durchzulesen!). Wie viele es sein sollen, kann
man nicht allgemein sagen, aber zehn Beispiele pro Typ ist eine gute untere
Schranke. Mehr Routine bedeutet weniger Angst, mehr Sicherheit und vor allem
mehr Zeit, die man bei schwierigeren Nicht-Routine-Aufgaben gut gebrauchen
kann.

— Bei Aufgaben, von denen Sie nicht glauben, dass Sie sie losen koénnen, sollten
Sie trotzdem etwas versuchen: zum Beispiel konnen Sie Definitionen hinschrei-
ben, die man fiir die Losung brauchen wird, oder Sie konnen versuchen, einige
Schliisse von vorwirts oder riickwirts zu machen. Auch wenn der Versuch un-
vollstandig bleibt, konnten Sie daftir den einen zum Bestehen fehlenden Punkt
in der Klausur bekommen!

— Gehen Sie nicht vor Ablauf der Prifungszeit aus der Klausur! Nutzen Sie die Zeit
lieber, um ihre Lsungen zu kontrollieren und so Rechenfehler zu finden, die
Sie das Bestehen der Klausur kosten kénnten. Neben der nochmaligen Priifung
Threr Rechnungen kénnen Sie oft eine Gegenkontrolle machen: Wenn Sie z.B.
in einer Aufgabe die Stammfunktion einer Funktion finden sollen, leiten Sie zur
Kontrolle die Stammfunktion ab!

Allgemeine Tipps fiir miindliche Priifungen

— Versuchen Sie, in der Endphase der Vorbereitung den Stoff nicht nur still zu lesen
oder zu schreiben, sondern gleichzeitig dartiber zu sprechen. Stellen Sie sich z.B.
vor, dass Sie in der Priifung gefragt werden, was eine stetige Funktion ist, und
beantworten Sie dann laut fiir sich die Frage mit Papier und Bleistift. Das macht
das Sprechen in der Priifung, in der man etwas aufgeregt ist, dann einfacher, weil
es nicht das erste Mal ist.

— Wenn Sie zwar gut vorbereitet sind, aber unter iibergroler Nervositit leiden,
diirfen Sie das zu Beginn der Priffung ruhig sagen. Es kann den Priifenden im
positiven Sinn zeigen, dass Sie die Priifung ernst nehmen, und entlastet Sie auch
selbst.



V' Tipps zur Priifungsvorbereitung

— Auch wenn es in der Mathematik nicht ums Auswendiglernen geht: Die wichtigen
Sitze und Definitionen muss man mit ihren Voraussetzungen genau reprodu-
zieren konnen. Die Voraussetzungen kann man sich tibrigens leichter merken,
wenn man beim Vorbereiten auch die Beweise durchgearbeitet hat.

— Bereiten Sie zu wichtigen Definitionen und Eigenschaften jeweils ein Beispiel und
ein Gegenbeispiel vor, z.B. eine stetige Funktion und eine nicht stetige Funktion,
eine stetige Funktion, die nicht gleichmifig stetig ist, eine Reihe die konvergiert,
aber nicht absolut konvergiert etc. Solche Fragen sind sehr beliebt!

— Wenn Thnen in der Priifung eine Frage gestellt wird, zu der Sie gar nichts sagen
konnen, ist es manchmal besser, dies zu sagen und um eine andere Frage zu
bitten. Wenn Sie lange herumraten und Thr Nichtwissen zu verbergen suchen,
konnen viele Minuten vergehen, in denen die Priifenden sehen, dass Sie etwas
nicht wissen; bei einer anderen Frage haben Sie dagegen die Chance, wieder
antworten zu konnen.

Neben dem reinen Vorlesungsstoff bieten sich heute vielfiltige Moglichkeiten, Material
zur Priifungsvorbereitung zu finden: Biicher mit klausurgeeigneten Ubungsaufgaben
und Losungen (z.B. [4, 14, 31]), Musterklausuren mit Losungen aus dem Internet,
Listen mit Priifungsfragen von Fachschaften etc. Schaffen Sie sich gleich zu Anfang
Threr Vorbereitung ein Reservoir, mit dem Sie parallel zum Stoff wichtige Themen
vertiefen.

Wenn Sie mit dem Gefiihl in die Priifungen gehen, dass Sie alles getan haben, was
Sie mit IThren Moglichkeiten tun konnten, dann sind Sie gut vorbereitet, und vielleicht
geht es Thnen dann so wie in der folgenden Geschichte:

Drei Frosche fallen in einen Milchtopf, der erste ist ein Optimist, der zweite
ein Pessimist und der dritte ein Realist. Der Optimist sagt, ,Es wird schon
klappen!, und ertrinkt. Der Pessimist sagt, ,Es geht sicher schiefl“, und er-
trinkt. Der Realist sagt, ,Ich bin ein Frosch und kann nur strampeln; und er
strampelt. Da wird die Milch zu Butter, und er steigt aus dem Milchtopf.
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