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Vorwort zur ersten Auflage

Der vorliegende Band stellt den zweiten Teil eines Analysis-Kurses fiir Stu-
denten der Mathematik und Physik dar.

Das erste Kapitel befat sich mit der Differentialrechnung von Funktionen
mehrerer reeller Veranderlichen. Nach einer Einfiihrung in die topologischen
Grundbegriffe werden Kurven im R”, partielle Ableitungen, totale Differen-
zierbarkeit, Taylorsche Formel, Maxima und Minima, implizite Funktionen
und parameterabhingige Integrale behandelt.

Das zweite Kapitel gibt eine kurze Einfiihrung in die Theorie der gewohnli-
chen Differentialgleichungen. Nach dem Beweis des Existenz- und Eindeutig-
keitssatzes und der Besprechung der Methode der Trennung der Variablen wird
besonders auf die Theorie der linearen Differentialgleichungen eingegangen.

Wie im ersten Band wurde versucht, allzu groe Abstraktionen zu vermeiden
und die allgemeine Theorie durch viele konkrete Beispiele zu erlautern, insbe-
sondere solche, die fiir die Physik relevant sind.

Bei der Bemessung des Stoffumfangs wurde beriicksichtigt, da die Analysis
2 meist im Sommersemester gelesen wird, in dem weniger Zeit zur Verfligung
steht als in einem Wintersemester. Wegen der Kiirze des Sommersemesters ist
nach meiner Meinung eine befriedigende Behandlung der mehrdimensionalen
Integration im 2. Semester nicht moglich, die besser dem 3. Semester vorbe-
halten bleibt.

Dies Buch ist entstanden aus der Ausarbeitung einer Vorlesung, die ich im
Sommersemester 1971 an der Universitiat Regensburg gehalten habe. Die da-
malige Vorlesungs-Ausarbeitung wurde von Herrn R. Schimpl angefertigt, dem
ich hierfiir meinen Dank sage.

Miinster, Januar 1977 O. Forster
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Vorwort zur 6. Auflage

Nachdem der erste Band der Analysis vor einigen Jahren eine griindliche Uber-
arbeitung erfahren hat, wurde nun auch der zweite Band einer Neubearbeitung
unterzogen. Einerseits erhielt der Text durch TgX-Satz eine schonere aufle-
re Form, was auch kiinftige Anderungen erleichtert. Zum anderen wurde das
Buch auch inhaltlich iiberarbeitet. Neben kleineren Veranderungen im Text
wurde im ersten Teil der Paragraph tiber implizite Funktionen durch einen Pa-
ragraphen iiber differenzierbare Untermannigfaltigkeiten des R™ ergdnzt. Der
zweite Teil iiber gewohnliche Differentialgleichungen beginnt nun nicht mehr
mit dem allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitssatz, sondern es werden zu-
erst zur Motivation verschiedene elementar losbare Differentialgleichungen
behandelt. Vor die allgemeine Losungstheorie linearer Differentialgleichun-
gen mit konstanten Koeffizienten wurde ein eigener Paragraph mit einfachen
(linearen und nicht-linearen) Differentialgleichungen 2. Ordnung eingefiigt,
die fiir die Physik relevant sind.

Miinchen, Marz 2005 Otto Forster

Vorwort zur 11. Auflage

Fiir die vorliegende Neuauflage habe ich, neben der Korrektur von bekannt
gewordenen Druckfehlern, den Text vor allem in den ersten drei Paragraphen
tiberarbeitet und dabei die topologischen Grundlagen ausfiihrlicher dargestellt.

Miinchen, August 2017 Otto Forster
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Webseite

Fiir die Analysis 2 gibt es eine Webseite, die tiber die Homepage des Verfassers
http://www.mathematik.uni-muenchen.de/ forster

erreichbar ist. Dort ist jeweils eine aktuelle Liste der bekannt gewordenden
Errata abgelegt.

Ich bin allen Leserinnen und Lesern dankbar, die mir per Email an
forster@mathematik.uni-muenchen.de

Fehlermeldungen oder sonstige Kommentare zusenden.

Otto Forster



Teil 1

Differentialrechnung im R”



§ 1 Metrische Raume, topologische Riume

Fiir unsere spateren Untersuchungen von Funktionen mehrerer Veranderlichen brau-
chen wir u.a. einige topologische Grundbegriffe im R", wie Umgebung, offene Men-
ge, abgeschlossene Menge, Rand. Es ist zweckmiBig, diese Begriffe gleich allge-
meiner in metrischen Raumen und topologischen Raumen zu untersuchen. Metrische
Réume sind Mengen, auf denen ein gewissen Axiomen geniigender Abstandsbegriff
gegeben ist, aus dem alles weitere abgeleitet wird. In topologischen Raumen wird alles
auf den Begriff der offenen Menge zuriickgefiihrt.

Definition. Sei X eine Menge. Unter einer Metrik auf X versteht man eine
Abbildung

d: X xX —R, (2,y)—d(zy)
mit folgenden Eigenschaften:
i) d(z,y) = 0 genau dann, wenn z = y.
ii) Symmetrie: Fiir alle z,y € X gilt
d(z,y) = d(y, z).
iii) Dreiecksungleichung (Bild 1.1): Fiir alle z, y, z € X gilt
d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Y Bild 1.1

Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d), bestehend aus einer Menge X und
einer Metrik d auf X. Man nennt d(z,y) den Abstand oder die Distanz der
Punkte « und y bzgl. der Metrik d.

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
O. Forster, Analysis 2, Grundkurs Mathematik, https://doi.org /10.1007/978-3-658-19411-6_1



4 I. Differentialrechnung im R™

Bemerkung. Aus den Axiomen der Metrik folgt, dass

d(z,y) >0 firallez,y € X.

Beweis. Wendet man die Dreiecksungleichung auf die Punkte x,y, x an, so
ergibt sich unter Verwendung von i) und ii)

0=d(z,z) <d(z,y) +dly,z) = 2d(z,y),  ged.

Bezeichnung. Sind Missverstandnisse ausgeschlossen, spricht man einfach von
einem metrischen Raum X, ohne die Metrik explizit anzugeben. Wenn dann
doch die Metrik von X gebraucht wird, werden wir sie meist mit dx bezeich-
nen.

Beispiele

(1.1) Die Menge R der reellen Zahlen und die Menge C der komplexen Zahlen
werden zu metrischen Rdumen, wenn man als Abstand definiert

d(z,y) = |z —y| fir 2,y e R (bzw. z,y € C).

(1.2) Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge von X . Die
sog. induzierte Metrik auf A ist definiert durch

di:Ax A — R,

Damit wird A selbst zu einem metrischen Raum.

(1.3) Ein Beispiel aus der Physik: Sei X ein optisches Medium, also ein licht-
durchlassiger Stoff, der nicht notwendig homogen und isotrop zu sein braucht.
X wird zu einem metrischen Raum, wenn man als Abstand d(z,y) zweier
Punkte z,y € X die Zeit (gemessen in einer vorgegebenen Zeiteinheit) defi-
niert, die ein Lichtstrahl einer gewissen Wellenlange von x nach y braucht. Die
drei Axiome der Metrik folgen aus nichttrivialen physikalischen Aussagen:

Die Eigenschaft i) folgt aus der Endlichkeit der Lichtgeschwindigkeit. Die
Symmetrie ist wegen des Satzes von der “Umkehrbarkeit des Lichtweges”
erfiillt. Die Dreiecksungleichung folgt aus dem “Fermatschen Prinzip”: Ein
Lichtstrahl wahlt zwischen zwei Punkten immer den Weg, der die kiirzeste
Zeit beansprucht.
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Seien namlich z, y, z drei Punkte von X. Sei L; der Weg des Lichtstrahls von
x nach y und L, der Weg des Lichtstrahls von y nach z. Bezeichnet L' den
aus L, und L, zusammengesetzten Weg, so ist der Zeitbedarf des Lichtstrahls
fir L/ gleich d(z,y) + d(y, z). Nach dem Fermatschen Prinzip braucht der
Lichtstrahl auf dem tatsachlich gewahlten Weg L von x nach z hochstens so
lange wie auf dem Weg L/, d.h.

d(w, z) < d(z,y) +d(y, z).

Dies Beispiel ist jedoch nicht ganz exakt, u.a. deshalb, weil das Fermatsche
Prinzip nur lokal gilt.

(1.4) Auf jeder Menge X kann man eine triviale Metrik einfiihren durch die
Definition

i _J 0 firz =y,
d(z,y) '7{1 fir z # y.

Normierte Vektorriume

Die wichtigsten Beispiele metrischer Raume entstehen aus normierten Vek-
torraumen.

Definition. Sei V' ein Vektorraum iiber dem Korper K = R oder K = C. Unter
einer Norm auf V' versteht man eine Abbildung

:V—R, x|,
mit folgenden Eigenschaften:
) |z[=0<«< z=0.
i) Az =Ml ||lz|| firalleA € Kundz € V.
ity lz+yl <z +lly| firallez,y e V.

Ein normierter Vektorraum ist ein Paar (V|| ||), bestehend aus einem Vektor-
raum V und einer Norm || || auf V. Ist klar, um welche Norm es sich handelt,
schreibt man meist nur kurz V' statt (V, || ||).

Satz 1. Sei (V.|| ||) ein normierter Vektorraum. Dann wird durch
d(z,y) = ||z —y| firz,yeV
eine Metrik auf'V definiert.
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Die drei Axiome der Metrik folgen unmittelbar aus den entsprechenden Eigen-
schaften der Norm.

Beispiele

(1.5) Sei V ein Euklidischer Vektorraum, d.h. ein Vektorraum versehen mit
einem symmetrischen, positiv definiten, bilinearen Skalarprodukt (z, ). Dann
wird durch ||z|| := \/(z, z) eine Norm auf V definiert.

(1.6) Auf dem R" betrachten wir das kanonische Skalarprodukt
<I7 y) =T + T2Y2 +...+ TpYn
fiir Vektoren (1, ...,x,) € R"und (yi,...,y,) € R”. Man nennt

loll = V(e 2) = \Jai + ...+ a2
die euklidische Norm von x. Der daraus abgeleitete Abstand ist
d(:lf,y) = H”L‘ - y“ = \/(1'1 - y1)2 +oo (2 — yn)z'

Im Folgenden verwenden wir auf dem R™, sofern nicht ausdriicklich etwas
anderes vermerkt ist, stets diesen euklidischen Abstand.

(1.7) Eine andere Norm auf dem R" ist die Maximum-Norm
2] = max(fz, .., 2,

fir (z1,...,2,) € R™ Zwischen der Maximum-Norm und der euklidischen
Norm besteht die Beziehung

2] < |zl < Vn |-

(1.8) Sei X eine beliebige Menge und (X ) der Vektorraum aller beschrénkten
reellwertigen Funktionen auf X, d.h. aller Funktionen f : X — R, fiir die

[fllx == sup{|f(2)] : v € X} < o0.

Dannist || ||x eine Norm auf B(X). Die Eigenschaften i) und ii) sind klar. Die
Dreiecksungleichung sieht man so:

Ilf+gllx = sup{|f(z) + g(x)| : 2 € X}
sup{|f(z)[ + [g(2)| : z € X}

sup{|f(z)| : « € X} + sup{|g(z)| : v € X}
= flx +llgllx-

NN
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(1.9) Fiir ein Intervall [a, b] C R sei C[a, b] der Vektorraum aller stetigen Funk-
tionen f : [a,b] — R. Bereits in An. 1, (18.6) haben wir die p-Norm

i = ([ 1)

kennengelernt.

Bemerkung. Die Beispiele (1.8) und (1.9) funktionieren natiirlich genauso mit
komplexwertigen statt reellwertigen Funktionen.

Umgebungen, offene Mengen

Wir fiihren jetzt einige topologische Grundbegriffe ein, die sich in metrischen
Raumen definieren lassen.

Bezeichnung. Sei (X, d) ein metrischer Raum, a € X ein Punkt und r > 0.
Dann heif3t

B(a):={zx e X :d(a,z) <7}
die offene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r bzgl. der Metrik d.

(Der Buchstabe B erinnert an engl. ball oder frz. boule.)

Definition (Umgebung). Sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge U C X
heit Umgebung eines Punktes x € X, falls ein ¢ > 0 existiert, so dass

B.(z) C U.

Insbesondere ist B.(z) selbst eine Umgebung von z. Man nennt B.(z) die
e-Umgebung von x.

Satz 2 (Hausdorffsches Trennungsaxiom). Sei X ein metrischer Raum. Dann
gibt es zu je zwei Punkten x,y € X mit x # y Umgebungen U von x und V
von y, die punktfremd sind, d.h. U NV = ().

Beweis. Sei d die Metrik auf X und ¢ := jd(z, y). Dann ist ¢ > 0 und
U= Ba(x)v V= BE(‘/)

sind punktfremde Umgebungen von = bzw. y, vgl. Bild 1.2. Denn gibe es einen
Punkt z € U NV, so wiirde mit der Dreiecksungleichung folgen

3e =d(x,y) < d(z,2) +d(z,y) <e+e,
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also 3¢ < 2¢, Widerspruch!

— &

Bild 1.2

Definition (Offene Mengen). Eine Teilmenge U eines metrischen Raumes X
heift offen, wenn sie Umgebung jedes ihrer Punkte ist, d.h. wenn zu jedem
x € U ein € > 0 existiert, so dass

B.(z) C U.

Beispiele

(1.10) Seien a,b € R, a < b. Das Intervall ]a, b] ist offen in R, denn ist z €
Ja, b], so gilt

B.(z) Cla,b] fir e:=min(|la—z|,|b— ).

Ebenso sind die uneigentlichen Intervalle |a, co[ und |—o0, a[ offen, dagegen
sind z.B. die Intervalle [a, b] und [a, b] nicht offen, denn fiir kein ¢ > 0 liegt
B.(a) ganz in [a, b] oder [a, b].

(1.11) Sei (X, d) ein beliebiger metrischer Raum, ¢ € X und r > 0. Dann ist
B, (a) offen im Sinn der obigen Definition. Denn sei z € B,(a). Dann ist

e=r—d(z,a) >0
und aus der Dreiecksungleichung folgt B.(x) C B, (a), siehe Bild 1.3.

(1.12) Bemerkung. Im R”™ erhalt man denselben Begriff der offenen Menge,
ob man die euklidische Norm oder die Maximum-Norm zugrunde legt. Denn
bezeichnet

B.(a):={x eR": |jxr —a| <}
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(2

Bild 1.3

die e-Umgebungen bzgl. der euklidischen Norm und
Bla):={z eR": |z —a|] <&}
die e-Umgebungen bzgl. der Maximum-Norm, so gilt
B;/\/n(a) C B:(a) C Bl(a).
Daraus folgt, dass jede offene Menge bzgl. der euklidischen Norm auch offen
bzgl. der Maximum-Norm ist und umgekehrt.
Satz 3. Fiir die offenen Mengen eines metrischen Raumes X gilt:
a) 0 und X sind offen.
b) Sind U und 'V offen, so ist auch der Durchschnitt U NV offen.

c) Sei U;, © € I, eine Familie offener Teilmengen von X. Dann ist auch die
Vereinigung | U; offen.

i€l
Beweis.

a) Der gesamte Raum X ist offen, da X Umgebung jedes Punktes z € X
ist. Die leere Menge ist offen, da es keinen Punkt = € ) gibt, zu dem es eine
e-Umgebung B.(z) C () geben miisste.

b) Sei z € UNV. Dann gibt es, da U und V' offen sind, £; > 0 und €5 > 0 mit
B.,(z) CU und B.(z)CV.

Fir € := min(ey, &5) gilt dann B.(z) C U NV, was zeigt, dass U NV offen
ist.

¢)Istz € |J,.; Ui, so gibt es einen Index j € I, so dass z € U;. Da U; offen

el
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ist, existiert ein € > 0 mit

B(x)cU;c| Ui, qed

i€l

Bemerkung. Aus b) folgt durch wiederholte Anwendung, dass ein Durch-
schnitt von endlich vielen offenen Mengen wieder offen ist. Dies gilt nicht
mehr fiir unendliche Durchschnitte. Z.B. sind die Intervalle | — F [n>1,
offen in R, aber ihr Durchschnitt

ﬁ}fi,lJr}l[:[O,l]

n=1

ist nicht mehr offen.

Definition (Abgeschlossene Mengen). Eine Teilmenge A eines metrischen Rau-
mes X heiit abgeschlossen, wenn ihr Komplement X ~\ A offen ist.

Beispiele
(1.13) Fiir a,b € R, a < b, ist das Intervall [a,b] C R abgeschlossen, denn
sein Komplement
R~ [a,b] = ]—00,a[ U ]b, 00|
ist nach (1.10) und Satz 3c) offen.

Ebenso sind die uneigentlichen Intervalle [a, +o0o[ und ]—o0, b] abgeschlossen,
denn die Komplemente

R\ [a,+00[ =]—00,a] und R~ ]—o00,b] = b, +o0|
sind nach (1.10) offen.

(1.14) Sind A; C R* und A, C R™ abgeschlossen, so ist auch A; x Ay C
R¥+™ abgeschlossen. Denn sei (z,y) € R* x R™ ein Punkt aus dem Komple-
ment von A; X Ay. Dann gilt x ¢ A; oder y ¢ A,. Seietwaz ¢ A;. Da Ay
abgeschlossen ist, gibt es ein £ > 0, so dass B.(x) C RF < A;. Daraus folgt

Be((w,y)) CRM™ N Ay x Ay,

was zeigt, dass das Komplement von A; x A, offen ist. Also ist A; x A,
abgeschlossen.
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Insbesondere folgt daraus, dass jeder Quader
Q:={(x1,...,2,) ER" 1 a; <y < b firi =1,...,n},
a;,b; € R, a; < b;, abgeschlossen in R™ ist.
(1.15) In jedem metrischen Raum X sind die Mengen () und X abgeschlos-

sen, denn ihre Komplemente X und () sind offen. Es gibt also Teilmengen, die
gleichzeitig offen und abgeschlossen sind.

(1.16) Fir a,b € R, a < b, ist das Intervall [a,b] C R weder offen noch
abgeschlossen.

Topologische Riume

Man kann die Begriffe Umgebung, offene und abgeschlossene Mengen in einen
noch abstrakteren Rahmen stellen. Man verzichtet auf eine Metrik und nimmt
die offenen Mengen als Grundbegriff.

Definition. Sei X eine Menge. Eine Menge 7 von Teilmengen von X heif3t
Topologie auf X, falls gilt:

a) 0, X eT.

b) Sind U,V € T,sogiltauchU NV € 7.

¢) Ist I eine beliebige Indexmenge und U; € 7 fiir alle i € I, so folgt
YuvieT.
i€l

Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, 7'), bestehend aus einer Menge X und
einer Topologie 7 auf X. Eine Teilmenge U C X heifit offen, wenn sie zu 7'
gehort. Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement
X \ A offen ist.

Falls klar ist, welche Topologie gemeint ist, schreibt man fiir einen topologi-
schen Raum nur kurz X statt (X, 7).

Beispiele

(1.17) Nach Satz 3 bildet das System der offenen Teilmengen eines metrischen
Raumes eine Topologie im Sinne der obigen Definition, ein metrischer Raum
ist also in natiirlicher Weise auch ein topologischer Raum.
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(1.18) Der R" ist ein metrischer Raum, also auch ein topologischer Raum. Da-
bei kommt es nach (1.12) nicht darauf an, ob man von der Euklidischen Metrik
oder der aus der Maximum-Norm abgeleiteten Metrik ausgeht. Die zugehorige
Topologie ist beidesmal dieselbe.

(1.19) Auf jeder Menge X kann man folgende zwei Topologien einfiihren:
i) Die grobste Topologie 7y := {0, X }.
ii) Die feinste Topologie 77 := P(X).
Dabei ist (X)) die Potenzmenge von X, die aus allen Teilmengen von X

besteht. Bzgl. der Topologie 7; sind also alle Teilmengen von X offen.

Falls X # 0, gilt 7y # 74, also sind die topologischen Raume (X, 7;) und
(X, 77) verschieden, obwohl die unterliegende Menge X gleich ist.

(1.20) Induzierte Topologie. Sei (X, T) ein topologischer Raum und Y C X
eine Teilmenge. Dann wird Y auf natiirliche Weise wieder ein topologischer
Raum mit der sog. induzierten Topologie (oder Relativ-Topologie)

T:=TNY:={UnY:UeT}

Die Axiome einer Topologie sind fiir 77 leicht nachzupriifen, also ist (Y, 77)
wieder ein topologischer Raum. Eine Menge V' C Y ist genau dann offen
bzgl. der induzierten Topologie, wenn es eine offene Menge U C X gibt mit
V=UnY.

Man beachte: Ist Y nicht offen in X, so sind die bzgl. der Relativ-Topologie
offenen Teilmengen V' C Y nicht notwendig offen in X.

Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und z € X ein Punkt. Eine
Teilmenge V' C X heifit Umgebung von x, wenn es eine offene Menge U € T
gibt, so dass

relUcCV.

Offenbar ist diese Definition im Fall metrischer Raume mit der frither gegebe-
nen dquivalent, da die e-Umgebungen B.(z) in einem metrischen Raum offen
sind.

Was in metrischen Rdumen als Definition der offenen Mengen diente (siehe
Seite 8), lasst sich in topologischen Raumen nun als Satz beweisen.
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Satz 4. Eine Teilmenge V eines topologischen Raumes X ist genau dann offen,
wenn sie Umgebung jedes ihrer Punkte ist.

Beweis. a) Ist V' offen, so folgt direkt aus der Definition, dass V' Umgebung
jedes Punktes x € V ist.

b) Zur Umkehrung. Sei V Umgebung jedes Punktes + € V. Dann gibt es zu
jedem z € V eine offene Menge U, mit x € U, C V. Daraus folgt

Yu.=v
zeV
Da die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen wieder offen ist, ist V' of-

fen, q.e.d.

Definition. Ein topologischer Raum (X, 7") heit Hausdorff-Raum, falls in
ihm das Hausdorffsche Trennungsaxiom gilt, d.h. zu je zwei Punkten z, y € X,
x # 1, existieren Umgebungen U von z und V von y mit U NV = ().
Beispiele

(1.21) Nach Satz 2 ist jeder metrische Raum ein Hausdorff-Raum.

(1.22) Sei X die zweipunktige Menge {0, 1}. Das folgende Mengensystem ist,
wie man leicht nachpriift, eine Topologie auf X:

7T :={0,{0},{0,1}}.

Der topologische Raum (X, 7) ist aber nicht Hausdorffsch, da die Punkte 0
und 1 keine punktfremden Umgebungen besitzen. (Die einzige Umgebung von
1 ist die Menge {0, 1}.)

Beriihrpunkt, Haufungspunkt, Randpunkt

Definition (Beriihrpunkt, Haufungspunkt). Sei X ein topologischer Raum und
A C X eine Teilmenge.

a) Ein Punkt € X heif3t Beriihrpunkt von A, wenn in jeder Umgebung U von
x mindestens ein Punkt von A liegt, d.h. U N A # (.

b) Ein Punkt z € X heifit Hiufungspunkt von A, wenn in jeder Umgebung U
von z ein von z verschiedener Punkt von A liegt, d.h. (U ~ {z}) N A #£ 0.

Dies verallgemeinert entsprechende Begriffsbildungen aus Analysis 1, § 9.
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Definition (Randpunkt). Sei X ein topologischer Raum und Y C X eine Teil-
menge und x € X. Der Punkt = heif3t Randpunkt von Y, wenn in jeder Umge-
bung von x sowohl ein Punkt von Y als auch ein Punkt von X \ Y liegt (Bild
1.4). Die Menge aller Randpunkte von Y heifit der Rand von Y und wird mit
Y bezeichnet.

Dies lasst sich auch so ausdriicken: Ein Punkt + € X ist genau dann Rand-
punkt einer Teilmenge Y C X, wenn x sowohl Berithrpunkt von Y als auch
Beriihrpunkt von X C Y ist.

X\Y

’//////

(1.23) Seien a, b € R, a < b, und sei [ eines der Intervalle

[a,b], [a,0], ]a,b], Ja,b] C R.

Bild 1.4 Randpunkt

Beispiele

Dann gilt in jedem Fall I = {a, b}. Dagegen besteht der Rand von [a, co[
oder |a, co[ nur aus dem Punkt a.

(1.24) Im R" ist der Rand der Einheitskugel
K={zeR":|z| <1}

die Einheitssphare
OK =S" ' :={z eR": |z = 1}.

(1.25) Der Rand von Q in R ist ganz R, denn in der Umgebung eines jeden
Punktes = € R liegen sowohl rationale als auch irrationale Zahlen (vgl. An. 1,

§9).
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Satz 5. Sei X ein topologischer Raum und Y C X. Dann gilt:
a) Die MengeY \. JY ist offen.

b) Die Menge Y U OY ist abgeschlossen.

¢) Der Rand 0Y ist abgeschlossen.

Beweis.
a) Sei a € Y \ 9Y beliebig. Dann gibt es eine offene Umgebung V' von a, so
dass

VN(X\Y)=0,

denn andernfalls wire a ein Randpunkt von Y. Fiir dieses V' gilt dann auch
V' NoY = (), denn wire y € V N Y, so ldge, da y ein Randpunkt von Y und
V Umgebung von y ist, in V' ein Punkt von X \ Y, was unserer Annahme tiber
V widerspricht. Insgesamt gilt also

VY \oy.

Dies zeigt, dass Y \ 9Y offen ist.

b) Wir setzen Y/ := X \ Y. Aus der Definition des Randes folgt unmittelbar

dY = 9Y". Nach Teil a) ist Y’ . 9Y” offen, also ist
XN(Y'NY)=(X\Y)udY' =Y Uuay

abgeschlossen.

c)Esgilt Y = (Y UJY) ~ (Y N\ 9Y), also
XNOY = (XN (YUaY))u (Y \aY)

Nach Teil a) und b) ist dies offen, also 9Y abgeschlossen.

Definition (Inneres, abgeschlossene Hiille). Ist Y Teilmenge eines topologi-
schen Raumes X, so heif3t

Y :=Y \. 8Y das Innere oder der offene Kern von Y und

Y :=Y U 9Y die abgeschlossenene Hiille von Y.

Man kann zeigen (siche Aufgabe 1.3):
a) Der offene Kern von Y ist die Vereingung aller offenen Mengen U C Y.

b) Die abgeschlossen Hiille von Y ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen
Mengen A D Y.
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Umgebungsbasen

Sei X ein topologischer Raum und a ein Punkt von X. Wir erinnern an den
Begriff der Umgebung von a. Eine Menge V' C X heifit Umgebung von a,
wenn es eine offene Menge U in X gibt, so dass z € U C V. Dies ist im All-
gemeinen ein sehr groflies System von Mengen. Fiir manche Untersuchungen
ist es niitzlich, mit kleineren Umgebungs-Systemen arbeiten zu konnen. Dies
fiihrt auf den Begriff der Umgebungsbasis.

Definition. Sei X ein topologischer Raum und a € X ein Punkt. Unter einer
Umgebungsbasis von a versteht man eine Menge U von Teilmengen von X
mit folgenden Eigenschaften:

i) Jedes V € Y ist eine Umgebung von a,

ii) Zu jeder Umgebung U von a gibtesein V € YmitU C V.

Hat man eine Umgebungsbasis 2J von a, so sind also die Umgebungen von a
alle Obermengen der speziellen Umgebungen V' € 0.

Beispiele

(1.26) Fir einen beliebigen topologischen Raum X und jeden Punkt a € X ist
natiirlich die Menge U (a) aller Umgebungen von a eine Umgebungsbasis von
a. Eine andere Umgebungsbasis Uy (a) ist die Menge aller offenen Mengen
UCXmitacU.

(1.27) Sei X ein metrischer Raum und ¢ € X. Dann erhalt man eine Um-
gebungsbasis Uy (a) als die Menge aller e-Umgebungen B.(a), ¢ > 0. Eine
kleinere Umgebungsbasis von a ist

Vy(a) := {Bim(a) : n > 1}.

U5(a) besteht aus abzdhlbar vielen Umgebungen von a.

(1.28) Wir geben noch ein ausgeartetes Beispiel. Sei X eine beliebige Menge
und 7 := P(X) die Topologie auf X, die aus allen Teilmengen U C X
besteht. Insbesondere sind alle einpunktigen Mengen {x} offen, und fiir jedes
x € X ist die nur aus dem einen Element {z} bestehende Menge U := {{x}}
eine Umgebungsbasis von z.
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Bemerkung. Die hier beschriebene Topologie 7 = PB(X) ist gleich der Topo-
logie, die der trivialen Metrik

) _JO firz=y,
d(z,y) '7{1 fir x # v,

zugeordnet ist, vgl. (1.4).

Definition. Sei X ein topologischer Raum. Man sagt, X geniige dem 1. Abzihl-
barkeitsaxiom, wenn jeder Punkt ¢ € X eine abzéhlbare Umgebungsbasis be-
sitzt.

Nach Beispiel (1.27) geniigt jeder metrische Raum dem 1. Abzahlbarkeitsaxi-
om. Es gibt auch topologische Raume, die das 1. Abzahlbarkeitsaxiom nicht
erfiillen. Bevor wir dazu ein Beispiel bringen, fithren wir noch folgenden Be-
griff ein.

Sei X ein topologischer Raum. Man sagt, X erfiillt das Trennungsaxiom T}
(oder kurz: X ist ein 7}-Raum), falls gilt: Zu je zwei Punkten x # y von X
existiert eine Umgebung U von x mity & U.

Dies ist eine Abschwichung des Hausdorffschen Trennungsaxioms': Jeder
Hausdorftraum ist auch ein 7}-Raum (aber nicht umgekehrt).

In einem 7-Raum X gilt offenbar: Der Durchschnitt aller Umgebungen eines
Punktes € X besteht nur aus dem Punkt z allein. Daraus folgt: Fiir jede
Umgebungsbasis U von x ist

(U ={z}.

Uel

(1.29) Sei X eine tiberabzahlbare Menge, z.B. X = R. Wir fiihren auf X
folgende Topologie 7 ein: Eine Teilmenge U C X ist offen, d.h. gehort zu 7,
genau dann wenn U = () oder U = X ~. A, wobei A eine beliebige endliche
Teilmenge von X ist. Es ist leicht zu sehen, dass dies eine Topologie ist, denn

(XNA)N(X N A) = XN (AUAy) und
U ~4) =X~ (4.

jed jedJ

'In diesem Zusammenhang wird das Hausdorffsche Trennungsaxiom auch Trennungsaxi-
om 75 genannt. Ein T5-Raum ist ein Hausdorffraum
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Der topologische Raum (X,7") geniigt dem Trennungsaxiom 7}, denn sind
x # y zwei Punkte von X, so ist U := X ~ {y} eine Umgebung von z, die
y nicht enthalt. Wir behaupten nun: Kein Punkt © € X besitzt ein abzdhlbare
Umgebungsbasis.

Beweis. Angenommen, der Punkt x hatte eine abzahlbare Umgebungsbasis
U = {U, : v € N}. Jedes U, hat die Gestalt U, = X \ A, mit einer endlichen
Teilmenge A, C X. Daraus folgt

(U, =X~A mitA=[JA,

veN veN
Da A abzéhlbar und X iiberabzéhlbar ist, folgt, dass ﬂVGN U, liberabzahlbar
ist. Andererseits miisste, da X ein 7}-Raum ist, gelten ﬂueN U, = {z}, Wi-
derspruch!

Bemerkung. Das Beispiel funktioniert auch, falls man auf X folgende Topolo-
gie einfiihrt: Die offenen Mengen sind, au3er der leeren Menge, alle Mengen
der Gestalt U = X ~ A, wobei A C X eine abzihlbare (endliche oder unend-
liche) Teilmenge ist.

Basis der Topologie

Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Unter einer Basis der Topo-
logie von X versteht man eine Teilmenge 8 C 7 mit folgender Eigenschaft:
Jede offene Menge U € 7 ist Vereinigung einer Familie (B;) ;e von Elemen-
ten B; € B,

U=JB;
jeJ
Dabei ist J eine beliebige Indexmenge (endlich oder unendlich).

(1.30) Beispiel. Ist X ein metrischer Raum, so bildet die Menge aller offenen
Kugeln B, (z), z € X, r > 0, eine Basis der Toplogie von X.

Definition. Sei X ein topologischer Raum. Man sagt, X geniige dem 2. Abzihl-
barkeitsaxiom, wenn X eine abzahlbare Basis der Topologie besitzt.

Genligt X dem 2. Abzahlbarkeitsaxiom, so auch dem 1. Abzahlbarkeitsaxiom.
Denn ist ®B eine abzahlbare Basis der Topologie, so ist fiir jedes x € X die
Menge

Y(z):={U B :zecU}
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eine abzahlbare Umgebungsbasis von x.

Satz 6. Fiir jedes n > 1 geniigt der R™ mit seiner iiblichen Topologie dem 2.
Abzdhlbarkeitsaxiom.

Beweis. Als Basis der Toplogie kann man wahlen die Menge aller offenen
Kugeln B,((z1,...,2,)), wobei x1, ..., z, alle rationalen Zahlen durchlduft
und 7 alle positiven rationalen Zahlen.

Wir betrachten jetzt folgende Situation: Gegeben sei eine Menge X (noch ohne
Topologie) und ein System B C (X ) von Teilmengen von X . Gesucht ist
eine Topologie 7 auf X, so dass B eine Basis von 7 wird. Unter einigen
Bedingungen an ‘B ist dies moglich, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 7. Sei X eine Menge und B C B(X) eine Menge von Teilmengen von X.
Es seien folgende Bedingungen erfiillt:

1) Zu jedem x € X existiert ein B € B mit x € B.

ii) Sind By, B € B und v € X ein Punkt mit x € By N Bs, so existiert ein
B3 e B mitxr € B3 C By N By.

Dann gibt es genau eine Topologie T auf X, so dass B Basis von T ist.

Beweis. Wir definieren 7 als die Menge aller Teilmengen, die sich als Ver-
einigung einer beliebigen Familie (B;);c; von Mengen B; € B darstellen
lassen. Es ist zu zeigen, dass 7 die Axiome einer Topologie auf X erfiillt (die
Eindeutigkeit ist klar).

1) Wegen der Eigenschaft i) gilt X € 7. AuBerdem ist ) € 7, denn () ist die
Vereinigung einer leeren Familie von Mengen.

2) Direkt aus der Definition folgt, dass 7 abgeschlossen gegeniiber beliebigen
Vereinigungen ist.

3) Es bleibt zu zeigen, dass aus Uy, Uy € 7 folgt U; N Uy € 7. Falls sogar
Uy, Uy € *B, folgt dies aus der Eigenschaft ii) von 98. Der allgemeine Fall folgt
aus der Formel

Ua)o(Usm)= U )

(i,§)eIx ]
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(1.31) Anwendung: Produkt-Topologie.

Es seien (X, 7;) und (Y, 73) zwei topologische Rdume. Dann wird die Produkt-
Topologie auf X x Y wie folgt eingefiihrt. Sei B C PB(X x Y') die Menge
aller Produkte U x V mit U € 77, V € 75. Man priift leicht nach, dass B die
Bedingungen i) und ii) von Satz 7 der Basis einer Topologie auf X x Y erfiillt.
Diese eindeutig bestimmte Topologie ist dann definitionsgemal} die Produkt-
Topologie.

Diese Konstruktion lasst sich in analoger Weise leicht auf ein Produkt
X x Xogx...xX,

von endlich vielen topologischen Raumen X, (v = 1,2, ..., n), libertragen.

Es stellt sich auch heraus, dass die iibliche Topologie auf dem R" gleich der
Produkt-Topologie auf R x R x ... x R ist.
N— —

r-mal

AUFGABEN
1.1. Auf R werde eine Metrik ¢ definiert durch
d(x,y) == arctan |z — y|.

Man zeige, dass ¢ die Axiome einer Metrik erfiillt und dass die offenen Men-
gen bzgl. dieser Metrik dieselben sind wie bzgl. der iiblichen Metrik d(z, y) =

lz —yl.
1.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Man zeige, dass die Abbildung
0: X xX —R, iz,y):=min(d(z,y),1)

eine Metrik auf X ist und dass die Metriken d und § dieselben offenen Mengen
auf X definieren.

1.3. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und ¥ C X eine Teilmenge. Man
zeige fur das Innere und die abgeschlossene Hiille von Y':

i) Y =|J{U:UCYundU offenin X},
i) Y= ﬂ {A: A DY und A abgeschlossen in X }.

1.4. Man beweise: Eine Teilmenge Y eines topologischen Raumes ist genau
dann offen, wenn Y NJY = () und genau dann abgeschlossen, wenn Y C Y.
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1.5. Seien X und Y topologische Ridume und A C X. B C Y beliebige
Teilmengen. Man zeige, dass bzg. der Progukt-Topologie auf X x Y fiir den
Randvon A x B C X x Y gilt:

0(Ax B) =(0A x B)U (A x 9B).

1.6. Es seien (X7, dy) und (X5, d2) metrische Rdume. Auf dem Produkt X :=
X7 x X5 werde eine Metrik definiert durch

d((zh I2)7 (yh 92)) = maX(dl (1}17 yl)a d?(l‘% y?))
fiir (@1, 22), (Y1, 42) € X1 x X
a) Man zeige, dass d: X x X — R die Axiome einer Metrik erfiillt.

b) Man beweise: Die aus der Metrik d abgeleitete Topologie auf X; x X,
ist gleich der Produkt-Topologie der Topologien auf X; und X5, die aus den
Metriken d; bzw. d, abgeleitet sind.

1.7. Auf der Menge R := RU{+o00} werde wie folgt eine Topologie definiert:
Eine Teilmenge U C R heifle offen, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
i) U N R ist offen in R im tiblichen Sinn.
ii) Falls co € U, existiert ein r > 0 mit |r, co[ C U.
iii) Falls —oo € U, existiert ein r > 0 mit |—oo, —r[ C U.
Man zeige, dass dadurch eine Topologie auf R definiert wird, mit der R ein

Hausdorff-Raum wird.

1.8. Man beweise: Ein topologischer Raum X ist genau dann ein 77-Raum,
wenn fiir jedes © € X die einpunktige Menge {z} abgeschlossen ist.

1.9. Sei X ein topologischer Raum. Man beweise: X ist genau dann Haus-
dorffsch, wenn die Diagonale

A={(z,y) e X x Xz =y}

abgeschlossen in X x X bzgl. der Produkt-Topologie ist.
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§ 2 Grenzwerte. Stetigkeit

In diesem Paragraphen wird der Begriff der Konvergenz von Punkt-Folgen und die
Stetigkeit von Abbildungen zwischen metrischen oder toplogischen Riumen einge-
fiihrt. Dies verallgemeinert entsprechende Begriffsbildungen fiir Folgen reeller Zahlen
und reelle Funktionen einer Veridnderlichen.

Definition (Konvergenz von Folgen). Sei X ein topologischer Raum und
() ken eine Folge von Punkten aus X . Die Folge (z},) heifit konvergent gegen
den Punkt a € X, in Zeichen

lim z, = a,
k—o0

wenn gilt: Zu jeder Umgebung U von a existiert ein N € N, so dass
r, €U flrallek > N.

Ist X speziell ein metrischer Raum mit Metrik dx, so ist dies gleichbedeutend
mit folgender Bedingung: Zu jedem ¢ > 0 existiert ein N € N, so dass

dx(zg,a) <e furalle k> N.

Die Konvergenz von Punktfolgen im R™ kann einfach auf die Konvergenz von
Folgen reeller Zahlen zuriickgefiihrt werden, wie folgender Satz zeigt:

Satz 1. Sei (zy)ken eine Folge von Punkten im R™,
Ty = (Ikl7zk27"'7xkn)7 keN

Genau dann konvergiert die Folge (z},) gegen den Punkt a = (a1, as, . .., a,) €
R™ wenn fiirv=1,2,...,n gilt

lim z1, = a,.
k—o0
Beweis. a) Es gelte limx;, = a. Dann gibt es zu vorgegebenem ¢ > 0 ein
N € N,sodass ||z —a|| < efiralle k > N. Daraus folgt firv =1,2,...,n
|2k —ay| < |lzg —al| <e fiur k> N.

Also ist limy o Ty = a,.
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b) Sei umgekehrt vorausgesetzt, dass limy_. T, = a, firv = 1,...,n. Zu
vorgegebenem ¢ > 0 gibt es dann ein N,, € N, so dass

|t —a,| <€ = fiir alle k > N,,.

€
vn
Firalle k > N := max(Ny, ..., N,) gilt dann

- 2 12 !
||lk - CLH - (Z |xku - al/| ) < \/ng =E.

v=1

Also gilt klim Tk = a.

Mit Hilfe der Konvergenz von Folgen kann man auch die abgeschlossenen
Mengen charakterisieren.

Satz 2. Sei X ein metrischer Raum mit Metrik dx. Eine Teilmenge A C X
ist genau dann abgeschlossen, wenn gilt: Fiir jede Folge (x)xen von Punkten

xi € A, die gegen einen Punkt x € X konvergiert, liegt der Grenzwert x schon
in A.

Bemerkung. Dies ist eine Verallgemeinerung von Analysis 1, §4, Corollar zu
Satz 5.

Beweis. a) Sei zunéchst A als abgeschlossen vorausgesetztund z, € A, k € N,
eine Folge mitlim x;, = x. Angenommen, x l4ge nichtin A. Da X \ A offen ist,
ist dann X \ A eine Umgebung von z. Nach der Definition der Konvergenz
gibt es ein N € N, so dass x; € X ~ A fiir alle £ > N. Das ist aber ein
Widerspruch.

b) Zur Umkehrung. Das Folgenkriterium sei erfiillt; wir wollen zeigen, dass
dann A abgeschlossen, d.h. X \ A offen ist. Sei x € X ~ A ein beliebiger
Punkt.

Behauptung: Es gibt ein ¢ > 0 mit B.(z) C X ~ A. Wire dies nicht der Fall,
kénnten wir zu jedem k& > 0 ein z;, € A finden mit dx (x4, ) < 1/k. Dann
gilt aber limz, = = € A, was im Widerspruch zu x € X ~\ A steht. Die
Behauptung ist also richtig, was zeigt, dass X ~\ A offen ist.

Cauchyfolgen, Vollstindigkeit

Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (21 )reny von Punkten
aus X heifit Cauchy-Folge, wenn gilt: Zu jedem € > 0 existiert ein N € N, so
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dass
d(zg, z,) <e furalle k,m > N.

Bemerkung. Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist ein Cauchy-
Folge.

Beweis. Sei lim z;, = . Dann gibt es zu vorgegebenem £ > 0 ein N € N, so
dass

d(zg,z) <e/2 firallek > N.
Daraus folgt mit der Dreiecks-Ungleichung fiir alle &, m > N
d(zg, Ty) < d(Tg, @) + d(z, 2m) < /2+¢/2 =k, q.e.d.

Definition (Vollstandigkeit). Ein metrischer Raum heift vollstindig, wenn in
ihm jede Cauchy-Folge konvergiert.

Ein vollstandiger normierter Vektorraum heifit Banach-Raum.

Satz 3. Im R™ konvergiert jede Cauchy-Folge.
Beweis. Sei @, = (xg1, Tk, - - -, Tkn)s k € N, eine Cauchy-Folge in R". Da
|2y — | < |2 — T

ist fiir jedes v = 1,2,...,n die Folge (zx,)ren eine Cauchy-Folge in R, die
wegen der Vollstandigkeit von R konvergiert. Nach Satz 1 konvergiert dann
die Folge (xy)gen in R™.

Definition (Durchmesser). Fiir eine Teilmenge A eines metrischen Raumes
(X, dx) wird ihr Durchmesser definiert als

diam(A) := sup{dx(x,y) : z,y € A}.
Die Menge A heiBt beschrinkt, falls diam(A) < oo.

Offenbar ist A genau dann beschrankt, wenn A in einer geniigend grofien Ku-
gel enthalten ist, d.h. wenn ein Punkt ¢ € X und eine positive reelle Zahl r > 0
existiert, so dass A C B,(a). Es gilt

diam(B,(a)) < 2r,

wie aus der Dreiecksungleichung folgt.
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Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung des Intervallschachtelungs-Prin-
zips aus An. 1, §5.

Satz 4 (Schachtelungsprinzip). Sei X ein vollstindiger metrischer Raum und
Ay DAL DA DA D ...

eine absteigende Folge nichtleerer abgeschlossener Teilmengen mit
kli»rglo diam(Ag) = 0.

Dann gibt es genau einen Punkt © € X, der in allen Ay, liegt.

Beweis. Dass es nicht mehr als einen solchen Punkt geben kann, ist klar. Es
ist also nur die Existenz zu zeigen. Zu jedem n € N wahlen wir einen Punkt
T, € A,.Da

dx(zp, p) < diam(Ay) firn,m > N,

ist (,,)nen eine Cauchy-Folge, konvergiert also gegen einz € X. Dax,, € Ay
fiir alle n > k, folgt aus Satz 2, dass © € Ay, q.e.d.

Stetige Abbildungen

Definition (Stetigkeit). Seien X und Y metrische Rdume und f : X — Y eine
Abbildung. f heif}t stetig im Punkt ¢ € X, falls

lim f(z) = f(a);

d.h. wenn fiir jede Folge (,),en von Punkten aus X mit lim z,, = a gilt
I f(z,) = f(a).

Die Abbildung f heifit stetig auf X, falls f in jedem Punkt a € X stetig ist.

Satz 5 (Komposition stetiger Abbildungen). Seien X, Y, Z metrische Rédume
und

f: XY, g:Y — 7
Abbildungen. Ist f stetig im Punkt a € X und g stetiginb := f(a) € Y, so ist
gof: X —Z7

stetig in a.
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Beweis. Ist lim z,, = a, so folgt lim f(z,) = f(a) = b, da f in a stetig ist. Aus
der Stetigkeit von g in b folgt lim g(f(x,)) = g(b) = g(f(a)), also

lim (g o f)(zn) = (9o f)(a),  qed.
Eine Abbildung f : X — R" mit Werten in R” wird durch n Komponenten-
Funktionen f, : X — R gegeben, die durch

flx)=(filz),..., fulz)) furallex € X

definiert sind.

Satz 6. Sei X ein metrischer Raum. Eine Abbildung
=01, fa): X —R"

ist genau dann stetig, wenn alle Komponenten f, : X — R, v =1,...,n,
stetig sind.

Dies folgt unmittelbar aus Satz 1.

Satz 7. Folgende Abbildungen sind stetig:

a) add: RxR —R, (z,y) —z+y,
b) mul: RxR — R, (z,y) — zy,

c) quot: RxR*—R, (x,y) — xy~ L.

Beweis. Sei ((zx, Yx))ren eine Folge von Punkten aus R x R mit
Jim (2, ye) = (2, y)-

Nach Satz 1 gilt dann lim z;, = x und lim y;, = y. Daraus folgt
leH;O add(zg, yx) = lim(zr +yx) = +y

und
lim mult(zy, yx) = im(zryr) = zy.

Gilt zusitzlich (xy, yx) € R x R* fiir alle k¥ € Nund (z,y) € R x R*, so ist
auch

klim quot(zx, yx) = lim(zyy;, ') = 2y~ "
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Daraus folgt die Stetigkeit von add, mult und quot.

Corollar. Sei X ein metrischer Raum und seien f,g : X — R stetige Funktio-
nen. Dann sind auch die Funktionen

f+g: X >R wund fg:X —R
stetig. Gilt aufSerdem g(z) # 0 fiir alle x € X, so ist auch

f
[Y
stetig.

Beweis. Nach Satz 6 ist die Abbildung
(fig): X — RxR

X —>R

stetig. Nun gilt

f+g=addo(fg),
fg = multo(f,g),
flg9 = auoto (f,g).
Aus Satz 7 und Satz 5 folgt nun die Behauptung.

(2.1) Beispiel. Ein Monom vom Grad r auf dem R" ist eine Funktion der
Gestalt

(mlv e '7171) = xlleQ ety

wobei ki, ..., k, natiirliche Zahlen mit k; + ... + k, = r sind. Eine Poly-
nomfunktion F' : R — R vom Grad < r ist eine Linearkombination von
Monomen vom Grad < r,

_ k1,.k2 k
F(zy,...,2,) = E Chyo kX1 XS o Ty
Eito. Ak <r

Ck,..k, € R. Da die Koordinatenfunktionen (z1,...,%,) — , und die kon-
stanten Funktionen stetig sind, folgt durch wiederholte Anwendung des Corol-
lars, dass alle Polynomfunktionen auf dem R" stetig sind.

Satz 8 (¢-6-Kriterium der Stetigkeit). Seien X, Y metrische Riume und a € X
ein Punkt. Eine Abbildung

f:X—=Y
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ist genau dann in a stetig, wenn zu jedem ¢ > 0 ein 0 > 0 existiert, so dass

dy(f(x), f(a)) <e fiirallex € X mitdx(z,a) <.

(Dieser Satz verallgemeinert den analogen Satz aus An. 1, § 11.)
Beweis.
a) Wir setzen zunéchst voraus, dass f in a stetig ist, d.h. lim f(z) = f(a).

Annahme: Das e-§-Kriterium ist nicht erfiillt. Dann gibt es ein ¢ > 0, so dass
fiir jedes 6 > O ein z € X existiert mit

dx(z,a) <o aber dy(f(z),f(a))>e.

Insbesondere gibt es zu § = 1 ein z,, € X mit

n

dx(Tn,a) < flL und  dy(f(x,), f(a)) > . (%)

Also ist lim z,, = a, woraus folgt lim f(x,,) = f(a). Dies steht aber im Wider-
spruch zu (x). Also ist das e-9-Kriterium doch erfiillt.

b) Das e-0-Kriterium sei erfiillt.

Sei (z,,) eine Folge in X mit limz,, = a. Wir miissen zeigen lim f(x,) =
f(a).Zu vorgegebenem ¢ > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass

dx(z,a) <6 = dy(f(z), f(a)) <e.
Da x, — a, gibtes ein N € N mit dx(z,,a) < ¢ fir alle n > N. Dann ist
dy (f(xy), f(a)) < efirallen > N. Also ist lim f(z,) = f(a), q.e.d.
(2.2) Beispiel. Sei (X, d) ein metrischer Raum und zy € X. Die Funktion
f : X — R sei definiert durch

f(x) :==d(x, x), (Abstand vom Punkt ).

Diese Funktion ist in jedem Punkt a € X stetig, denn es folgt aus der Drei-
ecksungleichung

|f(’L') - f(a)‘ = |d($€,1‘0) - d(a7 -TU[))| < d(x7a)7

d.h. |f(z)— f(a)| < efiird(z,a) < . Beim e-d-Kriterium kann man also hier
0 = e wiahlen.
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Bemerkung. Das e-0-Kriterium aus Satz 8 fiir die Stetigkeit einer Abbildung
f+ X — Y zwischen zwei metrischen Rdumen X, Y 1dsst sich auch so umfor-
mulieren: f istim Punkt a € X genau dann stetig, wenn zu jeder Umgebung V'
von f(a) € Y eine Umgebung U von a existiert mit f(U) C V. In dieser Form
ist es auch anwendbar zur Definition der Stetigkeit von Abbildungen zwischen
beliebigen topologischen Raumen.

Definition (Stetige Abbildungen von topologischen Raumen). Seien X, Y to-
pologische Rdume und f : X — Y eine Abbildung. Die Abbildung f heif3t
stetig im Punkt @ € X, wenn zu jeder Umgebung V' von f(a) € Y eine Um-
gebung U von a existiert mit f(U) C V. Die Abbildung f heiBt stetig auf X
(oder stetig schlechthin), wenn sie in jedem Punkt x € X stetig ist.

Man konnte natiirlich auch daran denken, die Definition der Stetigkeit mittels
Folgen (siehe Seite 25) zu verallgemeinern.

Definition (Folgenstetigkeit). Seien X, Y topologische Rdume und f : X —
Y eine Abbildung. Die Abbildung f heifit folgenstetig im Punkt a € X,
wenn fiir jede Folge (z,,)neny von Punkten von X mit lim, ...z, = a gilt

lim,, .o f(xn) = f((])

Es stellt sich jedoch heraus, dass im Allgemeinen eine folgenstetige Abbildung
nicht stetig ist. Wir betrachten dazu folgendes Beispiel.

(2.3) Sei X eine iiberabzihlbare Menge, z.B. X = R. Wir fiihren auf X zwei
Topologien 7; und 7; ein. Eine Menge U C X sei genau dann offen bzgl.
T, falls es eine abzéhlbare Teilmenge A C X gibt mit U = X ~ A. Es ist
leicht nachzupriifen, dass dies eine Topologie ist, vgl. auch die Bemerkung
im Anschluss an Beispiel (1.29). Die zweite Topologie sei definiert als 75 :=
PB(X), d.h. bzgl. T, ist jede Teilmenge von X offen. Wir betrachten nun die
identische Abbildung

(X)) — (X, %), z— f(z):==
1. Behauptung. Die Abbildung f ist in keinem Punkt a € X stetig.

Beweis. Da {a} offen in X bzgl. 75 ist, ist V' := {a} eine Umgebung von
f(a) = a. Es gibt aber keine Umgebung U von a bzgl. der Topologie 7; mit
f(U)=U CcV = {a}, da jede Umgebung von a bzgl. 7; aus unendlich vielen
Punkten besteht. Also ist f in @ nicht stetig.

2. Behauptung. Die Abbildung f ist folgenstetig in a.
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Beweis. Sei (x,,)nen eine Folge von Punkten, die bzgl. der Topologie 7; gegen
a konvergiert. Sei A die Menge aller Folgenglieder z,, mit x,, # a. Dann ist
U = X ~ A eine Umgebung von a (bzgl. 77), also existiert ein N € N, so
dass x,, € U fiir alle n > N. Nach Konstruktion von U folgt, dass z,, = a fiir
alle n > N. Dann ist auch f(z,) = 2, = a = f(a) firalle n > N, woraus
folgt, dass die Folge f(z,) gegen f(a) konvergiert (bzgl. 7T3). Also ist f in a
folgenstetig, q.e.d.

Unter geeigneten Abzahlbarkeits-Bedingungen sind die Begriffe stetig und fol-
genstetig jedoch dquivalent, wie folgender Satz zeigt.

Satz 9. Seien X, Y topologische Riume und f : X — Y eine Abbildung.
a) Ist f im Punkt a € X stetig, so ist f in a auch folgenstetig.

b) Besitzt der Punkt a € X eine abzihlbare Umgebungsbasis und ist f in a
folgenstetig, so ist f in a stetig.

Beweis. a) Wir setzen voraus, dass f in a stetig ist. Sei (x,,) eine Punktfolge
in X mit hm z, = a. Es ist zu zeigen, dass hm f(xn) = f(a). Sei V eine

beliebige Umgebung von f(a). Wegen der Stetlgkelt von f gibt es eine Um-
gebung U von a mit f(U) C V. Dalimx, = a, gibtes ein N € N, so dass
x, € U fir alle n > N. Daraus folgt aber f(z,) € V fiir alle n > N. Dies
beweist lim f(z,) = f(a).

b) Sei {U,, : n € N} ein abzdhlbare Umgebungsbasis von a. Wir diirfen an-
nehmen, dass U,, D U, fiir alle n € N. (Andernfalls ersetze man U,, durch
U, = ﬂkgn Uy.) Wir setzen voraus, dass f in a folgenstetig ist, und miissen
beweisen, dass f in a stetig ist.

Annahme. f istin a nicht stetig. Dann gibt es eine Umgebung V' von f(a), so
dass f(U,) ¢ V fiir alle n € N. Es gibt also fir jedes n € N einen Punkt
x, € U, mit f(z,) € V. Aus z,, € U, fiir alle n folgt limz,, = a, und
wegen der Folgenstetigkeit von f auch lim f(z,) = f(a). Dies steht aber im
Widerspruch zu f(z,) ¢ V fiir alle n. Daher ist die Annahme falsch und f in
a stetig.

Wegen Satz 9 sind also fiir topologische Raume, die dem 1. Abzahlbarkeitsaxi-
om geniigen (z.B. metrische Raume) die Begriffe stetig und folgenstetig aqui-
valent.
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Satz 10. Seien X, Y zwei topologische Riume. Eine Abbildung f : X — Y ist
genau dann auf ganz X stetig, wenn das Urbild f~1(V') jeder offenen Menge
V C Y offenin X ist.

Beweis. Sei zunachst f als stetig vorausgesetzt und sei V' offen in Y. Es ist
zu zeigen, dass (V) offen in X ist. Sei a € f~1(V) beliebig. Da V Um-
gebung von f(a) € V ist, gibt es wegen der Stetigkeit von f im Punkt a eine
Umgebung U von a mit f(U) C V. Daraus folgt aber U C f~(V). Deshalb
ist f~1(V') Umgebung von a. Daa € f~1(V) beliebig war, ist f~*(V') offen.

Sei umgekehrt vorausgesetzt, dass das Urbild jeder offenen Menge offen ist
und sei a € X beliebig. Ist V eine Umgebung von f(a), so gibt es eine offene
Menge Vi mit f(a) € V; C V. Dannist U := f~(V}) offen. U enthilt den
Punkt a, ist also Umgebung von a, und es gilt f(U) C V. Alsoist f in a stetig,
g.e.d.

Bemerkung. Da die abgeschlossenen Mengen gerade die Komplemente der
offenen Mengen sind, gilt auch: Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann
stetig, wenn das Urbild jeder abgeschlossenen Menge abgeschlossen ist.

(2.4) Beispiel. Sei X ein topologischer Raum, f : X — R eine stetige Funkti-
on und ¢ € R. Dann ist die Menge
U={zeX: flzx)<c}
offen und die Menge
A={zeX: f(x)=c}
abgeschlossen. Dennes gilt U = f~!(]—o0, ¢[) und A = f~!({c}). Die Menge

]—o0, ¢[ ist offen und die Menge {c} abgeschlossen in R.

Definition (Homoomorphismus). Seien X, Y topologische Raume. Eine bi-
jektive Abbildung f: X — Y heilt Homéomorphismus (oder topologische
Abbildung), wenn f stetig ist und die Umkehrabbildung f~!:Y — X eben-
falls stetig ist. Zwei topologische Raume heiflen homoomorph, wenn es einen
Homd&omorphismus f: X — Y gibt.

(2.5) Als Beispiel zeigen wir, dass der R" zur offenen Einheitskugel
B:={zcR": |jz|] < 1}
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homoomorph ist. Ein Homoomorphismus f : R" — B wird gegeben durch

N T
L+l

Diese Abbildung ist stetig, da = — z und x — 1+ ||z|| stetig sind. Es ist leicht
nachzupriifen, dass f bijektiv ist mit der stetigen Umkehrabbildung
x

g=f1:B—R" z~— .
1— [l

(2.6) Wir geben noch ein Beispiel einer bijektiven stetigen Abbildung zwi-
schen zwei metrischen Raumen, deren Umkehrung nicht stetig ist.

Sei X := (0,27 CRund Y := {(z,y) € R? : 2? + y? = 1} C R?, jeweils
versehen mit der von R bzw. R? induzierten Metrik. Die Abbildung

f: X —Y, tw(cost,sint),

ist stetig und bijektiv. Die Umkehrabbildung f~!: Y — X ist aber unstetig im
Punkt (1, 0) € Y. Die Punktfolge

pr = (cos(2m — 1/k),sin(2r — 1/k)) €Y, k>1,
konvergiert fiir K — oo gegen den Punkt (1,0) = f(0), die Folge
o =2r—1/k, k>1,
konvergiert aber nicht gegen 0.

Man kann sogar zeigen (vgl. § 3), dass es iiberhaupt keinen Homoomorphis-

mus X — Y gibt.

GleichméBige Konvergenz von Funktionenfolgen

Definition. Seien X eine beliebige Menge, (Y, dy ) ein metrischer Raum, sowie
fo:X—=Y neN und f:X-VY

Abbildungen. Man sagt, die Folge (f,,)nen konvergiere gleichmaBig gegen f,
falls zu jedem € > 0 ein V € N existiert, so dass

dy(fu(z), f(z)) <e firallex € X undallen > N.

(Die GleichmaBigkeit bezieht sich darauf, dass /N nur von ¢, aber nicht von
x € X abhangt.)
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Satz 11. Sei X ein topologischer Raum, Y ein metrischer Raum und
fn: X —>Y, mneN,

eine Folge stetiger Funktionen, die gleichmdifiig gegen die Funktion f : X —
Y konvergiere. Dann ist auch f stetig.

Beweis (vgl. An. 1, § 21, Satz 1). Wir zeigen, dass f in einem beliebigen Punkt
a € X stetig ist. Sei € > 0 vorgegeben. Es bezeichne dy die Metrik auf Y.
Wegen der gleichmiBigen Konvergenz existiert ein N € N, so dass

dy (fn(z), f(z)) < ; fiir alle z € X.
Da f im Punkt a stetig ist, gibt es eine Umgebung U von a, so dass

dy (fn(z), fn(a)) < Z firallex € U
Dabher gilt fiir alle x € U

dy(f(z), f(a)) < dy(f(z), fn(x)) + dy(fn(z), fr(a)
+dv(fN(a),f( )

e

€
3 3T 3= €, g.e.d.

Lineare Abbildungen

Satz 12. Seien V und W normierte Vektorrdume (iiber R oder C) und sei
AV -W

eine lineare Abbildung. A ist genau dann stetig, wenn es eine reelle Konstante
C > 0 gibt, so dass

|A@)|| < C|lz|| fiirallex € V.
Beweis. a) Wir setzen zunéchst die Stetigkeit von A im Nullpunkt voraus. Dann
gibtes zue = 1 ein 6 > 0, so dass

[A(z)|| <1 firalle z € V mit ||z]| < 6.
Wir setzen C' := 2/6. Sei jetzt z € V ~\ 0 beliebig, A := (C||z|)~*
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z:= Ax. Dann gilt ||z]| = |\| - ||z]] = /2 < 4, also ||A(2)|| < 1. Nun ist
1

Az) = A(\x) = MA(z) = Cllal A(z),
also folgt || A(z)|| < Cllz||.

b) Es gebe eine Konstante C' > 0 mit ||A(z)|| < C||=|| fiir alle z € V. Dann
gilt

[A(z) = Azo)l| = [[A(z — o) || < Cllz — zo-
Mit Hilfe des e-§-Kriteriums folgt daraus die Stetigkeit von A in x.

Bemerkung. Wie aus dem Beweis hervorgeht, ist die lineare Abbildung A :
V' — W genau dann auf ganz V' stetig, wenn A im Nullpunkt stetig ist.

Beispiele

(2.7) Sei C[a, b] der Vektorraum aller stetigen Funktionen f : [a,b] — R auf
dem Intervall [a,b] C R, versehen mit der Supremums-Norm

[£1l == sup{[f(2)| : = € [a, 0]}
Sei I : C[a,b] — R die durch das Integral

1= [ ' fa)dr
gegebene lineare Abbildung. Dann ist [ stetig, denn es gilt die Abschatzung
I(f)] < (b—a)|f|| firalle f e Cla,b].
(2.8) Sei C1[0,1] C C[0, 1] der Untervektorraum aller stetig differenzierbaren
Funktionen, ebenfalls versehen mit der Supremums-Norm. Sei
D:CY0,1] —C[0,1], f s f,
die durch die Differentiation D f := f’ gegebene lineare Abbildung.
Behauptung. D ist nicht stetig.
Beweis. Fiir die Funktionen f,, € C1[0, 1], f,(z) := 2", gilt
[full =1 und [[Dfu]| = 7.

Daher gibt es keine Konstante C' > 0 mit || D f,,|| < C||f..|| fiir alle n.
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Definition (Norm einer linearen Abbildung). Seien VV und W normierte Vek-
torrdaume und A : V. — W eine stetige lineare Abbildung. Dann wird ihre
Norm definiert als

[All = sup{[|A(z)[| : = € V mit [[z[] < 1}.
Bemerkung. Nach Satz 12 ist || A|| < co. Es gilt
JA()| < |A]] - ||=|| fiir alle z € V.
Dies folgt daraus, dass || A(,% )| < || A]| fiir alle z # 0.

el
Die Menge aller stetigen linearen Abbildungen A : V' — TV bildet in natiirli-
cher Weise einen Vektorraum. Man beweist wie in Beispiel (1.8), dass A —
||Al| die Axiome einer Norm erfiillt.

(2.9) Beispiel. Sei speziell V' = R" und W = R™. Nach (2.1) und Satz 6
ist jede lineare Abbildung A : R — R™ stetig. Beziiglich der kanonischen
Basen wird A durch eine m x n-Matrix

(@) 1<icmihsn € M(m x n,R)
gegeben und man hat folgende Abschitzungen fiir die Norm von A

max ag| < [ A] < v max]ag).
1, uR

Die erste Abschitzung ist trivial, die zweite sieht man so: Sei ||z|| < 1 und
y = Ax. Fiir die Komponenten von y gilt dann

n

yi:E apTy, t=1,...,m.
k=1

Dies kann man auffassen als das Skalarprodukt des Vektors (a;1, a;a, - - ., Gin)
mit dem Vektor z. Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt |y;| <
Vna, wobei @ = max;y |a;|. Daraus folgt ||y|| < /nma, also [|A| <
vnma.

AUFGABEN

2.1. Seien f,g : X — R zwei stetige Funktionen auf dem metrischen Raum
X. Fir x € X werde definiert

p(x) = max(f(z), g(x)),
P(x) = min(f(z), g(x)).
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Man zeige, dass die Funktionen ¢, 1 : X — R stetig sind.

2.2. Sei W der offene Wiirfel im R”,
Wo={(x1,...,2,) ER": |y < 1firi=1,...,n}

Man konstruiere einen Homoomorphismus von W auf die Einheitskugel
Bi(0) ={z e R" : ||| < 1}.

2.3. Man zeige, dass der Vektorraum C|a, b] aller stetigen Funktionen
f:]a,b] — R auf dem kompakten Intervall [a, b] C R mit der Supremumsnorm

[f1I:= sup{|f(z)] : = € [a, 0]}

vollstandig ist.

2.4. Auf dem Vektorraum C'[a, b] aller einmal stetig differenzierbaren Funk-
tionen f: [a, b] — R werde folgende Norm eingefiihrt:

[ fller == sup{|f ()| + |f' ()] : @ € [a, 1]}
a) Man zeige, dass C![a, b] mit dieser Norm vollstindig ist.
b) Man zeige, dass die Abbildung

D :C'a,b] — Cla,b], f+~ [,

stetig wird, wenn man C![a, b] mit der || ||¢c1-Norm und C[a, b] mit der Supre-
mums-Norm versieht.

2.5. Sei X ein vollstandiger metrischer Raum und Y C X eine Teilmenge.
Man zeige: Y ist mit der induzierten Metrik genau dann vollstandig, wenn Y
abgeschlossen in X ist.
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§ 3 Kompaktheit

Wir kommen jetzt zu dem sehr wichtigen Begriff der Kompaktheit und studieren das
Verhalten stetiger Funktionen auf kompakten Mengen, wie Annahme von Maximum
und Minimum und gleichmaBige Stetigkeit. Wir erhalten dabei von neuem von einem
abstrakteren Standpunkt aus die schon in Analysis 1 bewiesenen Sitze iiber stetige
Funktionen auf beschrankten abgeschlossenen Intervallen in R.

Definition. Sei A eine Teilmenge eines topologischen Raumes X. Unter einer
offenen Uberdeckung von A versteht man eine Familie (U;);c; von offenen
Teilmengen U; C X mit

Aclu.

i€l
Dabei ist I eine beliebige (endliche oder unendliche) Indexmenge.

Definition. Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (oder allgemeiner
eines Hausdorff-Raumes) X heiBt kompakt, wenn jede offene Uberdeckung
(Uy:)icr von A eine endliche Teiliiberdeckung besitzt, d.h. endlich viele Indizes
i1,...,4 € I existieren, so dass

A C Ui1UUi2U~~~UUik-

Ein Hausdorff-Raum X heifit kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von
X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt (dies ist der Spezialfall A = X der
obigen Definition).

Bemerkung. Der Begriff der Kompaktheit bereitet dem Anfanger erfahrungs-
gemal grofBe Schwierigkeiten. Die Definition besagt nicht, dass A kompakt
ist, wenn A eine endliche offene Uberdeckung besitzt. (Jede Teilmenge von
X besitzt eine endliche offene Uberdeckung, z.B. die aus der offenen Menge
X allein bestehende Uberdeckung.) Es wird vielmehr verlangt, dass man aus
einer beliebig vorgegebenen offenen Uberdeckung eine endliche Teiliiberde-
ckung auswihlen kann. Man nennt dies die Heine-Borelsche Uberdeckungsei-
genschaft.

Ein genaues Studium des Beweises des nachsten Satzes und des nachfolgenden

Beispiels hilft viel zum Verstiandnis des Kompaktheitsbegriffs.

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
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Satz 1. Sei X ein metrischer Raum und (x,,)nen eine Punktfolge in X, die
gegen den Punkt a € X konvergiert. Dann ist die Menge

A:={z, :neN}U{a}
kompakt.

Beweis. Sei (U;);e; eine offene ﬁberdeckung von A. Da a € A, gibt es einen
Index i* € I, so dass a € U;~. Weil U, offen ist, ist es eine Umgebung von a
und wegen lim z,, = a gibtes ein N € N, so dass

z, € Uy furallen > N.
AuBerdem liegt jedes x;, in einem gewissen U;, . Es gilt dann
A C UiDUUiIU...UUiNUUj*.

Wir haben also eine endliche Teiliiberdeckung gefunden.

(3.1) Der Satz gilt i.Allg. nicht mehr, wenn man aus A den Grenzwert der
Folge weglasst. Dies zeigt folgendes Beispiel: Sei

A::{}L:nEN\O}CR.

Behauptung: A ist nicht kompakt.

Beweis. Wir setzen

1 1

n+1’n71[ﬁjrn>2'

Ur=13.20 und U,:=|

U, ist offen, also (U,),>1 eine offene Uberdeckung von A. Jedes U, enthalt
genau einen Punkt von A, namlich 1:5 Deshalb wird A von keinem endlichen
Teilsystem (U,,,, U,, . . ., Uy, ) iberdeckt.

Wir wollen die kompakten Teilmengen des R™ charakterisieren. Dazu bewei-
sen wir zunéchst, dass alle abgeschlossenen Quader kompakt sind.

Satz 2 (kompakte Quader). Seien a,,b, € R, a, < b,, v = 1,2,...,n. Dann
ist der abgeschlossene Quader

Q:={(z1,...,7,) ER"1q, <, < b}

kompakt in R".
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Beweis. Sei (U;);e; eine offene Uberdeckung von Q).
Annahme. () kann nicht durch endlich viele U;, liberdeckt werden.

Um diese Annahme zum Widerspruch zu fithren, konstruieren wir durch voll-
standige Induktion eine Folge von abgeschlossenen Teilquadern

QDQ1D@:D...

mit folgenden Eigenschaften:

i) @y, kann nicht durch endlich viele U;, tiberdeckt werden.
i) diam(Qy,) = 27™ diam(Q).
Wir setzen (Qy := Q. Sei (),,, schon Konstruiert,

Qn=L xLx...x1I,,

wobei I, C R abgeschlossene Intervalle sind. Wir zerlegen /,, in zwei abge-
schlossene Intervalle der halben Lange,

I,=IYuI?,
und setzen fiir s, € {1,2}

QUrrosn) = 1) 5 I 5 s I,
Wir erhalten so 2" Quader mit

U Q4" =Q.  (siehe Bild 3.1).

81y

Q'ﬂl
Qo Qi
Q" &
Bild 3.1

Da @),,, nicht von endlich vielen U;, iiberdeckt werden kann, gibt es mindestens
(815-.s8

einen der Quader Q""" ”), der nicht von endlich vielen U;, tiberdeckt werden
kann. Diesen wihlen wir als @),,, 1. Es gilt

diam(Qp41) = ) diam(Q,,) = 27" diam(Q).
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Deshalb hat (),,,+1 wieder die Eigenschaften i) und ii).

Nach dem Schachtelungsprinzip (§2, Satz 4) gibt es einen Punkt a, der in allen
Qnm liegt. Da (U;) ;¢ eine Uberdeckung von @ ist, gilt a € Uj, fiir (mindestens)
einen Index ¢y € I. Wegen der Offenheit von U, existiert ein ¢ > 0 mit

BE((I) C Uiu-
Sei nun m so groR, dass diam(Q,,) < . Daa € Q,,, folgt
Qm C Bg(a) C Uio'

Dies ist ein Widerspruch zu i). Deshalb ist die Annahme falsch und der Satz
bewiesen.

Satz 3. Jede kompakte Teilmenge A eines metrischen Raumes X ist beschrinkt.

Beweis. Sei a € A beliebig. (Falls A leer ist, ist die Behauptung trivial.) Da
jeder Punkt aus X einen endlichen Abstand von « hat, gilt

[j B,(a) = X,
n=1

also ist (B, (a)),>1 eine offene Uberdeckung von A. Weil A kompakt ist, gibt
es endlich viele Indizes ny, . .., n; mit

Ac | Bu(a).

Jj=1

Fiir n := max(ni, ..., ny) giltalso A C B,(a), d.h. A ist beschrénkt.

Corollar. Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist beschrdankt.

Dabei heifit eine Folge (z,,)nen beschrinkt, wenn die Menge {z,, : n € N}
beschrankt ist.

Das Corollar folgt aus Satz 3 und Satz 1.
Satz 4. Sei X ein Hausdorff-Raum und K C X eine kompakte Teilmenge.

Dann ist K abgeschlossen und jede abgeschlossene Teilmenge A C K ist
kompakt.
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Beweis. a) Wir zeigen zunachst, dass K abgeschlossen ist, d.h. dass X ~ K
offen ist. Sei b € X \ K ein vorgegebener Punkt. Da X Hausdorffsch ist, gibt
es zu jedem Punkt € K offene Umgebungen U, von x und V,, von b mit
U,NV, =0.Da

U v. oK,

zek

und K kompakt ist, gibt es endlich viele Punkte z1, ..., zs € K mit
U,, U, U...ulU,, DK.

Dann ist
V=V, NnV,Nn...NV,,

eine offene Umgebung von b mit VN J;_, Uy, = 0, also V C X \ K. Da
b € X ~\ K beliebig war, ist X \. K Umgebung jedes seiner Punkte, also offen.

b) Sei (U;);es eine offene Uberdeckung von A. Die Menge U’ := X ~ A ist
offen und es gilt

Uvivv =x 5 K
icl

Da K kompakt ist, gibt es endlich viele Indizes iy, ..., i € [ mit
UyU...uU;, UU D K.

Daraus folgt

Ui1 U...uU Ulk D) A, qed

Satz 5 (Heine-Borel). Eine Teilmenge A C R™ ist genau dann kompakt, wenn
sie abgeschlossen und beschrdnkt ist.

Beweis. Ist A kompakt, so ist es nach den Sétzen 3 und 4 beschrankt und
abgeschlossen.

Ist umgekehrt A beschrinkt und abgeschlossen, so ist A in einem geniigend
grofen abgeschlossenen Quader () enthalten, der nach Satz 2 kompakt ist.
Nach Satz 4 ist dann A kompakt.

(3.2) Beispiel. Sei A C R kompakt. Da A beschrénkt ist, sind sup(A) und
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inf(A) endlich. Es existieren Folgen 2, € A, yx € A, (k € N), mit
limzy = sup(A) und limy, = inf(A),

vgl. An. 1, § 9. Da A abgeschlossen ist, folgt aus §2, Satz 2, dass
sup(A) € A und inf(A) € A.

(3.3) Man beachte: In einem beliebigen metrischen Raum ist eine abgeschlos-
sene und beschriankte Teilmenge nicht notwendig kompakt. Dazu betrachten
wir folgendes Beispiel: Sei X := R", aber mit einer anderen Metrik als der
euklidischen Metrik versehen:

d: X xX —>R, d(z,y):=min(]|z—yl,1).

Nach Aufgabe 1.2 sind die offenen Mengen bzgl. dieser Metrik dieselben wie
bzgl. der euklidischen Metrik; also sind auch die kompakten Mengen diesel-
ben. Der ganze Raum X ist beschréankt (mit diam(X') = 1) und abgeschlossen,
aber nicht kompakt.

Satz 6. Seien X, Y Hausdorff-Rdume und f: X — Y eine stetige Abbildung.
Ist K C X kompakt, so ist auch f(K) CY kompakt.

Beweis. Sei (U,);c; eine offene Uberdeckung von f(K). Nach § 2, Satz 10, ist
V; == f~1(U;) offen in X und es gilt K C |J,.; Vi. Da K kompakt ist, gibt es

endlich viele Indizes i1, ..., € I, so dass

el

K c V,u...uV,.
Daraus folgt

k

(3.4) Insbesondere folgt aus Satz 6: Sind zwei Hausdorff-Raume X, Y homo-
omorph, und ist einer der beiden Raume kompakt, so auch der andere. Zum
Beispiel ist die abgeschlossene Einheitskugel

K:={reR":|z|] <1}

weder zur offenen Einheitskugel noch zum ganzen R™ homoomorph; vgl. dazu
Beispiel (2.5). Ebenso folgt (vgl. Beispiel (2.6)), dass das Intervall [0, 27[C R
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nicht zur 1-Sphare
St={(z,y) eR?: 2® +y* =1}
homdomorph ist.

Satz 7. Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum und f: X — R eine stetige
Funktion. Dann ist f beschriinkt und nimmt sein Maximum und Minimum an,
d.h. es gibt Punkte p,q € X mit

f(p) =sup{f(x):z € X}, fl@) =inf{f(z) : 2z € X}.
Beweis. Nach Satz 6 ist A := f(X) C R kompakt. Die Behauptung folgt
deshalb aus der in (3.2) gemachten Bemerkung.

(3.5) Beispiel: Abstandsfunktion. Sei (X, d) ein metrischer Raum, A C X
eine Teilmenge und x € X. Der Abstand des Punktes = von der Menge A wird
definiert als

dist(z, A) := inf{d(z,y) : y € A}.
Die Funktion x +— dist(x, A) ist stetig auf X, denn wegen
dist(2', A) < d(2', z) + dist(x, A)
gilt | dist(z, A) — dist(2/, A)| < ¢ fiir d(z, 2') < e.
Fiir eine weitere Teilmenge K C X definiert man
dist(K, A) := inf{dist(z, A) : € K} = inf{d(z,y) : 2 € K, y € A}.
Behauptung. Ist A abgeschlossen, K kompakt und AN K = (), so gilt
dist(K, A) > 0.

Beweis. Da K kompakt und die Funktion = +— dist(x, A) stetig ist, gibt es
nach Satz 7 einen Punkt ¢ € K mit

dist(g, A) = dist(K, A).

Da A abgeschlossen ist, gibt es ein ¢ > 0 mit B.(q) C X \ A. Daraus folgt
dist(q, A) > e.

Bemerkung. Sind A; und A, punktfremde abgeschlossene Teilmengen eines
metrischen Raumes X, so ist nicht notwendig dist(A;, As) > 0, wie folgendes
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Beispiel zeigt: In X = R? sei
Ay i={(z,y) €R?: 2y = 0}
das Achsenkreuz und A, die Hyperbel
Ay = {(z,y) eR* 1 zy =1}
Dann gilt A; N Ay = 0, aber dist(A;, A3) = 0.

Als eine weitere Anwendung von Satz 7 beweisen wir nun den sog. Funda-
mentalsatz der Algebra.

Satz 8. Sein > 1 und

n

P(z) = chzk, c, €C, ¢, #0,

k=0

ein Polynom n-ten Grades mit komplexen Koeffizienten. Dann besitzt P min-
destens eine komplexe Nullstelle, d.h. es existiert ein zg € C mit P(z) = 0.

Beweis. Wir betrachten die stetige Funktion
g:C=R* =R, z=ua+1iy— g(z) = |P(2)].

Da ‘ llim |P(z)| = oo, existiert ein R > 0, so dass
Z|—00

Da die Kreisscheibe K := {z € C : |z| < R} kompakt ist, nimmt ¢ sein
Minimum auf K in einem gewissen Punkt 2y € K an. Da ¢g(0) = |co|, und g
auBerhalb von K iiberall Werte > |c,| annimmt, wird in 2z, sogar das absolute
Minimum der Funktion g auf C angenommen.

i) Falls g(z0) = 0, gilt P(zp) = 0 und wir sind fertig.

ii) Es bleibt also noch der Fall g(z9) = |P(z0)| > 0 zu betrachten. Wir
werden zeigen, dass dieser Fall nicht auftreten kann. O.B.d.A. konnen wir an-
nehmen, dass P(z) = 1 (andernfalls multipliziere man P mit P(z,)~!). Wir
fiihren die Variablen-Substitution ¢ := z — z durch. Da

k

&= (2 + ) = Z(k)z§7VCV7

v
v=0
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P(z+¢) = Q) =1+ > axc*
k=1

wieder ein Polynom n-ten Grades in (, das bei ¢ = 0 das absolute Minimum
seines Betrages annimmt. Sei m > 1 minimal mit a,, # 0. Damit ist

n

Q) =1+an"+R() mit R()= > ach
k=m+1
(Falls m = n, ist R = 0.) Mit M := " | |ax| gilt

[R(¢)] < MI¢|™" fiir [¢] < 1.
Wir konnen den Koeffizienten a,,, schreiben als
Uy = Ae™® mita € Rund A := |a,,| > 0.

Sei jetzt speziell

;. . T—«
(=re” mitr>0und ¢ :=
m

Damit ist @,,(™ = Ar™eietime = Armei™ = — Ar™ und
Q)] =1 = Ar™ + R(O] < |1 = Ar™| + Mr™*! < 1= Q(0),

falls 7 > 0 geniigend klein ist. Dies steht aber im Widerspruch dazu, dass @

an der Stelle 0 sein Minimum annimmt. Der Fall ii) kann also nicht auftreten

und Satz 8 ist bewiesen.

Corollar. Jedes Polynom n-ten Grades (n > 1) mit komplexen Koeffizienten
P2)=2"+co 12" 4. teazta

ldsst sich in ein Produkt von Linearfaktoren zerlegen:
Pz)=(z—z)(z—2) ...- (2 —2,) mitz €C.

Beweis durch Induktion nach n. Der Induktions-Anfang n = 1 ist trivial.

Induktions-Schritt (n — 1) — n. Nach Satz 8 existiert ein z; € C mit P(z;) =
0. Mit der Variablen-Substitution ( = z—2z; ist Q({) := P(z1+() ein Polynom
in ¢ vom Grad n mit Q(0) = 0. Daher verschwindet das konstante Glied von
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@ und es gilt Q(¢) = ¢-Q1(¢) mit einem Polynom @); vom Grad n — 1. Daraus
folgt

P(z) = (z —z1)Pi(z) mit Pi(2) := Qi(z — z1).

Auf P lisst sich die Induktions-Voraussetzung anwenden und das Corollar ist
bewiesen.

Bemerkung. Da in einem Korper ein Produkt von Elementen genau dann gleich
null ist, wenn einer der Faktoren verschwindet, gilt

Pz)=(z—z)(z—22) ... - (2—2,) =0

genau dann, wenn z = z; fiirein j € {1,2,...,n}. Fasst man gleiche Linear-
faktoren zusammen, so erhalt man eine Darstellung der Form

P)=(z—2z)f" ... (2 —2)", kiz1l, ki+...+k =n,

mit paarweise verschiedenen 21, . .., 2, € C. Man nennt dann z; eine Nullstel-
le von P der Vielfachheit k;.

Das Folgende ist eine Verallgemeinerung der entsprechenden Aussage im R*,
vgl. An. 1, §5, Satz 6.

Satz 9 (Bolzano-WeierstraB). Sei A eine kompakte Teilmenge eines metrischen
Raumes X und (x,,)nen eine Folge von Punkten x,, € A. Dann gibt es eine
Teilfolge (xy, )ken, die gegen einen Punkt a € A konvergiert.

Beweis. Angenommen, keine Teilfolge von (z,,)nen konvergiert gegen einen
Punkt von A. Dann besitzt jeder Punkt a« € A eine offene Umgebung U,,
in der nur endlich viele Folgenglieder liegen (ldgen in jeder Umgebung von
a unendlich viele Folgenglieder, konnte man eine Teilfolge konstruieren, die
gegen a konvergiert). Trivialerweise gilt

Ac |JU.
acA

Da A kompakt ist, gibt es endlich viele Punkte ay, .. ., a,, € A mit
AC U,U...ul

am *

Dann ldgen aber in A nur endlich viele Folgenglieder, Widerspruch!
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Corollar. Jede beschriinkte Folge (x;);cn im R™ besitzt eine konvergente Teil-
folge.

Beweis. Dies folgt aus Satz 9 und Satz 2, da die beschrinkte Folge (z;) in
einem genugend groflen abgeschlossenen Quader enthalten ist.

Definition (gleichmiBige Stetigkeit). Seien X, Y metrische Raume. Eine Ab-
bildung f: X — Y heiit gleichméifBig stetig, wenn zu jedem € > O ein § > 0
existiert, so dass

dy(f(z), f(2')) <e fiurallex,2’ € X mitdx(z,2') <.

Satz 10. Seien X, Y metrische Riaume und sei X kompakt. Dann ist jede stetige
Abbildung f: X — Y gleichmdfig stetig.

Beweis. Sei £ > 0 vorgegeben. Dann gibt es zu jedem z € X ein d(z) > 0, so
dass

dy(f(@), f(&) < fiirallea’ € By (x).

Da
U Bswypla) = X

rzeX

und X kompakt ist, gibt es endlich viele Punkte z;, ..., z; € X mit
Bsy2(@1) U U By 2(zr) = X.

Wir setzen
0 :==min(0(x1)/2,...,0(xx)/2).

Sind jetzt z, 2’ € X zwei beliebige Punkte mit dx(z,z') < d, so gibt es ein
je{l,..., k} mit

& € By(z,)/2(;), unddeshalb z' € By, (z;).
Es folgt
dy(f(a;), f@) <, und dy(F(z;), F() <

also dy(f(z), f(2)) <e, qed.

13
27
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Bemerkung. Der Satz, dass jede stetige Funktion f:/ — R auf einem kom-
pakten Intervall I C R gleichmaBig stetig ist (An. 1, § 11, Satz 4), ist ein
Spezialfall von Satz 10.

AUFGABEN

3.1. Man zeige, dass die Vereinigung von endlich vielen kompakten Teilmen-
gen eines Hausdorff-Raumes wieder kompakt ist.

3.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum mit der trivialen Metrik, vgl. Beispiel
(1.4),

_J0 firz=y,
d(z’y)"{l fiir = #£ .

Man zeige: Eine Teilmenge A C X ist genau dann kompakt, wenn sie endlich
ist.

3.3. Sei X ein metrischer Raum, Y € X und x € X Y ein Punkt mit
dist(Y, ) = 0. Man zeige, dass z ein Randpunkt von Y ist.

3.4. Eine Teilmenge A eines Hausdorff-Raumes X heif3it folgenkompakt, wenn
es zu jeder Folge (z,),en von Punkten x, € A eine Teilfolge (z,, )ren gibt,
die gegen einen Punkt @ € A konvergiert.

Man zeige: Eine Teilmenge A C R” ist genau dann folgenkompakt, wenn sie
kompakt ist. (Vgl. dazu auch Satz 9.)

3.5. Sei K eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes X und (U;);er
eine offene ﬁberdeckung von K. Man beweise: Es gibt eine Zahl A > 0 mit
folgender Eigenschaft: Zu jeder Teilmenge A C K mit diam(A) < X existiert
eini € I mit A C U; (Lebesguesches Lemma).

3.6. Seien X, Y Hausdorff-Rdume, X kompakt und f: X — Y eine stetige
bijektive Abbildung. Man beweise: Die Umkehrabbildung f~1:Y — X ist
stetig, d.h. f ist ein Homdomorphismus.

3.7. Man beweise: Jeder kompakte metrische Raum ist vollstandig.

3.8. Seien K und L kompakte Teilmengen von R". Man zeige, dass dann auch
dieMenge K + L :={x 4y :z € K,y € L} kompakt ist.
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3.9. Man beweise: Ein kompakter metrischer Raum X geniigt dem 2. Abzahl-
barkeitsaxiom, d.h. X besitzt eine abzahlbare Basis der Topologie.

3.10. Seien I,J C R kompakte Intervalle und f: I x J — R eine stetige
Funktion. Die Funktion F': I — R werde definiert durch

F(z) :=sup{f(z,y):y € J}.

Man zeige, dass F’ stetig ist.

3.11. Eine Funktion f : X — R auf dem topologischen Raum X heifit halb-
stetig von unten (bzw. von oben), wenn fiir jedes ¢ € R die Menge {x € X :
f(x) > ¢} (bzw. {z € X : f(x) < ¢}) offen in X ist. Man beweise: Ist X
kompakt, so nimmt jede von unten (oben) halbstetige Funktion f : X — R ihr
Minimum (Maximum) an.
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84 Kurvenim R"

Nach den bisherigen abstrakten Uberlegungen gehen wir jetzt wieder zur Untersu-
chung konkreter geometrischer Gebilde tiber, namlich von Kurven im R". Wir de-
finieren Kurventangenten, Schnittwinkel von Kurven und behandeln den Begriff der
Bogenlinge und ihre Berechnung.

In diesem Paragraphen setzen wir immer voraus, dass alle Intervalle aus mehr
als einem Punkt bestehen.

Definition. Unter einer Kurve im R” versteht man eine stetige Abbidung
f:I—R"
wobei I C R ein (eigentliches oder uneigentliches) Intervall ist.

Nach § 2, Satz 6, wird die Kurve f gegeben durch ein n-tupel
f = (flvf??"w.fn)

stetiger Funktionen f;, : I — R, kK =1,2,...,n. Die Kurve heif3t differenzier-
bar (bzw. stetig differenzierbar), wenn alle Funktionen f;, differenzierbar bzw.
stetig differenzierbar sind.

Beispiele

(4.1) Sei r > 0. Ein Kreis vom Radius r in der Ebene wird beschrieben durch
die Kurve

f:[0,2n] — R?,  t+ (rcost,rsint).
(4.2) Sei a € R" und v € R™ \ {0}. Die Abbildung
fR—R" t+—a+uvt
beschreibt eine Gerade im R" durch den Punkt a mit Richtungsvektor v.
(4.3) Seien r > 0 und ¢ # 0 reelle Zahlen. Die Kurve
f:R—R3 t (rcost,rsint,ct)
ist eine Schraubenlinie (Bild 4.1)
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T3
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T

Bild 4.1 Schraubenlinie

(4.4) Sei ¢ : I — R eine stetige reellwertige Funktion auf dem Intervall
I C R. Der Graph dieser Funktion kann als Kurve im R? aufgefasst werden:

fil— Rt (t(t).

Bemerkung. Manchmal ist folgende kinematische Interpretation einer Kurve
f : I — R™ niitzlich: Man fasst die Variable ¢ € I als Zeit und f(¢) € R" als
Ort auf. Die Kurve beschreibt dann die zeitliche Bewegung eines Punktes im
R".

Definition (Tangentialvektor). Sei / C R ein Intervall und
f=Un 0 fa): I — R

eine differenzierbare Kurve. Fiir ¢ € I heif3t
() =(f®),.... fu() eR?

der Tangentialvektor der Kurve f zum Parameterwert ¢. Falls f’(t) # 0, heit
der auf den Betrag 1 normierte Vektor f’(¢)/|| f'(t)|| Tangenten-Einheitsvektor.

Geometrische Interpretation. Der Tangentialvektor f'(t) lasst sich als Limes
von Sekanten auffassen, denn

P =t 1T =IO

h#0

vgl. Bild 4.2.
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ft+h)—f(t)
h

f(t+h)

7
Bild 4.2

Physikalische Interpretation. f’(t) ist der Geschwindigkeitsvektor im Zeitpunkt
t der durch f : I — R™ beschriebenen Bewegung (Grenzwert des Quotienten
aus Ortsdifferenz und Zeitdifferenz) und

P @I = VIR + .+ )2
ist der Betrag der Geschwindigkeit.
(4.5) Bemerkung. Eine Kurve f : I — R" braucht nicht notwendig eine in-
jektive Abbildung darzustellen. Gilt f(t1) = f(t2) =: x fiir t; # to, so heiBt

x Doppelpunkt der Kurve. Im Punkt x hat dann f i.Allg. zwei verschiedene
Tangentialvektoren. Als Beispiel betrachten wir die Kurve f : R — R2

ft):=# =1, —1).
Es gilt, wie man sich leicht tiberzeugt
FR) = {(2,y) € R?: y* = 2 + 2%},

vgl. Bild 4.3. Die Kurve hat einen Doppelpunkt fiir die Parameterwerte ¢t =
+1, denn es gilt

f(1) =f(=1) =(0,0).
Da f'(t) = (2t, 3t — 1), errechnet man fiir die Tangenten im Doppelpunkt

f=)=(-22), f(1)=(22).

Definition. Sei f : I — R" eine stetig differenzierbare Kurve. Die Kurve heif3t
reguldr oder nicht-singuldr, falls f'(t) # 0 fiir alle t € I. Ein Parameterwert
t € I mit f'(t) = 0 heiBt singular.
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Bild 4.3

(4.6) Beispiel. Wir betrachten die Neilsche Parabel
fR—R% s (35,

Fiir das Bild der Kurve gilt
fR) ={(z,y) €ER?:2 >0, y = +2°°},

vgl. Bild 4.4. Wegen f'(t) = (2t, 3t?) liegt fiir ¢ = 0 in der Spitze der einzige
singulare Punkt der Neilschen Parabel vor.

Bild 4.4
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Schnittwinkel

Seien f : [; — R™und g : I, — R™ zwei reguldre Kurven. Fiir die Parame-
terwerte ¢, € I; und ty € Iy gelte f(t1) = g(t2). Dann versteht man unter
dem Schnittwinkel 1 der Kurven f und g bei den Parameterwerten ¢;,t; den
Winkel zwischen den Tangentialvektoren f’(t1) und ¢'(t2), siche Bild 4.5. Der
Winkel 4 ist also bestimmt durch die Gleichung

(f'(tr), g'(t2))
£t - [lg'(t2)]

mit) <9 < 7.

cost) =

Bild 4.5

Bogenliinge

Sei [a,b] C R, a < b ein abgeschlossenes Intervall und f : [a,b] — R™ eine
Kurve. Unterteilt man das Intervall

a=th<t;<...<tp =0

und verbindet die Punkte f(¢;_1) mit f(¢;), firi = 1,2,..., k, geradlinig, so
erhilt man einen Polygonzug im R", siehe Bild 4.6. Die Linge dieses Poly-
gonzugs ist gleich

pr(tos- .-, tk) == Z I f(t:) — f(tioo)ll-

Die Lange der Kurve wird nun definiert als Grenzwert der Langen der Poly-
gonziige bei immer feineren Unterteilungen.

Definition. Eine Kurve f : [a,b] — R" heift rektifizierbar mit der Linge L,
wenn zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir jede Unterteilung

a=th<t1<...<ty=0
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fte-1)

f(t2)

ft)
fa) Bild 4.6

der Feinheit < § gilt
|pf(lfo7 R /tk) — L| <e.

Satz 1. Jede stetig differenzierbare Kurve f : [a,b] — R™ ist rektifizierbar, und
fiir ihre Lange L gilt

L= / 1F(8) .

Bemerkung. Die stetige Differenzierbarkeit ist nicht notwendig dafiir, dass ei-
ne Kurve rektifizierbar ist. Es gibt jedoch stetige Kurven, die nicht rektifizier-
bar sind.

Zum Beweis von Satz 1 benotigen wir einen Hilfssatz.

Hilfssatz. Sei f : [a,b] — R" stetig differenzierbar. Dann gibt es zu jedem
e>0eind >0, sodass

f@) = f(r) _

t—T1

f’(t)H <:

fiiralle t,7 € [a,bl mit 0 < |t — 7| < 0.
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Beweis.

a) Wir behandeln zunichst den Fall n = 1. Die Ableitung [’ : [a,b] — Riist
nach Voraussetzung stetig, also sogar gleichmaBig stetig. Zu ¢ > 0 gibt es also
ein 6 > 0, so dass

[f(t) — f'(s)| < e fiirallet,smit|t —s| < 4.

Sei nun ¢, 7 € [a,b] mit 0 < |t — 7| < &. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein
s zwischen ¢ und 7, so dass

f@) = f(7)

L= 1),
Also ist
ALY '“)‘ = 1f(s) - f(1)] <.

b) Sei jetzt n beliebig und f = (f1,..., f.). Danach (1.7)
H f@t) = f(7) fit) = fi(7)

t—T7 t—1

- o] < i

folgt die Behauptung aus Teil a).

Beweis von Satz 1. Sei e > 0 vorgegeben. Nach dem Satz liber die Approxima-
tion von Integralen durch Riemannsche Summen (An. 1, § 18, Satz 8) existiert
ein §; > 0, so dass

b k
[ o= 317w - o] < 5 m
“ i=1

fiir jede Unterteilung

a=ty <ty <...<tp=0» (%)

des Intervalls [a, b] der Feinheit < ¢;. Nach dem Hilfssatz gibt es ein 6 > 0
mit § < d; und folgender Eigenschaft: Hat die Unterteilung (x) eine Feinheit
< 9, so gilt

f(t) = f(tiza)
ti—ti
furi =1,..., k. Daraus folgt

17t = £l = 1 @)t = ti-1)]| <

3

BEACY Y

<

ti - ti,1 €

b—a 2 @
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Aus (1) und (2) folgt fiir jede Unterteilung (x) der Feinheit <

!Z 176~ sl = [ 170l << aea

Beispiele
(4.7) Sei > 0. Wir betrachten den Kreisbogen
f:[0,0] — R2 f(t) := (cost,sint).
Es gilt f'(t) = (—sint, cost), also
£/ = Vsin® t + cos? ¢ = 1.

Deshalb errechnet man fiir die Bogenlinge

L= [T = ["a=

Insbesondere ist der Umfang des Einheitskreises gleich 2.
(4.8) Die Zykloide ist die Kurve
f:R—R? tws(t—sint,1—cost).

Die Zykloide beschreibt die Bahn eines Punktes auf der Peripherie eines Krei-
ses vom Radius 1, der auf der z-Achse der x-y-Ebene abrollt, siche Bild 4.7.
Wir wollen die Lange L des Teils der Zykloide berechnen, der zu den Parame-
terwerten 0 < ¢ < 27 gehort, also den Bogen ABC in Bild 4.7. Es ist

)
9 B
t
0yA ‘ C
m 27 T Bild4.7

f'(t) = (1 —cost,sint),
I/ (D]? = (1 —cost)? +sin’t
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= 1—2cost+ cos’t +sin’t
= 2 —2cost = 4sin*(t/2),
also || f/(t)]| = 2| sin(¢/2)|. Damit wird

2m T
t
L:/ 2|sin |dt:4/ sinudu = 8.
0 2 0

Es ist bemerkenswert, dass sich fiir die Bogenlange eine rationale Zahl ergibt.

Parametertransformationen

Sei f : [a,b] — R™ eine Kurve, [, 3] C R ein weiteres Intervall und

¢ [, B] — [a, 0]

eine bijektive stetige Abbildung. Dann ist die zusammengesetzte Abbildung

g=/fop:[a,p] —R"
wieder eine Kurve im R"™. Man sagt, dass die Kurve g aus der Kurve f durch
die Parametertransformation ¢ hervorgeht. Sind sowohl ¢ als auch

ot [a,b] — [, ]
stetig differenzierbar, so nennt man ¢ eine C'-Parametertransformation.

Die Kurvenpunkte von f und g sind dieselben, denn es gilt g(t) = f(¢(t)) fir
alle t € [, /3], aber sie werden i.Allg. verschieden durchlaufen.

Da ¢ : [a, 3] — [a,b] stetig und bijektiv ist, tritt genau einer der beiden fol-
genden Fille auf:

1) ¢ ist auf [a, §] streng monoton wachsend. Man nennt die Parametertrans-
formation dann orientierungstreu.

2) ¢ ist auf [« (] streng monoton fallend. Dann heifit  orientierungsumkeh-
rend.

Ist ¢ eine C'-Parametertransformation, so ist ¢'(¢) # O fiir alle ¢ € [cv, 3], denn
aus ! o ¢ = id folgt mit der Kettenregel

(0™ (p(t)) - £ (t) = 1.

¢ ist genau dann orientierungstreu, wenn ¢'(t) > 0 fiir alle ¢ und orientie-
rungsumkehrend, wenn ¢’ (¢) < 0 fiir alle ¢.

Wir untersuchen nun noch das Verhalten von Tangentialvektoren, Schnittwin-
kel und Bogenlange bei Parametertransformationen.



4. Kurvenim R" 59
§

a) Tangentialvektoren. Sei f : [a,b] — R" eine differenzierbare Kurve und
¢ : a, 8] — [a,b] eine C!-Parametertransformation. Dann gilt fiir die Kurve

g=fop:[a,pf]l —=R"
g'(1) = f'(e(7)¢' (7).

Die Tangentialvektoren an die Kurve g zum Parameterwert 7 € [, 3] und
an die Kurve f zum Parameterwert ¢ := ¢(7) € [a,b] unterscheiden sich
also nur um den skalaren Faktor ¢'(7) € R*. Die zugehdrigen Tangenten-
Einheitsvektoren sind also gleich oder entgegengesetzt gleich, je nachdem ¢
orientierungstreu oder orientierungsumkehrend ist.

b) Schnittwinkel. Seien f; : [a;, b;] — R™ zwei reguldre Kurven (i = 1, 2). Fir
t; € a;, b;) gelte f1(t1) = fa(t2) und ¥ sei der Schnittwinkel von f; und f, bei
den Parameterwerten ¢, bzw. t.

Seien nun o; : [, B;] — [a;, b;] zwei C!-Parametertransformationen und g; :
fi0; die transformierten Kurven. Fiir 7; := ¢, ' (;) gilt dann g, (1;) = g2(7'2).
Wir bezeichnen mit ¢’ den Schnittwinkel von g; und g, bei den Parameterwer-
ten 7, bzw. 5. Aus a) folgt:

i) ¢ = 9, falls ; und 5 beide orientierungstreu oder beide orientierungs-
umkehrend sind.

ii) ¥ = 7 — ¢, falls von den Parametertransformationen (o, (o eine orientie-
rungstreu und die andere orientierungsumkehrend ist.

¢) Bogenlinge. Sei f : [a,b] — R" eine stetig differenzierbare Kurve, ¢ :
[ov, B] = [a, b] eine C'-Parametertransformation und

g:=fop:[a,p] —R"
Dann gilt

b 3
/ 1(6) e = / /() dr,

d.h. f und g haben dieselbe Bogenliange. Dies folgt aus der Substitutionsregel.
Wir fithren den Beweis fiir den (schwierigeren) Fall durch, dass ¢ orientie-
rungsumkehrend ist, d.h. ¢/(7) < 0 fiir alle 7 € [«, §]. Dann ist () = b und
©(f) = a, also

/ lg/(r)ldr = / (o) () ldr
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- [C15 @I s

a b
fAHﬂmW=LHHMW7qM-

Bemerkung. Die Invarianz der Bogenlange kann man auch direkt aus der De-
finition als Grenzwert der Langen einbeschriebener Polygonziige folgern.

AUFGABEN

4.1. Seien a, b, ¢, € Rmita < b, r > 0. Man berechne die Bogenldnge der
Kurve

fila,b] = R®  f(t):= (rcost,rsint,ct).

4.2. Sei c € R* und
F:R—=RY  f(t) := (e cost,e"sint).
Die Kurve f heiBt logarithmische Spirale.
a) Man skizziere die Kurve fiir ¢ = 2177 im Bereich —27 <t < 27.

b) Fiir [a,b] C R sei L, die Bogenldnge der Kurve f | [a,b]. Man berechne
L.

c) Existiert lim Lgq ?

d) Man zeige, dass die logarithmische Spirale jeden Kreis um den Nullpunkt
in genau einem Punkt schneidet und berechne den Schnittwinkel.

4.3. a) Man zeige, dass fiir jedes k € [0, 1] das uneigentliche Integral

L1 — k22
ORI
o —t

existiert. F'(k) heiit vollstédndiges elliptisches Integral zweiter Gattung.
b) Man driicke die Bogenldnge der Ellipse
f:00,27] = R?, ¢+ (a cost,bsint),

mit den Halbachsen a, b € R’ mit Hilfe von E(k) aus.
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§ 5 Partielle Ableitungen

In diesem Paragraphen definieren wir die partiellen Ableitungen von Funktionen meh-
rerer Verdanderlichen. Die partiellen Ableitungen sind nichts anderes als die gewohnli-
chen Ableitungen von Funktionen einer Veranderlichen, die man erhalt, wenn man alle
Veranderlichen bis auf eine festhalt. Mithilfe der partiellen Ableitungen werden wich-
tige Differential-Operatoren wie Gradient, Divergenz, Rotation und Laplace-Operator
definiert.

Die im letzten Paragraphen besprochenen Kurven waren Abbildungen von
Teilmengen von R in den R". Wir betrachten jetzt umgekehrt Abbildungen
von Teilmengen U C R”™ nach R,

fU—R,  (x1,...,2,) — f(z1,...,2,).
Der Graph von f ist die Menge
Ly={(v,y) eUxR:y=f(z)} C R

Im Fall n = 2 kann man sich den Graphen von f als Flache im dreidimensio-
nalen Raum vorstellen (Bild 5.1).

Y

Ty:f($175[2)

1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
: 72
|

o1 Bild 5.1

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
O. Forster, Analysis 2, Grundkurs Mathematik, https://doi.org /10.1007/978-3-658-19411-6_5



62 I. Differentialrechnung im R™

Eine Funktion f : U — R ist auch festgelegt durch die Schar N¢(c), ¢ € R,
ihrer Niveaumengen. Dabei ist

Ny(e) ={z€U: f(zx)=c} CR"

die Menge der Punkte, in denen f den Wert ¢ annimmt. Im Fall n = 2 nennt
man die Niveaumengen auch Hohenlinien (Bild 5.2). Man beachte jedoch, dass
fiir eine beliebige Funktion zweier Veranderlichen die Niveaumengen keine
“Linien” im anschaulichen Sinn zu sein brauchen. Wir werden auf diese Frage
noch einmal in § 8 zuriickkommen.

N

T

Bild 5.2 Hohenlinien

Definition (Partielle Ableitung). Sei U C R”™ eine offene Teilmenge und
f:U—R

eine reelle Funktion. f heiflt im Punkt x € U partiell differenzierbar in der
i-ten Koordinatenrichtung, falls der Limes

[z + he;) — f(x)
h
existiert. Dabei ist ¢; € R™ der i-te Einheitsvektor,
€ = (0701707‘0)

(—/\ﬂ
i-te Stelle

D.f(e) =

und fiir den Limes h — 0 hat man sich auf solche 2 € R zu beschranken, fiir
die h # Ound x + he; € U.

D, f(x) heiBt i-te partielle Ableitung von f in x.
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(Bemerkung. Damit man die i-te partielle Ableitung definieren kann, ist nicht
unbedingt notwendig, dass U offen ist. Es gentigt, dass wenigstens eine Folge
(hi)gen mit lim by, = 0 existiert, so dass hy # 0 und = + hge; € U fiir alle
k. Dies ist z.B. auch der Fall, wenn U = I; x ... x I,, mit abgeschlossenen
Intervallen [;, C R, die mehr als einen Punkt enthalten.)

Die partiellen Ableitungen einer Funktion f : U — R kann man als gewdhnli-
che Ableitungen von Funktionen einer Veranderlichen interpretieren:

Seix = (x1,...,x,) € U ein fester Punkt. Fiir i = 1, ..., n betrachten wir die
Funktionen

= fil&) = flan, i1, & Tigay oo, Tn)
Aus der Definition der partiellen Ableitung folgt

D;f(x) = lim fil@i+h) = filz:) = fi(@).

h—0 h
Die partielle Ableitung in der i-ten Koordinatenrichtung ist also nichts anderes
als die gewohnliche Ableitung nach der i-ten Variablen bei Festhaltung der
iibrigen n — 1 Veranderlichen. Deshalb gelten fiir die partiellen Ableitungen
analoge Rechenregeln wie fiir die gewohnlichen Ableitungen.

Definition. Sei U C R" offen. Eine Funktion f : U — R heiit partiell
differenzierbar, falls D;f(z) fir alle z € U und ¢ = 1,...,n existiert. f
heiBt stetig partiell differenzierbar, falls zusatzlich alle partiellen Ableitungen
D;f : U — R stetig sind.

0
Schreibweise. Statt D; f schreibt man auch 8f . Entsprechend auch

_ 9f(x)

of
(r) = or,

Dif () = ox;

Beispiele

(5.1) Als erstes einfaches Beispiel berechnen wir die partiellen Ableitungen
der Funktion zweier Veranderlichen

F: RZ I R7 (I-y) = F(l’,y) = 6Z2+y2
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Da fiir die Funktion einer Variablen f(z) := ¢*’*¢* (wobei c eine reelle Kon-
stante ist), gilt f/(z) = 22 %+, folgt

a 2+ 2 2 2

7TV =2 v Y

Ox
und ebenso

0 e$2+y2 — 9y ezz+y

dy
(5.2) Wir betrachten die Funktion r : R" — R,

r(z) = |z| = \/T1 +... 422 (Abstand vom Nullpunkt)
fir z = (21,...,%,) € R". Die Niveaumengen

Ni(e) ={z e R": r(z) = c}
sind fiir ¢ > 0 Sphéaren vom Radius c.

Behauptung. Die Funktion 7 ist in R™ \ 0 partiell differenzierbar und es gilt
firx = (z1,...,2,) #0.
Dies folgt daraus, dass die Funktion einer Variablen

£O—>\/l’%+...+£2+...+ﬂf%

differenzierbar ist. Mit der Kettenregel fiir Funktionen einer Veranderlichen

erhalt man (z4,...,2; 1,211, ..., %, sind dabei als Konstanten zu betrachten)
or 0
op. = gp A )
1 1
L 2 2\—1/2 Li
:2(z1+.,.+xi+,..+xn) 2=

(5.3) Sei f : R}, — R eine beliebige differenzierbare Funktion. Dann ist die
zusammengesetzte Funktion x — f(r(x)), die meist kurz mit f(r) bezeichnet
wird, auf R” \ 0 definiert und dort partiell differenzierbar. Aus der Kettenregel
fiir Funktionen einer Veranderlichen folgt

Dgr =10
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(5.4) Sei n > 2. Wir betrachten die wie folgt definierte Funktion /' : R" — R

{xl‘“'“"m" fiir z # 0,

F(z) = r(z)m

0 firx = 0.
In R™ \ 0 ist F' partiell differenzierbar, wie aus dem vorigen Beispiel und
der Produktregel fiir Funktionen einer Veranderlichen folgt. Fiir die partielle
Ableitung nach x; berechnet man
ag;f) - r" n + 1T Ty 6?71 (r=m)
T Ty 2x9- ...y

rn ) rnt2

Die partielle Ableitung in i-ter Koordinatenrichtung ergibt sich daraus durch
Vertauschen der Rollen von x; und x;, da I vollig symmetrisch von x4, . . ., x,
abhangt.

Die Funktion F' ist aber auch an der Stelle x = 0 partiell differenzierbar mit
)F F(he;)) — F

h—0 h =0,

da F(he;) = 0 fiir alle h € R. Daraus folgt, dass F' in ganz R" partiell dif-
ferenzierbar ist. F' ist aber im Nullpunkt nicht stetig. Betrachten wir etwa die
Werte von [ auf der gegen 0 konvergierenden Punktfolge

1 1
ak::< _), k>1.
Es gilt r(ay) = /n/k, also

AR
(V/k)e

Dalimy, ., F(a) = n~"/? und F(0) = 0, ist F' im Nullpunkt nicht stetig.

F(ay) = (unabhingig von k).

Fir Funktionen mehrerer Veranderlichen folgt also, im Gegensatz zum Fall
n = 1, aus der partiellen Differenzierbarkeit nicht die Stetigkeit.

Bemerkung. Wir werden im niachsten Paragraphen eine Verallgemeinerung des
Differenzierbarkeitsbegriffs auf Funktionen mehrerer Veranderlichen kennen
lernen, welche die Stetigkeit nach sich zieht. Insbesondere wird sich ergeben
(§ 6, Corollar zu Satz 2): Eine stetig partiell differenzierbare Funktion ist auch
stetig.
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Definition (Gradient). Sei U C R” offen und f : U — R eine partiell diffe-
renzierbare Funktion. Dann heif3t der Vektor

g f ) = (7 (). 7 @)

der Gradient von f im Punkt z € U.

Beispiele
(5.5) Fiir die in Beispiel (5.2) definierte Funktion r gilt fir z € R™ \ 0
gradr = .
r

Der Vektor f hat den Betrag 1 und die Richtung x. Mit den Bezeichnungen
von (5.3) gilt

grad f(r) = f'(r) i , zB. gradTl, -

r3

(5.6) Seien f,g : U — R zwei partiell differenzierbare Funktionen. Dann gilt
die Produktregel

grad(fg) = g-grad f + f - grad g.
Dies folgt aus der Produktregel fiir Funktionen einer Veranderlichen, denn

0 _of dg
ox; (f9) = ox; g+/ ox;’

7

Schreibweise. Statt grad f schreibt man auch V f, gesprochen Nabla f. Man
hat V als vektorwertigen Differentialoperator aufzufassen,

d 0
v:(axl"”’awn)'

Definition. Sei U C R" eine offene Teilmenge von R™. Unter einem Vektor-
feld auf U versteht man eine Abbildung

v:U— R"™
Jedem Punkt 2 € U wird also ein Vektor v(z) € R zugeordnet.

Der Gradient V f einer partiell differenzierbaren Funktion f : U — R ist ein
spezielles Vektorfeld.
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Definition (Divergenz). Sei U C R" eine offene Menge und
v=(v,...,0,): U — R"

ein partiell differenzierbares Vektorfeld (d.h. alle Komponenten v; : U — R
seien partiell differenzierbar). Dann heifit die Funktion

" v,
divoe :=
ivo ; o,
die Divergenz ' des Vektorfeldes v.

Bemerkung. Formal kann man die Divergenz von v als Skalarprodukt des Dif-
ferentialoperators V mit dem Vektor v schreiben,
"9
dive = (V. v) =

iveo = (V,v) Z .

i=1

V;.

Die Produktregel liefert fiir die Divergenz die folgende Rechenregel: Auf einer
offenen Menge U C R" sei f : U — R eine partiell differenzierbare Funktion
und

v:U—R"

ein partiell differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

827 (fuvi) = gi v+ f - g:j

Summation iiber ¢ ergibt
div(fv) = (grad f,v) + fdivo.

Mit Hilfe des Nabla-Operators schreibt sich diese Formel folgendermafen:
(V. fo) = (Vf,0) + f(V,0).

(5.7) Beispiel. Wir betrachten das Vektorfeld

F:R'"N0—R", F(x)=7, r=|az.

Idies ist natiirlich etwas ganz anderes als der Begriff Divergenz im Sinne von Nicht-
Konvergenz
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Dadivae = ) giz =nund (z, x) = r?, folgt mit (5.5)

i=

div‘: :(gradTl,,z>+71ﬂdivw:<_ "

Hohere Ableitungen

Sei U C R™ offen und f: U — R eine partiell differenzierbare Funktion. Sind
alle partiellen Ableitungen D, f: U — R selbst wieder partiell differenzierbar,
so heifit f zweimal partiell differenzierbar. Man kann dann die partiellen Ab-
leitungen 2. Ordnung D;D; f bilden.

Allgemeiner definiert man durch vollstdndige Induktion: Die Funktion f: U —
R heiit (k + 1)-mal partiell differenzierbar, wenn sie k-mal partiell differen-
zierbar ist und alle partiellen Ableitungen k-ter Ordnung

Dik .o D,ZD“f U — R
partiell differenzierbar sind.

Die Funktion f:U — R heiit k-mal stetig partiell differenzierbar, wenn sie
k-mal partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen der Ordnung
< k stetig sind.

A priori ist nicht klar, dass die Anwendung der Differentialoperatoren D; und
Dj, (i # j), auf eine zweimal partiell differenzierbare Funktion f:U — R
vertauschbar ist, d.h. D;D; f = D;D; f. Dies ist im Allgemeinen auch falsch,
siehe das Gegenbeispiel in Aufgabe 5.2. Der folgende Satz von H.A. Schwarz
sagt jedoch, dass es bei stetig partiell differenzierbaren Funktionen auf die
Reihenfolge der Differentiation nicht ankommt.

Satz 1 (Schwarz). Sei U C R" offen und f: U — R eine zweimal stetig partiell
differenzierbare Funktion. Dann gilt fiir alle a € U und alle i,j = 1,2,...,n
Beweis. Es bedeutet keine Einschrankung der Allgemeinheit anzunehmen, dass

n=2,i=1,7=2und a = 0. Statt (x1, ) schreiben wir zur Vereinfachung
(x,y). Es gibtein ¢ > 0, so dass

{(z,9) eR?: |z| < 6, |y| <0} C U.
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Fiir festes |y| < ¢ sei F, : |—d, 0] — R die Funktion einer Veranderlichen

Fyf) = fla.y) — f(.0).

Nach dem Mittelwertsatz (An. 1, § 16, Corollar 1 zu Satz 2) gibtes ein £ € R
mit |¢| < |z], so dass

F,(2) - F,(0) = F)(¢)a.

Nun ist F,(§) = D1f(§,y) — D1f(£,0). Der Mittelwertsatz, angewendet auf
die Funktion y — Dy f(&, y) liefert ein n mit || < |y|, so dass

D1f(€.y) = D1f (€ 0) = DD f (€, m)y.
Insgesamt ergibt sich also
f(a,y) = f(2,0) = f(0,y) + £(0,0) = DaDy £ (&, m)zy. M

Wir wiederholen jetzt diese Uberlegungen unter Vertauschung der Rollen von
2 und y. Zunachst wenden wir den Mittelwertsatz auf die Funktion

G.(y) = f(z,y) — f(0,y)
an und erhalten
G.(y) — G.(0) = G, ()y
mit |7| < |y|. Weiter folgt
G (7)) = Daf (2, 7]) = Daf (0,7]) = DiDaf(€, )
mit \f\ < |z|, also
f(@,y) = f(,0) = £(0,y) + £(0,0) = DDy f(, )y. ©)
Aus (1) und (2) folgt fiir zy # 0
DQle(§7 77) = D1D2f(57 ﬁ)a

wobei natiirlich (£,7) und (€,7) von (z,y) abhéingen. Lésst man nun (z,y)
gegen (0, 0) streben, so gilt auch (£, 17) — Ound (§,7) — 0. Aus der Stetigkeit
der Ableitungen D; D, f und DyD; f folgt

D,D, £(0,0) = DDy £(0,0), g.e.d.

Corollar. Sei U C R" offen und f:U — R eine k-mal stetig partiell differen-
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zierbare Funktion. Dann gilt
D’ik N DLZD“f = D’ivr(k) R D’iw(z)Din(l)f

fiiralleiy, is, ... 4 € {1,2,...,n} und jede Permutation w der Zahlen 1, . . . k.

Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion tiber & unter Verwendung der
Tatsache, dass sich jede Permutation aus Vertauschungen benachbarter Glieder
zusammensetzen lasst.

Schreibweise. Man verwendet auch die Schreibweisen

_0f o, Of 1 0\2
ok f
Dik RN Dllf = aj'm o 81“ N usw.

(5.8) Beispiel. Sei U eine offene Menge im R®. Fiir ein partiell differenzierba-
res Vektorfeld v: U — R? definiert man ein neues Vektorfeld rot v: U — R3,
die Rotation von v, folgendermaf3en:

61}3 _ 61}2 6’1}1 _ 81)3 81}2 _ 81}1)
(9.’132 (9.’1337 OTF; 8.7317 8.731 8.732 '

Aus Satz 1 folgt nun: Ist f: U — R eine zweimal stetig differenzierbare Funk-
tion, so gilt

rotv = (

rot grad f = 0.
Fiir die erste Komponente von rot grad f erhilt man nach Definition
f _ ’>f
81?281’3 8z38z2 n

Die anderen Komponenten ergeben sich daraus durch zyklische Vertauschung
der Indizes 1 — 2 — 3 — 1.

Damit ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld v: U — R? sich als Gra-
dient einer Funktion f: U — R darstellen lasst, ist also notwendig rot v = 0.

Bemerkung. Fiir zwei Vektoren z = (z1, 72, 23) € R* und y = (1, y2,93) €
R3 ist das Vektorprodukt definiert als

T Xy = (Toys — T3Ya, T3Y1 — T1Y3, T1Yo — Tay1) € R,
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Deshalb lisst sich die Rotation eines Vektorfelds v: U — R? formal auffassen
als Vektorprodukt des Nabla-Operators V mit v,

rotv =V xv.

Die Formel rot grad f = 0 schreibt sich damit V x V f = 0 und ist so einfach
zu merken, denn fiir jeden Vektor z € R® giltx x = = 0.

Der Laplace-Operator

Sei U C R" offen und f: U — R eine zweimal stetig partiell differenzierbare
Funktion. Man setzt

, >’f »’f
Af :=divgrad f = 022 +...+ a2
Man nennt
0? 0?

A= +...
0:2 T T g2

den Laplace-Operator. Er lasst sich formal als Skalarprodukt des Nabla-Ope-
rators mit sich selbst auffassen:

"9 9
<V,v>:;8xi~8$i —A.

(Deshalb findet man manchmal, vor allem in der physikalischen Literatur, auch
die Bezeichnung V2 fiir den Laplace-Operator.) Der Laplace-Operator spielt
eine wichtige Rolle in den Differentialgleichungen der Mathematischen Physik
(dort ist meist n = 3 oder n = 2). Die Gleichung

Af =0

heilt Potentialgleichung; ihre Losungen heilen harmonische Funktionen. (Zum
Beispiel geniigt das elektrostatische Feld im ladungsfreien Raum der Potenti-
algleichung.)

AuBer der Menge U C R", die als rdumlicher Bereich aufgefasst werde, sei
noch ein Intervall I C R gegeben, das als Zeitintervall interpretiert werde. Die
Koordinaten in U x I C R"*! seien mit

(z,t) = (z1,...,2p,t)
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bezeichnet. Fiir Funktionen

f:UXxI—TR, (2,t)— f(a,t),

heif3t
1 9*f
Af — =
! 2 Ot? 0
die Wellengleichung und
10f
Af — =0
/ k ot

die Wirmeleitungsgleichung. Dabei wirkt der Laplace-Operator auf f als Funk-
tion des Ortes x. (Die Konstanten ¢ > 0 und £ > 0 bedeuten die Wellenaus-
breitungs-Geschwindigkeit bzw. die Temperatur-Leitfahigkeit.)

Beispiele

(5.9) Sei f:R} — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Wir be-
trachten die Wirkung des Laplace-Operators auf die rotationssymmetrische
Funktion

R'\0—R,  ze f(r), r=]z.
Nach (5.5) gilt
grad f(r) = f'(r) T,
also nach der Produktregel und (5.7)
Af(r) = divgrad f(r) = div( /() })
= (grad f'(r), 1) + f'(r) div .
= (D + )"
d.h.
Af(r)y =)+ " L),

Daraus ergibt sich z.B.



85. Partielle Ableitungen 73

Insbesondere fiir n = 3 ist also 710 eine Losung der Potentialgleichung in R3\.0.

Dies ist bis auf einen konstanten Faktor das sog. Newton-Potential mit einer
Singularitat im Nullpunkt, welches das Gravitationsfeld eines im Nullpunkt
befindlichen Massenpunktes darstellt (und ebenso das elektrostatische Feld ei-
ner Punktladung im Nullpunkt).

Speziell fiir n = 2 ergibt sich noch

Alogr =0 inR*~ 0.
Die Funktion log r ist das zweidimensionale Analogon des Newton-Potentials.
(5.10) Wir wollen zeigen, dass die Funktion F: (R* \. 0) x R — R,

cos(r — ct)

F(z,t):= . , =z,

eine Losung der Wellengleichung
1 &
<A ~ 2 (%2) F(z,t)=0

im dreidimensionalen Raum ist. (Natiirlich gibt es noch viele andere Losun-
gen.) Nach der Formel in (5.9) gilt

2 (7 —
AF:(a +28>005(r ct).

or?  ror r
Nun ist
0 cos(r —ct)  sin(r—ct) cos(r—ct)
or r N r r2 ’
9% cos(r — ct) _ _cos(r —ct) 4o sin(r — ct) 4o cos(r — ct)7
or? r r 2 3
also
cos(r —ct)  cos(r — ct)
T T ’

Andrerseits ist

82 cos(r — ct) 2 cos(r — ct)

ot? r - r '
woraus die Behauptung folgt.

sin(r — ct)

Bemerkung. Genauso zeigt man, dass die Funktion der Wellen-
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gleichung geniigt. Wegen ¢° = cos ¢ + isin ¢ kann man beide Funktionen
zusammenfassen zu einer komplexwertigen Losung der Wellengleichung:

1 82 ei('rfct)
A— =0.
( c? 6t2> r 0

Die komplexe Form lasst sich auch leicht direkt nachrechnen.

AUFGABEN
5.1. Man untersuche, an welchen Stellen die Funktion
FiR =R (2y) = yv/202 4

(einmal) partiell differenzierbar ist und berechne dort ihre partiellen Ableitun-
gen.

5.2. Die Funktion F: R?> — R sei definiert durch
22 g2
F(x,y) = fur (x, 1 0,0
() =y, Yy i (ay) £ 0,0)

F(0,0) := 0.
Man zeige, dass F tiberall zweimal partiell differenzierbar ist, dass aber

D1 D,F(0,0) # D2D1F(0,0).
5.3.Sei U C R? offen und v: U — R3 ein zweimal stetig partiell differenzier-
bares Vektorfeld. Man zeige, dass

div rot v = 0.

5.4. Sei U C R? offen und seien f, g: U — R zweimal stetig partiell differen-
zierbare Funktionen. Man beweise die Formel

A(fg) = gAf +2(Vf,Vg) + fAg.

5.5. Man zeige: Die Funktion
F:R"xR. =R, F(x,t):=t"/2e lel?/at
ist eine Losung der Warmeleitungsgleichung

oF
AF — ot =0.
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5.6.Seic >0,k € R" und
w = | k|

Weiter sei f: R — R eine beliebige, zweimal stetig differenzierbare Funktion.
Man zeige: Die Funktion

F:R"xR—-R, F(z,t):= f((k,z) —wt)
ist eine Losung der Wellengleichung
1 0*F

AF —
¢ ot?

=0.
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§ 6 Totale Differenzierbarkeit

In diesem Paragraphen definieren wir die totale Differenzierbarkeit von Abbildungen
einer offenen Teilmenge des R™ in den R™ als gewisse Approximierbarkeit durch li-
neare Abbildungen. Im Gegensatz zur partiellen Differenzierbarkeit braucht man sich
dabei nicht auf die einzelnen Koordinaten zu beziehen; auch ist eine total differen-
zierbare Abbildung von selbst stetig. Ganz einfach aus der Definition lasst sich die
Kettenregel fiir differenzierbare Abbildungen ableiten.

Definition. Sei U C R" eine offene Menge und f: U — R™ eine Abbildung.
f heiBit im Punkt x € U total differenzierbar (oder differenzierbar schlechthin)
falls es eine lineare Abbildung

A:R*" — R"™
gibt, so dass in einer Umgebung von x gilt

flz+8) = f(2) + AL+ ¢(8), ©
wobei ¢ eine in einer Umgebung von 0 € R” definierte Funktion mit Werten
in R™ ist mit

lim #(8) =0.

&0 [I€]]

Mit dem in An. 1, § 12, eingefiihrten Landau-Symbol o (das sich in naheli-
gender Weise auf die hier vorliegende hoherdimensionale Situation tibertragt),
lasst sich die letzte Bedingung auch schreiben als

(&) = o(llgl)-

Bemerkungen.

a) Fir n = m = 1 liefert dies die iibliche Definition der Differenzierbarkeit
von Funktionen einer Verédnderlichen (An. 1, § 15, Satz 1).

b) Die lineare Abbildung A: R™ — R™ kann bzgl. der kanonischen Basen von
R™ bzw. R™ durch eine m x n-Matrix

(a;;) € M(m xn,R), (1<i<m,1<j<n)
beschrieben werden. Fassen wir die Elemente von R" bzw. R™ als Spaltenvek-

toren auf, so wird die Abbildung einfach durch Matrizen-Multiplikation von

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
O. Forster, Analysis 2, Grundkurs Mathematik, https://doi.org /10.1007/978-3-658-19411-6_6
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links gegeben,
(€551 a2 ... Qi &1
Af = . . . :
Am1 Am2 R Amn é-n
Im Folgenden identifizieren wir die lineare Abbildung A: R” — R™ mit der
sie beschreibenden Matrix.
Seien
fi $1
f=1: und =
.f'nl 80771

die Komponenten-Darstellungen von f und . Dann schreibt sich die Glei-
chung (x) ausfiihrlich als

file +6) = fila) + Y ay& +@il6), i=1,...,m.
j=1

Daran sieht man auch, dass die Abbildung f: U — R™ genau dann im Punkt
z differenzierbar ist, wenn alle f;: U — R in x differenzierbar sind.

(6.1) Beispiel. Sei C' = (¢;;) € M(n x n,R) eine symmetrische n x n-Matrix
und

n

fz):=(z,Cz) = Z CijTiT;

ij=1
die zugehorige quadratische Form f: R™ — R. Fiir z, £ € R” gilt
flz+& = (z+ & Cx+C¢)
= (2, Cx) + (&, Cx) + (2, CE) + (£, C¢)
= (z,Cx) + 2(Cz,&) + (£, C¢)
= [(@) +(a,§) + ¢(£).
mit a := 2Cz und p(§) = (£, C¢). Da

el < liEl - Icel < NCll - I,

lim v(§)

gilt
&0 |||l

= 0. Dies zeigt, dass f in x differenzierbar ist.
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Satz 1. Sei U C R” offen und f: U — R™ eine Abbildung, die im Punkt x € U
differenzierbar ist, und zwar gelte
fla+8) = fz) + AS+ o([<])
mit der Matrix A = (a;;) € M(m x n,R). Dann gilt:
a) f ist im Punkt x stetig.

b) Alle Komponenten f;:U — R, 1 < ¢ < m, von f sind in © partiell diffe-
renzierbar mit

ofi
aIL‘j

= aij-

Bemerkung. Aus b) folgt insbesondere, dass die Matrix A durch die diffe-
renzierbare Abbildung f eindeutig bestimmt ist. Man nennt A das Differential
oder die Funktional-Matrix (oder auch Jacobi-Matrix) von f im Punkte z,
Schreibweisen:

(D) () = Jy(a) = §E§ o J;m; (@) = (ﬁi (”) -

1<j<n

Die i-te Zeile der Funktional-Matrix ist der Gradient der Funktion f; :

(27{1 ()., g;f n (x)) = grad fi(z)

Fiir eine skalarwertige differenzierbare Funktion f: U — R ist also die Funktio-
nal-Matrix einfach der Gradient.

Beweis.

a) Da %iné A& =0und %iné o(||€]]) = 0, folgt
lim /(@ +€) = /@),

was zeigt, dass f in x stetig ist.

b)Firi=1,...,mist

file+8&) = filz) + Y ay& + i)

=1

mit ¢;(§) = o([[£]]), also
Ji(x + hej) = fi(x) + hay; + pi(he;).
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Daraus folgt

fi . file +he;) = filz) _ . pi(he;)
Ox; (z) = 11113(1) h =t 11111»% oo

Satz 2. Sei U C R offen und f:U — R eine in U partiell differenzierbare
Funktion. Alle partiellen Ableitungen Dy, f seien im Punkt x € U stetig. Dann
ist f in x total differenzierbar.

Beweis. Da U offen ist, gibt es ein § > 0, so dass die Kugel um z mit Radius
0 ganz in U liegt. Seinun § = (&, ...,&,) € R™ ein Vektor mit ||£]| < 6. Wir
definieren Punkte

k
2% ::z—ﬁ—z&ei, k=0,1,...,n.

i=1

Es gilt 200 = z und 2 = 2 + £. Die Punkte 2(*~V) und 2*) unterscheiden
sich nur in der k-ten Koordinate. Nach dem Mittelwertsatz fiir differenzierbare
Funktionen einer Verdnderlichen gibt es deshalb ein 6, € [0, 1], so dass

FEW) = fED) = Def(y™)e mit y® = 20D 4 ey

Daraus folgt
[+ = flx) = Difly™)e.
k=1
Setzt man a;, := Dy f(z), so gilt

fl@+8&) = f(z) +Zakfk+99(f)
k=1
mit

0(&) =>_ Drfy™) — ar)é.

k=1
Fiir £ — 0 strebt y*) gegen «, also folgt aus der Stetigkeit der partiellen Ab-
leitungen limg o Dy f(y*)) = Dy f(2) = ax, woraus folgt

lim v(§)

=0, g.e.d.
=0 [I£]]
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Corollar. Sei U C R" offen und f: U — R eine stetig partiell differenzierbare
Funktion. Dann ist f in U stetig.

Denn eine (total) differenzierbare Funktion ist stetig.
Bemerkung. Es gelten also die Implikationen

stetig partiell differenzierbar

4

(total) differenzierbar

4

partiell differenzierbar

Die Umkehrungen gelten i.Allg. nicht.

Wegen dieser Zusammenhange nennt man eine stetig partiell differenzierbare
Funktion kurz stetig differenzierbar.

Die Kettenregel

In der Differentialrechnung mehrerer Veranderlichen ist (wie im eindimensio-
nalen Fall) die Kettenregel ein wichtiges Hilfsmittel. Sie macht eine Aussage
dariiber, wie sich die Funktional-Matrix einer zusammengesetzten Abbildung
aus den Funktional-Matrizen der einzelnen Abbildungen berechnen lasst.

Satz 3 (Kettenregel). Seien U C R"™ und V' C R™ offene Mengen sowie
f:U—R™ und g:V — R*

Abbildungen mit f(U) C V. Die Abbildung f sei im Punkt x € U differenzier-
bar und die Abbildung g im Punkt y := f(z) € V differenzierbar. Dann ist die
zusammengesetzte Abbildung

gof:U—R"
im Punkt x differenzierbar und fiir ihr Differential gilt
D(go f)(x) = (Dg)(f(x)) - Df(x).

Beweis. Sei A := D f(z) und B := Dg(y). Es ist zu zeigen, dass D(go f)(z) =
BA. Nach Voraussetzung gilt

flz+8) = f(z) + AL+ ¢(6),

9y +n) = g(y) + Bn +¢(n)
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mit o(£) = o(||€]]) und 1(n) = o(||n]]). Setzt man speziell
ni=flz+&) — fx) = AL+ »(S),

so ergibt sich

(go fxz+¢) = g(flx+&)) =g(f(x)+n)
= g(f(x)) + BAE 4 Bp(&) + (AL + ¢(£))
= (go f)(x) + BAS + x()

mit
X(&) = Bp(§) + Y(AL + »(§)).

Der Satz ist bewiesen, wenn wir zeigen konnen, dass x(§) = o(||£]|). Dies
sieht man so: Da nach Voraussetzung

B
lim wle) _ =0, giltauch lim #(8)
&= [|¢]l =0 €]

AuBerdem gibt es ein 6 > 0, so dass

eIl < [[€]l fir alle & mit [[£]| < 6.
Wegen ¢(n) = o([|n]]) gilt

w(m) = [lnlls(n)  mit lim oy (n) = 0.

=0.

Daraus folgt

1 (AL + o) < (JAl -+ DI - Nl (AL + ()],
also

lim Y(AE + ¢(£))

=0, dh = .e.d.
£0 €] ) X(f) 0(||§||)> q.c

Corollar. Seien U C R" und V. C R™ offene Mengen, f:V — R, z — f(z),
eine differenzierbare Funktion sowie

$1
Y= :U—>R7n7 tHx:gp(t%

(pﬂl
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eine differenzierbare Abbildung mit o(U) C V. Dann ist die Funktion
Fmfop:U—R, tr f(g(t)

partiell differenzierbar und es gilt fiiri = 1,...,n
OF 0p;
(t1,...,t L om(t Tty ... te).
o (0 Z&% o) 5 b )

Beweis. Die Funktional-Matrizen von F’, f und ¢ sind

oF oF
DF(1) = ( O <t>),
pf(e) = (5! @y @),
8@1 8@1
oty t ... ot (t)
Dy(t) = ) : ) :
Pm ©Om
ot t ... ot (t)

Die Behauptung ergibt sich deshalb durch Matrix-Multiplikation aus der Glei-
chung

DE(t) = (Df)((t)) - Dep(t).

Definition (Richtungsableitung). Sei U C R" offen und f: U — R eine Funk-
tion. Weiter sei © € U ein Punkt und v € R™ ein Vektor mit ||v|| = 1. Unter
der Richtungsableitung von f im Punkt x in Richtung v versteht man (im Fall
der Existenz) den Differentialquotienten

_d o Sl te) = f(2)
Duf(e) = g S+ 10)| =l t .
Fiir v = e; ist also D, f gleich der i-ten partiellen Ableitung D, f.

Satz 4. Sei U C R" offen und f: U — R eine stetig differenzierbare Funktion.
Dann gilt fiir jedes x € U und jeden Vektor v € R™ mit ||v|| = 1

D, f(z) = (v, grad f(z)).
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Beweis. Sei p: R — R" definiert durch
o(t) =z +to=(x1+tvr, ..., T, + tu,).
(Dies ist die Parameterdarstellung einer Geraden durch z in Richtung v.) Fiir
geniigend kleines ¢ > 0 gilt o(]—e, e[) C U, also ist
F:=fop:]-¢e—R
definiert. Nach Definition der Richtungsableitung ist

dr

d flz+tv) Jt (0).

dt
Aus der Kettenregel folgt

D, f(x) =

dF . = 0f dei(t)
it O =2 oy, O
Da
P dt(xﬂrtv,,) = v,
folgt weiter
dF =~ Of B
dt (0) = 2 o, (x)v; = (v, grad f(x)) q.e.d.

Bemerkung. Ist grad f(z) # 0, so ist der Winkel 6 zwischen den Vektoren v
und grad f(z) definiert und es gilt

D,f(z) = (v,grad f(z)) = || grad f(z)|| cos 6.

Daraus folgt: Die Richtungsableitung D, f (x) ist maximal, falls v und grad f(z)
die gleiche Richtung haben. Der Vektor grad f(z) gibt also die Richtung des
starksten Anstiegs von f an.

Mittelwertsatz

Der Mittelwertsatz fiir Funktionen einer Veranderlichen lasst sich so formulie-
ren (vgl. An. 1, § 16, Corollar 1 zu Satz 2): Ist f: I — R eine differenzierbare
Funktion auf dem Intervall / C Rundsind z,z+& € I,sogibteseinf € |0, 1],
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so dass

f@+8&) = flz) = fx+0) €.

Setzt man zusitzlich voraus, dass f stetig differenzierbar ist, so folgt aus dem
Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung

flx+&)— / f(u du— /fx+t§df €.

Gegentiber der obigen Form wird also der Wert der Ableltung an einer Zwi-
schenstelle f'(z + 0¢) ersetzt durch den Mittelwert fo (x + t&)dt der Ab-
leitung auf der Strecke von x nach = + £. In dieser integrierten Form lasst
sich der Mittelwertsatz auf vektorwertige Funktionen mehrerer Veranderli-
chen tibertragen. Da das Differential einer solchen Funktion eine Matrix ist,
benotigen wir den Begriff des Integrals einer matrixwertigen Funktion: Sei
A = (a;;) eine Matrix, deren Koeffizienten a;; stetige Funktionen auf dem
Intervall [tg, ;] C R seien. Dann versteht man unter dem Integral

/ At

die Matrix mit den Koeffizienten

t1
to

Satz 5 (Mittelwertsatz). Sei U C R" offen und
f:U—R™
eine stetig differenzierbare Abbildung. Sei x € U und £ € R ein Vektor derart,
dass die ganze Strecke x +t£, 0 < t < 1, in U liegt. Dann gilt
1
fa+9) ) = ([ D+ t6)at) €.
0

Beweis. Es seien f;: U — R die Komponenten von f. Wir betrachten die Funk-
tionen

gi - [0,1] — R, t— gi(t) == fi(z +t&).
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Es gilt

filz + &) — fi(z) = gi(1) — g:(0)

[ dwa

:/Ol(égij(mtg)@) dt:ji;(/ol gi;(ert&)dt)fj.

Da Df die Matrix mit den Koeffizienten fi jst, folgt die Behauptung.

Oz
Corollar. Die Bezeichnungen von Satz 5 seien beibehalten. Es sei

M := sup ||IDf(x +t&)].
<1

S

Damit gilt

If(z+&) = f@)] < Mgl
(Die Norm einer Matrix wurde in § 2 definiert.)

Beweis. Nach Satz 5 ist

I+~ 1@1 = | [ 0s+109 a

1
< / IDf(z+1€)]] - I€] di < M]e]|.
0

Dabei wurde folgender Hilfssatz benutzt:

85

Hilfssatz. Sei v: [a,b] — R™ eine stetige vektorwertige Funktion auf dem In-

tervall [a,b] C R. Dann gilt

b b
]/ o </ o(t)||dt.
Beweis. Wir setzen u := f:v(t)dt € R™und K := ||u||. Dann ist
b b
K2 = (u,u) = </ v(t)dt,u> :/ (o(t), u)dt

< [ 1ol e =5 [ oteat

Kiirzung durch K liefert die Behauptung.
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AUFGABEN

6.1. Man berechne die Jacobi-Matrix der Abbildung F': R3 — R3,

F(r,9,¢) := (rsind cosg, r sind sinp, r cost}).

6.2. (Darstellung des Laplace-Operators bzgl. ebener Polarkoordinaten)
Es sei p die wie folgt definierte Abbildung
pRLXR =R p(r,p) = (r cosp, rsing).

Man zeige: Ist u: G — R eine auf der offenen Menge G C R? zweimal stetig
differenzierbare Funktion, so gilt auf der Menge p~!(G) die Gleichung

_ ?(uop) N 1 d(uop) N 1 32(uop).

(Au)op or? r Or r2  Qp?

6.3.Sei U C R” eine offene Kugel und f: U — R™ eine stetig differenzierbare
Abbildung mit beschranktem Differential, d.h. es gebe eine Konstante K &
R,, so dass

|IDf(x)|| < K firallex € U.

Man zeige, dass f in U gleichmafig stetig ist.

6.4. Sei U C R” offen und f:U — R eine stetig differenzierbare Funktion.
Sei x € U und f(z) =: ¢. Man zeige, dass der Gradient grad f(z) auf der
Niveaufliache

Ni(e) ={z € U: f(z) = ¢}
senkrecht steht, d.h. folgendes gilt: Ist
p:]—e, e[ — R", (e >0),
eine beliebige stetig differenzierbare Kurve mit
@(0) =z und  o(]—e,e[) C Ng(c),
so folgt
(£'(0), grad f(x)) = 0.
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§ 7 Taylor-Formel. Lokale Extrema

Das Differential einer differenzierbaren Funktion f liefert eine Approximation von f
durch eine affin-lineare Funktion. Die Taylor-Formel gibt in Verallgemeinerung da-
von (falls f geniigend oft differenzierbar ist) eine Approximation von f bis zu be-
liebig hoher Ordnung. Mithilfe der Approximation bis zur zweiten Ordnung werden
wir in diesem Paragraphen auflerdem die lokalen Extrema von Funktionen mehrerer
Veranderlichen untersuchen.

Bezeichnungen. Fiir den Differentialkalkiil mehrerer Veranderlichen sind fol-
gende Abkiirzungen niitzlich:

Fiir ein n-tupel o = (v, ..., o) € N™ sei
laf i= a1+ az+ ...+ ay,
al = alag! ..

Ist f eine |«r|-mal stetig differenzierbare Funktion, so setzt man

olelf
D*f :=D{DS2 ... Do f =
f e nd Ozt ... Oxtn
wobei

—_—

o;-mal
Fir z = (z1,...,2,) € R" sei
%= atag? .

Satz 1. Sei U C R" offen und f : U — R eine k-mal stetig differenzierbare
Funktion. Sei x € U und §& € R" ein Vektor derart, dass die Strecke x + t&,
0 <t <1, ganzinU liegt. Dann ist die Funktion

g:00,1] — R, g(t) = f(x+1E),
k-mal stetig differenzierbar und es gilt

d*g ke o
)= 3 " (D)) €
|a|=k
© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
O. Forster, Analysis 2, Grundkurs Mathematik, https://doi.org /10.1007/978-3-658-19411-6_7
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Beweis.

a) Wir zeigen zunachst durch Induktion tber &, dass

Z Dy, ... Dy f(z+t€)&, ... &, .

i1yt =1

dtk

Fiir £ = 1 ergibt sich aus der Kettenregel

A= G I et 16) = S DS 6

Induktionsschritt k — 1 — k.
dbg d -
dt (t) = dt < Z Dikﬂ cee D“f(.T + ff) fil - '£ik—1)

i1eip_1=1

= ZDJ( Z Dilc—l D”f(l'—‘—tf) §i1 6%4) fj
j=1

i1yl —1=1
> D Difle )&, . G,
i1yenig=1

b) Kommt unter den Indizes (i1, .. ., i) der Index 1 genau a;-mal, der Index
2 genau aip-mal, ..., der Index k genau ay-mal vor, so ist nach § 5, Corollar zu
Satz 1

Dik .. Dzlf(l'+t€) 5771 .. SZk = D?l . Dg"f(.ﬂ—'—té) ?1 .. .fs".

k!
Da es aber | k-tupel (i1,...,4;) von Zahlen 1 < i, < n gibt, bei
Qg an

denen der Index v genau «,-mal vorkommt (v = 1,...,n, oy +...+a, = k),
folgt
d*g
ae ) = > Dy Dufl 86,
T1yeenylp=1
k!
=> DS DO fx + tE) E01 L €on
it ap!. .oy

(]

|
Z'! (D*f)(z+t€) £, q.ed.

lal=k
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Satz 2 (Taylorsche Formel). Sei U C R" offen, v € U ein Punkt und §¢ € R"
ein Vektor derart, dass die Strecke x + t£, 0 < t < 1, ganz in U liegt. Weiter
sei f:U — R eine (k + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann existiert
ein 0 € [0, 1], so dass

la| <k ’ la|=k+1 ’

Beweis. Wir betrachten die Funktion
g:[0,1] — R, trg(t):= flz+1t).

Nach Satz 1 ist g eine (k + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion und nach
der Taylor-Formel fiir Funktionen einer Veranderlichen (An. 1, § 22, Satz 2)
existiert ein 6 € [0, 1], so dass

kLgm (k+1)
_ N 9(0) | gtro(o)
oW =27
m=0
Nach Satz 1istfirm =1,...,k
§0) _ 5 Do)

m! ol

5(1

|al=m

(k+1) £,
grro) _ Dy Df(x+9€)£a7

(. |
(k+1)! o al

woraus die Behauptung folgt.
Corollar 1. Sei U C R" offen und
f:U—R

eine k-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt fiir jedes x € U

faro =3 DT e o) sire—o

la| <k

Beweis. Da U offen ist, gibtes ein 0 > 0, so dass Bs(x) C U. Nach Satz 2 gibt
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es zu jedem & € R mit ||£|| < 6 ein 6 € [0, 1] mit

a . o £, 0
farg = 3 Ve PO

la|<k—1 ' la|=k
= PPy s e
| <k ' la|=k
wobei
ro(e) = D@+ 09 = Df(x)

ol
Wegen der Stetigkeit von D f gilt }iH(l) re(§) =0.Da

€] = let .l < llgllr - llghe = llgll™ fr ol = &,
folgt

S ra©) e =o(lelf). qed

|a|=k

Bemerkung. Mit den obigen Bezeichnungen sei

Pu) = 3 P e,

a!
|al=m
Dann ist P,,(§) ein homogenes Polynom m-ten Grades in § = (g, ...,&,) und
es gilt
(z+6) = Z P(€) + oll€]]").
m=0
Wir wollen die Polynome P, fiir die Falle m = 0, 1, 2 genauer betrachten.
a) m = 0. Da es nur ein n-tupel @ € N™ mit || = 0 gibt, ndmlich o =
(0,...,0), gilt
Df(z
R =" 1 e = j)

P, ist also eine Konstante, namlich der Funktionswert von f im Entwicklungs-
punkt z.
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b) m = 1. Die einzigen n-tupel & € N" mit || = 1 sind die n Einheitsvekto-
ren

e;=(0,...,0,1,0,...,0)
/'_/H
i-te Stelle
Es gilt D = D, und ¢;! = 1 sowie £% = &;, also

Pi(§) = ZDif(z) & = (grad f(z),£).

Fiir einmal stetig differenzierbare Funktionen lautet also die Formel von Co-
rollar 1

[l +8) = fz) + (grad f(z), &) + o([I€]),

was genau die Approximierbarkeit von f durch eine lineare Funktion in der
Definition der Differenzierbarkeit darstellt.

c) m = 2. Es gibt zwei Arten von n-tupeln @ € N mit |a| = 2. Erstens die
Vektoren

2¢; =(0,...,0,2,0,...,0), 1<i<n,
wobei die 2 an ¢-ter Stelle steht. Zweitens die Vektoren

ei+6j:(07"'71~,"'717"'~,0) 1<i<j<n,
mit Einsen an den Stellen 7 und j. Es gilt

D%if = D2f, (2e)! =2,

Dei+ejf = DZD]fa (ei + 6])' =1 furz # ]
Daraus folgt

1 n
Py(&) = 5 Y Dif(x)& + Y DiD;f(x) &k
i=1 i<j
DaD,D,f = D;D,f, gilt fiir die zweite Summe
1
D DD f(@)&& = 5 Y DiD;f () &

i<j ij
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und man erhalt insgesamt

P(€) = 5 Y DD, ()&,

i,j=1

wobei jetzt ¢ und 7 unabhangig voneinander von 1 bis n laufen. (Dies kann
man auch direkt aus Teil a) des Beweises von Satz 1 sehen.)

P, ist also eine quadratische Form mit der Matrix (;D;D; f(z)). Man nimmt
dies zum Anlass fiir folgende Definition.

Definition (Hessesche Matrix). Sei U C R" offenund f: U — R eine zweimal
stetig differenzierbare Funktion. Unter der Hesseschen Matrix von f im Punkt
x € U versteht man die n x n-Matrix

(Hess f)(z) := (DiDjf('T)) I<i<n

1<jsn
Die Hessesche Matrix ist symmetrisch, da D;D, f = D;D; f.
Wegen der obigen Bemerkungen ist das Folgende ein Spezialfall von Corollar
1:

Corollar 2 (Approximation zweiter Ordnung). Sei U C R" offen, x € U und
f:U — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt

fle+8) =c+(a,6) + 3(& A +o(lI€]1*),

wobei
c:= f(z), a:=gradf(z), A:= (Hessf)(z).

Lokale Extrema

Sei U C R" eine offene Menge und f: U — R eine Funktion. Ein Punktz € U
heifit lokales Maximum bzw. lokales Minimum von f, falls eine Umgebung
V' C U von z existiert, so dass

F@) > fly)  (bzw. f(@) < f(y))  fiiralley € V.

Tritt in dieser Definition der Fall f(z) = f(y) nur fir x = y ein, so spricht
man von einem strikten lokalen Maximum oder Minimum.

Ein lokales Extremum ist ein lokales Maximum oder Minimum.
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Satz 3 (notwendige Bedingung fiir lokales Extremum). Sei U C R" offen und
f:U — R eine partiell differenzierbare Funktion. Besitzt f in x € U ein
lokales Extremum, so gilt

grad f(z) = 0.

Beweis. Fiir: = 1, ..., n betrachten wir die Funktionen

gi(t) == fla +te,).

Die Funktion g; ist auf einem gewissen Intervall |—¢, e[ C R, £ > 0, definiert
und dort differenzierbar. Hat f in x ein lokales Extremum, so hat g; in 0 ein
lokales Extremum, also gilt (An.1, § 16, Satz 1)

9:(0) = 0.
Da g;(0) = D;f(), folgt
grad f(z) = (D1 f(x),...,Dnf(z)) =0, q.ed.

Um neben dieser notwendigen Bedingung auch hinreichende Bedingungen
fir die Existenz von lokalen Extrema einer Funktion herleiten zu konnen,
miissen wir die Hessesche Matrix von f genauer betrachten. Dazu erinnern wir
zunachst an folgende Definition aus der Theorie der quadratischen Formen.

Definition. Sei A € M (n x n,R) eine symmetrische n x n-Matrix.

a) Die Matrix A heiit positiv definit, falls
(&,AE) >0 fiiralle € R\ 0.

b) Die Matrix A heiflt positiv semidefinit, falls
(€,A¢) > 0 fiiralle £ € R",

¢) Die Matrix A heiit negativ definit (bzw. negativ semidefinit), falls die Ma-
trix —A positiv definit (bzw. positiv semidefinit) ist.

d) Die Matrix A heiBit indefinit, falls es Vektoren £, € R™ gibt, so dass
(&,AE) >0 und (n, An) < 0.

Bemerkung. Bekanntlich gibt es zu jeder symmetrischen n x n-Matrix A €
M (n x n,R) eine Orthonormalbasis v1, . . ., v, € R" von Eigenvektoren:

Av; = a5, <Ui7Uj> = 52']'
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Die Eigenwerte «; sind alle reell. Entwickelt man einen Vektor { € R" beziiglich
dieser Orthogonalbasis,

n
&= E Aiv;
i=1
so wird

i=1

Damit erkennt man: A ist genau dann positiv (negativ) definit, falls alle Eigen-
werte von A positiv (negativ) sind. A ist genau dann positiv (negativ) semide-
finit, wenn alle Eigenwerte > 0 (bzw. < 0) sind. A ist genau dann indefinit,
wenn A mindestens einen positiven und einen negativen Eigenwert besitzt.

Falls die Eigenwerte bekannt sind, ist es also einfach zu entscheiden, ob die
Matrix positiv definit (bzw. negativ definit, usw.) ist. Fiir n > 3 ist es aber
im Allgemeinen schwierig, die Eigenwerte einer n-reihigen Matrix zu berech-
nen. Wir geben deshalb ohne Beweis noch ein einfaches Kriterium von Jaco-
bi/Hurwitz fiir die positive Definitheit einer symmetrischen Matrix an. (Ein
Beweis findet sich z.B. in [1], Abschnitt 5.7.7)

Satz (Determinanten-Kriterium fiir Definitheit). Sei
aiy ... Qip
A= : : € M(n xn,R)
ap1 ... Qpp
eine reelle symmetrische n X n-Matrix. A ist genau dann positiv definit, wenn
firk=1,...,ngilt
aip ... Qik
det | : ] >o0.

agr ... Qkk

Beispielsweise ist die 3 x 3-Matrix
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genau dann positiv definit, wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind:

() a>0, (i) ab—u?>0, (ii) detA>0.

Satz 4 (hinreichende Bedingung fiir lokales Extremum). Sei U C R offen,
f:U — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und x € U ein Punkt
mit

grad f(z) = 0.
a) Ist (Hess f)(x) positiv definit, so besitzt f in x ein striktes lokales Minimum.

b) Ist (Hess f)(x) negativ definit, so besitzt [ in x ein striktes lokales Maxi-
mum.

c) Ist (Hess f)(x) indefinit, so besitzt f in x kein lokales Extremum.

Beweis. Sei A := (Hess f)(z). Nach Corollar 2 zu Satz 2 gilt in einer Umge-
bung von x

fl@+8) = f2) + 5(& A + »(6) (D
mit (&) = o(||€]|*). Es gibt also zu jedem € > 0 ein § > 0, so dass
lo(&)l <ellgll® fiir [lg]l < o.
a) Sei jetzt vorausgesetzt, dass A = (Hess f)(z) positiv definit ist. Sei
Si={¢eR": ¢l =1}
die Sphare vom Radius 1. Da S kompakt ist, nimmt die stetige Funktion
£ (& AS)
auf S ihr Minimum an. Da (£, A§) > O fiiralle £ € S, ist
a = min{(§, A¢) : £ € S} > 0.

Behauptung.
(6, A8) > allé| fiiralle ¢ € R" @)
Fir ||€]| = 1 ist das trivial. Der allgemeine Fall wird darauf zuriickgefiihrt,

indem man den Vektor ¢ schreibt als

§=A% mit A= [[¢][ und [|£.] = 1.
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Wir wihlen jetzt 6 > 0 so klein, dass

()l < § llgl® i fel] < o

Dann folgt aus (1) und (2)
f@+8 > @)+ ] lel,

also f(z 4+ &) > f(x) fir 0 < ||£]] < J. Daher hat f in x ein striktes lokales
Minimum.

b) Ist A = (Hess f)(z) negativ definit, so betrachte man anstelle von f die
Funktion — f und man ist auf den Fall a) zuriickgefiihrt.

c) Sei A = (Hess f)(z) indefinit. Es ist zu zeigen, dass in jeder Umgebung
von x Punkte 3/, 4" existieren mit

fy") < fz) < f)-

Da A indefinit ist, gibt es mindestens einen Vektor £ € R™ \ 0 mit
(€, A) =1 a > 0.

Dann ist nach (1) fiir kleine reelle Zahlen ¢

«Q

fla+1€) = f(x) + 5 (t€, At€) + p(t€) = f(x) + 51 + (t6).
Es gibt ein § > 0, so dass |¢(t€)] < ZtZ fiir [¢| < 4, also

flz+1t&) > f(z) firo <t <.

Ebenso zeigt man: Ist € R™ ~ 0 ein Vektor mit (n, An) < 0, so gilt fiir
geniigend kleine ¢ # 0

fle+tn) < f(z),  qed
Beispiele

Wir geben einige typische Beispiele fiir das Auftreten bzw. Nichtauftreten von
lokalen Extrema. Dabei betrachten wir Funktionen

[R*—R, (2,9)~ f(z,y)

zweier Verdnderlichen, die wir, um Indizes zu sparen, mit (z,y) statt (xq, zg)
bezeichnen.
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(7.1) Sei f(x,y) := c+2® + 32

Die Funktion hat im Nullpunkt ein striktes lokales Minimum, da grad f(z) =
(0, 0) und die Hessesche Matrix

Hess f = (g g)

positiv definit ist. (Die Funktion f hat im Nullpunkt sogar ein globales Mini-
mum, wie man direkt sieht.) Der Graph von f,

Ff:{(zvyvz)€R3222c+x2+y2}

ist ein nach oben geoftnetes Paraboloid, wenn man sich die z-Achse nach oben
gerichtet denkt (Bild 7.1).

z z

Bild 7.1 Paraboloid Bild 7.2 Sattelflache

(7.2) Sei g(z,y) == c — 2% — Y2

Hier liegt im Nullpunkt ein striktes Maximum vor; die Hessesche Matrix

-2 0
Hessgf< 0 _2>
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ist negativ definit. Der Graph von g,
L, ={(z,y,2) ER*: 2 = c— 2” — y*}
ist ein nach unten geoffnetes Paraboloid.
(7.3) Sei h(z,y) == c+a? — y2
Der Gradient von h,
grad h = (2z, —2y)

verschwindet im Nullpunkt. Es ist

2 0
Hessh = (0 _2>4

Die Hessesche Matrix ist also indefinit, es liegt deshalb weder ein lokales Ma-
ximum noch Minimum vor. Der Graph von £,

Th={(z,y,2) eR®: 2 =c+a” —y’}
ist eine sog. Sattelflache (Bild 7.2). Langs der z-Achse (y = 0) steigen die

Werte von h vom Nullpunkt aus an, langs der y-Achse (z = 0) fallen sie ab.

(7.4) Ist die Hessesche Matrix in einer Nullstelle des Gradienten semidefinit,
so lassen sich keine allgemeinen Aussagen machen, wie folgende Beispiele
zeigen:

fl(xvy) = 1‘2 +y47

falw,y) = a?,

fa(x,y) = 22+ 95

Fir alle drei Funktionen verschwindet der Gradient im Nullpunkt und es gilt

(Hessfk)(()):(g 8) k=123

die Hessesche Matrix ist also positiv semidefinit. Die drei Funktionen zeigen
aber verschiedenes Verhalten:

a) Die Funktion f; hat im Nullpunkt ein striktes lokales Minimum.

b) Die Funktion f; hat im Nullpunkt ein lokales Minimum, das aber nicht
strikt ist (denn in allen Punkten der y-Achse hat f; denselben Wert wie im
Nullpunkt).
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¢) Die Funktion f3; hat im Nullpunkt weder ein lokales Minimum noch ein
lokales Maximum.

AUFGABEN

7.1. Man bestimme die Taylor-Entwicklung der Funktion
Ty

r+y’

im Punkt (1, 1) bis einschlieBlich den Gliedern 2. Ordnung

fRUXRL =R, f(z,y):=

7.2. Man bestimme die lokalen Extrema der Funktion

FiR =R, flay) = (42” +y?) e

7.3. Sei P: R" — R das folgende homogene Polynom k-ten Grades:
P(x) = Z CaT®, a=(ay,...,a,) €N = (2q1,...,2,) €ER™
|a|=k
Man beweise:
a) Ist § € N" ein n-tupel mit | 3] = k, so gilt
DPP(z) = Bleg.
b) Gilt P(z) = 0 fiir alle = aus einer gewissen Umgebung des Nullpunkts, so
folgt ¢, = O fiir alle « € N" mit || = k.

¢) Esgilt P(x) = o(]|z||™) fiir alle m < k.

d) Gilt P(z) = o(||z||*), so folgt P(x) = 0 fiir alle z € R™.

7.4.Sei U C R" offen, f: U — R eine Funktion und = € U ein Punkt. In einer
Umgebung von z gelte

F@+8 = cal®+0(&)
lo <k

und

fla+8 =Y et + ()

|o| <k

mit (&) = o([|¢]|*) und G(&) = o([I€]*)-
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Man zeige, dass ¢, = &, fir alle & € N™ mit |a| < k.

7.5. Sei U eine offene Teilmenge des R™ und CF(U) die Menge aller k-mal
stetig differenzierbaren Funktionen f: U — R, fiir die D® f beschrinkt in U ist
fiir alle « € N™ mit |a| < k. Fiir f € CF(U) werde definiert

1 {e3
17l = Y2 L supd Dy o € U
|o| <k

Man beweise:
a) Die Abbildung

I le:CEU) =R, f I flks

ist eine Norm auf dem Vektorraum Cf(U).

b) Fir f,g € CF(U) gilt

I glle < I F el

¢) Der normierte Vektorraum Cf(U) ist vollstiindig.
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§ 8 Implizite Funktionen

Auf einer Teilmenge U C R? sei eine Funktion F: U — R, (z,y) — F(z,y), gege-
ben. Unter gewissen Voraussetzungen gibt es zu jedem z-Wert aus einem geeigneten
Intervall 7 C R genau ein y, so dass (z,y) € U und F(z,y) = 0. Dadurch wird
dann eine Funktion y = g¢(z) bestimmt, fiir die F'(z, g(z)) = 0 fiir alle z € I. Man
sagt in diesem Fall, die Funktion g werde durch die Gleichung F'(z,y) = 0 implizit
definiert. In diesem Paragraphen beschiftigen wir uns genauer mit den Bedingungen
fiir die Existenz und Differenzierbarkeit impliziter Funktionen. Als Anwendung davon
untersuchen wir die Umkehrung von differenzierbaren Abbildungen.

Eine Anwendung der Kettenregel

Die Kettenregel fiir die Differentiation von Funktionen mehrerer Verianderli-
chen kann dazu dienen, in manchen Fillen die Ableitung einer Funktion einer
Veranderlichen einfach auszurechnen. Betrachten wir etwa die folgende Situa-
tion: Sei U C R? offen und

eine differenzierbare Funktion. AuBerdem sei eine differenzierbare Funktion
einer Veranderlichen

g:IHR7 Ti—>g(77)7

auf einem Intervall I C R vorgegeben. Der Graph von g sei in U enthalten und
es gelte

F(z,g(x))=0 firallex e I.

Differenzieren wir diese Gleichung nach = mit Hilfe der Kettenregel, so ergibt
sich

Dy F(z, g(x)) + D2 F(z, g(x)) g'(x) = 0.
Unter der Voraussetzung, dass Do F(z, g(x)) # 0, gilt also

o DuF(ag(x)
9 = "D, F(e. gla))

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
O. Forster, Analysis 2, Grundkurs Mathematik, https://doi.org /10.1007/978-3-658-19411-6_8
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Beispiele

(8.1) Auf dem Intervall —a < = < a betrachten wir die Funktion

g(z) == Va2 — 22,
Es gilt g(z)? = a? — 22, also
o® +g(2)? —a® =0 )

Mit den obigen Bezeichnungen ist also hier F'(x,y) = 2 + y? — 2. Differen-
tiation von (*) nach z ergibt

2z 4 2g(2)g'(x) = 0,
d.h.

, x —x
TO= " 00) ™ ar -
(8.2) Es sei ¢ : |0, 1] — R die Funktion
g(z) := arcsin V1 — 23,
Setzen wir zur Abkiirzung y = g(x), so ergibt sich
siny = V1 — 3
und weiter
sin®y + 2% —1=0.
Durch Differentiation nach x erhalt man
2(sin y)(cosy)y’ + 3% = 0.
Daaus 0 < z < 1folgt 0 < 1 —2% < 1,gilt 0 < y = g(z) < 7/2, also
cosy > 0. Daraus folgt
cosy = +\/1 —sin?y = Va? = zy/z,
also
=3 -3z
2siny cosy 2\/1‘(1—‘@3).

Naturlich kann man dies auch direkt nachrechnen, aber die vorgefiihrte Rech-
nung erspart einem zumindest, dass man die Ableitung von arcsin auswendig
kennen muss.

Y =g'(x)
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Satz 1 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei A eine abgeschlossene Teilmenge eines
Banachraums, d.h. eines vollstindigen normierten Vektorraums (V|| ||). Die
Abbildung ®: A — A sei eine Kontraktion, d.h. es gebe eine Konstante 0 mit
0 <6 <1,sodass

[2(f) = (Il <Of —gll fiiralle f,g € A.

Dann besitzt © genau einen Fixpunkt, d.h. es gibt ein eindeutig bestimmtes
Element f, € A mit
(D(f*) = fu
Fiir einen beliebigen Anfangswert fo € A konvergiert die durch fy, := ®(fr_1)
rekursiv definierte Folge ( fi.)ren gegen den Fixpunkt f,.
Beweis. a) Zur Eindeutigkeit. Seien f,, g. € A zwei Fixpunkte von ®. Dann
gilt
1fe = gull = 19(fe) = (gl < OIS = g:ll,
woraus folgt || f, — g«|| = 0, d.-h. f, = g..
b) Zur Existenz. Sei fy € A beliebig und f; := ®(f_1) fir alle & > 1. Es gilt
[ feser = fell = [[2(fr) = 2(fr—r)
< Ol fi = fomrll S Pl frmr — frall <.
< | = foll =: 6%c.
Daraus folgt fiir m > k

m—1

1= £l = | Yo i = £
i=k

m—1 m—1
i O*c
<§ ||fi+1—fi||<§ 90<1_9~
i=k i=k

Dies zeigt, dass die Folge (fx)ren eine Cauchy-Folge in V ist, also wegen
der Vollstandigkeit von V' gegen ein Element f, € V konvergiert. Weil A
abgeschlossen ist, liegt f, sogar in A. Aus der Gleichung

Jirr = @(fi)
folgt durch Grenziibergang k — oo

f* = (I)(f*)7 qed

Zum Beweis des nachsten Satzes werden wir den Banachschen Fixpunktsatz
anwenden auf den Vektorraum C, (U, R™) aller beschrinkten stetigen Funktio-
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nen f:U — R™ auf einer Teilmenge U C R*, versehen mit der Supremums-
Norm

[ fIF:= sup{[lf ()] - = € U}.

Eine Cauchyfolge bzgl. dieser Norm konvergiert gleichmaBig auf U. Nach
82, Satz 11, ist die Grenzfunktion wieder stetig, besitzt also einen Limes in
Cy(U,R™). Daher ist C,(U, R™) ein Banachraum.

Satz 2 (iiber implizite Funktionen). Seien U; C R* und Uy, C R™ offene
Teilmengen und

F:U xUy —R™ (x,9)— F(z,),

eine stetig differenzierbare Abbildung. Sei (a,b) € Uy x U, ein Punkt mit

F(a,b) = 0.
Die m x m-Matrix
0F, 0F,
OF _O(Fi....F) | O
gy~ Oy, Ym) or, oF.
Iy Oym

sei im Punkt (a,b) invertierbar. Dann gibt es eine offene Umgebung Vi C
U, von a, eine Umgebung Vo C U, von b sowie eine stetig differenzierbare
Abbildung g: Vi — Vo C R™ mit g(a) = b, so dass

F(x,g9(x)) =0 fiirallex € V.
Ist (z,y) € Vi x Vs ein Punkt mit F(z,y) = 0, so folgt y = g(z).

Bemerkungen

1) Der einfachste (aber schon nicht-triviale) Fall ist kK = m = 1. Dann ist
%F die gewohnliche partielle Ableitung. Der Leserin sei empfohlen, beim
ersten Studium des Satzes an diesen Fall zu denken.

2) Man sagt, die Abbildung g entstehe durch Auflosen der Gleichung
F(z,y) =0

nach y. Fiir die Giiltigkeit des Satzes ist wesentlich, dass U; und U, ver-
kleinert werden; in ganz U; x U, konnte es zu einem gegebenen x mehrere
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y-Werte (oder auch gar keinen) geben, die der Gleichung F(z,y) = 0
gentigen, vgl. Bild 8.1

Y

Bild 8.1 @ r
3) Ist oy invertierbar im Punkt (a,b), so ist es auch invertierbar in einer

gewissen Umgebung von (a, b). Dies sieht man so: Die Funktion
oF
6:U; x Uy — R, 0(z,y) := det(a (JL,y))
Y
ist stetig in U x Uy, da sie ein Polynom in den stetigen Funktionen OF; /0y,

ist. Da d(a,b) # 0, gilt auch d(z, y) # 0 fiir alle (z, y), die nahe genug bei
(a, b) liegen.

4) Differenziert man die i-te Komponente der Gleichung F'(z, g(z)) = 0 par-
tiell nach x;, so erhdlt man mit der Kettenregel (§ 6, Corollar zu Satz 3)
GF 8qﬂ i1=1,....,m
0 ' ,
(.9l +;a (@) ) = (25
oder in Matrizen-Schreibweise
oF oF dg
; =0
o @9+ (@0(w) ! @)

mit den Abkiirzungen
OF _ O(F,....Fy) <8Fz-)
dr — O(xy,...,x1) oz;
OF  O(Fy,...,Fp) (GE-
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dg g1, 9m) _ (89u>

817 - 6(1717..-,1%) ax]

1<j<k

oF
Ist die Matrix 5 im Punkt (z, g(x)) invertierbar, erhélt man fiir die Funk-
tional-Matrix der Abbildung g

o0 @) = (G @ae) G (@ gto),

Beweis von Satz 2. Wir gehen in mehreren Schritten vor.
a) Vorbereitungen. O.B.d.A. sei (a,b) = (0,0). Wir setzen
oF
B = 0,0) € GL(m,R
5, (0:0) € GL(m.B)
und definieren die Abbildung G: U; x Uy — R™ durch
G(w,y) =y — B F(,y) M
Da ‘?5(1‘, y)=1-— B‘“?,Z (z,y), wobei 1L die m-reihige Einheitsmatrix be-
zeichnet, folgt

oG

awqm:&

Da alle Komponenten der Matrix %5 stetige Funktionen sind, gibt es Nullum-

gebungen Wy C Uy und Wy C U, so dass

oG
dy

Wir wahlen ein r > 0, so dass

Vor={y eR":|y|| <r} C W

(.L,l/)H < ; fir alle (z,y) € Wy x Wy )

Da G(0,0) = 0, gibt es eine offene Nullumgebung V; C W7, so dass

supl|G(, 0)|| = & < 3)
zeVq

Aus der Definition (1) folgt
Flry)=0 <= y=G(zy),

wir haben also die Losung der Gleichung F'(x, y) = 0 in ein Fixpunkt-Problem
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verwandelt. Aus der Abschatzung (2) folgt fiir alle z € V; und y,n € V3

G (@, y) = Gla,m] < 5lly =l )
Setzt man 7 = 0, so ergibt sich zusammen mit (3) fiir alle z € V)

[yl <r = Gyl <r )
b) Fiir jedes feste x € V; ist die Abbildung

Vasy— Gz,y) € R™

wegen (5) eine Abbildung der abgeschlossenen Kugel V5, C R™ in sich, die
nach (4) eine Kontraktion ist, also nach dem Banachschen Fixpunktsatz genau
einen Fixpunkt hat. Es gibt also zu jedem = € V} genau ein y = g(z) € V4, so
dass G(z,y) =y, dh. F(x,g(z)) = 0.

c) Wir zeigen jetzt, dass die in b) konstruierte Abbildung g: V; — V; sogar ste-
tig ist. Dazu wenden wir den Banachschen Fixpunktsatz auf den Banachraum
Cp(V1, R™) aller stetigen und beschrénkten Abbildungen ¢: V; — R™ an. Falls

lell == sup{llp()] : x € Vi} <,
so gilt fiir die durch
Visz—y(x) =Gz, 0(r)) € R™

definierte stetige Abbildung ¢: V; — R™ nach (5) ebenfalls ||¢|| < r, die Zu-
ordnung ¢ +— 1) liefert also eine Abbildung ® der abgeschlossenen Teilmenge

A:={p e CG(Vi,R") : [l <7} ={p € G;(Vi,R™) : p(1) C Va}
in sich. Aus (4) folgt fiir 1, 0o € A
[2(p1) — P(e2)]| = Sup Gz, p1(x)) — Gz, pa())||

< 5 sup [Jer(2) — pa(x)]| = 5 ller — @2,
zeV]

die Abbildung ®: A — A ist also eine Kontraktion und besitzt deshalb genau
einen Fixpunkt ¢ € A C Cu(V1,R™). Diese stetige Abbildung g:V; — V4
erfillt G(z, g(z)) = g(z), d.h.

F(z,g9(x)) =0 firallex eV}

und stimmt natiirlich wegen der Eindeutigkeit mit der in b) konstruierten Ab-
bildung tiberein.
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d) Nach evtl. Verkleinerung von V; konnen wir annehmen, dass die Matrix ?75

in jedem Punkt (x, g(x)), € Vi, invertierbar ist. Wir zeigen jetzt, dass die
Abbildung g: V; — R™ differenzierbar ist. An der in Bemerkung 4) angegebe-
nen Formel fiir die Funktionalmatrix von ¢ sieht man dann, dass g sogar stetig
differenzierbar ist.

Es geniigt, den Beweis der Differenzierbarkeit von g im Nullpunkt 0 € V; C
R* durchzufiihren (fiir die anderen Punkte geht der Beweis analog). Wir setzen

oF

A= P (0,0) € M(m x k,R),
OF

B := oy (0,0) € GL(m,R).

Aus der Definition der Differenzierbarkeit von /' im Punkt (0, 0) folgt
F(z,y) = Az + By + ¢(z,y) mitp(z,y) = of||(z, y))-

Es gilt F'(z, g(x)) = 0 fiir alle z € V4, d.h.
g(w) = =B~ Az — B~ p(x, g(x)) (6)

Fir die Differenzierbarkeit von g im Nullpunkt ist also nur zu beweisen, dass
V(@) = =B p(x, g(x)) = o(|l]) o)

Dazu zeigen wir zunéchst: Es gibt eine Umgebung V] C V; von 0 und eine
Konstante K > 0, so dass

lg()|| < K|z firallex € V{ ®)
Beweis hierfiir. Wir setzen

¢ :=BAl, =B
1

. eine Umgebung V' C V; x V4

Wegen ¢(z,y) = o(||(z,y)||) gibteszue := ]

von (0,0), so dass
1 "
kel )l <ell@ ol <, (el +lyll) - firalle (z,y) € V.

Wegen der Stetigkeit von g gibt es eine Nullumgebung V/ C V}, so dass der
Graph von ¢ | V/ ganz in V" enthalten ist. Dann gilt fiir alle z € V/

etz g@)I < o (el + lgte)])
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Die Gleichung (6) liefert nun

lg(@)ll < erllzll + eallp(z, 9@ < (ex + )zl + 5 llg(@)]],

also
lg(2)|| < (2¢1 + D)||z|| = K||z|.

Damit ist (8) bewiesen. Mit (8) ergibt sich fir x — 0
e(x,g(x)) = oll(z, g())|I) = olll|| + lg(@)I]) = o(l|z]]),

woraus die Beziehung (7) folgt. Damit ist Satz 2 vollstandig bewiesen.

Hohenlinien
Sei U C R? eine offene Menge und
fZUHR, (I>y)'_)f(m7y)7

eine stetig differenzierbare Funktion. In § 5 haben wir die “Hohenlinien”
Ny(e) == {(z,y) €U : f(z,y) =}, ceR,

definiert. Wir wollen jetzt zeigen, wie man die Hohenlinien in der Umgebung

eines Punktes, in dem grad f nicht verschwindet, genauer beschreiben kann.

Sei also (a,b) € U, f(a,b) =: cund

(grad f)(a, b) # (0,0),

d.h. g{ (a,b) # 0 oder 9 (a,b) # 0 (oder beides). Wir wenden auf F(z,y) :=

f(z,y) — ¢ den Satz 2 an, wobei wir im Fall % # 0 die Rollen von 2 und y zu
vertauschen haben. Es ergibt sich:

a) Falls gi

(a,b) # 0, existieren offene Intervalle [, I» C R mit

(a,0) e[ x I, CU
und eine stetig differenzierbare Funktion ¢: Iy — I5 so dass
Ni(e) N (I x L) = {(z,y) € L x I : y = p(x)}.
of
Ox
(a.,b) EJl XJQCU

b) Falls _~ (a,b) # 0, existieren offene Intervalle J1, Jo» C R mit
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und eine stetig differenzierbare Funktion ¢: J, — J; so dass
Nf(C) N (Jl X JQ) = {(I’y) € Jl X J2 T = ’l/}(y)}

Die Hohenlinien lassen sich also in der Umgebung eines Punktes, in dem der
Gradient nicht verschwindet, stets als Graph einer Funktion darstellen; entwe-
der y als Funktion von x oder z als Funktion von y, siche Bild 8.2

Y

z Bild 8.2

(8.3) Beispiel. Betrachten wir die Funktion
[R SR, flay) =+
Es gilt

grad f(z,y) = (2z,2y),
d.h. der Gradient verschwindet nur fiir (z,y) = (0,0). Die durch den Null-
punkt gehende “Hohenlinie”

N;j(0) = {(z,y) € R? 1 2® + > = 0} = {(0,0)}

besteht nur aus einem Punkt, ist also keine Linie im eigentlichen Sinn. Fiir
¢ < 01ist Ny(c) leer, wihrend fiir ¢ > 0 die Menge Ny(c) einen Kreis um den
Nullpunkt mit Radius +/c darstellt und sich als Vereinigung der folgenden vier
Graphen darstellen ldsst:

I = {(z,9) e R*: —Ve <z < e, y=Ve—a?),
Iy = {(z,y) €R?: —\/c <z < Ve, y:—\/c—xQ},
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[y = {(z,9) e R?: —\Je <y < e, o =/c—y?},
Ty = {(z,9) e R?: —Je <y < Ve, o =—c—y}.
Umkehrabbildungen
Es seien Uy, Uy C R™ offene Mengen und
f:U — Uy

eine stetig differenzierbare Abbildung. Wir interessieren uns jetzt fiir die Fra-
ge, wann die Abbildung bijektiv ist und eine stetig differenzierbare Umkehr-
abbildung g: U — U, besitzt. Eine notwendige Bedingung dafiir ist leicht
abzuleiten: Sei a € Uy und b := f(a) € Us. Aus der Beziehung g o f = idy,
folgt mit Hilfe der Kettenregel

Dg(b)Df(a) = 1,

da die Funktionalmatrix der identischen Abbildung die Einheitsmatrix 1L ist.
Die Funktionalmatrix D f(a) muss also invertierbar sein. Der ndchste Satz
zeigt, dass diese Bedingung fiir die Umkehrbarkeit auch hinreichend ist, wenn
man eine Verkleinerung von U; und Us erlaubt.

Satz 3 (iiber die Umkehrabbildung). Sei U C R™ offen und
f:U—R"

eine stetig differenzierbare Abbildung. Sei a € U und b := f(a). Die Jacobi-
Matrix D f(a) sei invertierbar. Dann gibt es eine offene Umgebung Uy C U
von a und eine offene Umgebung Vi von b, so dass f die Menge U, bijektiv auf
Vo abbildet und die Umkehrabbildung

g=f"1:Vo—Us
stetig differenzierbar ist. Es gilt Dg(b) = (Df(a))™.

Beweis. Wir fiihren diesen Satz auf den Satz tiber implizite Funktionen zuriick
und definieren dazu die Funktion

F:R*"xU—R", (2,y)— F(z,y) =2 — f(y).

Es gilt F'(b,a) = 0.Da ‘?;; (z,y) = =Df(y) und D f (a) invertierbar ist, konnen
wir Satz 2 anwenden. Es gibt also eine offene Umgebung V' von b, eine Um-
gebung U’ C U von a und eine stetig differenzierbare Abbildung g: V' — U’
mit folgenden Eigenschaften:
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) 0=F(z,9(x)) =z — f(g9(x)),dh. f(g(x)) = firallex € V'.
ii) Ist (z,y) € V! x U’ mit F(z,y) = 0,d.h. z = f(y), so folgt y = g(z).

Aufgrund der Stetigkeit von f gibt es eine offene Umgebung Uy C U’ von a
mit f(Up) C V'. Wegen ii) gilt

Vo = f(Us) = g7 (Uo).
Da g stetig ist, ist V eine offene Umgebung von b. Nach Konstruktion ist
f:Uy — V, bijektiv mit der Umkehrung ¢, q.e.d.
Bezeichnung. Sind U,V C R" offene Mengen und
ffU—=V
eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung, so dass die Umkehrabbildung
g=f1V U
ebenfalls stetig differenzierbar ist, so nennen wir f C!-invertierbar.

Ist f sogar 2-mal stetig differenzierbar, so folgt aus der Formel

(D)(w) = (D))

dass alle Koeffizienten der Matrix Dg stetig differenzierbar sind, also g eben-
falls 2-mal stetig differenzierbar ist. Durch Induktion beweist man: Ist die C'-
invertierbare Abbildung s-mal stetig differenzierbar (s > 1), so auch ihre Um-
kehrabbildung. Eine solche Abbildung heifit C*-invertierbar. Dabei kann auch
s = oo sein, falls f und damit f~! beliebig oft stetig differenzierbar sind. Eine
C-invertierbare Abbildung f: U — V nennt man auch Diffeomorphismus der
Klasse C*.

(8.4) Beispiel (ebene Polarkoordinaten).
Wir betrachten die Abbildung
[iREXR =R (r,9) — (rcosp, rsing).
Die Funktional-Matrix dieser Abbildung ist
D (1. ) = f1, f2) _ <:ajf;1 Zalf; ) _ <cgsgo —rsin<,9> .
a(r, ) o o sinp  rcosgp

Da det(Df(r,)) = r > 0, ist Df(r, ) in allen Punkten (r,¢) € R% x R
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invertierbar, die Abbildung f also lokal umkehrbar. Es gilt

. —1 .
_ COS —7 SIn COS S1n
(Df(mo>>1=( ° ‘”) :<_si,fi *")

sin ¢ 7 COS . N

Setzt man f(r, @) = (z,y), soist

=22+ 2 z:cosgo, y:simp.
r r
Daher folgt
@ y
(Df(r @) = < Vi e ) = Dy(z,y),
1.2+y2 1’2+y2

wobei ¢ eine lokale Umkehrung von f ist. In unserem Fall kann man eine
solche Umkehrung explizit angeben. Sei etwa —7/2 < ¢ < 7/2. Dann folgt
2 > 0. Setzt man

V::Rix]—g,g[ und V' =R} xR,

so sind V bzw. V' offene Umgebungen von (7, ¢) bzw. (x,y) und die Abbil-
dung f : V — V' ist bijektiv mit der Umkehrung g: V' — V,

g(&,n) = (\/52 + n?, arctan Z)

Durch Berechnung der partiellen Ableitungen der beiden Komponenten von g
kann man die oben abgeleitete Formel fiir die Funktional-Matrix von g direkt
bestatigen.

Bild 8.3
Ebene Polarkoordinaten

Die Abbildung f bildet R} x R auf R? \ 0 ab, sie ist aber nicht global injektiv,
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da f(r,¢) = f(r, ¢ + 2km) fur alle k € Z. Ist f(r,¢) = (x,y), d.h.
T =rcosp, Y=rsiny,

so heiBen (r, ¢) die Polarkoordinaten des Punktes (,y). Dabei ist r = /22 + y?
gleich dem Abstand des Punktes (x, i) vom Nullpunkt und ¢ der (bis auf ganz-
zahlige Vielfache von 27 eindeutig bestimmte) Winkel zwischen der z-Achse
und dem Ortsvektor von (z, y), siche Bild 8.3.

AUFGABEN
8.1. Es sei F': R? — R? die durch
F(z,y) = (a* -y, 2y)

definierte Abbildung. Man berechne die Funktional-Matrix von F' und, wo sie
existiert, ihre Inverse. Man zeige, dass F' surjektiv ist und dass jeder Punkt
(2,y) € R?, (z,y) # (0,0), genau zwei Urbildpunkte besitzt.

8.2. Man diskutiere die Hohenlinien der Funktion
F:Ry xR} =R, (z,y)— zye Y

und untersuche insbesondere, in welchen Rechtecken I x J C R} — R die
Mengen

{(z,y) €I x J: F(z,y) = c}
sich in der Form
{(wy) e IxJiy=p(x)}
bzw.
{(my)eIxJ:x=v(y)}
mit differenzierbaren Funktionen ¢: I — J bzw. ¢: J — [ darstellen lassen.
8.3.Sei F : R? — R die Funktion
F(2,y,2) := 2% 4 20y — 4oz + 2y — 1.

Man zeige, dass durch F'(z,y, z) = 0in einer Umgebung U von (z,y) = (1,1)
eine differenzierbare Funktion z = ¢(x,y) mit ¢(1,1) = 1 implizit definiert
ist und berechne die partiellen Ableitungen 37 9% und &, im Punkt (1, 1).
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8 9 Untermannigfaltigkeiten

In der Differentialrechnung mehrerer Veranderlichen sind die k-dimensionalen Unter-
mannigfaltigkeiten des R™ das krummlinige Analogon der k-dimensionalen affinen
Unterraume in der Linearen Algebra. Lokal kann eine k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit im R" entweder durch eine Parameterdarstellung mit % reellen Parametern
beschrieben werden oder als Nullstellengebilde von n — k unabhangigen differen-
zierbaren Funktionen. In diesem Paragraphen besprechen wir auch Tangential- und
Normalen-Vektoren an Untermannigfaltigkeiten und leiten die Methode der Lagran-
geschen Multiplikatoren zur Bestimmung von Extrema unter Nebenbedingungen her.

Definition (Immersion). Sei 7' C R* eine offene Teilmenge. Eine stetig diffe-
renzierbare Abbildung

¢3T*’Rn7 (fl7tk)Hsp(tlv~fk)~

heilit Immersion, wenn der Rang der Funktional-Matrix

o1 dp1 Op1

P2 P2 P2

Do = 8((}017 RN} Son) L a‘ﬂt _ oty Ot T oty
¥ = a(tl tk) T Ot ) 1sisn - . . .
Yt J 1<<k N . .

Dpn Apn Apn

A Aty T Ot

in jedem Punkt ¢t € T gleich k ist.

Bemerkungen.
1) Die Funktional-Matrix D ist eine n x k-Matrix. Wenn der Rang gleich %
sein soll, ist notwendig n > k.

2) Die Bedingung Rang(Dy)(t) = k ist gleichbedeutend damit, dass die Vek-
toren

dp dp

@),
oty Oty

linear unabhangig sind.

(t) e R"

3) Aus der Linearen Algebra ist ferner folgendes Determinanten-Kriterium
bekannt: Rang(D¢)(t) = k gilt genau dann, wenn Indizes

1<y <ig<...<ip<n

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
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existieren, so dass

8(902'1 IR (fg’ik)
det A ty) (t) #£0.
Da diese Determinante eine stetige Funktion von ¢ ist, folgt daraus: Ist der
Rang von Dy in einem Punkt ¢, € T gleich k, so auch in allen Punkten ¢
einer kleinen Umgebung von ¢,.

4) Sei speziell K = 1und T C R! ein offenes Intervall. In diesem Fall ist eine
Immersion : T — R" nichts anderes als eine nicht-singuliare Kurve, vgl.
die Definition in § 4.

5) Ist & = n, also T offen in R", so ist eine Immersion ¢ : 7" — R" nach
dem Satz tliber die Umkehrabbildung (§ 8, Satz 3) eine lokal umkehrbare
Abbildung.

Satz 1. Sei T C R offen und o: T — R" eine Immersion. Dann gibt es zu
jedem Punktt € T eine offene Umgebung V' C T, so dass die Beschrankung

|V —=eV)CR"
injektiv ist und einen Homéomorphismus von V- auf (V') darstellt.
Beweis. Fiir k = n ist dies im Satz liber die Umkehrabbildung enthalten. Wir
konnen deshalb £ < n annehmen. Nach der Vorbemerkung 3) gibt es zu einem

vorgegebenen Punkt ¢, € T Indizes 1 < ¢y < ip < ... < i < n, so dass die
k x k-Matrix

a(@il? R 991;\)
oty, ..., t) (t)

invertierbar ist. Um die Schreibweise zu vereinfachen, nehmen wir 0.B.d.A.
an, dass (i1, 2, ...,i) = (1,2,..., k). Auf die Abbildung

konnen wir jetzt den Satz tiber die Umkehrabbildung anwenden. Es gibt also
eine offene Umgebung V' C T von ¢, und eine offene Umgebung U C R* von
P(ts), so dass

p:V—U
bijektiv ist und eine stetig differenzierbare Umkehrabbildung

V:U—VCR"
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besitzt. Die Beschrankung von ¢ auf V' lasst sich schreiben als
p=(3.9):V = UxR™FCR" mit$:=(pron,-.., n)-

Da $:V — U bijektiv ist, ist auch : V — (V) C U x R"* bijektiv und

sogar ein Homoomorphismus, denn es besitzt die stetige Umkehrabbildung
Pip(V)—V, (x1,... Ty ... 2y) = O(xy, ... an).

Damit ist Satz 1 bewiesen.

Definition (Untermannigfaltigkeit). Eine Teilmenge M C R”™ heifit k-dimen-
sionale Untermannigfaltigkeit von R", wenn es zu jedem Punkt ¢ € M eine
offene Umgebung U C R gibt, sowie eine offene Teilmenge T C R* und
eine Immersion

p: T — R,

so dass  die Menge T" homéomorph auf ¢(T") = M N U abbildet, siehe Bild
9.1.

Rk

Bild 9.1

Man nennt dann
p: T — MnNU

eine Parameterdarstellung oder lokales Koordinatensystem der Untermannig-
faltigkeit M in einer Umgebung von a. Ist (¢y,...,t;) € T und

pi=p(ts, ..., t),
so heilen t, . . ., t;, die lokalen Koordinaten des Punktes p € M (bzgl. ©).
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Die Zahl n — k heif3it die Codimension der Untermannigfaltigkeit. Unterman-
nigfaltigkeiten der Codimension 1 nennt man auch Hyperfidichen.

Beispiel
(9.1) Rotationsflachen. Sei I C R ein offenes Intervall und

a: I —R?  tesalt) = ((t), a(t))
eine stetig differenzierbare ebene Kurve, die wir uns in der (x, z)-Ebene des
R? mit Koordinaten x,y, z vorstellen, d.h. z(t) = ay(t), 2(t) = as(t). Wir
setzen auBerdem voraus, dass die Kurve regular ist, d.h. o/ (t) # (0, 0) fiir alle

t € I. Wird die Kurve um die z-Achse rotiert, so entsteht eine Flache mit der
Parameterdarstellung

a;(t) cosp
F:IxR—TR (t,p)— F(t,0)= | ai(t)sing
()
Fiir die Funktionalmatrix von F' ergibt sich
OF, P Fy) aj(t)cosp —ay(t)sing

af(t)sing  ay(t)cosp

PR o T\ M 0

Es ist leicht nachzupriifen, dass DF (¢, ») genau dann den Rang 2 hat, falls
ay(t) # 0. Falls also die gegebene Kurve « die z-Achse nicht schneidet, ist F'
eine Immersion und liefert eine Parameterdarstellung der Rotationsflache.

Wir geben zwei Beispiele.

a) Die Sphare vom Radius r > 0 im R3.

Sie entsteht durch Rotation der Kreislinie

raa (20) = (1)

um die z-Achse. Die zugehorige Parameterdarstellung der Rotationsflache ist

rsind cos
(9, ¢) — F(9,p) = [ rsindsing
rcos v

Damit DF' den Rang 2 hat, beschrinken wir den Parameter ¥ auf den Be-
reich 0 < ¥ < 7. Dadurch wird nur der ‘Nordpol” (0,0, ) und der ‘Siidpol’
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(0,0, —r) der Sphire (die zu ¥ = 0 bzw. ¥ = 7 gehdren wiirden) ausgeschlos-
sen. (¥, ¢) sind die Polarkoordinaten auf der Sphére. Der Parameter ¥ heift
Poldistanz, der Parameter ¢ ist die ‘geographische Lange’. Die ‘geographi-
sche Breite’ /3 steht zu o in der Beziehung 3 = 7/2 — 9.

b) Der Torus.

Sei R > r > 0. Der Torus mit Radien r, R entsteht durch Rotation der Kreis-
linie

RSt z(t)\ _ R+7.’cost
2(t) rsint
um die z-Achse. Da dieser Kreis die z-Achse nicht schneidet, ist

(R+rcost)coss
F:RxR—R* (ts)— F(t,;s)= | (R+rcost)sins
rsint
eine Immersion; das Bild F'(R x R) ist der Torus. Natiirlich ist F' periodisch

in beiden Variablen mit der Periode 2.

Man kann Untermannigfaltigkeiten des R™ auch auf andere Weise als durch
Parameterdarstellungen beschreiben. Der folgende Satz beschreibt einige an-
dere niitzliche Moglichkeiten.

Satz 2. Eine Teilmenge M C R" ist genau dann eine k-dimensionale Unter-

mannigfaltigkeit, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt

ist:

a) (Beschreibung durch Gleichungen) Zu jedem Punkt a € M gibt es eine
offene Umgebung U C R™ und n — k stetig differenzierbare Funktionen

fi:U—R, j=1...n-k,
so dass
MNU={zeU: fi(x)=...= fos(x) =0}

und

Ranga(fl"”’f"*"’)(x) =n—k firalexze MnNU.

b) (Darstellung als Graph) Zu jedem Punkt a € M gibt es nach evtl. Um-
numerierung der Koordinaten offene Umgebungen U' C R¥ von o' :=
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(ai,...,ax) und U" C R"* yon a" := (agy1,...,a,) und eine stetig
differenzierbare Abbildung

g: U — U cR"*
so dass
MnU xU")={(,2") e U xU": 2" = g(2')}.

¢) (Transformation in Ebene) Zu jedem Punkt a € M gibt es eine offene
Umgebung U C R™, eine offene Menge V. C R" und eine C*-invertierbare
Abbildung ®:U — V, so dass

O(MNU)=E,NV.
Dabei bezeichnet ), C R" die k-dimensionale Ebene
Eyp={r=(21,...2,) ER" 123y = ... =2, = 0}.

Beweis. Wir bezeichnen mit (P) die Bedingung aus der Definition einer k-
dimensionalen Untermannigfaltigkeit:

Zu jedem Punkt a € M existiert eine offene Umgebung U C R", sowie eine
offene Teilmenge T C R¥ und eine Immersion

p: T — R
so dass ¢ die Menge T homdomorph auf o(T) = M N U abbildet.
Sei t, € T der Punkt mit p(t,) = a.
Wir beweisen Satz 2 nach folgendem Schema:

(P) = (b) = (a) = (¢c) = (P)
(P) = (b) Wirkonnen 0.B.d.A. annehmen, dass

8(@17' . 730]&)
det At ) (t.) # 0.

Nach dem Satz iiber die Umkehrabbildung bildet dann

¢ = (@1, 9m)

eine Umgebung 77 C T von t, bijektiv und C!-invertierbar auf eine offene
Teilmenge U; C R ab. Sei 4: U; — T} die Umkehrabbildung von @. Dann
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hat

G:=ypot: U — R"
die Gestalt

G(or, . yxk) = (@1, o, Ty G () -+, gn(2), o= (x1,...,T8).
Die Abbildung

9= (a1, -, 90): U — R

hat dann fiir eine geeignete Verkleinerung U’ C U; die in (b) geforderten
Eigenschaften.

(b) = (a) Wird M in einer Umgebung von a als Graph der Funktion g =

(gk+1, - - - » gn) dargestellt, so ist M dort Losungsmenge der n — k Gleichungen
filwr, o xn) = Xty — Grj(z1, ..., 28) =0, j=1,....,n—k.
Da
A f1y -y fak)
X1y -y Tn)

die Einheitsmatrix ist, ist die Rangbedingung von (a) automatisch erfiillt.

(a) = (¢) Nach Umnumerierung der Koordinaten kénnen wir annehmen,
dass

a(fh ) fnflc)

a(zk+l7 LR lCn)

Dann ist auch die Funktionalmatrix
a(xlv .. -7xk7f17' . '1fn7k)

0(1’1, ey Ty Ty 1y v - 7xn)

det (a) # 0.

in einer Umgebung von a invertierbar, also bildet

O = (zlv"'amkvflw'wfnfk)

eine Umgebung von a C'-invertierbar auf eine offene Menge in R™ ab. Das
Nullstellengebilde von f, ..., f,_ wird dabei auf die Ebene

{(x1,..,2n) t Tpy1 = ... =2, =0}

abgebildet.
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(¢)=(P) Sei V¥ :V — U die Unkehrabbildung von & : U — V. Dann
liefert

(thvtk)'_)(p(t],tk) = \Il(t17"'7tk707"'70)

eine Parameter-Darstellung von M in einer Umgebung von a.

Tangential- und Normalenvektoren

Unter einem Tangentialvektor an eine Untermannigfaltigkeit versteht man einen
Tangentialvektor einer in der Untermannigfaltigkeit verlaufenden Kurve; ein
Normalenvektor ist ein Vektor, der auf der Untermannigfaltigkeit senkrecht
steht. Dies lasst sich so prazisieren:

Definition. Sei M/ C R” eine Untermannigfaltigkeit und a € M. Ein Vektor
v € R™ heiflt Tangentialvektor an M im Punkt a, wenn es eine stetig differen-
zierbare Kurve

a:]-ege— MCR", (¢>0)
gibt mit
a(0)=a und o'(0)=wv,
siehe Bild 9.2.
o)

Bild 9.2 Tangentialvektor

Die Gesamtheit aller Tangentialvektoren an M in a werde mit T, (M) bezeich-
net. Ein Normalenvektor von M in «a ist ein Vektor w € R", der auf allen
Tangentialvektoren v € T, (M) senkrecht steht (bzgl. der kanonischen eukli-
dischen Metrik von R™). Die Menge aller Normalenvektoren von M in a werde
mit N, (M) bezeichnet.
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Satz 3. Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und a € M
ein Punkt. Dann gilt:

a) T,(M) ist ein k-dimensionaler Vektorraum. Eine Basis von T,(M) ldsst
sich so erhalten: Sei
p:V—MCcCR"

ein lokales Koordinatensystem von M in der Umgebung von a, d.h. V C RF
offen und ¢ eine Immersion, die V- homdomorph auf M N U abbildet, wobei
U C R" eine offene Umgebung von a ist. Sei t, € V der Punkt mit ¢(t.) = a.
Dann bilden die Vektoren

dp dp

t* Ittty t*

oty (t.) 8tk( )

eine Basis von To(M).

b) N, (M) ist ein (n — k)-dimensionaler Vektorraum. Eine Basis von N,(M)

ldsst sich so erhalten: Seien f,..., fo—r : U — R stetig differenzierbare
Funktionen in einer offenen Umgebung U C R" von a mit
MNU={zeU: fi(x)=...= fok(z) =0}
e O ficd)
R 1y---yJSn—k —n—k.
B O, ) (@ =n

Dann bilden die Vektoren
gra‘dfj(a) jzlv"'an_ku
eine Basis von N,(M).

Beweis. Wir bezeichnen mit V' den Vektorraum, der von den Vektoren

oo o
0t1 (t*)7 R atk (t*)

aufgespannt wird und mit I den Vektorraum, der von den Vektoren
grad fij(a), j=1,...,n—k,

aufgespannt wird und zeigen
(@ V cCT.(M), (b) W C N, (M).

Aus Dimensionsgriinden folgt dann in (a) und (b) sogar Gleichheit.
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(a) Seiv € V, also
Lo
v = ;qaz(t*) mit ¢; € R.

Wir definieren die Kurve
a:]—eel— MCR"
durch
a(s) =@t + (c1,. .-, k)S).

Dies ist definiert fiir |s| < £, wenn € > 0 geniigend klein gewihlt worden ist.
Mit der Kettenregel folgt

(b) Aufgrund seiner Definition ist N, (M) ein Vektorraum. Es geniigt also zu
beweisen, dass grad f;(a) € N, (M) fiir alle j. Dazu miissen wir zeigen, dass
grad f;(a) auf jedem Tangentialvektor senkrecht steht. Sei also v € T, (M)
beliebig. Dann ist v = «'(0) mit einer ganz in M verlaufenden stetig differen-
zierbaren Kurve

a:]—¢ge[— M mita(0) =a.
Es gilt f;(«(t)) = 0 fiir alle ¢t € |—¢, [. Differenziert man diese Beziehung

nach ¢, erhalt man

0= Z gi = (grad f;(a), &/(0)) = (grad f;(a),v)

also sind grad f;(a) und v orthogonal, g.e.d.

Extrema mit Nebenbedingungen

Satz 4. Sei U C R" offen und M C U eine r-codimensionale Untermannig-
faltigkeit,

M={zeU:g(x)=...=g(x) =0},
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mit stetig differenzierbaren Funktionen g; : U — R und

Rang g(( a ’z’ ))

Weiter sei F' : U — R eine stetig differenzierbare Funktion, so dass F'| M in
einem Punkt a € M ein lokales Maximum (Minimum) besitzt, d.h. es gibt eine
Umgebung V' C U von a mit

F(x) < F(a) (bzw. F(z) > F(a)) fiirallex € M NV.

(x)=r firallex € M.

Dann ist grad F'(a) ein Normalenvektor von M in a, d.h. es existieren Kon-
stanten \1, ..., \. € R, so dass

grad F'(a Z A grad g;(a

Man sagt, der Punkt a sei ein lokales Extremum von /' unter der Nebenbedin-
gung {¢1 = ... = g» = 0}. Die \; werden Lagrangesche Multiplikatoren
genannt.

Beweis. Ist
a:]-e el — MCR"

eine stetig differenzierbare Kurve in M mit «(0) = a, so hat die Funktion
t— F(a(t))

bei ¢ = 0 ein lokales Extremum, also gilt

d oF
0= Fla®)lio= - o, (a) @j(0) = (grad F'(a), o/ (0)),

d.h. grad F'(a) steht senkrecht auf allen Tangentialvektoren von M in a, q.e.d.

(9.2) Beispiel. Sei A = (a;;) € M(n x n,R) eine symmetrische n x n-Matrix
und F: R"” — R die zugehorige quadratische Form, d.h.

F(z) = (z, Ax) Z Q%5 .

Wir wollen die Extrema von F unter der Nebenbedingung ||z|| = 1 untersu-
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chen. Dazu setzen wir

g(x) = (z,x) flzz.ﬁf 1,

M ={zeR":g(z)=0}={zeR": ||z|| =1}
und wenden Satz 4 an. Da dg/0zy, = 2z, gilt
grad g(xz) =2z # 0 fir allez € M.

Weiter berechnet man

oF d
xTr) = Qi ;T ;
oz; ox;
= ;5 T+ ;5 T; J
Z J 8;@, J Z J 61‘k
2y} ]
= Z ;s + Z Uik; = 2 Z Akii ;
J i i
da ay; = a;,. Das bedeutet

grad F'(z) = 2Ax.

Dabher lautet die notwendige Bedingung aus Satz 4 fiir die Existenz eines loka-
len Extremums von F' auf M im Punkta € M

Aa = a fur ein geeignetes A € R,

d.h. a ist ein Eigenvektor von A und der Lagrangesche Multiplikator ist der
zugehorige Eigenwert. Andrerseits wissen wir, da M kompakt ist, dass die
stetige Funktion F' auf M ihr Maximum in einem gewissen Punkt a € M
annimmt. Dieses a muss nach dem gerade Gesagten ein Eigenvektor von A
sein. Da

F(a) = {(a, Aa) = {a, Aa) = A,

ist der Funktionswert an dieser Stelle gleich dem Eigenwert von a. Damit folgt
also, dass die Funktion F" auf M ihr absolutes Maximum in einem Eigenvektor
zum grofiten Eigenwert annimmt. (Analoges gilt fiir das absolute Minimum.)
Gleichzeitig ist damit bewiesen, dass jede reelle symmetrische Matrix min-
destens einen rellen Eigenvektor mit einem reellen Eigenwert besitzt. (Daraus
kann man dann durch Induktion schliefen, dass alle Eigenwerte reell sind.)
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AUFGABEN
9.1. Die Funktionen f, g: R®> — R seien definiert durch
flz,y,2) =2> +ay —y—2, gz, 2) = 22>+ 32y — 2y — 3z
Man zeige, dass
Ci={(v,9,2) €R®: f(z,,2) = glx,y,2) = 0}
eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit des R? ist, und dass
e R=R pt) = (t,°,1)
eine globale Parameterdarstellung von C' ist.

9.2. Die Funktionen f;: R* — R, i = 1,2, 3, seien definiert durch

filay, - @) = zias — 23,
f2(-7717 .- ~7-T4) = TaTy4 — T§
f3(1'17 .. ~7l‘4) = T1Ty — T2T3

Man zeige, dass M :={z € R* {0} : fi(z) = fo(z) = f3(z) =0}
eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R* ist.

9.3. Die Menge M (n x n,R) aller reellen n x n-Matrizen

T11 Ti2 ... Tip
X = x.m $.22 L lQn ;T €R,
Tp1 Tp2 .. Tnp
werde mit dem R™ mit Koordinaten 11, T12, - - - , Ty identifiziert.

Man zeige: Die spezielle lineare Gruppe
SL(n,R):={A € M(n xn,R):det A=1}
ist eine 1-codimensionale Untermannigfaltigkeit von M (n X n,R).
9.4. Wie in Aufgabe 9.3 werde M (n x n, R) mit R identifiziert. Es sei
On)={AecMnxnR): ATA=E}

die Menge aller orthogonalen n x n-Matrizen. (AT bezeichne die zu A trans-
ponierte Matrix.)



128 I. Differentialrechnung im R™

Man zeige, dass O(n) eine kompakte Untermannigfaltigkeit von M (n x n,R)
der Dimension "("2_1) ist.

9.5.Seien U C R" und V' C R" offene Mengen und ®: U — V ein Diffeo-
morphismus. Weiter sei M C U eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
Man beweise:

a) M':=®(M) C V ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
b) Seia € M und b := ®(a) € M’. Dann gilt
D®(a)(T,(M)) = T,(M').
c) Gilt eine zu b) analoge Aussage auch fiir den Normalenvektorraum?
9.6. Man bestimme die Maxima und Minima der Funktion
fRE=R, f(x,y) =42 — 3ay,
auf der Kreisscheibe
K :={(z,y) e R*: 2? +y* < 1}.

Anleitung. Man berechne zunichst die lokalen Extrema von f im Innern von
K und dann auf dem Rand von K, d.h. unter der Nebenbedingung z% +y2 = 1.
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§ 10 Integrale, die von einem
Parameter abhingen

In diesem Paragraphen beschéftigen wir uns mit folgendem Problem: Sei f(z,y) eine
Funktion von zwei Variablen z, y. Fiir einen festen y-Wert werde die Funktion iiber
ein Intervall ¢ < x < b integriert. Das Integral hiangt dann vom gewahlten y-Wert ab,
es entsteht also eine Funktion ¢ des “Parameters” y. Es interessiert nun, unter welchen
Voraussetzungen an f die Funktion ¢ stetig bzw. differenzierbar von y abhingt. Die
erhaltenen Ergebnisse werden wir benutzen, um die sog. Eulerschen Differentialglei-
chungen der Variationsrechnung abzuleiten.

Hilfssatz 1. Sei [a, b] C R ein kompaktes Intervall und U C R™ eine beliebige
Teilmenge. Die Funktion
fola ] xU—R, (z,y) — f(z,9),
sei stetig. Weiter sei (yy,)ren eine konvergente Punktfolge in U mit
= kh—{gc yr € U.
Dann konvergieren die Funktionen
Fy:la,b) — R, x— Fy(x) = f(z,yx),
fiir k — oo gleichmdflig gegen die Funktion
F:la,b) — R, z+ F(z):= f(x,c).

Beweis. Nach § 3, Satz 1, ist die Menge
Q :={yx: ke N} U{c}

kompakt, also abgeschlossen und beschrinkt. Daher ist auch [a, b)) x Q C R*™
abgeschlossen und beschrinkt (vgl. (1.14)), also kompakt. Aus § 3, Satz 10,
folgt, dass die Beschrankung

flla,xQ —R
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gleichmaBig stetig ist. Sei nun € > 0 vorgegeben. Dann existiert ein § > 0, so
dass fiir alle (z,y), (¢/,y') € [a,b] x Q gilt

(@, y) = (@ Yl <6 = |f(z,y) - f(@",y)] <e.
Da lim y;, = c, existiert ein N € N mit
llc—yel| <0 firallek > N.
Dabher gilt fiir k > N
|f(z,¢) = f(z,yr)| <e firallex € [a,b)].
Das bedeutet aber
|F(x) — Fy(z)| <e firallex € [a,b]und k > N,
d.h. die Folge (F})ren konvergiert gleichmiBig gegen F, q.e.d.

Satz 1 (stetige Abhédngigkeit vom Parameter). Sei [a,b] C R ein kompaktes
Intervall, U C R™ eine beliebige Teilmenge und

fila,b) xU—R

eine stetige Funktion. Fiir y € U werde gesetzt

b
o= [ fa)ds
Dann ist die dadurch definierte Funktion p: U — R stetig.

Beweis. Sei ¢ € U ein beliebiger Punkt und y,, € U, k € N, eine Punktfolge
mit lim y;, = c. Dann gilt mit den Bezeichnungen des obigen Hilfssatzes

o(yr) = /ab Fy(z)dz und ¢(c) —/ab F(z)dx.

Da die Folge (F})ren auf [a,b] gleichmiRig gegen F' konvergiert, kann man
nach An. 1, § 21, Satz 4, Integration und Limesbildung vertauschen, d.h. es
gilt

b b
lim Fy(z)dx :/ F(z)dx,

k—o00 a

also klim o(yx) = ¢(c), g.e.d.
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Hilfssatz 2. Seien I, J C R kompakte Intervalle und
fZIXJ—)IR'/ (:Lﬂll)’_’f(fLaU)q

eine stetige Funktion, die nach der zweiten Variablen stetig partiell differen-
zierbar sei. Weiter sei ¢ € J ein Punkt und y, € J, k € N, eine Punktfolge
mit

klim yr =c und yi#c fiirallek.
Wir definieren Funktionen Fy., F': I — R durch

YRS (G R (GO R,

Y —C
of
F = x,c).
(@) = o (.0
Dann konvergiert die Folge (Fy)ren auf I gleichmdifig gegen F.
Beweis. Sei ¢ > 0 vorgegeben.

Die stetige Funktion Dyf: I x J — R ist nach § 3, Satz 10, gleichméBig
stetig, es gibt also ein von = € [ unabhéngiges § > 0, so dass aus y,y’ € J,
ly — y'| < 6 folgt

IDa2f (2, y) = Daf(x,y)| <.

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir Funktionen einer Ver-
anderlichen gibt es zu jedem z € [ und £ € N ein 7, zwischen ¢ und y
mit

Fy(x) = Dof(z,nr).

Sei N so groB, dass |c — yi| < ¢ fiir alle £ > N. Dann gilt auch |¢ — 7| <
fiir £ > N und es folgt

|F(2) — Fi(x)| = Do f (2, ¢) — Daf (2, mi)| <
furallex € Tund k > N, q.e.d.

Satz 2 (differenzierbare Abhingigkeit vom Parameter). Seien I, J C R kom-
pakte Intervalle und

fiIxJ—R, (2,9 f(z,y),
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eine stetige Funktion, die nach der Variablen y stetig differenzierbar ist. Fiir
y € J werde gesetzt

= /[f(l', y) dx

Dann ist die Funktion ¢: J — R stetig differenzierbar und es gilt

de(y) [ 0f(x,y)
dy _/1 dy e

Man driickt dies auch so aus: Man darf “unter dem Integral differenzieren”.

Beweis. Sei c € Jund y;, € J, k € N, eine beliebige Punktfolge mit
klim yr =c und vy, #c fiiralle k.

Die Funktionen £, und F' seien wie in Hilfssatz 2 definiert. Wegen der gleich-
maBigen Konvergenz von Fk gegen F' gilt nach An. 1, § 21, Satz 4,

k—o0 Y — C k—»oo Y — C I 8y

Daher existiert '(c) fiir jedes ¢ € J und es gilt

Die Funktion ¢’ ist nach Satz 1 stetig, da nach Voraussetzung die Funktion
Of /Oy auf I x J stetig ist.

(10.1) Beispiel. Wir wollen das Integral

a
/ 2% cosx dx
0

berechnen. Man konnte das Integral mittels zweimaliger partieller Integrati-
on auswerten (was der Leserin zur Ubung empfohlen sei!), es gibt aber auch
eine andere Moglichkeit, die auf der Berechnung eines parameterabhangigen
Integrals beruht. Dazu betrachten wir die Funktion

Fy) = /Oa cos(zy)dx
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etwa auf dem Intervall ; < y < 2. Nach Satz 2 gilt

a a a
F'(y) = / cos(zy)dx = — / xsin(zy)dz,
o 9y 0
F'(y) = — / 2% cos(xy)d.
0

Das gesuchte Integral ergibt sich also als

/ 22 cosxdr = —F"(1).

0

Andrerseits kann man die Funktion F' direkt ausrechnen:

F(y) = / Cos(xy)dx — Sln(l‘y) _ Sln(ay).
0 Y =0 Yy
Differenzieren ergibt

sm(ay) a Cos(ay)‘

Fl(y) =
(v) 2 y
2 sin(ay 2a cos(ay a?sin(ay
oty = 2900w) _ el _ i),

also

/ 22 cosxdr = —F"(1) = (a® — 2) sina + 2a cos a.
0

Bemerkung. Aus Satz 2 folgt, da die partiellen Ableitungen nichts anderes
sind als gewohnliche Ableitungen bei festgehaltenen iibrigen Variablen:

Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall, U C R" offen und

f:[a’7b}><U4)R7 (377y17~~~va)'—>f($7y17~~~3/n)7

eine stetige Funktion, die bzgl. der Variablen vy, . . . , y, stetig partiell differen-
zierbar ist. Dann gilt fiir jedes ¢ € {1,...,n}

a [ b9
8yi/a.f(x7y17"'7yn)d:r:/; azi(z/y177yn)d$

(10.2) Beispiel. Sei U = {z € R" : ||z|| < r} die offene Kugel vom Radius
r > 0 um den Nullpunkt des R und

v=(v1,...,0,): U—R"
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ein stetig differenzierbares Vektorfeld in U. Wir suchen eine stetig differen-
zierbare Funktion

f:U—=R mit gradf =wv,

d.h.
af

Falls eine solche Funktion f existiert, ist sie zweimal stetig differenzierbar und
nach dem Satz von Schwarz (§5, Satz 1) gilt

0?f f ov;  Ov;
5= : = = fiir alle ¢ # j.
(91‘]'(9.7]1' (91‘18.%’] 8.%‘]‘ 8.%’1 uratiet # J
Eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit der Gleichung grad f = v ist
also Ov; /0x; = Ov;/Oux; fir alle ¢ # j. Wir zeigen nun, dass diese Bedingung

auch hinreichend ist. Dazu definieren wir die Funktion f: U — R durch

0= ([ ey ).

i=1

=vy; firi=1,...,n.

0
Behauptung. Es gilt / =uv;firj=1,...,n.
5’z]-

Beweis. Nach der Produktregel und Satz 2 ist

35;?) _ zi:(aij/ (tx) df)Tz +Z(/ v(tx) df) gz
= Z(/ D, (tx) dt)@ /1'Uj(t1')dt
= /OI(tZDjvi(tx)xi + vj(tx))dt.

Nun ist (bei festem z € U):

d d

0y (t2) = vy(ta) + 1 vy(t0)
= v;(tx) +¢ Z Djv;(tx)x;

= U]'(tZL‘) +t Z D]’Ul(tl)éll s
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also

) [ 8y = ] = o), aea

t=0

Damit ist insbesondere gezeigt: Dafiir, dass ein auf einer offenen Kugel U C
R3 stetig differenzierbares Vektorfeld v: U — R? sich als Gradient einer ste-
tig differenzierbaren Funktion f: U — R darstellen lésst, ist notwendig und
hinreichend, dass rot v = 0.

Doppelintegrale
Seien [a,b] C R und [¢, d] C R kompakte Intervalle und
f : [a7b} X [Cad] —R

eine stetige Funktion. Nach Satz 1 ist die Funktion

F(y) ::/ f(x,y)dx

stetig auf dem Intervall [c, d], kann also wieder integriert werden. Man bezeich-

net
d
/ dy—/ /frydr d?

als Doppelintegral.

Man kann die Funktion f jedoch auch erst bzgl. y und dann bzgl. x integrieren.
Der folgende Satz sagt, dass sich dabei derselbe Wert ergibt.

Satz 3. Mit den obigen Bezeichnungen gilt
[ ([ remi)a=[([ swvas)a

Beweis. Wir definieren eine Funktion ¢: [¢, d] — R durch

oly) = /a.b (/y f(x,t)dt)dx.
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Es gilt ¢(c) = 0 und nach Satz 2 ist ¢ differenzierbar mit

d= [ ([ swoa)ar= [ s

Daraus folgt

[ ([ wazyiv= [ cwiw=s = [ ([ st

was zu beweisen war.

Bemerkung. Ein analoger Satz gilt natiirlich auch fiir n-fache Integrale stetiger
Funktionen, die auf einem Quader I; x ... x I,, C R" definiert sind.

Geometrische Interpretation. Anschaulich bedeutet das Doppelintegral

V= /cd/abf(x,y)dxdy

liber eine nicht-negative Funktion f:[a,b] X [¢,d] — R das Volumen des
Korpers unter dem Graphen von f, d.h. der Menge

K= {(z,y,2) € [a,0] x [c,d] x R: 0 < 2 < f(z,9)}.

Die systematische Theorie der Volumenmessung wird erst im 3. Band der Ana-
lysis [6] dargestellt. Wir bringen hier nur ein einfaches Besipiel.

(10.3) Wir wollen das Volumen der Kugel vom Radius » > 0 im R? berechnen.
Dazu betrachten wir die folgende stetige Funktion

- 2 2 2
fol=rr]x[-rr] =R, f(zy): {\/7’2_1’2—y fir 2% 4 y° <77,
sonst.

Der Korper unter dem Graphen von f ist dann (bis auf einen Teil der Hohe 0)
die obere Halfte der Kugel

K(r) ={(z,y,2) € R®: 2% +¢y* + 22 < r?}.
Dabher ist

~ [ [ swwdsdy

gleich der Hilfte des Volumens von K (r).
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Fiir festes y € [—r, 7] sei p = p(y) := 1/r2 — y2. Damit ist

F(y) / flz,y)dz = / \/,02 —ax2dr = [Subst. z = psint]
. “p

/2
p2/ cos’tdt = p27T =(r* - y2)7r
—m/2 2 2

und
o o T 5,3 3 2 3
V= dy— (r —y)dy:2(2r —2r/3):37rr.
Es folgt also fiir das Volumen der dreidimensionalen Kugel vom Radius r die
wohlbekannte Formel
47 .
Vol(K(r)) =2V = ; v,

Eulersche Differentialgleichungen der Variationsrechnung
Wir betrachten folgende Situation:
Sei I := [a, b] C R ein kompaktes Intervall und

L:IxRxR—R, (t,y,p)— L(t,y,p)

eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion. Wir bezeichnen mit
C?[a, b] den Vektorraum aller zweimal stetig differenzierbaren Funktionen
f:]a,b] — R und mit K die Teilmenge

K :={p€Ca,b] : p(a)=c1, p(b) = e},

wobei ¢y, c; € R vorgegebene Konstanten sind. Wir definieren jetzt ein Funk-
tional (d.h. eine Abbildung)

S KR, oo S(p) ::/ L(t, o(t), &' (1)) dt.

Das Problem der Variationsrechnung besteht nun darin, S(¢) zu minimieren,
d.h. ein ¢ € K zu finden, so dass

S(p) =inf{S() : ¢y € K}.
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Satz 4. Mit den obigen Bezeichnungen gilt: Eine notwendige Bedingung dafiir,
dass S(¢) = infyex S(4) ist das Bestehen der Eulerschen Differentialglei-
chung

it o B0, 0) = (80, (0) 0.
Beweis. Sei ¢ € K eine Funktion mit
S(p) < S(y) firalley € K
und g € C?[a, b] eine beliebige Funktion mit
g(a) = g(b) =0.
Fiir jedes € € R ist dann ¢ + g € K und damit
S(p) < S(p +eg).
Wir definieren jetzt die Funktion F: R — R durch
F(e) = S(p +eg).

Diese Funktion F’ besitzt fiir ¢ = 0 ein Minimum, also gilt

Mit Satz 2 erhalt man

dF b9 , ,
L = [t +eat). P ) + g O)
b oL OL ,
~ [(Grst+ Gt oa) ar
Dabei stehen die Piinktchen (.. .) fiir (¢, o(t) + eg(t), ¢'(t) + €4'(¢)). Partielle
Integration liefert

- [og (o)== [ o0 (5 )

) oL b

’ 8pg(t)dt: op ~9(t)

a

Damit erhalt man schlielich

0100 = [(Ghtte o+ o ) 0) i
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(oL ,d oL ,
:/a <8y(t’%(p)7dt 8p(t’(‘0’(p)>g(t)dt'

(Zur Vereinfachung haben wir nur , ¢’ statt ¢(t), ' (t) geschrieben.) Mit dem
anschlielend bewiesenen Hilfssatz 3 folgt daraus

oL d 0L
t,0,¢) — tp,©)=0, qed
ay(,szw) dt ap(,w ) qe
Hilfssatz 3. Sei a,b € R, a < b, und
fila,b] —R
eine stetige Funktion. Fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion

g:la,b) — R mit g(a) =g(b) =0

b
f()g(t) dt = 0.

a

Dann gilt f(t) = 0 fiir alle t € [a, b].

Beweis. Wegen der Stetigkeit von f genligt es zu zeigen, dass f auf dem offe-
nen Intervall ]a, b identisch verschwindet.

Angenommen, es sei f(t) # 0 fiir ein ¢ € ]a,b[. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit ist f(¢) =: ¢ > 0. Dann existiert ein § > 0, so dass

[t —6,t+0] Cla,b|
und
fz) > ; fiir alle = € [t — 6,¢ — 0].

Man kann nun eine zweimal stetig differenzierbare nicht-negative Funktion
g: [a,b] — R konstruieren mit

g(t)>0 und g(z)=O0firallex & [t — 0, + J],
vgl. Bild 10.1
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9(z)
\ a t—8 t  t+6 b Bild 10.1
Nun folgt
b t+3 e [tH0
0 :/ f(2)g(x) da :/ f@)g(z) do > 2/ g(x)dz > 0,
a t—§ t—5

Widerspruch! Also ist doch f(t) = 0 fiir alle ¢ € |a, ].

(10.4) Beispiel. Seien a, b, c1,co € R, a < b, und
K={peCab]: pla)=ci p(b) = ca}.
Mit S(p) werde die Bogenldnge der Kurve
la, ] — R%, -t (t,0(t)),

d.h. des Graphen von ¢, bezeichnet, siehe Bild 10.2.

(6 e b

Clf------

Bild 10.2

Nach § 4, Satz 1, gilt

S(p) = / V14 ¢ (t)?dt.

Wir wollen S(y) minimieren, suchen also die kiirzeste Verbindungslinie zwi-
schen den Punkten (a, ¢1) und (b, c2). Man kann Satz 4 anwenden, wobei hier
die Funktion L eine besonders einfache Gestalt hat:

L(t,y,p) = V/1+ 12
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L hangt also gar nicht explizit von ¢ und y ab, es gilt
oL

oy =0, und gﬁ(t,y,p) = \/1];102.
Die Eulersche Differentialgleichung lautet daher
d ¢ _,
dt \/ 14 ¢/ (t)? ’
d.h. J(0)
\/1 ()2 = const.

Dies ist aber gleichbedeutend mit ¢'(t) = const. Die Funktion ¢ muss also ein
Polynom 1. Grades sein:

o(t) = a+ pt,

wobei die Konstanten «, 3 € R noch so zu bestimmen sind, dass die Rand-
bedingungen ¢(a) = ¢; und ¢(b) = ¢y erfiillt sind. Das bedeutet: Wenn un-
ser Problem iiberhaupt eine Losung besitzt, wird es durch die Verbindungs-
gerade der Punkte (a, c;) und (b, cy) gelost. Dass die geradlinige Verbindung
tatsachlich minimale Bogenlange aufweist, kann hier durch einfache geometri-
sche Betrachtungen gezeigt werden. Im Allgemeinen ist es bei Variationspro-
blemen aber schwierig zu zeigen, dass das Minimum tatsachlich angenommen
wird.

Bemerkung. Satz 4 lasst sich leicht wie folgt auf hohere Dimensionen verall-
gemeinern: Gegeben sei eine zweimal stetig differenzierbare Funktion
L:fa,b] xR"xR" — R,
(tvyh ey Yns Py - - 7pn) = L(t7y1-, ey Yny P1y - 7pn)

Mit C sei die Menge aller zweimal stetig differenzierbaren vektorwertigen
Funktionen

w = (@17"'7@’&) : [a7b] — R"
mit p(a) = Cy und ¢(b) = Cy bezeichnet, wobei Cy,Cy € R" vorgegebene
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Vektoren sind. Ein reelles Funktional S: I — R werde definiert durch

b
S = [ L0 0.0, D)
Ist dann ¢ € K eine Funktion mit
S(p) = inf{S(¥) : ¢ € K},

so gelten die Eulerschen Differentialgleichungen

d OL oL

dt 3]?1 (t7 Lp(t), Sﬂl(t)) (t7 (p(t), @I(t)) =0, @G=1,...,n).

- 9y

(10.5) Anwendung in der Physik. Die Eulerschen Differentialgleichungen
werden angewendet beim sog. Hamiltonschen Prinzip der kleinsten Wirkung.

Hier ist ¢ die Zeitkoordinate, die Funktionen ¢, ..., ¢, beschreiben den Zu-
stand eines physikalischen Systems als Funktion der Zeit. L(¢, ¢, ¢') ist die
sog Lagrange-Funktion; bei mechanischen Systemen, in denen die Reibung
keine Rolle spielt, ist L gleich der Differenz 7" — U aus kinetischer Energie T’
und potentieller Energie U.

S(e) = [ Lt el o) de

ist das sog. Wirkungsintegral; das Hamiltonsche Prinzip sagt aus, dass fiir den
tatsidchlich ablaufenden Vorgang S(¢) minimal wird.

Betrachten wir etwa die Bewegung eines Massenpunktes im R? unter dem Ein-
fluss eines nur vom Ort abhangigen Potentials

U: Rg I R7 (I17$27I3) = U($17]727I3).

Die Bewegung des Massenpunkts wird beschrieben durch eine vektorwertige
Funktion

2(t) = (21(t), w2(t), 23(t)),
seine Geschwindigkeit zur Zeit ¢ ist

o(t) = M = (i2(0), (1), ().

(In der Physik ist es seit Newton iiblich, die Ableitung nach der Zeit durch
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einen Punkt zu bezeichnen.)

Die kinetische Energie des Massenpunkts ist

3 3

1
T=jmll? =" TN = ”27 er,

i=1

wobei m die Masse bezeichnet. Fiir die Lagrange-Funktion L =T — U ergibt
sich also

L(z,v) = m(vf + 02 +v3) — U(x1, T, T3),

2

sie hangt nicht explizit von der Zeit ab. (Hier sind x und v die Variablen, die
wir frither mit ¥ und p bezeichnet haben.) Man hat

oL _ oU und oL -
a[L'i o 812 a’Ui B v
Die Eulerschen Differentialgleichungen lauten daher
d
i 0) + 57 @) =0,
oder (falls die Masse m zeitlich konstant ist)
oUu

mi;(t) = 781-1’ (x(t)), (i=1,2,3).
Man kann dies in vektorieller Form zusammenfassen zu
mi = — grad U(x) ()

Wir werden spiter (in § 16) sehen, wie man fiir eine spezielle Potentialfunktion
U ein solches Differentialgleichungssystem 16sen kann.

Wir wollen hier nur noch zeigen, wie aus der Gleichung (x) die Konstanz der
Gesamtenergie £ = T + U folgt. Zur Zeit t betragt die Gesamtenergie des
Massenpunkts

m sz + Ul (t), za(t), 25(t)).
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Ableitung nach der Zeit ergibt mit der Kettenregel

O 3 n0m0+ 3 0 0)0

m(E(t), i(t)) + (grad U(x(t)), &(t))

- <m.7b'(t) +grad U(z(t)) rb(t)>.
Wegen (x) ist dies gleich Null, d.h. F ist konstant.

AUFGABEN

10.1. Man berechne das Integral

T
/ thetdt
0

durch Differenzieren des Parameter-abhangigen Integrals

F(y) ::/’eftydt.
0

10.2. Sei I C R ein offenes Intervall, a € I und

fIxT =R, (v,y)~ f(z,y)

eine stetige, nach der zweiten Variablen stetig partiell differenzierbare Funkti-
on. Man zeige, dass die durch

F(y) = /a?/ f(z,y)dx

definierte Funktion F': I — R differenzierbar ist, und dass fiir alle y € I gilt
Fy) = f(y~,y)+/a.y gi(x,y)dx.

Anleitung: Man beweise, dass die durch
Gr.2) = [ (o)

definierte Funktion G : T'x I — R stetig partiell differenzierbar ist und wende
die Kettenregel an.
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10.3. Sei g: R? — R die Funktion
3

zy )

fur (x 0,0

g($7 y) = (172 + y2)2 ur (T7 y) 7é ( , )

0 fiir (z,y) = (0,0)

Man zeige, dass fiir jedes y € R die Integrale

f(y) :=/O g(z,y)dz und f*(y) :=/0 gZ(mvy)dx

wohldefiniert sind und dass die Funktion f: R — R differenzierbar ist, jedoch
f(0) # f*(0) gilt.
10.4.Es sei f : [0,1] x [-1, 1] — R die wie folgt definierte Funktion:

fla.y) = { Vat =yt firly <o,
0 sonst.

Man berechne das Doppelintegral

V.= /711 /O.lf(x,y)dwdy.

10.5. Sei r > 0 und f:[—r,r]> — R die wie folgt definierte Funktion dreier
Variablen:

Vi —a? —ad— a3 fallsa? + 23 + a2 < r?,

f(l‘l,xzax?,) = {0

sonst.

Man berechne das dreifache Integral

V;:/ / f(z1, 9, x3)dx1dTods.

Bemerkung. 2V ist das Volumen der 4-dimensionalen Kugel vom Radius r.
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§ 11 Elementare Losungsmethoden

Eine Differentialgleichung (erster Ordnung) ist eine Bedingungsgleichung fiir eine
zu bestimmende Funktion, in der die Ableitung als Funktion des Arguments und des
Wertes der Funktion dargestellt wird. Geometrisch bedeutet das die Vorgabe eines
Richtungsfelds; es wird dann eine Funktion gesucht, deren Graph sich an dieses Rich-
tungsfeld anschmiegt. In diesem Paragraphen behandeln wir einige einfache Beispiele,
in denen man die Losungen einer Differentialgleichung explizit bestimmen kann.

Definition. Sei G eine Teilmenge des R? und
f:G—R, (2,y)~ f(z,y)
eine stetige Funktion. Dann nennt man
y' = flz,y) M

eine (gewohnliche) Differentialgleichung erster Ordnung. Unter einer Losung
von (1) versteht man eine auf einem Intervall / C R definierte differenzierbare
Funktion

p: I —R
mit folgenden Eigenschaften:
a) Der Graph von ¢ ist in G enthalten, d.h.

Iy ={(z,y) e IxR:y=p(x)} CqG.
b) Es gilt

O'(z) = f(z,0(z)) firallex € I.

(Die Bedingung a) ist zu stellen, damit man b) tiberhaupt formulieren kann.)

Bemerkung. Wiirde die gegebene Funktion f nur von z und nicht von y
abhangen, so schriebe sich b) als

¢'(x) = f(x)

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
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und man konnte die Losungen durch einfache Integration gewinnen:

plx)=c+ /I f(t)de.

Im allgemeinen Fall folgt aus b) zwar

o =c+ [ it () dr,

wobei ¢ = ¢(xg), aber man kann mit dieser Formel nicht unmittelbar die
Losung gewinnen, da unter dem Integral bereits die gesuchte Funktion vor-
kommt. (Wir werden aber im nachsten Paragraphen sehen, wie man trotzdem
mittels dieser Integralgleichung die Differentialgleichung losen kann.)

T Bild 11.1

Geometrische Interpretation

Eine Differentialgleichung 4’ = f(z,y) in einem Gebiet G C R? bestimmt ein
Richtungsfeld: In jedem Punkt (z,y) € G wird durch y' = f(z,y) eine Stei-
gung vorgegeben, vgl. Bild 11.1. Gesucht ist eine differenzierbare Funktion,
deren Graph in jedem seiner Punkte die vorgegebene Steigung hat.

In einfachen Fallen kann man aus dem Richtungsfeld bereits die Losungen der
Differentialgleichung ersehen. So besitzt die Differentialgleichung

Y=Y mR.xR, (Bild112)
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y|tf/ /
f//;;/// V=
1
e y
N Pt NN
AN /7 I
NN F1 77 2 NN
m\\\ RN N
Bild 11.2 Bild 11.3

die Geraden y = cx als Losungen und die Differentialgleichung

y=-, nRxRi,  (Bildll3)

die Halbkreise y = vc — 22, |z| < \/c.

Differentialgleichungen mit getrennten Variablen
Seien I, J C R offene Intervalle und
f:I—R, ¢g:J—R

zwei stetige Funktionen. Es werde vorausgesetzt, dass g(y) # O firalley € J.
Die Differentialgleichung

Y =f(x)gly) in IxJ
heif3t Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Satz 1. Die obigen Bezeichnungen seien beibehalten. Sei (xq,yo) € I X J ein
Punkt. Wir definieren Funktionen F: I — R und G: J — R durch

F(x):= /xf(t)dt, Gy) = /y gcéi)
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Es sei I' C I ein Intervall mit vo € I' und F(I') C G(J). Dann existiert
genau eine Losung o: I' — R der Differentialgleichung

Y = f(@)g(v)
mit der “Anfangsbedingung” p(xy) = yo. Diese Losung geniigt der Beziehung
G(p(z)) = F(z) fiirallex €I’ (%)

Beweis. a) Wir zeigen zunéchst: Ist ¢: I’ — R irgend eine Losung der Diffe-
rentialgleichung y' = f(x)g(y) mit ©(x) = yo, so gilt (x). Aus

¢'(x) = f(x)g(e(x))

folgt namlich

ORI
L, atetmn = [ s

Fiihrt man im linken Integral die Substitution v = ¢(t) durch, erhélt man

/y: ’ gCéZ) B /J: fle)dt.

Dies bedeutet aber G(¢(z)) = F(x).

b) Da G'(y) = g ! ) # 0, ist G streng monoton, besitzt also eine stetig diffe-

renzierbare Umkehrfunktion
H:G(J) —R.
Aus (x) folgt daher
o(z) = H(F(z)) firallex eI’ (%%)

Dies bedeutet, dass die Losung mit der gegebenen Anfangsbedingung, falls sie
iiberhaupt existiert, eindeutig bestimmt ist.

¢) Um die Existenz zu beweisen, nehmen wir die Gleichung (xx) als Definition
fiir die Funktion ¢: I’ — R. Diese Funktion ist stetig differenzierbar und es gilt

80(36'0) = H(F(l‘o)) = H(O) =Y%o,
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da F'(z¢) = 0 = G(yo). Weiter folgt aus («x*) die Beziehung G(p(x)) = F(z),
also

d.h.
¢'(x) = f(2)g(p(2)).

Daher erfiillt ¢ die Differentialgleichung ' = f(x)g(y), q.e.d.

Bemerkung. Man fiihrt die Losung einer Differentialgleichung mit getrennten
Variablen oft in einpragsamer, aber etwas nachlassiger Form wie folgt durch:
Man schreibt 4’ = f(x)g(y) als

jz = f(2)g(y)

und formt dann um:

dy = f(z)dx

/(]CéZ) N /f(T)dx + const.

Die zuletzt erhaltene Gleichung hat man nach y aufzulosen, um zu einer Losung
y = ¢(x) der Differentialgleichung zu gelangen. Satz 1 ist nichts anderes als
eine Prazisierung der obigen formalen Rechnung.
Beispiele
(11.1) Wir wollen die Losung der Differentialgleichung

y==" inlIxJ:=Ri xR}

mit der Anfangsbedingung y(1) = ¢, (¢ > 0), bestimmen. Dies ist eine Diffe-
rentialgleichung mit getrennten Variablen,

y = f@gly) mit flx) =~ wd o) =y

Nach Satz 1 miissen wir also folgende Funktionen berechnen:

F(x) = /lwf(t)dtzf/lwit =—logz,
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Gly) = /y gﬁ) = /y Cff =logt‘z = log(y/c).

Da der Logarithmus R auf ganz R abbildet, gilt hier G(J) = G(R%) = R,
wir kénnen also I’ = I = R wihlen, da F(R%) = R = G(R?). Es gibt also
eine auf ganz R, definierte Losung ¢: R} — R mit

G(p(z)) = F(z), dh. log Q’Q(J) = —logz firallex € R}.
Nimmt man von beiden Seiten die Exponentialfunktion, erhalt man

o(z) = ; fiir alle z € R” .
Die Gesamtheit aller Losungen der Differentialgleichung y' = —'z in R} xR}
wird also durch die Hyperbelschar zy = ¢, ¢ > 0, gegeben, siehe Bild 11.4.

Man sieht an dem Bild auch, dass durch jeden Punkt (z, y9) € R xR genau
eine, auf ganz R? definierte, Losungskurve geht.

Bild 11.4

(11.2) Wir untersuchen jetzt die Differentialgleichung
! z : * *
= RY xR% .
Yy y mAsy +
Das Richtungsfeld dieser Differentialgleichung ist zu dem aus dem vorigen

Beispiel orthogonal, denn die Richtungsvektoren (1, —y/z) und (1, z/y) ste-
hen fiir alle (z,y) € R% x R* aufeinander senkrecht.

Wir bestimmen diesmal die Losung durch einen Punkt (g, yo) € RY x R
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durch die folgenden informellen Umformungen:

dy =
de '
ydy = xdx

Yy x
/ ndn / £dg,

Yo zo
2 2

2 =) = (0" —53)
y' =2+ (v — 7)
2

y=o(r) = Va2 +c mitc:=y2 — 22

Durch Differenzieren kann man direkt nachpriifen, dass die erhaltene Funktion
¢ die Differentialgleichung erfiillt. Man beachte aber folgende Besonderheit
gegeniiber dem vorigen Beispiel: Nur fiir yo > x ist die Losung ¢ auf dem
ganzen Intervall R} definiert. Falls yy < z, ist das maximale Definitions-

Intervall der Losung gleich} Va2 — 3, +oo [

Geometrische Interpretation. Die Losungen sind die in der positiven Viertel-
Ebene gelegenen Teile der Kurvenschar y? — 22 = ¢, ¢ € R. Diese Kurven
sind die “Orthogonal-Trajektorien” zu denen des vorigen Beispiels, siehe Bild
11.5

Bild 11.5
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Lineare Differentialgleichungen

Sei I C R ein Intervall und seien a, b: I — R stetige Funktionen. Dann nennt
man

y' = a(x)y + b(z)

eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung, und zwar homogen, falls b = 0,
sonst inhomogen. Wir beschaftigen uns zunachst mit der Losung der homoge-
nen linearen Differentialgleichung

y' = a(z)y.

Satz 2. Mit den obigen Bezeichnungen gilt: Sei xo € I und c € R. Dann gibt
es genau eine Losung ©: I — R der Differentialgleichung y' = a(x)y, die der
Anfangsbedingung p(xo) = c geniigt, namlich

o(x) :=cexp (/T a(t) dt).

zo

Beweis. Die homogene lineare Differentialgleichung ist eine spezielle Diffe-
rentialgleichung mit getrennten Variablen; man konnte also Satz 1 anwenden
(wobei man allerdings eine Fallunterscheidung ¢ # 0, ¢ = 0 zu machen hitte).
Hier sieht man aber direkt aus der Definition von ¢, dass ¢(z) = ¢ und

¢'(z) = a(z)p(x).
Die Eindeutigkeit kann man so zeigen: Nach dem gerade Gesagten gentigt
wo(x) :== exp(—/ a(t) dt)
zo

der Gleichung ¢, (z) = ( ) o(z). Seijetzt ¢»: I — R eine beliebige Losung
der Differentialgleichung ¥’ = a(z)y mit der Anfangsbedingung ¥ (zo) = c.
Wir bilden das Produkt 9)o(z) := 9 (z)¢o(x) und differenzieren mit der Pro-
duktregel

Eh(@) = ¥/ (@)po(@) + () ()
— ala)(e)po(x) — (x)a(e)po(x) = 0.
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Die Funktion v, ist also eine Konstante; daher gilt

Po(x) = Yo(xo) = Y(xo)po(xo) = ¢ exp(0) = ¢ fiirallex € I.
Es folgt

Y(x) = cpo(x)™ = cexp (/JL a(t) dt), q.e.d.

zo

Beispiele

(11.3) Die Losungen ¢ : R — R der Differentialgleichung
Yy =ky, (keR),

mit der Anfangsbedingung (x¢) = ¢ haben die Gestalt

o(z) = cebE=m0),

(11.4) Die schon in (11.1) behandelte Differentialgleichung

y = _y, (x> 0),
x
lasst sich als lineare Differentialgleichung y' = a(z)y mit a(z) = —1/z auf-

fassen. Die Losung mit der Anfangsbedingung ¢(1) = ¢ ist also

Tdt c
o(x) :cexp<f/1 : ) =cexp(—logz) = .

Variation der Konstanten

Wir kommen jetzt zur Behandlung der inhomogenen linearen Differentialglei-
chung

y = a(z)y + b(z), M

wo a,b: I — R stetige Funktionen auf dem Intervall / C R sind. Sei z¢ € [
und ¢ € R. Wir suchen eine Losung ¢: I — R der Differentialgleichung mit
der Anfangsbedingung ¢(z() = c. Dazu gehen wir aus von einer Losung

Po(z) = exp(/m a(t)d,t)

o
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der zugehorigen homogenen linearen Differentialgleichung
y = alz)y (H)

und machen einen als Variation der Konstanten bekannten Ansatz

p(x) = po(x)u(x)
fiir die Losung ¢ der inhomogenen Gleichung (I) mit einer noch unbekannten
Funktion u: I — R. (Da ¢g(x) # 0 fiir alle ¢ € I, ldsst sich jede Funktion
@ in dieser Form schreiben.) Wir untersuchen jetzt, welchen Bedingungen w
geniigen muss, damit ¢ die Differentialgleichung (I) erfiillt. Es ist

¥ = gou+ pot,

ap +b = apou + b.
Da ¢} = agpy, gilt ¢’ = ap + b genau dann, wenn

pot' =b, dh. u(z)= / ©0o(t) " b(t)dt + const.

zo

Damit die Anfangsbedingung ¢(z) = c erfiillt ist, muss u(zg) = c sein,
man hat also die Integrationskonstante const = ¢ zu setzen. Wir fassen unser
Ergebnis zusammen im folgenden Satz.

Satz 3. Sei I C R ein Intervall und seien a,b: I — R stetige Funktionen. Dann
gibt es zu vorgegebenen xy € I und c € R genau eine Losung p:1 — R der
Differentialgleichung

y = a(x)y + b(x)
mit der Anfangsbedingung p(x) = ¢, nimlich
¢(x) = po() <c+/ t,oo(t)’lb(t)dt)

wobei

wo(z) = eXp(/z a(t)dt).

zo

Man nennt das hier beschriebene Verfahren zur Bestimmung einer Losung der
inhomogenen Gleichung Variation der Konstanten. Denn die Losungen der ho-
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mogenen Gleichung haben die Gestalt ¢ (x)c mit einer Konstanten ¢ und man
erhalt die Losungen der inhomogenen Gleichung, indem man die Konstante ¢
durch eine “variable” Funktion u(x) ersetzt. Wir werden darauf in allgemeine-
rer Form in § 13 noch einmal zuriickkommen.

(11.5) Beispiel. Wir betrachten die Differentialgleichung
y = 2xy + o°.

Die homogene Gleichung 3’ = 2xy besitzt die Losung

@o(x) = cxp( /0 "ot dt) =

Deshalb bekommt man eine Losung ¢: R — R der inhomogenen Gleichung
y' = 22y + z° mit der Anfangsbedingung ¢(0) = ¢ durch

o(z) = e (c + /Ox tgeftzdt).

Das Integral kann man mittels der Substitution s = #? und partieller Integration
auswerten, was dem Leser als Ubung tiberlassen sei. Man erhalt

xr
/ e dt = =@+ e,
0

also

p(x) = (c+ 1)e” — La? +1).

Homogene Differentialgleichung

Sei J C R ein Intervall, f: J — R eine stetige Funktion und
G:={(z,y) eR* xR: g e J}.

Dann heif3t
v=1(1), @yeq

homogene Differentialgleichung (nicht zu verwechseln mit den homogenen
linearen Differentialgleichungen). Der Name kommt daher, dass man die Dif-
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ferentialgleichung auch schreiben kann als

Y =h(z,y)
mit einer homogenen Funktion 4 vom Grad 0, d.h. h(tz, ty) = h(z,y) fir alle
t € R*. Setzt man f(n) := h(1,7n),so gilt h(z,y) = f(y/x).

Der nachste Satz zeigt, dass man eine homogene Differentialgleichung auf eine
Differentialgleichung mit getrennten Variablen zuriickfiihren kann.

Satz 4. Die obigen Bezeichnungen seien beibehalten. Weiter sei I C R* ein
Intervall und (xg,vyo) € G ein Punkt mit xy € 1. Dann gilt: Eine Funktion
@: I — Rist genau dann Losung der Differentialgleichung

v =1(%) (HI)
mit der Anfangsbedingung ©(x) = yo, wenn die Funktion

VI —R, Pa):= “"S‘),

Losung der Differentialgleichung

2 = i(f(z) —2), (x,2) € R* x J, (H2)

Yo

Zo 1st.

mit der Anfangsbedingung v (xo) =

Beweis. Zunachst verifiziert man leicht, dass der Graph der Funktion p: I — R
genau dann in

G={(z,y) eR*" xR:y/z € J}
liegt, wenn der Graph von ¢: I — R Teilmenge von R* x .J ist.
a) Sei jetzt vorausgesetzt, dass ¢ die Differentialgleichung (H1) erfiillt. Dann
gilt

V() = ddz (s@(@) _#@) () if((p :v)) _pl@)
= L @) —v(@),

d.h. z = ¢(z) ist Losung von (H2).
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b) Sei umgekehrt vorausgesetzt, dass ¢ die Gleichung (H2) erfiillt. Dann gilt
d
Pa) = o (av(@)) = (@) +ov/(@)

vla) + () — vi) = 7(7D),
d.h. y = p(x) ist Losung von (H1), q.e.d.

Bemerkung. Man driickt dies auch kurz so aus: Die Differentialgleichung
(H1) geht durch die Substitution z = i{ in (H2) uiber. Die Rechnung lautet

in etwas salopper Form: Aus y = zz folgt y = z + x2/, also geht die Diffe-
rentialgleichung iy = f ( 5; tiber in

z+z2' = f(z), dh z':;(f(z)—z)

(11.6) Beispiel. Die Differentialgleichung
2
y':1+(~g)+(g) in R xR
geht durch die Substitution z = ¥ iiber in

1

? = (1427,
d.h.

dz  dx

1422 2z

Fir die Losung dieser Differentialgleichung mit der Anfangsbedingung
2(xg) = 20 = yo/z0 gilt
arctan z — arctan zy = logxz — log zo,

d.h.

z = tan (log TIO + a), wobei a = arctan go

Zo '

Die urspriingliche Differentialgleichung wird also gelost durch
Y= xtan(log xxo + oz).

Diese Losung ist definiert in einer gewissen Umgebung von z.
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AUFGABEN

11.1. Man bestimme die allgemeine Losung der folgenden Differentailglei-
chungen, d.h. die Losung durch einen beliebigen Punkt (o, 30) des Definiti-
onsbereichs.

a) 1y =eYcosuz,
by =V1i-yh (<),

1
o y= V1i—-yt (O<y<l1),

Y
d y=(@+2)+1?), abeR,
e) (1-22)y —ay+1=0, (|z|<1).
11.2. Man bestimme die allgemeine Losung der folgenden Differentialglei-
chungen.
a) Y =(r+y)?
b) (1+2)y +ay—ay®>=0,
c) Y +y+(sinz+e¥)yd=0.
Anleitung. Man verwende folgende Substitutionen:

1 1
a) z=x+uy, b) z= ", c) z= .
) ) e= 9 e=
11.3. Man bestimme eine Losung der Differentialgleichung
y/ _ =y

z+y’

durch den Punkt (2, y9) = (0, 1).

(x+y>0),
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§ 12 Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Nachdem wir im vorigen Paragraphen die Losungen einiger einfacher spezieller Dif-
ferentialgleichungen studiert haben, beweisen wir jetzt einen allgemeinen Existenz-
und Eindeutigkeitssatz. Dabei behandeln wir sogleich Systeme gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen 1. Ordnung. Dies liefert gleichzeitig einen Existenz- und Eindeu-
tigkeitssatz fiir Differentialgleichungen hoherer Ordnung, da sich diese auf Systeme
von Differentialgleichungen 1. Ordnung zuriickfiihren lassen.

Definition. Sei G C R x R" eine Teilmenge und
f:G—)an (Z‘7y)?—>f(1“y)

eine stetige Funktion. Dann nennt man

v = f(z,y) (1

ein System von n Differentialgleichungen erster Ordnung. Unter einer Losung
von (1) versteht man eine auf einem Intervall I C R differenzierbare vektor-
wertige Funktion

p: 1 — R"
mit folgenden Eigenschaften:

a)  Der Graph von ¢ ist in G enthalten.
b) ¢ (x) = f(z,p(x)) firallex € 1.

Bemerkungen.

1) Rein auBerlich sieht die Gleichung (1) genauso aus wie die im vorigen Pa-
ragraphen behandelten Differentialgleichungen fiir skalarwertige Funktionen;
jedoch ist hier y ein Vektor mit n Komponenten. Sind

1 fi
y=1 : und f =
Yn fn

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
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die Komponentendarstellungen von y bzw. f, so lautet (1) ausgeschrieben wie
folgt:

yi = f1(1’7y17 .. '7yu)7
yé - f?(l'?yh .- ~7yn)7

2) Man beachte, dass wir zwar y von einer auf mehrere Dimensionen verall-
gemeinert haben, aber z immer noch eindimensional ist, das heiflt Funktionen
einer Variablen gesucht sind. Man spricht deshalb genauer von gewohnlichen
Differentialgleichungen im Gegensatz zu partiellen Differentialgleichungen,
bei denen Funktionen mehrerer Variablen gesucht werden und die Bedingungs-
gleichungen die partiellen Ableitungen der gesuchten Funktionen enthalten.
Die Potentialgleichung, die Wellengleichung und die Warmeleitungsgleichung
(siehe § 5) sind Beispiele partieller Differentialgleichungen.

Satz 1 (Zuriickfithrung auf Integralgleichung). Sei G C R x R" und f: G —
R™ eine stetige Abbildung. Weiter sei ein Punkt (a,c) € G gegeben. Dann gilt:
Eine stetige Funktion

p: I — R",

die auf einem Intervall I C R mit a € I definiert ist, und deren Graph in G
enthalten ist, ist genau dann Losung der Differentialgleichung

Y = f(z,y)

mit der Anfangsbedingung ©(a) = ¢, wenn folgende Integralgleichung gilt:

p(r)=c+ /z ft, o) dt fiirallex € 1.

Beweis. a) Sei die Integralgleichung erfiillt. Setzt man darin z = a, ergibt
sich ¢(a) = c. Da die Funktion t — f(t,¢(t)) auf I stetig ist, folgt aus dem
Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung

o [ o) de= faplo)).

also ist ¢ differenzierbar mit ¢’'(z) = f(x, p(z)).
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b) Sei umgekehrt ¢ Losung der Differentialgleichung, also differenzierbar mit
¢'(z) = f(z,o(x)), und es sei die Anfangsbedingung ©(a) = c erfillt. Dann
i

st
[ ftsmar= [ o0t =) - o0 = o) .
also ist die Integralgleichung erfiillt, q.e.d.

Wir werden jetzt eine Bedingung kennenlernen, mit der man die (lokale) Exis-
tenz und Eindeutigkeit der Losungen von gewohnlichen Differentialgleichun-
gen beweisen kann.

Definition (Lipschitz-Bedingung). Sei G C R x R" und
fG—>Rn7 (ZL'71j) ’-’f(l,'l/),

eine Funktion. Man sagt, f geniige in GG einer Lipschitz-Bedingung (bzgl. der
Variablen y) mit der Lipschitz-Konstanten L > 0, wenn

If(z,y) = flz. )l < Llly — gl fiiralle (z,y), (z,7) € G.

Man sagt, f geniige in GG lokal einer Lipschitz-Bedingung, falls jeder Punkt
(a,b) € G eine Umgebung U besitzt, so dass f in G N U einer Lipschitz-
Bedingung mit einer gewissen (von U abhéngigen) Konstanten L € R gentigt.

Ein einfaches Kriterium fiir das Erfiilltsein einer lokalen Lipschitz-Bedingung
liefert der folgende Satz.

Satz 2. Sei G C R x R" offen und
f:G—R" (z,y)— f(z,y),

eine bzgl. der Variablen y = (yi, . . ., y,) stetig partiell differenzierbare Funk-
tion. Dann geniigt f in G lokal einer Lipschitz-Bedingung.

Beweis. Sei (a,b) € G. Es gibtein r > 0, so dass
Vi={(z,y) eRxR": |z —a| <, |Jly—0b|| <r}

ganz in G liegt. V ist eine kompakte Umgebung von (a, b). Da nach Voraus-
setzung alle Komponenten der (n x n)-Matrix gz stetige Funktionen sind, gilt

L:= sup
(z.y)eV

o )| <o
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Aus dem Mittelwertsatz (§ 6, Satz 5) folgt nun fiir alle (z,y), (z,9) € V

I f(z,y) = flz, 9 < Llly—3gll, qed

Satz 3 (Eindeutigkeitssatz). Sei G C R x R™ und f:G — R" eine stetige
Funktion, die lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Seien

p,: I — R"
zwei Losungen der Differentialgleichung
Y = flz,y)
iiber einem Intervall I C R. Gilt dann
o(xo) = (xg) fiireinzy €1,
so folgt
plx) =(x) firallex € 1.
Beweis. a) Wir zeigen zunichst Eindeutigkeit im Kleinen: Ist ¢(a) = v (a)

fiir ein a € I, so gibt es ein £ > 0, so dass p(x) = ¢ (z) fir alle z € I mit
|z —a] <e.

Aus Satz 1 folgt

p(x) —(x) = /m(f(tv p(t) — f(t,9(t))) dt - ()

Da f lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt, gibt es Konstanten L. > 0 und
6 > 0, so dass

[t o(t) = F(E 9@ < Llle) = 9@l €)

firallet € INBs(a) = {t € I : |t —a|l < ¢}. Wir konnen auBerdem
annehmen, dass ¢ und ¢ in I N Bs(a) beschrinkt sind. Sei

€ :=min(d,1/(2L))

und
M = supf[lp(t) — (8)]| : t € A B(a)}.
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Aus (2) und (3) folgt fiir alle z € I N B.(a)

() =) < L

[ oty = wiol | < Llo ~ ol < 301,
also auch M < éM. Dies ist nur moglich, wenn M = 0, d.h. wenn ¢ und % in
I N B.(a) tibereinstimmen. Damit ist a) bewiesen.
b) Wir zeigen jetzt
o(x) =9Y(z) firaller € I mitz > .

Es sei

x1:=sup{ € I : ¢ | [r0,&] = | [0,&]}-
Falls ;1 = oo oder z; gleich dem rechten Intervallende ist, sind wir fertig.
Andernfalls gibt es ein § > 0, so dass [x1, x; + 0] C I. Da ¢ und ¢ stetig sind,
gilt p(z1) = ¥ (z1). Nach a) gibt es ein € > 0 mit

o) =¢(x) furallex € I N B(x1).
Dies steht aber im Widerspruch zur Definition von z;. Daher gilt p(z) = ()

fir alle x € I mit z > x.

¢) Analog zeigt man ¢(z) = ¢(z) fir alle z € I mit z < xo.

(12.1) Beispiel. Wir geben ein Beispiel einer Differentialgleichung an, fiir die
der Eindeutigkeitssatz nicht gilt:

y =y (definiert in R x R).

Eine spezielle Losung ist ¢o(x) := 0 fiir alle # € R. Da die Differentialglei-
chung eine mit getrennten Variablen ist, lassen sich die Losungen im Bereich
y # 0mit § 11, Satz 1, bestimmen. Man sieht aber leicht direkt, dass fiir belie-
biges a € R die Funktion

Vo :R=R, 7 (x) = ) (x —a)’
die Differentialgleichung erfiillt, denn ¢ (z) = ! (2 — a)? = ¥, (2)*?. Da
@0(0‘) = ’(/}a(a) =0,

ist der Eindeutigkeitssatz verletzt. Es gibt aber noch unendlich viele andere
Losungen ¢: R — R mit ¥)(a) = 0. Seien b, ¢ beliebige reelle Konstanten mit
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Yp(x)  fiirz < b,
() = 0 firb<z<eg,
Ye(x) firz > ¢,
siche Bild 12.1. Die Funktion v ist auf ganz R differenzierbar, erfiillt die Dif-
ferentialgleichung +' = 1/*/3, und es gilt 1 (a) = 0.

Bild 12.1

Nach Satz 3 kann also die Funktion f(z,y) = y** nicht iiberall einer Lip-
schitzbedingung geniligen. Zwar ist f fiir y # 0 partiell nach y differenzierbar
mit
0
Oy
und nach Satz 2 geniigt deshalb f in R x R* lokal einer Lipschitz-Bedingung.
Jedoch erfiillt f in keiner Umgebung eines Punktes (a, 0) eine Lipschitz-Bedin-

gung.

2
fla,y) = Sy’”g,

Satz 4 (Existenzsatz von Picard-Lindelof). Sei G C R x R" offen und f: G —
R™ eine stetige Funktion, die lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Dann
gibt es zu jedem (a,c) € G ein e > 0 und eine Losung

p:la—eat+e] — R”
der Differentialgleichung y' = f(x,y) mit der Anfangsbedingung ¢(a) = c.
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Bemerkung. Nach Satz 3 ist ¢ durch die Bedingung ©(a) = c eindeutig be-
stimmt.

Beweis. Da die Differentialgleichung mit der Anfangsbedingung zur Integral-
gleichung

o) =+ [ steo)d

dquivalent ist, beweisen wir den Satz mithilfe des Banachschen Fixpunktsatzes
(§ 8, Satz 1). Wir verwenden den Banachraum C([a—e, a+¢], R™) aller stetigen
Funktionen

Y:la—ea+e] — R"

(fiir ein noch zu bestimmendes € > 0) mit der Supremumsnorm
1o += sup{ll(e)] |t — al < <}

Es gibtein 6 > 0 und ein r > 0, so dass
Qsr i ={(z,y) eERXR": |z —a| <4, ly—c||<r} CG

und die Funktion f in ()5, einer Lipschitz-Bedingung mit einer gewissen Kon-
stanten L > 0 geniigt. Da f stetig und ()5, kompakt ist, gibt es eine Konstante
M > 0 mit

1f(z, )| <M furalle (z,y) € Qs -

Wir setzen jetzt

. (5 r 1 )
= min N
: "M 2L
und
A={ypelCla—c,a+e],R"):|l¢Y—c|| <7}
A ist eine abgeschlossene Teilmenge des Banachraums C([a — €, a + ], R™).

Behauptung. Die Abbildung 7: A — A, die einer Funktion i) € A die Funkti-
onn = T(1),

n(z) = c+/zf(t,w(t))dt firz € [a—¢,a+e¢],

zuordnet, ist (i) wohldefiniert und (ii) eine Kontraktion.
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(i) Da ||y — ¢|| < r, liegt der Graph von ¢ in Q. C G, also ist f(¢,(t)) fiir
allet € [a — ¢, a + ¢] definiert und als Funktion von ¢ stetig. Fiir die Funktion
1 := T(¢) erhdlt man die Abschétzung

Inte) =ell = || | ste.o@yar] < fo—al- 21 <evr <

also liegt n wieder in A.

(ii) Seien ¢4, o € A. Dann gilt

"

T(p0)@) - T(e2)(@) = [ (7(t01(0) — a0

a

also erhilt man mit der Lipschitz-Bedingung fiir alle z € [a — €,a + €]

700 - Tl < | [ Lin) - el d
< Lz —al - [lor — 2l < 5ller — ol

Dies zeigt, dass T: A — A eine Kontraktion mit der Kontraktionskonstanten
; ist. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz gibt es deshalb ein ¢ € A mit

T(p) = ¢, d.h.
p(xr)=c+ / f(t,o(t))dt firallex € [a—e,a+ ¢l
Dies ist die gesuchte Losung der Differentialgleichung.

Bemerkung. Selbst wenn die rechte Seite der Differentialgleichung

Y = f(z,y)

auf ganz R x R"™ definiert ist und tiberall lokal einer Lipschitz-Bedingung ge-
niigt, ist die Losung mit der Anfangsbedingung ¢(a) = ¢ unter Umsténden
nur in einer sehr kleinen Umgebung von a definiert. Dazu geben wir folgendes
Beispiel:

(12.2) Wir betrachten Differentialgleichung
y' = 2z

Die rechte Seite ist auf R x R definiert und stetig partiell nach y differenzierbar,
geniigt also iiberall lokal einer Lipschitz-Bedingung. Wir suchen die Losung
mit der Anfangsbedingung ¢(0) = c. Fir ¢ = 0 ist das offensichtlich die
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Funktion p(z) = 0 fiir alle z € R. Fiir ¢ # 0 konnen wir die Losung durch
Trennung der Variablen berechnen:

d
g = 2xdx,
v 4 z
/ " - / 2¢de,
c n 0
1 1
-+ — .T2,
y C
@ = 1. mity="
= p(x) = ity =
y=¢ e vi=

Dies ist die Losung der Differentialgleichung mit der Anfangsbedingung
»(0) = ¢, was man direkt durch Einsetzen verifizieren kann. Falls ¢ > 0, ist
das maximale Definitions-Intervall dieser Losung gleich

IL={zeR:|z| < \/7:071/2},

vgl. Bild 12.2. Nahert sich = von innen dem Rand des Intervalls, so strebt der
Funktionswert der Losung gegen oco. Fiir ¢ < 0 ist die Losung auf ganz R
definiert.

Bild 12.2
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Picard-Lindelofsches Iterationsverfahren

Beim Banachschen Fixpunktsatz fiir eine Kontraktion 7: A — A haben wir ge-
sehen, dass fiir jeden Anfangswert ¢ € A die rekursiv definierte Folge py :=
T(pr—_1) gegen den Fixpunkt konvergiert. Angewendet auf das Anfangswert-
problem o (a) = ¢ fiir Losungen der Differentialgleichung y' = f(z,y) bedeu-
tet dies: Sei y, die konstante Funktion ¢y(z) = ¢ und

or(z) :=c+ /I f(t, orp—1(t)) dt.

Dann konvergiert die Folge (¢ ) xen in einer gewissen Umgebung [a — £, a + €]
von a gleichmaBig gegen eine Losung der Differentialgleichung mit der An-
fangsbedingung p(a) = c.

In einfachen Beispielen kann man damit die Losungen einer Differentialglei-
chung sogar explizit berechnen.

(12.3) Beispiel. Gegeben sei die Differentialgleichung
y =2ry in RxR.

Wir suchen eine Losung ¢, die der Anfangsbedingung ¢(0) = ¢ geniigt. Hier
lautet die Iterationsvorschrift

or(x) =c+ 2/ tor—1(t) dt.
0
Mit @o(z) = c ergibt sich

p1(x) = c+20/ tdt:(;(1+w2)7
0

T 4
o) = c+2(:/ t(l—i—tz)dt:(:(l—&—zz—&—g).
0

Allgemein beweist man durch vollstandige Induktion

R 22k
@k(x):c<1+x2+ 9 + 3l +...+ il )
Daraus folgt
=z 2
pla) = Jim pu(a) =" = et
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Dass diese Funktion die Differentialgleichung 3’ = 2y 16st und die Anfangs-
bedingung ¢(0) = c erfiillt, sicht man unmittelbar durch Einsetzen.

Bemerkung. Die Differentialgleichung ¢y’ = 2zy ist eine homogene lineare
Differentialgleichung und kann deshalb auch leicht direkt gelost werden (§11,
Satz 2).

Differentialgleichungen hoherer Ordnung
Definition. Sei G C R x R" eine Teilmenge und
f:G—R
eine stetige Funktion. Dann heif3t
v = fey,y, . y™Y) @

eine Differentialgleichung n-ter Ordnung. Unter einer Losung von (4) versteht
man eine auf einem Intervall I C R definierte, n-mal differenzierbare Funktion

p: I — R
mit folgenden Eigenschaften:
a) Die Menge
{(x,90,Y1,- -, Yn—1) EI XR" 1 gy, = cp(")(:lf) fir0<v<n—1}
istin G enthalten.
b) Fiir alle x € I gilt
() = f(z,0(2), ¢ (), ... "D (@)).

Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung schreibt also eine Bedingung fiir die
n-te Ableitung der gesuchten Funktion ¢ vor. Diese Ableitung hiangt sowohl
von z als auch dem Wert von ¢ und seiner Ableitungen bis zur (n — 1)-ten
Ordnung im Punkt x ab.

Reduktion auf ein System 1. Ordnung

Man kann eine Differentialgleichung n-ter Ordnung auf ein System von Dif-
ferentialgleichungen 1. Ordnung zuriickfiihren. Dazu betrachten wir neben der
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Differentialgleichung

y(n) = f(T7 Y, y,> ceey y(nil))'/ (4)

wo f: G — R eine auf einer Teilmenge G C R"*! definierte stetige Funktion
ist, das Differentialgleichungs-System

Yo = Y1,
Y1 =12,
: (5)
Yo = Yn—1,

y;b—l = f(Ivyanh .. '7yn71)~

Setzt man
Yo Y1

Y = E und F(z,Y):= E (6)
Yn—2 Yn—1
Yn—1 f(I' Y)

so schreibt sich (5) einfach als
Y = F(z,Y).
Sei nun ¢: I — R eine Losung von (4), d.h.
() = f(z,0(2), ¢ (), ..., "D (@)).
Damit definieren wir nun eine vektorwertige Funktion
%o

o= | 7 |1 —mre

durch



§12. Existenz- und Eindeutigkeitssatz 175

Dann ist, wie unmittelbar aus der Definition folgt, ® eine Losung des Differen-
tialgleichungs-Systems (5).

Sei nun umgekehrt vorausgesetzt, dass

%o

o=| 7|1 —r

Pn-1
eine Losung von (5) ist.
Behauptung. Dann ist die Funktion
p=py: I —R
eine Losung der Differentialgleichung n-ter Ordnung (4).

Beweis. Aus den n — 1 ersten Gleichungen des Systems (5) folgt

Y1 =@

¢,
"
P2 = ¢y = ¢,

o~ o~

Pt = g =Y.

Da ¢, einmal differenzierbar ist, folgt daraus, dass ¢ n-mal differenzierbar
ist. Die n-te Gleichung von (5) liefert dann

(10(”> = -f('r’ <1D7 (10/7 MR | w(n_l))7 q'e'd'

Die Losungen von (4) und (5) stehen also in ein-eindeutiger Beziehung zu-
einander. Dies bringt fiir theoretische Betrachtungen einen groflen Vorteil mit
sich; man kann sich auf die Betrachtung von Systemen von Differentialglei-
chungen 1. Ordnung beschranken.

Selbstverstandlich konnen auch Differentialgleichungs-Systeme hoherer Ord-
nung auf solche 1. Ordnung zuriick gefiihrt werden. Besonders wichtig sind
Differentialgleichungs-Systeme 2. Ordnung, die haufig in der Physik auftre-
ten aufgrund des Newtonschen Gesetzes Kraft = Masse x Beschleunigung.
Beschreibt etwa die vektorwertige Funktion 2 = z(¢) die Bewegung eines
Massenpunkts als Funktion der Zeit ¢, so ist & = dx/dt seine Geschwindigkeit
und # = d?z/dt? seine Beschleunigung. Nimmt man an, dass die auf den Mas-
senpunkt wirkende Kraft nur von der Zeit, dem Ort und der Geschwindigkeit
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abhangt, so geniigt die Bewegung dem Differentialgleichungs-System
mi = F(t,z,&), (m = Masse).

Hat x die drei Komponenten 1, x4, x3, so ist dies ein System von drei Diffe-
rentialgleichungen 2. Ordnung fiir die gesuchten Funktionen z1, x5, x3. Dies
System ist dquivalent zu einem System von sechs Differentialgleichungen 1.
Ordnung

wobei v = (vy, v9,v3) die Geschwindigkeit bedeutet.

Wir tibertragen nun den Eindeutigkeitssatz und den Existenzsatz, den wir fiir
Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung bewiesen haben, auf eine
Differentialgleichung n-ter Ordnung

y(n) = f(x7 y7 y’? R y(’nil))‘;

wobei f:G — R eine auf einer Teilmenge G C R x R"™ definierte stetige
Funktion ist. Man sagt, f geniige lokal einer Lipschitz-Bedingung, wenn es zu
jedem Punkt z € G eine Umgebung U und eine Konstante L € R, gibt, so
dass

[f(@,Y) = fla, )| < LY = Y|

fiir alle (z,Y), (x,Y) € G. Dies ist gleichbedeutend damit, dass die f gemiB
(6) zugeordnete Funktion F: G — R™ lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt.
Aus den Satzen 3 und 4 folgt nun

Satz 5. Sei G C R x R" offen und f: G — R eine stetige Funktion, die lokal
einer Lipschitz-Bedingung geniigt.
a) (Eindeutigkeit) Seien ¢, y: I — R zwei Losungen der Differentialgleichung
v = flayy oy ™). ()
Fiir einen Punkt a € I gelte
p(a) = P(a), ¢'(a) =¢'(a), ..., 9" V(a) = " V().
Dann gilt p(x) = (x) fiir alle x € 1.
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b) (Existenz) Ist umgekehrt ein Punkt (a,co,...,co_1) € G vorgegeben, so
gibt es ein € > 0 und eine Losung

p:la—e,a+e] — R
der Differentialgleichung (%), die der Anfangsbedingung
pla) =co, ¢(a) =1, ..., " V(a) = coma
geniigt.

Um die Losung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung eindeutig festzule-
gen, muss man also nicht nur den Wert der Funktion an einer Stelle a des De-
finitionsintervalls vorschreiben, sondern auch alle Ableitungen der Ordnung
< n—1im Punkt a. Speziell fiir die Differentialgleichungen zweiter Ordnung,
die die Bewegung eines Teilchens als Funktion der Zeit beschreiben, bedeu-
tet das: Die Bewegung ist eindeutig festgelegt, wenn Ort und Geschwindigkeit
des Teilchens zu einem Anfangszeitpunkt bekannt sind.

(12.4) Die Diftferentialgleichung 2. Ordnung
y'+y=0 ©)
besitzt offenbar die auf ganz R definierten Losungen
y=-cosx und gy =sinz.
Allgemeiner ist mit beliebigen Konstanten ¢y, c; € R
Geo,er (T) 1= coOsT + ¢1sinx
eine Losung. Da
P (0) =co und ¢, (0) = ey,

it g, die eindeutig bestimmte Losung ¢ der Differentialgleichung (7) mit
den Anfangsbedingungen ©(0) = ¢ und ¢’'(0) = ¢;. Andererseits hat jede
Losung ¢: R — R der Differentialgleichung an der Stelle z = 0 einen gewis-
sen Funktionswert und Wert der Ableitung. Daraus folgt, dass die Gesamtheit
aller Losungen der Differentialgleichung y” + y = 0 durch die Funktionen
Yeo.c1 ggEben wird, wobei ¢y und ¢; ganz R durchlaufen.
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AUFGABEN

12.1. Sei f:R x R — R eine stetige Funktion, die lokal einer Lipschitz-
Bedingung geniige. Es gelte

f(=z,y) = —f(z,y) firalle (z,y) € R”.
Man beweise: Jede Losung
(,&‘Z]—T,T[HR, (T>0)7

der Differentialgleichung y' = f(z,y) geht bei Spiegelung an der y-Achse in
sich iiber.

12.2. Mit Hilfe des Picard-Lindelofschen Iterationsverfahrens berechne man
die Losung des Differentialgleichungssystems

{ Y1 = Y2,

Yy =1

mit der Anfangsbedingung ¢(0) = () € C%

12.3. Sei I C R ein Intervall und
[iIXR"—R", (2,y) — f(z,y)

eine stetige Funktion, die in [ x R™ einer globalen Lipschitz-Bedingung mit
der Konstanten L € R, gentigt. Man beweise:

a) Zu jedem Punkt (a,c¢) € I x R™ gibt es eine auf dem ganzen Intervall [
definierte Losung ¢ : I — R™ der Differentialgleichung

y' = flz.y)
mit der Anfangsbedingung ¢(a) = c.

b) Seien ¢, 1¢: I — R" zwei Losungen der Differentialgleichung v’ = f(z,y).
Fiirein a € 1 sei ¢ := [|¢(a) — ¥(a)||. Dann gilt

llo(z) — ¢(z)|| < deX*= firallez € I.
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§ 13 Lineare Differentialgleichungen

Wir behandeln jetzt die allgemeine Theorie der linearen Differentialgleichungen. Die
Aussagen gleichen in mancher Hinsicht denen aus der Theorie der linearen Glei-
chungssysteme in der Linearen Algebra. So bilden die Losungen einer homogenen
linearen Differentialgleichung einen Vektorraum. Man erhilt die allgemeine Losung
einer inhomogenen linearen Differentialgleichung, indem man zu einer speziellen
Losung der inhomogenen Differentialgleichung die allgemeine Losung der zugeord-
neten homogenen Differentialgleichung addiert.

Definition. Sei / C R ein Intervall und
aiy coe Qrp
A= : : : I — M(n x n,R)
Qn <o Qpp
eine stetige Abbildung (d.h. alle Funktionen a,;;: I — R seien stetig). Dann
heif3t
y' = Ax)y ey

ein homogenes lineares Ditferentialgleichungssystem (oder einfach homogene
lineare Differentialgleichung). Weiter sei

b
b=\ |:I—R"
bn
eine stetige vektorwertige Funktion. Dann heif3t
Y = Alz)y +b(z) @)

ein inhomogenes lineares Differentialgleichungssystem. Das Differentialglei-
chungssystem (1) heit das dem System (2) zugeordnete homogene lineare
Differentialgleichungssystem.

Es ist im Hinblick auf spatere Betrachtungen zweckmaBig, neben den reel-
len linearen Differentialgleichungen auch komplexe Differentialgleichungen
zu betrachten. Ein komplex-lineares Differentialgleichungssystem hat die Ge-
stalt

Y = A(z)y + b(x),

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
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wobei A:1 — M(n x n,C) und b:I — C" stetige Abbildungen auf dem
Intervall I C R sind. Eine Losung davon ist eine differenzierbare Abbildung
p: I — C", so dass

o'(z) = A(z)p(x) + b(x) furallex € I.

Da C mit R x R identifiziert werden kann, kann ¢ als Abbildung I — R2?"
aufgefasst werden; die Differenzierbarkeit ist komponentenweise zu verstehen.
Das System von n komplexen Differentialgleichungen ist aquivalent zu einem
System von 2n reellen Differentialgleichungen.

Man beachte, dass wir zwar komplexe Werte zulassen, die unabhangige Varia-
ble x aber immer reell ist.

Bezeichnung. Um den reellen und komplexen Fall simultan behandeln zu kon-
nen, bezeichne im Folgenden K einen der Korper R oder C.
Satz 1 (Existenz und Eindeutigkeit). Sei I C R ein Intervall und seien

A: I — MnxnK) wund b:1 — K"

stetige Abbildungen. Dann gibt es zu jedem xy € I und ¢ € K" genau eine
Losung

p: I — K"
der linearen Differentialgleichung
y = Ax)y + b(x)
mit der Anfangsbedingung p(xy) = c.
Bemerkung. Man beachte, dass die Losungen einer linearen Differentialglei-

chung immer iiber dem ganzen Intervall I existieren, im Gegensatz zum Fall
nicht-linearer Differentialgleichungen ¢’ = f(x,y), vgl. Beispiel (12.2).

Beweis von Satz 1. Wir setzen

f(z.y) = Alz)y + b(x)

und zeigen zunachst: Ist J C [ irgend ein kompaktes Teilintervall, so gentigt
fin J x K" einer globalen Lipschitz-Bedingung. Dann aus der Stetigkeit von
A folgt

L:=sup{||A(z)]| : z € J} < c0.
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Damit erhalt man fir x € Jund y, 5y € K"
I1f(z,y) = flz )l = [Al@)(y = DIl < Llly — 7l

Daraus folgt nach § 12, Satz 3, zunachst die Eindeutigkeit der Losung. Zum
Beweis der Existenz beniitzen wir das Picard-Lindelofsche Iterationsverfah-
ren: Wir definieren die Folge von Funktionen y: I — K" durch

wo(z) =

Ory1(z) C+/I F(t, or(t)) dt.

Behauptung. Die Funktionenfolge (¢ )ren konvergiert auf jedem kompakten
Teilintervall J C I mit 2y € I gleichmafig gegen eine Losung ¢ der Diffe-
rentialgleichung.

Beweis. Es ist klar, dass alle ¢, auf ganz I definiert und dort stetig sind. Da J
kompakt ist, ist

K :=sup {||lo1(z) — po(z)|| : € J} < o0.
Daraus folgt fiir alle k € Nund x € J

LF|lx — zo|*
lprn () — gl < & D120

Dies zeigt man durch vollstandige Induktion nach k. Der Induktionsanfang
k = 0 gilt nach Definition von K.

3

Induktionsschritt k — k + 1. Es gilt

proali) = puale) = [ (£t ounl®) = £t .

xo

Dies liefert die Abschitzung

lorta(z) = orra(2)|| < L

[ Vo = ol |

/L It — @o|* i ’ ke Lz — o+

< KLk+1
! (k+1)!

z0

Damit ist (3) bewiesen. Wir setzen

7= sup{|z — x| : ¥ € J} < o0.
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Es folgt, dass die unendliche Reihe Y (¢r+1— ) auf J durch die konvergente
k=0
Reihe
2\ Lrr Lr
K kz b =K
=0

majorisiert wird, also dort gleichmafig konvergiert. Daher ist die Funktion
oo
= lim o = o+ kZ_O(sOkH — %)

auf ganz [ stetig und die Konvergenz ist auf jedem kompakten Teilintervall
von [ gleichmaBig. Fiir die Limes-Funktion gilt daher die Intergralgleichung

o(x) :c+/l ft,o(t)dt firallex €I,

d.h. ¢ ist eine Losung der gegebenen Differentialgleichung mit der Anfangs-
bedingung ¢(z0) = ¢, q.e.d.

Homogene Gleichungen

Wie bei linearen Gleichungssystemen ist es auch bei linearen Differentialglei-
chungen zweckmafig, sich zunachst mit den Losungen der homogenen Glei-
chung zu beschaftigen.

Satz 2. Sei I C R ein nicht-triviales Intervall und
A:I— M(nxn,K)

eine stetige matrixwertige Funktion. Wir bezeichnen mit Ly die Menge aller
Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung

y' = Az)y.
Dann ist Ly ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K.

Fiir ein k-tupel von Losungen ¢1, . . ., ¢ € Ly sind folgende Aussagen gleich-
bedeutend:

i) Die Funktionen 1, . ..,y sind linear unabhdngig tiber K.

ii) Es existiert ein xy € I, so dass die Vektoren p1(xo), ..., pr(x0) € K*
linear unabhdngig sind.
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iil) Fiir jedes xo € I sind die Vektoren o1(xg), ..., or(xo) € K" linear un-
abhdingig.

Beweis. a) Wir beweisen zunachst, dass Ly ein Untervektorraum des Vektor-
raums aller Abbildungen f: I — K" ist. Dazu ist dreierlei zu zeigen:

1. Trivialerweise gilt 0 € L.

2. Seien ¢,v) € Ly, also ¢’ = Ap und ¢V’ = Atp. Dann ist auch ¢ + ¢
differenzierbar mit

(p+9) =¢ +¢'=Ap+ A = A(p + 1),
dh.p+1 € Ly.
3. Sei p € Ly und A € K. Dann ist
(M) = A =Ny = A(\p),
dh. g € Ly.

b) Wir zeigen jetzt die Aquivalenz der Aussagen i) bis iii). Die Implikationen
iii) = ii) = 1) sind trivial. Es ist daher nur noch die Implikation i) = iii) zu
beweisen.

Seien also ¢1, ..., ¢, € Ly linear unabhangig und zy € /. Angenommen, die
Vektoren ¢4 (o), . . ., pr(xo) wiren linear abhéngig. Dann géibe es Konstanten
A1, ..., Ax € K, die nicht alle gleich null sind, so dass

Argr(zo) + -+ Aepr(zo) = 0.
Wir betrachten die Losung
w=M g1 +...+ \or € Ly .

Es gilt p(x¢) = 0. Wegen der Eindeutigkeit der Losung zu gegebener Anfangs-
bedingung muss ¢ identisch null sein. Das heif3t aber, dass ¢4, .. ., ¢y linear
abhangig sind, Widerspruch!

c¢) Wir zeigen jetzt dim Ly = n.

Seien eq, ..., e, die kanonischen Einheitsvektoren des K" und zy € I. Nach
Satz 1 gibt es Losungen ¢q,...,¢, € Ly mit p;(z) = e;. Diese Losun-
gen sind linear unabhangig, da sie an der Stelle x; unabhingig sind. Also gilt
dim Ly > n.
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Andrerseits ist dim Ly < n, denn sonst gabe es n + 1 linear unabhangige
Losungen v, . . ., 1,41 und wegen iii) miissten die Vektoren

(l/"l(zo)7 SRR 1/’n+1(x0) eK”
linear unabhéngig sein, was offensichtlich unmoglich ist.

Damit ist Satz 2 vollstindig bewiesen.

Um alle Elemente eines Vektorraums zu kennen, geniigt es, eine Basis des
Vektorraums zu kennen. Dies gibt Anlass zu folgender Begriffsbildung.

Definition. Unter einem Lésungs-Fundamentalsystem der Differentialgleichung
y' = A(x)y versteht man eine Basis (p,...,¢,) des Vektorraums seiner
Losungen.

Schreibt man die Losungen ¢y, als Spaltenvektoren,

Pk
Vr = 90,2]6 , k=1 N
Pnk
soist ® := (p1,...,¥,) eine n X n-Matrix
Y11 .- Pin
o= : :
Pn1 e Pnn
Nach Satz 2 sind Losungen ¢q, ..., ¢, genau dann linear unabhangig, wenn

fiir die Matrix ® = (i1, ..., ¢n) gilt
det ®(zg) #0
fiir wenigstens ein zo € I. Es gilt dann det ®(z) # 0 fiir alle = € 1.

Ist ® = (¢1,...,¢y,) ein Losungs-Fundamentalsystem der Differentialglei-
chung y' = A(x)y, so ldsst sich eine beliebige Losung o schreiben als

p=cipi+...+ Capn

mit Konstanten ¢, € K. Man kann dies in Matrizen-Schreibweise zusammen-
fassen zu

» = @,



§13. Lineare Differentialgleichungen 185

wobei
&1
c= : e K".
Cn
Man kann ein Losungs-Fundamentalsystem ® = (¢4, ..., @, ) selbst als ma-

trix-wertige Losung der Differentialgleichung auffassen, denn

' = (¢ 00,
A® = (Apy, ..., Apn).

Also gilt ' = Ad.

(13.1) Beispiel. Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

Yy = —wys,
y; = WY1,

wobei w € R eine Konstante ist. Dieses System lautet in Matrizenschreibweise
Y ' _ 0 —w Y
Yo w 0 Yo

Man sieht unmittelbar, dass folgende Funktionen ¢;: R — R? Losungen sind:

COS WX —sinwz
() = sinwzx )’ #a() = coswr )

Die Losungen sind linear unabhangig, denn fiir die Matrix

O(x) = (p1(2), pa(2)) = (COSW' —sinwx>

sinwx COS WX

giltdet ®(z) = 1 firallex € R.

Inhomogene Gleichungen

Wir kommen jetzt zu den inhomogenen Gleichungen. Der folgende Satz zeigt
den Zusammenhang zwischen den Losungen der inhomogenen Gleichung und
der zugeordneten homogenen Gleichung.

Satz 3. Sei I C R ein Intervall und seien

A: I — MnxnK) wund b:1— K"
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stetige Abbildungen. Wir bezeichnen mit Ly den Vektorraum aller Losungen
w: I — K" der homogenen Differentialgleichung

y = Az)y

und mit L} die Menge aller Losungen v: I — K" der inhomogenen Differen-
tialgleichung

y = A(x)y + b(x).
Dann gilt fiir beliebiges 1y € Ly

Ly =to+ Ly.
Mit anderen Worten: Man erhalt die allgemeine Losung der inhomogenen
Gleichung als Summe einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung
und der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung.
Beweis. a) Wir zeigen zunéachst L; C g + Ly.
Sei ¢ € Ly beliebig vorgegeben. Wir setzen ¢ := 1) — 1)y. Dann gilt

¢ =" =1 = (A +b) — (A +b) = A(Y — o) = Ag,
d.h.p € Ly.Day =1y + ¢, folgt o € Yy + Ly.
b) Wir zeigen jetzt voo + Ly C Ly.
Sei ) € Yo+ Ly, d-h. ) =1y + ¢ mit p € L. Dann gilt

V' =y + ¢ = (AP + b) + Ap = A + b,
dh.y € L, gqe.d.
Um eine inhomogene lineare Differentialgleichung vollstandig zu losen ist also
neben der Losung der homogenen Gleichung nur die Kenntnis einer einzigen
Losung der inhomogenen Gleichung notwendig. Eine solche kann man sich
durch die Methode der Variation der Konstanten beschaffen.
Satz 4 (Variation der Konstanten). Mit den Bezeichnungen von Satz 3 gilt:

Sei ® = (1, ..., pn) ein Losungs-Fundamentalsystem der homogenen Diffe-
rentialgleichung

y = Alz)y.
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Dann erhdlt man eine Losung : I — K" der inhomogenen Differentialglei-
chung

v = Ala)y + b(a)
durch den Ansatz
U(z) = e(2)u().

Dabei ist u: I — K" eine differenzierbare Funktion mit ®(x)u'(z) = b(x),
d.h.

u(z) = /l ®(t)"'b(t)dt + const.

z0o

Beweis. Aus ¢ = du folgt

Y = ®'u 4 du,
A+ b = Adu+b.

Da @' = AQ, gilt ¢ = At + b genau dann, wenn ¢’ = b, q.e.d.

(13.2) Beispiel. Wir behandeln das Differentialgleichungssystem

I
{y}_ Y2, (*)
yz—?/1+z7

oder in Matrizen-Schreibweise
w\ _ (0 =1\ () (0
Y2 10 Y2 z)’
Nach Beispiel (13.1) ist

() = <Cos:r —sm)

sin x COS T

ein Losungs-Fundamentalsystem des homogenen Systems. Die inverse Matrix

1st
@(w)fl _ < COS T sm:z:)7

—sinx cosx

1 . cosx sinx 0\ (zsinx
®(x)” b() = <fsin.r Cosz) (r) - <zcosz)'
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Damit ergibt sich

xr
u(z) = / (;Zii) dt + const.
0

Nun berechnet man mittels partieller Integration

/;vsinxdx = —zcosz +sinz,

/:L'cosxd:v = zsinz + cosz,

man kann also

—xCcosT + sinx

rsinx + cosx

wihlen. Damit ergibt sich eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung
als

P(x) = D(r)ulx)

_ [cosx —sinz —xcosT +sinx\ [ —x

" \sinz cos T xsinz +cosz ) \ 1 )’
Dass 1 die Differentialgleichung (x) 10st, kann man auch sofort direkt verifi-
zieren. Die allgemeine Losung von (x) ist daher

() = —x te Ccos T te —sinzx
P 1 Y\ sinz 2 COS T

mit beliebigen Konstanten ¢y, c; € K.

Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Wir tibertragen jetzt die bewiesenen Resultate tliber lineare Differentialglei-
chungssysteme 1. Ordnung auf lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung.

Sei I C R ein Intervall und seien a;: I — K, 0 < k£ < n — 1, stetige Funktio-
nen. Dann heif3t

y™ + an_l(w)ym*l) +.. .t a(@)y +a(z)y=0 )

homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Ist b: I — K eine wei-
tere stetige Funktion, so heift

v+ ana @)y L a(2)y + ao(a)y = ba) 5)
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inhomogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Die Differentialglei-
chung (4) heif3t die (5) zugeordnete homogene Gleichung.

Satz 5. Die obigen Bezeichnungen seien beibehalten.

a) Sei Ly die Menge aller Losungen p: I — K der homogenen linearen Dif-
ferentialgleichung n-ter Ordnung (4). Dann ist Ly ein n-dimensionaler
Vektorraum iiber K.

b) Sei L die Menge aller Losungen v: I — K der inhomogenen Differential-
gleichung (5). Dann gilt fiir ein beliebiges 1)y € Ly
Ly =19+ Ly.

c) Einn-tupel o1, ..., p, € Ly von Losungen der homogenen Gleichung (4)
ist genau dann linear unabhdngig, wenn fiir ein und damit fiir alle x € 1
die “Wronski-Determinante”

o1(x)  palz) o palT)
o) ey

8
=
AS)
.o s =
—
8

W(x) := det

von Null verschieden ist.

Beweis. Die Differentialgleichung (5) ist aquivalent mit dem inhomogenen li-
nearen Differentialgleichungssystem 1. Ordnung (vgl. § 12):

y(’) = Y1,
Y1 = Y2,
: (6)
Yn—2 = Yn—1,
Y1 = —ao(¥)yo — ar(@)yr — ... — @1 (2)yn-1 + b().

Jeder Losung ¢: I — K von (5) entspricht eine Losung

f= : I — K"
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des Systems (6) und umgekehrt. Entsprechendes gilt fiir die homogene Glei-
chung (b = 0). Damit folgen die Behauptungen aus den Satzen 2 und 3.

(13.3) Beispiel. Die Differentialgleichung

1
//_ /
Vg ¥ty

auf dem Intervall I = R’ besitzt die Losungen

1
:L’2y:0

o1(z) ==, o) = Vi,

wie man sich durch Einsetzen iiberzeugt. Die Wronski-Determinante von ¢, ¢

ist
wir=an (543 5o 45) =4

Dies ist eine auf R’} nicht-verschwindende Funktion; ¢, und ¢, bilden also ein
Losungs-Fundamentalsystem. Die allgemeine Losung hat daher die Gestalt

o(r) = 1z + cov/z
mit beliebigen reellen (bzw. komplexen) Konstanten ¢; und c5.

Um die inhomogene Differentialgleichung

1
M /
Y7 oY * 22
vollstiandig zu 10sen, brauchen wir nur noch eine spezielle Losung. In diesem

einfachen Fall sieht man sofort, dass die linke Seite angewandt auf die Funkti-

on y = 2 eine Konstante ergibt:

E1d 1), o, 13
dz?  2xdx 222 N 2 2

y=1

Daher ist y(x) := 222 eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung;
die allgemeine Losung ist

1/)($)z§$2+clx+02\/$, c,6 €KL
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AUFGABEN
13.1. Man bestimme alle Losungen des Differentialgleichungssystems

yi:y2+17
Yy =y +sinz.

13.2. Sei I C R ein Intervall und

e <(111 (L12> I — M(2x2,K)

Q21 Q22
eine stetige Abbildung. Die Differentialgleichung
y' = Ay

besitze die spezielle Losung ¢ = (‘;’; ): I — K2. Im Teilintervall J C I gelte

v1(x) # 0. Man zeige: Man erhilt eine zweite, von ¢ linear unabhéngige
Losung ¢: J — K? durch den Ansatz

() = u(2) <§§E§§> * (g(ox)) ’

wobei u, g: J — K differenzierbare Funktionen sind, die den folgenden Diffe-
rentialgleichungen gentigen:

g = (a22 — Q2 902) 9,
$1
, @12
u = g.
®1

13.3. Man bestimme alle Losungen des folgenden Differentialgleichungssys-
tems auf R, :

{yi =—yi+ Ly tlogz+ 1,
ys=(1—2)y1 +y2 + (z—1)logz.
Hinweis. Eine spezielle Losung des homogenen Systems ist ¢(x) = (i)
13.4. Gegeben sei die Differentialgleichung n-ter Ordnung
Y™+ an (@)Y 4+ ag(w)y =0, ()

deren Koeffizienten stetige Funktionen a;: / — K auf einem Intervall / C R
seien.
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Man beweise: Die Wronski-Determinante 1W: I — K eines Fundamentalsys-
tems von Losungen von (x) geniigt der Differentialgleichung

W' () 4 an—1(x)W(z) =0

Anleitung. Man beweise dazu folgende Regel fiir die Differentiation einer De-
terminante:

Sei ® = (yp;;) eine n x n-Matrix, deren Koeffizienten differenzierbare Funk-
tionen ;;: I — K sind. Dann gilt

9011() <P1n($)
d det<I> Zdet ¢1 ::: cp,’b-n.(w) :
(@) e Pun()

wobei im i-ten Summanden nur die i-te Zeile der Matrix differenziert wird.

13.5. Sei I C R ein Intervall und A: I — M(n x n,K) eine matrixwertige
Funktion, deren Koeffizienten beliebig oft differenzierbar seien. Man zeige,
dass alle Losungen : I — R™ der Differentialgleichung

y' = Alx)y

beliebig oft differenzierbar sind.

13.6. Sei r > O und [ := ]—r,r[ C R. Weiter seien a,b: I — R zwei stetige
Funktionen. Die Funktion a sei ungerade und b gerade, d.h.

a(—z) = —a(z),  b(—z) = b(z)
fiir alle # € I. Man zeige: Die Differentialgleichung
y'+alz)y +b(x)y =0

besitzt ein Fundamentalsystem von Losungen, das aus einer geraden und einer
ungeraden Funktion besteht.
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§ 14 Differentialgleichungen 2. Ordnung

In diesem Paragraphen studieren wir einige spezielle Differentialgleichungen 2. Ord-
nung, die in der theoretischen Physik eine Rolle spielen. Wir behandeln u.a die eindi-
mensionale Bewegung in einem Potential, die geddmpfte Schwingung und die Bessel-
sche Differentialgleichung.

Eindimensionale Bewegung

Es sei J C R ein Intervall und

f o — ]R7 T = f (‘T)
eine stetige Funktion. Die Differentialgleichung

d2 pos

o =@, (Ga) eRx,
lasst sich physikalisch interpretieren als die Differentialgleichung eines Mas-
seteilchens (der Masse 1) mit einem Freiheitsgrad, das sich unter dem Einfluss
einer nur vom Ort z € J abhidngigen Kraft f(z) bewegt. Dabei bedeutet ¢
die Zeitvariable. Die Ableitung nach der Zeit bezeichnen wir auch durch einen
Punkt tiber der Funktionsvariablen. So ist

t) =z(l) =

o(t) = () =
die Geschwindigkeit und #(t) = d?z(t)/d¢* die Beschleunigung zum Zeit-
punkt ¢. Wir definieren eine Funktion U: J — R durch

V) = [ 1) de
wobei a € J ein beliebiger Punkt ist. U hat die physikalische Bedeutung einer
potentiellen Energie. Die Differentialgleichung geht dann tiber in

e dU
a2 = ae M

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
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Sei x = z(t) eine Losung von (1). Wie in § 10, Abschnitt (10.5), erhélt man
aus (1) durch Multiplikation mit 2 (t)

jt@**(t)g +U(t)) = 0.

Es gibt also eine Konstante £/ € R (physikalische Bedeutung Gesamt-Energie),
so dass

Yo(t)’ +U(z(t)) = E firallet.

Da v? nicht-negativ ist, sieht man daran schon, dass die Bewegung nur in Be-
reichen erfolgen kann, in denen U(z) < E ist. Die Bewegung geniigt dann
einer der beiden Differentialgleichungen

i=/2(E-U(x)) (2)
oder
i=—/2(E-U(x)), 2"

je nachdem im betrachteten Zeitintervall z(¢) > 0 oder % (¢) < 0 ist. Diese Dif-
ferentialgleichungen gehoren zum Typ der getrennten Variablen, wir konnen
also § 11, Satz 1 anwenden. Sei Jy C J ein Intervall mit U() < E fiir alle
¢ € Jound ¢ € Jj ein fester Punkt. Fiir x € J, definieren wir

N
0= J aE-uve)

Fiir die Losung der Differentialgleichung (2) mit der Anfangsbedingung z(ty) =
xo gilt dann

Ga(t)) =t —to, 3)
oder
z(t) = H(t — to),

wobei H die Umkehrfunktion von G ist. Die Formel (3) lésst folgende Inter-
pretation zu: Das Integral G(x) gibt die Zeit an, die das Teilchen braucht, um
von xy nach x zu gelangen.

Betrachten wir genauer folgende spezielle Situation: Es seien 4 < xp zwei
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Punkte mit

Ulxa) =U(xp) =F und U(§) < FE fir 24 <& < xp.
Ferner sei vorausgesetzt, dass U'(z4) # 0und U'(zg) # 0, d.h. f(z4) # 0
und f(zp) # 0, vgl. Bild 14.1.

U

TA rp

Bild 14.1

Die Bewegung verlduft dann ganz im Intervall [z 4, x5]. Da das uneigentliche
Integral

Ldg
0 VT
existiert (vgl. An. 1, Beispiel 20.2), existiert auch das uneigentliche Integral

“B dx
(i A ?

und stellt die Zeit dar, die das Teilchen von x4 nach zp braucht. Im Punkt
xp ist die Geschwindigkeit null und andert ihr Vorzeichen, denn wir haben
vorausgesetzt, dass

d Pz

d;’ (tp) = dtj (tg) = flzp) £ 0 firz(ts) = op.
Das Teilchen lauft anschliefend von x5 nach x4 zurtick und gehorcht dabei

der Differentialgleichung (2), wobei der Zeitbedarf wieder T ist. Es ergibt
sich also eine periodische Bewegung mit der Schwingungsdauer 27'.
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Beispiele

(14.1) Der harmonische Oszillator geniigt der Differentialgleichung

A’z

a2 = H

wobei k eine positive Konstante ist. Physikalisch beschreibt die Differenti-
algleichung die eindimensionale Schwingung eines Massenpunktes um den
Nullpunkt, wobei die Riickstellkraft proportional zur Auslenkung x ist.

Wir suchen eine Losung mit der Anfangsbedingung
(L(to) =0, {l,(t()) =1y > 0.
Mit den obigen Bezeichnungen wird
Ulz) = | k&dE = _ 2.
0 2
Aus der Anfangsbedingung ergibt sich
E = Jilto) + Ulalto) = 327
Die Bewegung verlauft daher im Intervall
(1€R:U@)<E}={zeR:|z[< O}
Vk
Wir setzen zur Abkiirzung
o
A= . wi=vVk.
Vk

Fiir |z| < A ist hier

e de
G _/o ¢2<E—U<£>>_/o Vg — ke

Substituiert man v = £ /A, erhalt man weiter

z/A .
1 du 1 e
G =5 ) e = smen(l)

1ozt
also w arcsm( A ) =1t —tp, d.h.

x(t) = Asinw(t — to).

1
Aw

[ oS
0o V1-(8/4)
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Diese Beziehung gilt zundchst nur fiir |w(t — tg)| < /2, aber man sieht durch
Einsetzen, dass diese Funktion die Differentialgleichung fiir alle ¢ 10st. Die
Bewegung ist also eine Schwingung um den Nullpunkt mit Amplitude A =
vo/V/k und Schwingungsdauer 27 /w = 27 /V/k.

Bemerkung. Die Differentialgleichung des harmonischen Oszillators lasst sich
noch leichter direkt durch einen Ansatz 10sen. Siehe den Abschnitt iiber die
gedampfte Schwingung spiter in diesem Pargraphen.

(14.2) Das mathematische Pendel ist die Idealisierung eines physikalischen
Pendels.

Ein Massenpunkt ist an einem (masse-
losen, inelastischen) Faden aufgehangt
und bewegt sich ohne Reibung unter
dem Einfluss der Schwerkraft. Die auf
den Massenpunkt wirkende Kraft ist

K = —mgsinzx,

wobei x der Auslenkungswinkel (im
Bogenmal), g die Schwerkraft (Erdbe-
schleunigung), und m die Masse des
Pendels ist, siche Bild 14.2.

Ist L die Lange des Pendels, so ist die
Auslenkung gleich Lx. Die Differenti-
algleichung lautet also

m;; (Lz) = —mgsinz,
d.h.

i=—w’sing mitw = +/g/L.

Fiir kleine Auslenkungen ist sinx ~
2 und die Differentialgleichung geht in Bild 14.2
die des harmonischen Oszillators iiber.

Das Potential fiir das mathematische Pendel ergibt sich als

Uz) = /OI w?sin & d¢ = w?(1 — cos x).
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Ist @ der maximale Ausschlag des Pendels, (0 < a < 7/2), so ist die Gesamt-
energie gleich

E=1U(a) = w?*(1 — cosa),
denn im Umkehrpunkt ist die kinetische Energie gleich 0. Nach (4) ist die
halbe Periode der Schwingung gleich
“ dz

—aV2E-U(x / V2( cosz—cosa)

T=

Das Integral f /2(cosa Cosa) ist ein vollstandiges elliptisches Integral, es lasst

sich wie folgt auf die Normalform

B dt
_/0 \/1—k281112t
transformieren (vgl. An.1, Aufgabe 22.5).
Unter Benutzung der Formel cosz = 1 — 2sin?(z/2) wird
1 dx
/0 V/2(cosz — cos a) “2 ), Vsin?(a/2) — sin?(z/2)
Wir setzen k := sin(a/2) und fiihren eine neue Variable ¢ durch
sin(z/2) = ksint.
ein. Lduft = von 0 bis a, so lduft ¢ von 0 bis 7 /2. Durch Differenzieren ergibt
sich
3 cos(z/2)dx = kcostdt,
é\/l —sin®(x/2) do = V1 — sin®t dt = \/k2 — sin®(x/2) dt
dx 2dt
VE2 —sin®(z/2) /1 — k2sint

also

= E(k).

1/”' dz 7/ dt
2 Jo /k? —sin®(z/2) 0 V/1—k2sin?¢
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Insgesamt ergibt sich also fiir die halbe Periode

T iE(k)., k—sin(a/2), w=+/g/L.

Fiir a — 0, d.h. bei kleiner Amplitude, gilt ]lcm(1) E(k) =7/2.

Gedimpfte Schwingung

Fiihrt man beim harmonischen Oszillator & = —w2x noch einen Reibungsterm
ein, der proportional zur Geschwindigkeit ist, erhalt man die Differentialglei-
chung der gedampften Schwingung:

&+ 2ud + wir =0, (wo € R, e RY).

Dabei ist 21 der Dampfungsfaktor und wy die Kreisfrequenz der ungedampften
Schwingung.

Die Differentialgleichung ist linear von 2. Ordnung. Um die Gesamtheit aller
Losungen zu kennen, geniigt es also, zwei linear unabhingige Losungen zu
kennen. Um eine Losung ¢ zu erhalten, machen wir einen “Ansatz”

plt) =€

mit einer noch zu bestimmenden komplexen Konstanten A € C. Einsetzen von
x = ¢(t) in die Differentialgleichung liefert

)\QCAt—FQ,LL/\C/\t—‘—OJgC/\t:()\2+2},L)\+w3)6/\t:07

Die Differentialgleichung ist also genau dann erfiillt, wenn A der “charakteris-
tischen Gleichung”

N+ 2uA+wi =0

genuigt. Diese hat die Losungen

)\1/2 = —,ui \//Lz —wg.

Falls p # wp (den Fall ;1 = wy stellen wir vorlaufig zuriick), ist A; # A, und
wir haben die Losungen

op(t) == M k=12

Diese Losungen sind linear unabhéngig, bilden also ein Losungs-Fundamen-
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talsystem, denn fiir die Wronski-Determinante gilt
©1(0) 902(0)) <1 1>
W(0) = det = det =X —A 0.
@=a (50 50 Aoa) TN
Wir wollen uns nun die Losungen in Abhangigkeit von p etwas genauer anse-
hen.

a) Ungedampfte Schwingung: ;1 = 0.

Hier ist Ao = =iwy, also bilden die beiden Funktionen ¢, (t) = etwol ein
Losungs-Fundamentalsystem. Durch geeignete Linearkombinationen erhalt man
daraus das reelle Losungs-Fundamentalsystem

e1(t) = 5(p+(t) + (1)) = cos(wot),

pa(t) = 5, (4 (t) — o (1)) = sin(wot).
Dass (1 und ¢, linear unabhangig sind, folgt daraus, dass sich umgekehrt
und ¢_ aus ¢, und 5 linear kombinieren lassen.

Fiir ¢+ = 0 sind also alle Losungen rein periodisch mit der Periode 27 /wy.

b) Schwache Dampfung: 0 < p < wo.
Wir setzen w := y/w? — p2 Es gilt 0 < w < wp und
)\1 /2 = - =+ w.
Ein Losungs-Fundamentalsystem bilden die Funktionen ¢ (t) = e Mttt
Daraus erhalt man das reelle Fundamentalsystem
o1(t) = e M cos(wt),
a(t) = e " sin(wt).
Es findet also immer noch eine Schwingung statt, allerdings mit einer kleine-

ren Frequenz w < wy gegeniiber dem ungedédmpften Fall. Die Amplitude der
Schwingung nimmt mit dem Faktor e # exponentiell ab, vgl. Bild 14.3.

c) Starke Dampfung: ;1 > wy.
In diesem Fall ist x := \/ w? — w? < w reell, wir erhalten zwei negative Werte
A2 = —pEK, Ay < —p < A < 0.

Ein Losungs-Fundamentalsystem wird also gegeben durch die zwei exponen-
tiell abfallenden Funktionen

pi(t) =BT () = e,
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ungedampft
schwach gedidmpft
stark gedampft —------------——-—-—-

Bild 14.3 Gedampfte Schwingung

d) Aperiodischer Grenzfall. Dies ist der bisher zurtickgestellte Fall ;i = wy.

Hier fallen die Werte \y = Ay = —pu zusammen. Unser Ansatz liefert da-
her nur eine unabhingige Losung ¢1(t) = e . Um zu einer zweiten, da-
von unabhingigen Losung zu gelangen, gehen wir vom Fall starker Damp-
fung ¢t > wp aus und machen einen Grenziibergang y¢ — wy. Dann strebt
K = /12 — w} gegen 0. Falls k > 0, ist

em _ efnt

2K

’l/)(l{, t) = 21 (6(7/1,+l{)t _ e(f;l,flf)t) — 6*/“
eine Losung der Differentialgleichung. Es gilt

(’F"t _ e—nt

. d .
EE(IJ » = ik sinh(kt) T t,
also

—put

lim ¢(k, t) = te™ =: @s(t).

Durch direktes Nachrechnen kann man bestétigen, dass o5 (t) = te™# tatsachlich
eine Losung der Differentialgleichung
&+ 2ui 4+ plr =0

ist. Die beiden Losungen o (t) = e, q(t) = te~** sind linear unabhéngig,
denn ihre Wronski-Determinante im Nullpunkt ist

wo=aa (G o) = (1) =1



202 II. Gewohnliche Differentialgleichungen

Bemerkung. Im nachsten Paragraphen werden wir die hier zur Losung der Dif-
ferentialgleichung der gedampften Schwingung benutzten Methoden auf allge-
meine lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizi-
enten verallgemeinern.

Legendresche Differentialgleichung

Die Legendresche Ditferentialgleichung ist definiert auf dem offenen Intervall
—1 <z < 1durch
(1—2?)y" — 22y’ +n(n+ 1)y = 0.

Dabei ist n > 0 ein ganzzahliger Parameter. Man beachte, dass 1 — 22 auf
dem betrachteten Intervall nicht verschwindet, man also mittels Division durch
1 — 2% den Koeffizienten von 3” zu eins machen kann.

Satz 1. Das Legendre-Polynom n-ter Ordnung
1 d\"
Pa)i= o, () @ =1
(z) 2l \dx (@ )
ist eine Losung der Legendreschen Differentialgleichung mit Parameter n.
Beweis. Wir benutzen folgende Verallgemeinerung der Leibnizschen Regel fiir

die Differentiation eines Produkts zweier n-mal differenzierbaren Funktionen
fy9: I — R auf einem Intervall I C R:

00 =3 (1) 04074

Dabei steht D fiir di. Die Regel lasst sich leicht durch vollstandige Induktion
beweisen, vgl. An. 1, Aufgabe 15.11.

Offensichtlich gentigt es zu zeigen, dass die Funktion

y:=D"(z® — 1)"
der Differentialgleichung geniigt. Dazu verwenden wir einen kleinen Trick,
indem wir die Funktion

2= (2* = 1)D@® - 1)" = (2% — 1) 2nz(a? — )" !

= 2nz(2? — 1)"
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auf zwei Weisen mit der Produktregel differenzieren:
D"l = D" (22 — 1)D(2? — 1))
= (22 — 1)D™2(2? — 1)" + 2(n + 1)aD™ (22 — 1)
+2("HDM(a? = 1)"
= (22 = D)y +2(n+ )ay +n(n + 1)y.
Andrerseits ist
D"z = D" (2ng(2? — 1))
= 2naD" (2% — 1) + 2n(n + 1)D"(z* — 1)"
= 2nzy + 2n(n+ 1)y.
Vergleich ergibt

(22 = 1)y" + 22y —n(n+1)y=0, qed

Reduktion der Ordnung

Mit den Legendre-Polynomen hat man die Legendresche Differentialgleichung
aber noch nicht vollstandig gelost. Um die Gesamtheit aller Losungen zu ken-
nen, benotigt man noch eine zweite linear unabhangige Losung. Der nachste
Satz zeigt, wie man bei Kenntnis einer Losung einer homogenen linearen Dif-
ferentialgleichung 2. Ordnung das Problem auf die Losung einer Differential-
gleichung 1. Ordnung reduzieren kann. Es sei wieder K einer der Korper R
oder C.

Satz 2. Sei I C R ein Intervall und seien a,b : I — K zwei stetige Funktionen.
Weiter sei v : I — K eine Losung der Differentialgleichung
y' +a(z)y +b(x)y = 0. ©)

Im Intervall J C I gelte p(x) # 0. Dann erhdilt man iiber J eine zweite, von
@ linear unabhdangige Losung ¢ : J — K durch den Ansatz

V(@) = p(@)ul)

wobei u eine nicht-konstante Losung der Differentialgleichung

u’ + (Qi((:)) + a(z))u' =0 ©)
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ist.

Bemerkung. (6) ist eine Differentialgleichung 1. Ordnung fiir v/, sie kann nach
811, Satz 2, gelost werden durch

' (z) = @(;)2 CXp(* /I a(t)dt).

z0

Man erhalt v durch eine weitere Integration.

Beweis. Aus ¢ = pu folgt
U= gutpu,
P = o"u+ 20" + pu”

Damit wird unter Benutzung von ¢” + a¢’ + bp = 0
V' al + by = pu” + (29" + ap)u’.

@ erfiillt also genau dann die Differentialgleichung (4), wenn
!
"+ (ZQ + a)u' =0.
2

Ist u nicht-konstant, so ist ) = ¢u von ¢ auf dem Intervall J linear un-
abhangig.

(14.3) Beispiel. Fiir n = 1 lautet die Legendresche Differentialgleichung

" 2x

2
y—l_/ﬁy/—k v =00 (el <D

1

Sie besitzt die Losung ¢(z) = . Infolgedessen erhélt man im Intervall |0, 1]
eine zweite Losung durch den Ansatz

(a) = aula),

wobei
2 2x
" I
u+<x 17552>u_0'

Dies kann man losen durch

u'(x) = exp / dx—i—/

= exp(—2logz — log(1 — 22 ))
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_ 1 71_’_1( 1 n 1 )
Coa2(1—-22) 22 2\1—-2  1+az/)’

also
1 1 1+
u(z) /u(r) T x+20g1—x
Deshalb ist
x 14+
¢(£)7xu(1)72logl_x—1
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eine von ¢ linear unabhangige Losung der Differentialgleichung. Dies wurde
nur im Intervall |0, 1[ hergeleitet, aber man sieht direkt, dass ¢ die Differenti-

algleichung im ganzen Intervall |—1, 1] 16st.

Hermitesche und Laguerresche Differentialgleichung

Es gibt noch weitere Differentialgleichungen 2. Ordnung, die durch spezielle

Polynome gelost werden.

(14.4) Die Hermitesche Differentialgleichung zum Parameter n € N ist defi-

niert auf ganz R durch
y" — 2xy + 2ny = 0.

Das Hermitesche Polynom n-ter Ordnung

Hy(x) = (=1)"e” (di)ne_zz

ist eine Losung davon (Aufgabe 14.2).

(14.5) Die Laguerresche Differentialgleichung zam Parameter n € N ist fiir

2 > 0 definiert durch
zy" + (1 —2)y +ny=0.
Das Laguerresche Polynom n-ter Ordnung
d\n
L,(z) = elt(dx) (x"e™™)

ist eine Losung davon (Aufgabe 14.4).
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Besselsche Differentialgleichung

Es ist keinesfalls so, dass sich die Losungen einer Differentialgleichung immer
durch elementare Funktionen ausdriicken lassen. Vielmehr stof3t man dabei oft
auf neue transzendente Funktionen. Dies ist z.B. der Fall bei der Besselschen
Differentialgleichung
2
Ly (1— pZ)y:[], (x> 0).
x T

Dabei ist p ein reeller Parameter. Thre Losungen heien Zylinderfunktionen der
Ordnung p. Sie bilden nach der allgemeinen Theorie einen zweidimensionalen
Vektorraum. Eine spezielle Basis bildet die sog. Bessel-Funktion p-ter Ord-
nung J, zusammen mit der Neumannschen Funktion p-ter Ordnung N,,. Die
Funktionen liegen tabelliert vor, vgl. z.B. Jahnke-Emde-Losch: Tafeln hoherer
Funktionen, Teubner, Stuttgart. Die Funktionen sind auch in Computeralgebra-
Systemen direkt verfiigbar, z.B. in Maple unter den Namen BesselJ(p,x)
und BesselY(p,x).

Die Bedeutung der Besselschen Differentialgleichung beruht auf ihrem Zu-
sammenhang mit der Wellengleichung der Raumdimension zwei.

Satz 3. Sei f:R} — C eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und p
eine ganze Zahl. Mittels ebener Polarkoordinaten (r, o),

T=7rcosp, Yy=rsiny
werde eine Funktion u: R? ~. 0 — C definiert durch

ula,y) = f(r)e.

Dann gilt: Genau dann geniigt die Funktion ue® der zweidimensionalen Wel-
lengleichung

02 ”? 0
<3x2 * o2 o2

wenn f die Besselsche Differentialgleichung zum Parameter p lost, d.h.

)u(z, y)et =0,

2

)+ fw+ (1=1,) 5 =0,
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Beweis. Wir verwenden die Darstellung des Laplace-Operators bzgl. ebener
Polarkoordinaten, vgl. Aufgabe 6.2:
A7(92+62782+18+1 82
T0x2 Oy orr rdr  r2op?
Damit wird

(N PP N N N 10N iy s
A (f(r)eret) = ((‘)r2 * r@r)f(r)ep%t +f(r)(r2 3992)613@6)5

— (1) + L) = P e
= r+ Fr) =, f(r))eP?e™.
Andrerseits ist
2 -
o2 (j(r)e”’“’e”) = —f(r)e®eet.
Da e¢¢e £ (), ergibt sich daraus die Behauptung.
Wir wollen uns mit dem Fall p = 0 etwas genauer beschiftigen (dies ent-

spricht den rotationssymmetrischen Losungen der Wellengleichung). Um zu
einer Losung der Differentialgleichung

1
y'+ Y +y=0
T

zu gelangen, machen wir einen Potenzreihen-Ansatz

o0

y(x) = Z apr®. Q)

k=0

Damit wird

o0
y(x) =Y kaa,
k=1

y'(2) = 3 k(k— Do,
k=2

also (mit Index-Verschiebung)

1 o0
V@) = D+ 2angarh
k=-1

y'(x) = >k +2)(k + Dajo*.

k=0
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Setzt man dies in die Gleichung y” + !’ + y = 0 ein, und vergleicht die
Koeffizienten von z*, so sieht man, dass notwendig a; = 0 und

(k + 2)(k + 1)ak+2 + (k + 2)ak+2 +a,=0 = (k + 2)2(Lk+2 = —ay

fiir alle £ > 0. Daraus folgt a;, = 0 fiir alle ungeraden % und

1

k
2k = 1 e

Wenn also iiberhaupt eine Losung existiert, die sich in in eine Potenzreihe (7)
enwickeln lasst, hat diese bis auf einen konstanten Faktor die Gestalt

1 /x\2k

V(o) = hla) = 31" ()
Tatsachlich stellt man fest (z.B. mit dem Quotientenkriterium), dass die Reihe
fiir alle x € R konvergiert (sogar sehr schnell). Man darf deshalb gliedweise
differenzieren und sieht, dass die Funktion die Differentialgleichung erfiillt.
Nach Definition ist dies die Besselfunktion O-ter Ordnung. Eine zweite, davon
linear unabhangige Losung ist die Neumannsche Funktion O-ter Ordnung

No(z) := {(log +7)Jo(x +Z " 1 Ck (g)zk}’

wobei v = 0.57721566 . . . die Euler-Mascheronische Konstante ist (vgl. An.
1, §20) und

1 1
=14, 4t

Wieder kann man sich leicht von der Konvergenz der Reihe und der Erfiillung
der Differentialgleichung tiberzeugen. Dass .Jy und Ny linear unabhangig sind
folgt daraus, dass h{% Jo(xz) =1 und hg(l] No(z) = o0.

Also ist (Jy, Np) ein Losungs-Fundamentalsystem der Besselschen Differenti-
algleichung der Ordnung p = 0, siehe Bild 14.4.

Zylinderfunktionen ganzzahliger Ordnung p > 0 kann man auf den Fall p = 0
zurtickfiihren, sieche Aufgabe 14.7. Fiir den Fall halb-ganzer p siche Aufgabe
14.6.
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— -~

Bild 14.4 Zylinderfunktionen der Ordnung 0

AUFGABEN

14.1. Man lose die Differentialgleichung
Pr e
ez v’

mit der Anfangsbedingung

(r>0),

r(0) =ro >0, 7(0)=uwv>0.
Dabei ist c eine positive Konstante.
Man zeige: Es gibt ein v* > 0, so dass fiir vy > v* die Losung () fiir t — oo
unbegrenzt wiachst, wahrend fir vy < v* ein ¢; > 0 existiert, so dass die

Losung r(t) im Intervall 0 < ¢ < ¢; monoton wichst und fiir ¢ > ¢; monoton
fallt.

Bemerkung. Die Differentialgleichung beschreibt die radiale Bewegung eines
Korpers unter dem Einfluss der Schwerkraft eines anderen.

Man berechne die Geschwindigkeit v* fiir die Erdanziehung und
ro = 6370 km  (Erdradius).

Fiir die Erde ist ¢ = gr2, wobei

g=981 " (Erdbeschleunigung).
sec
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14.2. a) Man zeige, dass

) = o (1)

ein Polynom n-ten Grades ist und die Hermitesche Differentialgleichung

2

y" —2xy +2ny =0
lost.

b) Man zeige, dass fiir n # m die Hermiteschen Polynome H,, und H,, ortho-
gonal sind bzgl. des Skalarprodukts

(f,9) = /jo fz)g(x)e ™ da.

14.3. Sei n eine natiirliche Zahl. Man zeige, dass fiir die Losungen der Diffe-
rentialgleichung

Y+ 2n4+1—-2Yy=0

gilt y(x) = e **/?u(x), wobei u eine Losung der Hermiteschen Differential-
gleichung

u” — 2zu 4 2nu =0

ist.

14.4. a) Man zeige, dass

L,(z) = ez(d(i)n(cc"eﬂ)

ein Polynom n-ten Grades ist und die Laguerresche Differentialgleichung
2w+ (1-—2)y +ny=0  (z>0)
lost.

b) Man zeige, dass fiir n # m die Laguerreschen Polynome L,, und L,, ortho-
gonal sind bzgl. des Skalarprodukts

(f.9) = /000 f(x)g(x)e "dx.
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14.5. Man bestimme alle Losungen der folgenden Differentialgleichungen.
a) (2z+ 1)y" + (4o —2)y' — 8y = (622 + z — 3)e*, (z > —)),
b)) 2*(1—2)y" +22(2—2)y +2(1+x)y =22 (0 <z <1).

Anleitung. Die zugehorige homogene Gleichung besitzt eine spezielle Losung
der Gestalt y = ¢** im Fall a) und y = 2 im Fall b) mit geeigneten Konstanten
«, 0 € R. Eine weitere Losung der homogenen Gleichung erhalt man mit Satz
2. Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung bestimme man durch
Zurtickfiihrung auf ein System 1. Ordnung und Variation der Konstanten.

14.6. Man bestimme ein Losungs-Fundamentalsystem der Besselschen Diffe-
rentialgleichung fiir p = J,
1 1
" / 1 _ ) — O
vt zY + ( 4z2) Y
durch den Ansatz z = /x y.
14.7. Sei C*°(R?.) der Vektorraum aller beliebig oft differenzierbaren Funktio-
nen f:R% — R. Lineare Abbildungen
Ty, Sp, Bp: C*(RY) — C*(RY)
seien wie folgt definiert:
. , p
(TN() = 1)+ fw),
p
(Spf)(z) = =f'(x) + f(@),
2

(Bof)w) = f'w) + L p@)+ (1= 1) f(w).
(Die Besselsche Differentialgleichung lasst sich dann einfach als B,y = 0
schreiben.)
a) Man zeige: Fiir jedes f € C>°(R*) gilt
) ToiSpf == Byf,
i) S,T,f = f— B,
iii) T,B,f = B,_1T,f,
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iv)  SpBpf = Bp1Spf.
b) SeiV, := {f € C*(R%) : B,f = 0} der Vektorraum aller Zylinderfunk-
tionen der Ordnung p. Man zeige:
D (V) Ve Sp(Vp) C Vi
ii) Die Abbildungen
SpVp = Vo und 102V =V,
sind Isomorphismen und Umkehrungen von einander.

¢) Man bestimme mittels b) und Aufgabe 14.6 alle Zylinderfunktionen der
Ordnungen p = 3/2 und p = 5/2.

14.8. a) Seien «, 3, v, p reelle Konstanten, 3 > 0, # 0. Man zeige, dass fiir
die Losungen der Differentialgleichung

1 - 2a ’27 2.2
Z/”+ . O/y/+ ((B'}/x’Y7l)2+O{ pr Y )y:07 (x > 0),

gilt y(z) = z*u(Bz"), wobei u eine Losung der Besselschen Differentialglei-
chung zum Parameter p ist.

b) Man driicke die Losungen der folgenden Differentialgleichungen mit Hilfe
von Zylinderfunktionen aus (a, b, m € R):

i) y'+al2my=0 (a #0,m # —2),
o _ala+1)y
i)  y+ (1 2 )y =0,

2

b
LY=0 A0

¢) Man 16se die Differentialgleichungen i) und iii) in den Ausnahmefillen m =
—2und b = 0.

i) v+ Yy +
T
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§ 15 Lineare Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten

Fiir lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten gibt
es eine sehr befriedigende Losungstheorie. Die Losung einer solchen Differentialglei-
chung ist aquivalent mit der Bestimmung der Nullstellen eines Polynoms n-ten Gra-
des.

Polynome von Differentialoperatoren
Wir bezeichnen mit C[T’] die Menge aller Polynome

PT)=ao+a;T+...+a,T"

mit komplexen Koeffizienten a; in der Unbestimmten 7". Ersetzt man hierin

die Unbestimmte 7" durch D = dci, so erhalt man einen “Differentialoperator”

PD)=ay+auD+...+a,D",

d.h. eine Abbildung, die einer auf einem Intervall / C R definierten, n-mal
differenzierbaren Funktion

f:1—C, T'—>f(77),
die Funktion
P(D)f:=aof +aDf +...4+a,D"f

zuordnet. Mit Hilfe dieser Differentialoperatoren schreibt sich eine homogene
Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten einfach als

P(D)y =0,
wobei P € C[T] ein Polynom n-ten Grades mit hochstem Koeffizienten 1 ist.

Wir wollen jetzt zeigen, dass man mit Polynomen von Differentialoperatoren
ganz analog rechnen kann wie mit gewohnlichen Polynomen.

a) Addition. Seien Py(T), P,(T) € C[T] und
P(T):= P(T) + P(T).

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
O. Forster, Analysis 2, Grundkurs Mathematik, https://doi.org /10.1007/978-3-658-19411-6_15
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Dann gilt fiir jede geniigend oft differenzierbare Funktion f: I — C
PD)f=hr(D)f+ (D).

Beweis. Sei

n

P(T) =Y axT" und Py(T) = bT"
k=0

k=0

Man kann 0.B.d.A. annehmen, dass m = n. (Falls etwa m < n erginze man
bms1 =...=b, =0.) Dann ist

n

P(T) = (ax +b)T*.

k=0

Damit ergibt sich

P(D)f =Y (ax+b)DFf =D axD*f 4+ bD*f
k=0 k=0 k=0
= h(D)f+ R(D)f.
b) Multiplikation. Seien Py (T"), Po(T) € C[T] und
Q(T) = P(T)(T).
Dann gilt fiir jede geniigend oft differenzierbare Funktion f: I — C

QD)f = P(D)(FP(D)f).

Beweis. Ist
P(T)=> a,T" und Py(T)=> b,T"
v=0 u=0
so folgt
n+m k
Q(T) = Z TP mit ¢ = Za,,bk_,,.
k=0 v=0

(Dabei ist a,, = 0 fiir v > n und b, = 0 fiir > m zu setzen.) Damit ergibt
sich
n+m n+m k

QD) = 3 antf =3 (e )0

k=0 k=0 “v=0
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_ f( S b0 f) - f( $ aVD"a)uDﬂf))

k=0 “v+p=k k=0 “v+p=k
n m

= a,D"<§ bND"f)
v=0 pn=0

= h(D)((D)f) =QD)f, qed

Wir beschéftigen uns jetzt mit der Wirkung von Differentialpolynomen P(D)
auf Funktionen der speziellen Gestalt f(x) = e**, wobei \ eine reelle oder
komplexe Konstante ist.

Hilfssatz 1. Fiir jedes Polynom P(T) € C[T'] und jedes A € C gilt
P(D)e* = P(M\)e.

n

Beweis. Sei P(T) = Z arT".

k=0
d
DaDe? = M = \eM, folgt DFer = A\rer® und
x
P(D)eM =) q,DFeMN = Z ap\fer = P(\)eM,  qed.
k=0 k=0

Insbesondere folgt aus Hilfssatz 1: Ist A eine Nullstelle des Polynoms P, d.h.
P(\) = 0, so ist die Funktion ¢(z) = ¢* eine Losung der Differentialglei-
chung P(D)y = 0.

Satz 1. Sei P(T) = T" + a1 T" ' + ...+ ayT + ap € C[T). Das Polynom
P habe n paarweise von einander verschiedene Nullstellen \q, ..., A\, € C.
Dann bilden die Funktionen ¢i,: R — C,

op(z) =eM k=1,...,n,
ein Fundamentalsystem von Losungen der Differentialgleichung

PD)y =y +a,1y™ P + ..+ ary +agy = 0.

Beweis. Dass die Funktionen ), Losungen der Differentialgleichung sind,
folgt aus Hilfssatz 1. Es ist nur die lineare Unabhangigkeit zu zeigen. Dazu
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berechnen wir die Wronski-Determinante W von ¢y, ..., ¢,. Da
o (@) = MM,

ergibt sich fiir den Wert der Wronski-Determinante an der Stelle 0

—1 y\n—1 _
PV IDVat D Y
Dies ist aber die aus der linearen Algebra bekannte Vandermondesche Deter-
minante, fur die gilt

W) =]y =) #0,

i>k
da die )\, paarweise von einander verschieden sind. Also sind nach § 13, Satz
5, die Losungen ¢, . . ., ¢, linear unabhangig.

Bemerkung. Wir werden in Satz 2 noch einmal die lineare Unabhangigkeit der
Funktionen e*** ohne Benutzung der Vandermondeschen Determinante bewei-
sen.

(15.1) Beispiel. Die Differentialgleichung
y' =2y +y' —2y=0
ldsst sich schreiben als P(D)y = 0 mit
P(T)=T%-2T*+T —2.
Das Polynom P zerfillt folgendermafen in Faktoren
P(T) = (T*+ 1)(T —2) = (T —i)(T +4)(T — 2),
hat also die Nullstellen
Al=14, d=—1, A3=2.
Deshalb bilden die Funktionen ¢: R — C,

ix 2z

pi(x) =€, pa(x) =TT, py(z) =

ein Fundamentalsystem von Losungen der Differentialgleichung. Durch ge-
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eignete Linearkombinationen lasst sich daraus ein reelles Fundamentalsystem
gewinnen:

i(z) = ;(%(T) + @a(x)) = cos z,
() = 211(991(@ — ¢o(x)) =sinx.

Da die Matrix ; ( _1 1) invertierbar ist, lassen sich umgekehrt ¢, und 5 aus

11, 1o linear kombinieren, also bilden die Funktionen

Ui(e) = cosz, d(e) =sinz, pyle) = >

ein reelles Fundamentalsystem von Losungen der Differentialgleichung.

Mehrfache Nullstellen
Ein Polynom n-ten Grades
P(T)=T"+a,T" "' +...+a,T + ay € C[T

lasst sich nach dem Fundamentalsatz der Algebra (siehe §3, Corollar zu Satz
8) stets folgendermallen in Linearfaktoren zerlegen:

P(T) = (T = )™ (T = X) ... (T =\

mit paarweise verschiedenen \; € C und natiirlichen Zahlen k; > 1, > k;j =
n. Dabei ist k; die Vielfachheit der Nullstelle );. Falls mindestens ein k; > 2,
erhiilt man mit den Funktionen e»* weniger als n linear unabhingige Losun-
gen der Differentialgleichung P(D)y = 0. Um die noch fehlenden Losungen
zu erhalten, brauchen wir einige Vorbereitungen.

Hilfssatz 2. Sei A € C und k € N. Dann gilt fiir jede auf einem Intervall I C R
k-mal differenzierbare Funktion f: I — C
(D = N*(f(x)e) = fO (@)er.

Beweis durch vollstandige Induktion nach k.
Fiir £ = 0 ist die Aussage trivial. Fiir £ = 1 erhalten wir

(D= N)((2)e™) = D)) = Af(w)e
= P @+ [N = M) = f/(2)e,
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Induktionsschritt (k — 1) — k.

(D = N*(f(2)e*) = (D = A)(D = N (f(x)e)
(D =N (f* D (2)e) = fP(2)e™,  qed.

Hilfssatz 3. Sei P(T") € C[T] ein Polynom und A € C mit P(\) # 0. Ist dann
g: R — C eine Polynomfunktion vom Grad k, so gilt

P(D)(g(z)e*) = h(z)e,
wobei h: R — C wieder eine Polynomfunktion vom Grad k ist.

Beweis. Man kann das Polynom P nach Potenzen von 7" — A umordnen:

n

P(T) =Y c(T=)\", ¢ €C

v=0
Esist co = P()) # 0. Nach Hilfssatz 2 gilt dann

n

PD)(g(x)e™) = Y eu(D = A (g(x)e™)

v=0

= 3 g (@) = hiz)e™
v=0
mit "
= Z g™ ().
v=0
Wegen ¢ # 0 hat i denselben Grad wie g, g.e.d.

Wir konnen jetzt den Hauptsatz liber die Losungen von Differentialgleichun-
gen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten beweisen.
Satz 2. Das Polynom

P(T)=T"+a, T" ' +...+a,T + ap € C[T]

habe die paarweise von einander verschiedenen Nullstellen \; € C mit den
Vielfachheiten k;, 1 < j < r. Dann besitzt die Differentialgleichung

PD)y=0
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ein Losungs-Fundamentalsystem aus folgenden Funktionen:

@jm(l’) = xme)\jmr 1 g j g 7, 0 < m g kJ —1.

Beweis. a) Alle angegebenen Funktionen 10sen die Differentialgleichung. Denn
P(T) besitzt den Faktor (T' — A;)", d.h.

P(T) = Q;(T)(T — )",  Q;(T) € C[T).
Also folgt mit Hilfssatz 2
P(D) pjm(z) = Q;(D)(D — )\j)kJ (zmex,Z)
= Q;(D)(DMz™)eM™ =0,  dak; > m.

b) Es ist noch zu zeigen, dass die Funktionen ¢, linear unabhingig sind. Eine
Linearkombination der ¢, hat die Gestalt

Z gj(x) exﬂz
j=1

wobei die g; Polynome vom Grad < k; — 1 sind. Wir miissen beweisen,
dass diese Linearkombination nur dann die Nullfunktion darstellt, wenn alle
g; identisch verschwinden. Wir zeigen das durch Induktion nach r.

Induktionsanfang v = 1. Falls g;(z)eM® = 0 fiir alle * € R, muss g; das
Nullpolynom sein.

Induktionsschritt (r — 1) — r. Es gelte
Zgj(:r) eNT =0 fiiralle z € R.
j=1

Falls eines der Polynome g; identisch null ist, sind wir nach Induktionsvoraus-
setzung fertig. Andernfalls wenden wir auf die Gleichung den Differentialope-
rator (D — \,.)* an und erhalten mit den Hilfssitzen 2 und 3

r—1
D hj(z)edT =0 fiirallez € R,
j=1

wobei die h; Polynome sind, die ebenfalls nicht identisch verschwinden. Nach
Induktionsvoraussetzung ist dies aber unmoglich.
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(15.2) Beispiel. Die Differentialgleichung
yW 4 8y" + 16y = 0

gehort zum Differentialoperator P(D) = D* 4 8D? + 16. Nun ist
T+ 8T% + 16 = (T? +4)* = (T — 2i)*(T + 2i)*.

Mit den Bezeichnungen von Satz 2 ist also A\; = 2i, A\ = —2iund k; = ky =

2. Deshalb bilden die folgenden vier Funktionen ein Fundamentalsystem von
Losungen:

p10(2) = €,

2ix

ou(x) = 7,
ao(z) = 77, pan(z) =2

6722:17.

Daraus lasst sich folgendes reelle Losungs-Fundamentalsystem erhalten:

P1o(x) = cos 2z, 11(z) = x cos 2z,

ao(x) = sin 2z, o1 () = wsin 2z.

Inhomogene Differentialgleichungen

Es sei
PD)=D"+4ap D" + ...+ a,D + ao

ein linearer Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten a; € C und
b: 1 — C eine stetige Funktion auf dem Intervall / C R. Dann kann man
die inhomogene Differentialgleichung

P(D)y = b(x) ()

prinzipiell so 10sen: Man bestimmt zunichst mittels Satz 2 ein Fundamental-
system von Losungen der homogenen Gleichung P(D)y = 0, fithrt dann (x)
auf ein System von Differentialgleichungen 1. Ordnung zuriick und bestimmt
eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung durch Variation der Kon-
stanten (§ 13, Satz 4). Wir werden jedoch sehen, dass man bei spezieller Form
der Funktion b eine Losung der inhomogenen Gleichung (x) durch einen ein-
fachen Losungsansatz erhalten kann. Zunichst eine einfache Vorbemerkung:
Ist

b(z) =bi(z) + ...+ bs(x)
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eine Summe der Funktionen b;: I — C, und sind die Funktionen ¢;: I — C
Losungen von P(D)y = b;(x), so ist die Summe

bla) =i (@) + .+ (o)

eine Losung von P(D)y = b(z).

Wir untersuchen jetzt spezielle rechte Seiten der Gestalt
b(x) = f(x)e",  peC

wobei f ein Polynom in z vom Grad m > 0 mit komplexen Koeffizienten ist.
Dabei zu unterscheiden, ob P(p) = 0 (sog. Resonanzfall), oder P(yu) # 0.

Satz 3 (Inhomogene Gleichung, keine Resonanz). Sei
P(T)=T"+a,.T" "+ ...+ aiT + ag € C[T)
ein Polynom und i € C eine Zahl mit P(u) # 0. Dann gilt:
a) Die Differentialgleichung
PD)y = e

besitzt die spezielle Losung

b) Ist allgemeiner f:R — C ein Polynom vom Grad m mit komplexen Koeffi-
zienten, so besitzt die Differentialgleichung

P(D)y = f(x)e"
eine spezielle Losung der Gestalt

() = g(x)er,
wobei g ein Polynom vom Grad m ist.
Beweis. a) Nach Hilfssatz 1 gilt

P(D)e" = P(u)er”, also P(D)p(z) =€, q.ed.

b) Wir beweisen die Behauptung durch vollstandige Induktion nach m.

Induktionsanfang m = 0. Dann ist f eine Konstante, die Behauptung folgt also
aus Teil a).
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Induktionsschritt (m — 1) — m. Nach Hilfssatz 3 ist
P(D)(@"e") = fo(w)e

mit einem Polynom f, vom Grad m. Es gibt deshalb eine Konstante ¢ € C, so
dass

fi(z) = f(z) = cfolx)

ein Polynom vom Grad < m — 1 ist. Nach Induktions-Voraussetzung gibt es
deshalb ein Polynom ¢; vom Grad < m — 1 mit

P(D)(gi(x)e"”) = fr(x)e.
Mit g(z) := ca™ + g1 (x) gilt dann
P(D)(g(x)e") = f(x)e"”,  qed.

Beispiele
(15.3) Wir wollen eine spezielle Losung der Differentialgleichung
(D* —2D? — 2D + 2)y = 2sinx (1)

bestimmen. Da 2sinz = Re(—2ie’), betrachten wir zunichst die komplexe
Gleichung

P(D)y = —2ic™, P(D)=D?*-2D*—-2D +2. )
Da P(i) = i — 20> — 2i + 2 = 4 — 3i, besitzt (2) eine spezielle Losung
2 . =2 L 6-8i
VO = py T sy e

Da alle Koeffizienten von P(D) reell sind, gilt

Re(P(D)y(x)) = P(D)(Re(y(x)),
also hat (1) die spezielle Losung

o(z) := Reyp(x) = 265 cosz + 285 sin z,

was man direkt durch Einsetzen verifizieren kann.

(15.4) Wir betrachten die Differentialgleichung

/1

y"'—y=nx.
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Hier ist P(D) = D® — 1. Da
P(T) =T~ 1= (T = (T + T+ 1) = (T = (T = p)(T — pu)

mit pyjp = —; + ;\/ 3, besitzt die homogene Gleichung ein Fundamentalsys-
tem von Losungen bestehend aus den drei Funktionen

991/2(1') _ e—z/ZGiiz\/3/27 o3(x) = €.

Die rechte Seite der Differentialgleichung ist ze%*. Da P(0) # 0, gibt es also
eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung der Gestalt

U(z) = a+ bx, a,beC.

Um die Koeffizienten a,b zu bestimmen, setzen wir ¢ in die linke Seite der
Differentialgleichung ein:

(D* —1)(a+bz) = —a — bx.

Damit die Differentialgleichung erfiillt ist, muss @ = O und b = —1 sein, d.h.

ist eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung.

Satz 4 (Inhomogene Gleichung, Resonanzfall). Sei
P(T)=T"+a,T" "+ ...+ aiT + ag € C[T)

und f:R — C ein Polynom vom Grad m = 0. Die Zahl 1. € C sei eine k-fache
Nullstelle des Polynoms P. Dann besitzt die inhomogene lineare Differential-
gleichung

P(D)y = f(x)er

eine spezielle Losung v: R — C der Gestalt

m+k
(x) = h(x)e"™  mit einem Polynom h(z) = Z cjal.
j=k

Beweis. Da (i eine k-fache Nullstelle von P ist, gilt
P(T) = Q(T)(T — p)*,
wobei @) ein Polynom mit Q(u) # 0 ist. (Falls k£ gleich dem Grad von P ist,
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ist ) eine von O verschiedene Konstante.) Nach Satz 3 gibt es ein Polynom ¢
vom Grad m, so dass

QD) (g(x)e") = f(z)e.
Es gibt ein Polynom h(z) = Z;”:kk c;jz? mit h® (z) = g(x), also gilt nach
Hilfssatz 2

(D — w)*(h(x)e"*) = h®) (x)et = g(w)e.

Zusammenfassend hat man
P(D)(h(z)e") = Q(D)((D = ) (h(x)e"))
= Q(D)(g(x)e") = f(z)e"”, qed.

(15.5) Beispiel. Die Differentialgleichung

d*z

dt?
beschreibt die Schwingung eines harmonischen Oszillators der Eigenfrequenz
wp unter der Wirkung einer periodischen aufleren Kraft a cos wt der Frequenz
w. Zur Vereinfachung betrachten wir wieder die komplexe Differentialglei-
chung

+wir = a coswt, wo,w >0, a€R 3)

I+ ng = qe™t. “4)
In diesem Fall ist
P(D) = D? + wi = (D — iwp) (D + dwy).

Um eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung zu finden, haben wir
zwei Fille zu unterscheiden.

1. Fall: w # wy.
Man erhilt eine Losung von (4) durch den Ansatz ¢(t) = ce™*. Es ist
P(D)Y(t) = c(wi — w?)e™!,

also ist
a

h(t) =
U() wg_u)Qe

iwt
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eine Losung von (4) und
a
o(t) = Re(t) = W — coswt
eine Losung von (3).

2. Fall: w = wy.

Man nennt diesen Fall den Resonanzfall, da die Frequenz der auBeren Kraft
gleich der Eigenfrequenz ist.

Wegen P(iwy) = 0 besitzt (4) in diesem Fall eine Losung der Form
W(t) = cte™or,
Einsetzen ergibt
P(D)(cte™"?) = 2icwoe™*.
Die Differentialgleichung P(D)z = ac™! ist also erfiillt fiir die Funktion

a .
— t) = t wot
=) =y e
also besitzt (3) im Resonanzfall die Losung
¥(t) = Re(t) = QZO # sinwot.

Man sieht, dass die Amplitude der Losung im Resonanzfall fiir ¢ — oo unbe-
schrankt wachst (sog. Resonanzkatastrophe). Dies gilt fiir jede Losung der in-
homogenen Gleichung, da alle Losungen der homogenen Gleichung beschrankt
sind.

AUFGABEN

15.1. Man bestimme ein reelles Fundamentalsystem von Losungen fiir die fol-
genden Differentialgleichungen:

a) y'—4y +4y=0,

b) y/// _ 21/” + 2y/ —y= 0,
© y"-y=0,

d) y“) +y=0.
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15.2. Man bestimme alle Losungen der folgenden Differentialgleichungen:
a) Y +3y +2y=2,
b) y"” — 5y’ + 6y = dxe® —sinz,
c) y"—2y"+y =1+¢€"cos2a,
d) YW 42y 4y = 25>
15.3. Man bestimme alle reellen Losungen der Differentialgleichung
# 4+ 2ud + wixr = acoswt, (wo,w, pp € R}, a € RY),

und untersuche deren asymptotisches Verhalten fiir ¢ — co.
15.4. Gegeben sei die Differentialgleichung
a b
'+ ¥+ ,y=0,  (z>0), ()
x x

wobei a, b € C Konstanten seien.

Man zeige: Eine Funktion ¢ : RY — C ist genau dann Losung von (), wenn
die Funktion ¢ : R — C, definiert durch

b(@) = p(e")
Losung der Differentialgleichung
y'+a—1)y +by=0

ist. Man gebe ein Losungs-Fundamentalsystem von (x) fiir alle moglichen Pa-
rameterwerte a, b € C an.
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§ 16 Systeme linearer Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten

Die Losungstheorie der Systeme von linearen Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten beruht auf der Eigenwerttheorie von Matrizen. Die explizite Bestim-
mung eines Losungs-Fundamentalsystems lauft auf die Transformation der Matrix des
Differentialgleichungssystems auf Normalform hinaus.

Bezeichnungen. Da die Losungen der im Folgenden behandelten Differenti-
algleichungssysteme oft dynamisch interpretiert werden als Bewegung eines
Punktes im n-dimensionalen Raum, bezeichnen wir meist die unabhiangige
Variable mit ¢ und die abhangigen Variablen mit z, ..., z,, die wir zu einem
n-dimensionalen Spaltenvektor x zusammenfassen. Die Ableitung nach ¢ wird
durch einen Strich oder (in physikalischen Anwendungen) durch einen Punkt
bezeichnet: 2’/ = dx/dt = #.

Der néchste Satz sagt, dass jeder Eigenvektor einer quadratischen Matrix A

eine Losung des Differentialgleichungssystems =’ = Ax liefert.

Satz 1. Sei A € M(n x n,C) eine n x n-Matrix mit komplexen Koeffizienten
und a € C™ ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \ € C, d.h. Aa = \a. Dann
ist die Funktion

©0:R—=C" tr pt) :=aeM
eine Losung der Differentialgleichung

' = Ax.

Beweis. ¢'(t) = dae = Aae™ = Ap(t).
Corollar. Besitzt die Matrix A € M (n x n, C) eine Basis ay, . .. ,a, € C" von
Eigenvektoren zu den Eigenwerten My, ..., A\, € C, so bilden die Funktionen
o R—=C",  op(t) = are™, k=1,...,n,
ein Fundamentalsystem von Losungen der Differentialgleichung
2 = Ax.

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
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Beweis. Die Losungen ¢4, . . ., ¢, sind linear unabhangig, da nach Vorausset-
zung die Vektoren ¢4 (0) = ay, k =1,...,n, linear unabhéngig sind.

Bemerkung. Zu einer Matrix A € M(n x n,C) gibt es bekanntlich genau
dann eine Basis aus Eigenvektoren, wenn eine Matrix S € GL(n, C) existiert,
so dass die Matrix

B=2S5"1AS8

Diagonalgestalt hat. Die Spalten von S sind die Eigenvektoren, die Diagonal-
elemente von B die zugehorigen Eigenwerte. Nicht jede Matrix kann so auf
Diagonalgestalt transformiert werden. In jedem Fall kann man aber erreichen,
dass B sog. Jordansche Normalform hat, d.h. B setzt sich langs der Diagonalen
aus Jordan-Kastchen der Gestalt

Al 0
Al
Al
0 A
zusammen.

Satz 2. Sei A € M(n x n,C) und S € GL(n,C). Eine Funktion o:R — C"
ist genau dann Losung der Differentialgleichung

7 = Az,

wenn die Funktion ¢ := S™'p: R — C" Losung der Differentialgleichung
y' = (S7'AS)y

ist.

Man driickt dies auch so aus: Die Differentialgleichung 2’ = Ax geht durch
die Substitution y := S~lx iny’ = (S71AS)y iiber.

Beweis. Da S invertierbar ist, ist ¢'(t) = Ap(t) gleichbedeutend mit
ST (t) = ST Ap(t) = (STTAS)ST(t),
d.h. Y/(t) = (STLAS)Y(2).
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Bemerkung. Satz 2 bedeutet, dass man die Losung einer linearen Differen-
tialgleichung ' = Ax auf den Fall zuriickfiihren kann, wo A Normalform
hat. Selbstverstandlich gilt entsprechendes auch fiir ein System 2. Ordnung
2" = Axz. Dazu geben wir ein Beispiel aus der Physik.

(16.1) Sei U:R® — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Wir be-
trachten die Differentialgleichung

2,
C(litf = —gradU(x) (1)
fiir die gesuchte Funktion
1(t)
r=ux(t) = | z2t)
3(t)

Diese Differentialgleichung beschreibt die Bewegung eines Massenpunkts (der
Masse 1) unter dem Einfluss eines Potentials U, vgl. (10.5). Wir wollen die
Bewegung in einer kleinen Umgebung eines Minimums des Potentials unter-
suchen. Ist a € R? ein lokales Minimum von U, so gilt

gradU(a) = 0.
Dabher ist die konstante Funktion z(¢) := a fiir alle ¢ € R eine spezielle Losung
von (1), d.h. ein lokales Minimum des Potentials ist ein Gleichgewichtspunkt.

Wir setzen nun weiter voraus, dass die Hessesche Matrix von U im Punkt a,
A = (HessU)(a),

positiv definit ist. Nach § 7, Corollar 2 zu Satz 2, gilt
Ula+¢€) =Ula) + ,(&, A&) + o(lI]1).

Nach einer Translation des Koordinatensystems konnen wir annehmen, dass
a = 0. Falls sich die Bewegung in einer hinreichend kleinen Umgebung des
Gleichgewichtspunkts abspielt, kann das Restglied o(]|£]|?) vernachldssigt wer-
den. Wir wollen deshalb die Differentialgleichung (1) unter der Voraussetzung
losen, dass

U(z) = U(0) + }{z, Ax).
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Daraus folgt grad U(z) = Az, also lautet die Differentialgleichung (1)

Die Matrix A ist symmetrisch, daher gibt es eine orthogonale 3 x 3-Matrix S,
so dass

M 00
S'AS=B=[0 X 0
0 0 X

Da A positiv definit war, sind alle Eigenwerte A, > 0. Nach der orthogonalen
Koordinaten-Transformation y = S~1x geht die Differentialgleichung tiber in
i = —By, d.h.

yk = *)\kyk fir k = 1.‘ 2./ 3.
Setzt man wy, := v/, so lautet die allgemeine Losung davon
Yr(t) = ag cos wit + Oy sin wyt

mit beliebigen Konstanten oy, 5, € R.

Differentialgleichungs-System in Jordanform

Nach Satz 2 kann man ein lineares Differentialgleichungssystem durch eine
geeignete lineare Transformation auf den Fall zurtickfiihren, wo die Matrix
Jordansche Normalform hat. Ein solches System zerfallt wiederum in von ein-
ander unabhangige Systeme, deren Matrix ein Jordan-Kastchen

JA)=AE+ N

einer gewissen Dimension m ist. Dabei ist £ die m-reihige Einheitsmatrix,
A € Cund N eine m x m-Matrix, die auf der Nebendiagonalen die Eintrage 1
und sonst lauter Nullen hat,

01 0
01
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Wir untersuchen deshalb jetzt ein Differentialgeichungssystem der Gestalt
yi(t)
y=AE+N)y, yt)y=| : |. 2
Y (1)
Diese Gleichung kann durch den Ansatz
y(t) = V(1)
noch vereinfacht werden. Da
Y1) = A2 (t) + M2 (1) = Ay(t) + M2 (1),
gilty/(t) = (AE 4+ N)y(t) genau dann, wenn
2'(t) = Nz(t). 3)

Ausgeschrieben lautet das System (3) wie folgt:

Zmo1(t) = zm(1),
21 (t) = 0.

m

Beginnend mit der letzten Gleichung lasst sich daraus sofort eine Losung mit
der Anfangsbedingung

Cm,

bestimmen. Man erhalt

2m(t) = ¢,

mel(t) = Cp—1tCnm t7
t2
Zm72(t) =Cna2timal+cen 2>

7«.mfl

(n;—l)!'

2
Zl(t) = (31+(32t+(33t2 + ...+ cm
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Nun ist y(t) = e*z(t) eine Losung der Differentialgleichung (2) mit der

Anfangsbedingung y(0) = c. Die m Losungen zu den Anfangsbedingungen
y(0) = ey, k=1,...,m, (e, = k-ter Einheitsvektor), bilden dann ein Funda-
mentalsystem von Losungen. Zusammenfassend konnen wir formulieren:

Satz 3. Ein Fundamentalsystem ®:R — M (m x m,C) von Lisungen des
Differentialgleichungssystems

Yy =(AE+ N)y
mit der Anfangsbedingung ®(0) = E wird gegeben durch
2 m—2 m—1
Ll o (;—2)! (:n—])!
m—3 m—2
01 (fn—3)! (:n—Q)!
(I)(t) _ e/\t . .
0 1 t
0 0 1
Beispiel
(16.2) Gegeben sei das zwei-dimensionale Differentialgleichungs-System
dy
=A
at ~

mit einer reellen 2 x 2-Matrix A € M (2 x 2, R).

Es konnen nun folgende drei Falle eintreten:

1. Fall. Die Matrix A besitzt zwei linear unabhingige reelle Eigenvektoren
a1, ay € R? zu den Eigenwerten \;, Ay € R (nicht notwendig A\; # \;). Dann
bilden die Funktionen

A1t Aot
)

o1(t) = aze Pa(t) = age

ein Losungs-Fundamentalsystem.

Es ist interessant, die Trajektorien der Differentialgleichung im R? zu betrach-
ten, d.h. die Bilder der Losungskurven

0:R —R? t— p(t) = arp1(t) + aapa(t), a1, 00 €R.
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Fiir die Null-Losung (ar; = s = 0) ergibt sich der Nullpunkt als stationarer
Punkt. Falls det A # 0, stellen jedoch alle anderen Losungen injektive Abbil-
dungen ¢ : R — R? dar, wie man sich leicht iiberlegen kann. Aus dem Ein-
deutigkeitssatz folgt: Haben zwei Trajektorien einen Punkt gemeinsam, sind
sie Uiberhaupt identisch. Sind etwa beide Eigenwerte positiv, ergibt sich fol-
gendes Bild 16.1.

Bild 16.1

Die positiven Vielfachen der Losungen ¢, und 5 haben als Trajektorien die
Halbstrahlen

Ria; = {€a1 : 0 < & < o0}

bzw. R’ ay. Analog ergeben sich die Halbstrahlen —R* a; und —R7ay aus
negativen Vielfachen von ¢; bzw. ¢,. Die anderen Trajektorien sind parabel-
ahnliche Kurven (fiir Ay = ), sind es geradlinige Halbstrahlen).

Sind beide Eigenwerte negativ, ergibt sich das gleiche Bild, nur werden die
Trajektorien in entgegengesetzter Richtung durchlaufen.

Ist ein Eigenwert positiv, der andere negativ, sind die Trajektorien hyperbel-
ahnliche Kurven, siehe Bild 16.2.
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&

Bild 16.2

2. Fall. Die Matrix A hat zwei konjugiert-komplexe Eigenwerte
A2 = p £ iw, peR welR"

Dann sind die zugehorigen Eigenvektoren ¢;,c; € C? ebenfalls konjugiert-
komplex

c12 = a b, a,be R2.

Da c; und ¢, linear unabhingig sind, sind auch a und b linear unabhingig. Aus
den komplexen Losungen

or(t) = ™, k=1,2,
lasst sich ein reelles Losungs-Fundamentalsystem gewinnen:

D1(t) == L(e1(t) + pa(t)) = (acoswt — bsinwt)e,
Yo(t) = J(01(t) — 2(t)) = (asinwt + beoswt)et.

Die Trajektorien der Losungen haben verschiedene Gestalt, je nachdem der
Realteil p der Eigenwerte verschwindet oder nicht. Im Fall ;4 = 0 sind die
Trajektorien Ellipsen, siehe Bild 16.3, fiir 4 # 0 erhalt man eine Art loga-
rithmscher Spiralen, siehe Bild 16.4.
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3. Fall. Die Matrix A besitzt nur einen Eigenwert A € R mit einem eindimen-
sionalen Eigenraum. Dann gibt es eine Matrix S € GL(2,R) mit

. 71 _ A 1
B:=S5 AS_(O )\>.

Durch die Substitution z = S~y geht die Differentialgleichung liber in

dz A1
dt_Bz_<0 A)Z'

Nach Satz 3 besitzt dies ein Losungs-Fundamentalsystem

(i) = (1)

Um die urspriingliche Differentialgleichung dy /dt = Ay zu 16sen, hat man die
Transformation z = S~y wieder umzukehren; man erhilt das Losungs-Fun-
damentalsystem ¢y, (t) = Sx(t), k = 1,2. Mit

_. (U1 W _([n _ [ w
=: R V= ;o w = ,
Vg W U2 w2

wird o1(t) = veM,  py(t) = (w+ tv)e.
Bild 16.5 zeigt die Trajektorien der Losungen in diesem Fall.

Bild 16.5
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AUFGABEN

16.1. Man bestimme ein Fundamentalsystem von Losungen des Differential-
gleichungs-Systems

1 1 1
y=111 1]uy.
1 11

16.2. Man bestimme ein Fundamentalsystem von Losungen des Differential-
gleichungs-Systems

1 2 3
y=10 1 2]y.
0 0 1
16.3. Man bestimme ein Losungs-Fundamentalsystem fiir ein System zweier
eindimensionaler gekoppelter harmonischer Oszillatoren

{i = —wr —y(z—y),
j=—-wy+v(x—y).

Dabei ist w € R die Eigenfrequenz der Oszillatoren und v € R die Kopp-
lungskonstante.

Hinweis. Es ist glinstig, neue Variable v := = 4y und v := x — y einzufiihren.
16.4. Sei U: R? — R definiert durch
Uz, 29) := ;’zf + 2211y + 472

Man bestimme die allgemeine Losung der Differentialgleichung

(Z‘f = _gradU(z), = (Z;Eg) .

16.5. Man bestimme die Losung ¢: R — R? der Differentialgleichung

(12 T
yi(S 6)y+<sinx)

mit der Anfangsbedingung »(0) = 0.
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16.6. Sei A € M(n x n,R). Man zeige: Die Matrix A ist genau dann schief-
symmetrisch, wenn fiir jede Losung ¢: R — R" der Differentialgleichung

y' = Ay
gilt [|p(x)|| = const. (d.h. unabhingig von = € R).

16.7. Man bestimme ein reelles Losungs-Fundamentalsystem der Differential-
gleichung
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