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Vorwort

The only way to learn mathematics is to do mathematics.

P. R. Almos

Das vorliegende Buch stellt den zweiten Teil zum Ubungsbuch Analysis I [3] dar.
Es enthilt rund 450 Teilaufgaben aus verschiedenen Bereichen der Analysis II, die
der Leserin/dem Leser dieses Buches beim Selbststudium, der hiduslichen Nach-
arbeit des Vorlesungsstoffes und der Klausurvorbereitung helfen sollen. Zudem
ermoglicht das Buch das Uben und Vertiefen verschiedener Definitionen, Resultate
und mathematischer Begriffe. Die Reihenfolge der Themen orientiert sich dabei
grob an den géingigen Vorlesungen und Standardwerken zur Analysis II.

Dieses Buch ist als ein Begleitwerkzeug zu verstehen, das die eifrige Leserin/
den eifrigen Leser beim eigenstidndigen Entwickeln von Losungen durch gezielte
Hinweise und verstidndliche Losungen unterstiitzen soll. Daher besteht das Buch
aus insgesamt vier Teilen: Ubungsaufgaben, Losungshinweisen, Losungen und
Ubungsklausuren. Selbstverstindlich sind einige Aufgaben komplizierter oder auf-
windiger in der Bearbeitung und Losung als andere Aufgaben. Sollte die Leserin/
der Leser bei der Bearbeitung dieser auf Probleme stofen, so kann diese/dieser
einen entsprechenden Losungshinweis im zweiten Kapitel nachschlagen und
damit bestimmt eigenstindig eine Losung entwickeln und so die Aufgabe I6sen.
Es versteht sich dabei von selbst, dass man sich zuerst intensiv mit einer Aufgabe
beschiftigen und erst dann den Hinweis oder die Losung zu Rate ziehen sollte.
Die Hinweise setzen voraus, dass die notwendigen grundlegenden Definitionen
und Begriffe nachgeschlagen wurden. Die Losungen in diesem Buch, die sich stets
auf den entsprechenden Losungshinweis beziehen, sind verstindlich und detailliert
geschrieben und dienen zum Abgleich mit der eigens entwickelten Losung der
Leserin/des Lesers.

Das erste Kapitel im Teil Ubungsaufgaben enthilt verschiedene Aufgaben
zur eindimensionalen Integralrechnung. Die Leserin/der Leser kann sich unter
anderem in der Berechnung verschiedener eindimensionaler Integrale iiben
(partielle Integration, Partialbruchzerlegung, Substitutionsmethode und andere)
oder mit Hilfe von Parameterintegralen komplizierte Integrale berechnen
und wichtige Identititen beweisen. Das nichste Kapitel behandelt metrische
Rédume und deren topologischen Eigenschaften. Das Kapitel Banachraume
und Hilbertriume enthilt Ubungsaufgaben zu Normen, vollstindigen Riumen



Vi Vorwort

und Funktionenrdumen. Dem Fixpunktsatz von Banach ist dabei ein eigener
Abschnitt mit interessanten Aufgaben gewidmet. Des Weiteren gibt es noch zwei
Abschnitte zu linearen und stetigen Operatoren zwischen normierten Rdumen
und Hilbertrdumen. Im Kapitel Stetigkeit kann sich die Leserin/der Leser im
Nachweis und in der Uberpriifung verschiedener Funktionen (ein-, zwei- oder
mehrdimensionale Funktionen, Potenzreihen, Metriken, Normen oder Integral-
operatoren) auf Stetigkeit iiben und Eigenschaften gleichmaBig stetiger, Lipschitz-
stetiger und Holder-stetiger Funktionen beweisen. Das fiinfte Kapitel enthilt
verschiedene Problemstellungen rund um kompakte, zusammenhingende und
wegzusammenhidngende Mengen sowie Eigenschaften dieser. Das Kapitel mehr-
dimensionale Differentialrechnung besteht aus den folgenden Abschnitten:
Differenzierbare Funktionen, partiell differenzierbare Funktionen, Eigenschaften
differenzierbarer Funktionen, Kettenregel, Mittelwertsatz, Taylorpolynome,
lokale und globale Extrema mehrdimensionaler Funktionen, lokale Extrema
unter Nebenbedingungen und implizite Funktionen. Im siebten Kapitel werden
verschiedene Aufgaben zu Kurven, Kurvenintegralen 1. und 2. Art sowie Eigen-
schaften dieser vorgestellt. Der Hauptsatz der Kurventheorie kann dabei anhand
mehrerer Aufgaben geiibt und verifiziert werden. Das darauf folgende Kapitel
behandelt einige Aspekte der Lebesgue-Theorie sowie die Integralsétze von Green,
Stokes und Gauf3. Dazu gehoren Aufgabenstellungen zu Riemann- und Lebesgue-
integrierbaren Funktionen, zum Satz von Fubini, zum Prinzip von Cavalieri sowie
Aufgaben zum Transformationssatz. Im letzten Kapitel des ersten Teils gibt es
mehrere Aufgaben zu Differentialgleichungen und Anfangswertproblemen. Dabei
ist dem Existenzsatz von Picard-Lindelof ein eigener Abschnitt mit verschiedenen
Fragestellungen gewidmet.

Der zweite Teil des Buches enthilt die Losungshinweise der Ubungsaufgaben.
Zu jeder Aufgabe in diesem Buch gibt es mindestens einen detaillierten Losungs-
hinweis, der die Leserin/den Leser bei der Bearbeitung der Aufgabe unterstiitzen
und eine eigens entwickelte Losung ermoglichen soll. Einige Hinweise sind
dabei sehr direkt, das heifit, sie geben bereits eine konkrete Idee eines moglichen
Beweises an. Andere hingegen sind eher vage formuliert, da andernfalls bereits der
gesamte Beweis preisgegeben wiire.

Im dritten Teil befinden sich die Losungen zu den Ubungsaufgaben. Diese
nehmen stets direkten Bezug auf den entsprechenden Losungshinweis und sollen
der Leserin/dem Leser zur Verifizierung der eigens entwickelten Losungen dienen.
Wie iiblich gibt es fiir eine Aufgabe in der Regel mehrere Losungsmoglichkeiten
— die Losungen in diesem Buch und deren Alternativen sind daher nicht als allein-
giiltige Musterlosungen zu verstehen.

Der vierte und letzte Teil dieses Buches enthilt fiinf Ubungsklausuren zur
Analysis II. Dabei sind der Umfang, der Schwierigkeitsgrad und der Fokus auf
einzelne Resultate und Methoden aus der Analysis II sehr unterschiedlich. Bei
den Klausuren handelt es sich nicht um echfe Klausuren — sie sollen lediglich als
Orientierungs- und Vorbereitungsmoglichkeit dienen. Einen Uberblick iiber alle
Klausuren und deren Inhalte findet man auf Seite 388.
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Da die Vorlesung Analysis II von Universitdt zu Universitit mit teilweise
sehr unterschiedlichen Schwerpunkten gehalten wird, ist es denkbar, dass einige
Themenbereich, die in diesem Buch behandelt werden, eher in die Analysis III
oder in ein anderes Fach eingeordnet werden konnen. Dieses Buch konnte damit
also auch fiir Leserinnen und Leser von Interesse sein, die gerade die Vorlesung
Vektoranalysis, Mafl- und Integrationstheorie, Funktionalanalysis oder gewohn-
liche Differentialgleichungen besuchen.

Dieses Buch wurde mehrfach und sorgfiltig Korrektur gelesen. Die Erfahrung
zeigt jedoch, dass sich trotzdem Fehler oder Unstimmigkeiten einschleichen.
Sollten Sie solche finden oder Verbesserungsvorschlige fiir dieses Buch haben, so
teilen Sie mir diese bitte mit (math.niklas.hebestreit@gmail.com).

Ich wiinsche Thnen viel Erfolg und Vergniigen bei der Verwendung dieses
Ubungsbuches und hoffe, dass Sie durch die Bearbeitung der verschiedenen Auf-
gaben lhren mathematischen Horizont und Ihre Kreativitit beim Problemldsen
erweitern konnen.

Halle (Saale) Dr. Niklas Hebestreit
2022
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Eindimensionale Integralrechnung

Dieses Kapitel enthélt mehrere Aufgaben aus dem Bereich der eindimensionalen
Integralrechnung. Die Leserin beziehungsweise der Leser kann anhand dieser ver-
schiedene Integrationstechniken (partielle Integration, Integration durch Substitution
oder Partialbruchzerlegung) und Konvergenzkriterien fiir Riemann-Integrale {iben.
Des Weiteren gibt es einen Abschnitt mit Aufgabenstellungen zu Parameterintegra-
len, die es ermdglichen geschlossene Formen komplizierter Integrale zu beweisen,
die fiir mehrere Aufgaben dieses Buches von grolem Nutzen sein werden.

1.1 Integrationstechniken und Konvergenzkriterien

Aufgabe 1 Bestimmen Sie, sofern notwendig, mit Hilfe von partieller Integration
die folgenden Integrale:

1
(a) / x cos(mx) dx, (b) / (o) 4
0 X
1
© / arcsin(x) dox, (d) / exp(x) cos(x) dx.
-1

Aufgabe 2 Bestimmen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe einer geeigneten Sub-
stitution:

@ | G o [ 2())) o
3 3 4 sin(tan(x

© / vitvx o (d) /
1 Vx

cosZ(x)
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Aufgabe 3 Verwenden Sie die Methode der Partialbruchzerlegung um die folgenden
Integrale zu bestimmen:

1 14+x+x2
® [—dx (b)/ e,
1 —3x2 1+x—|—2x
()/1(x2 De2+3) @ [ e

Aufgabe 4 Bestimmen Sie die folgenden Integrale mit einer geeigneten Integrati-
onsmethode:

1
(a) /1—xe +e* —edu, (b) / V/x + sin(2x) dx,
1 2x2 4+ x+3
© /xln(x) & @ / x3—x d.
3 sin(y/x)
(e) /; \/} dx, (f) /mdx

Aufgabe 5 Zeigen Sie

f—i-oo 1 1
dx = —.
o (1+x) (72 +1n*x)) 2

Untersuchen Sie dazu die beiden Funktionen F, G : (0, +00) — R mit

—+00 1 400 1
FO) = g d GO = B
* /0 Croelrmey X e W /0 Gten@ltad)

Aufgabe 6 (Natiirlicher Logarithmus als Stammfunktion) Die natiirliche Logarith-
musfunktion In : (0, +00) — R kann beispielsweise durch

*1
1n(x)=/ ~dr
1t

definiert werden.

(a) Begriinden Sie, dass der natiirliche Logarithmus wohldefiniert ist und In’(x) =
1/x fir x > 0 gilt.

(b) Beweisen Sie mit Hilfe der obigen Definition fiir alle x, y > 0 die beiden Loga-
rithmengesetze

In(x) +In(y) = In(xy),

1
In (—) = —In(x).
X
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Aufgabe 7 Untersuchen Sie, welches der beiden folgenden Integrale konvergiert
beziehungsweise divergiert:

too oo 1
2% — 1| dx, b S S
(a)/o 2 — Tldx ()/,2 2 tsxt2

Aufgabe 8 Untersuchen Sie das uneigentliche Integral

+0o0 1
—d
/0 YR

in Abhéngigkeit des Parameters p € R \ {0} auf Konvergenz.

1.2 Parameterintegrale

Aufgabe 9 Berechnen Sie die Ableitung der Funktion F : R — R mit

exp(x?)
Flx) = / In(1 + x2y?) dy.
2+4-sin?(x)

Aufgabe 10 Beweisen Sie die bekannte Identitit

/*Oo sin(x) i
dx = —.
0 2

X

Betrachten Sie dazu das Parameterintegral F : R — R mit

sin(x) d
X.

~+00
F(\) = / exp(—Ax)
0

X

Bestimmen Sie dann mit Hilfe der Leibnizregel fiir Parameterintegrale die Ableitung
F’ und leiten Sie damit eine Darstellung von F her. Berechnen Sie schlieflich F(0)
(vgl. Abb. 1.1).

Aufgabe 11 Beweisen Sie

"n(1
f dezzln(z)’
0 1—|—x2 8

indem Sie dhnlich wie in Aufgabe 10 vorgehen. Betrachten Sie dazu das Parameter-
integral F : R — R mit

Uin(1 4+ 2
F(A)=/ %dx.
0 +x
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—0,2

0 m 2r 3w 4w  bm 6w

Abb. 1.1 Darstellung der Funktion f : (0, +00) — R mit f(x) = sin(x)/x

Aufgabe 12 Bestimmen Sie fiir x € R das Integral
+o00
F(x) = / exp(—tz) cos(2xt) dt.
0

Gehen Sie dabei wie folgt vor:

(a) Berechnen Sie mit der Leibnizregel fiir Parameterintegrale die Ableitung F’ und
zeigen Sie dann mit Hilfe von partieller Integration, dass die Funktion F der
gewohnlichen Differentialgleichung

F'(x) = —2xF(x)

fiir x € R geniigt.

(b) Bestimmen Sie schlielich eine allgemeine Losung der obigen Differentialglei-
chung und finden Sie eine geschlossene Darstellung fiir F'. Verwenden Sie dazu
die niitzliche Identitit aus Aufgabe 196.

Aufgabe 13 Beweisen Sie die Identitit

1 2

t 1

/ wdxzn___lnz(1+\/§).
0 ~1—x2 8 2

Gehen Sie dazu wie folgt vor:

(a) Betrachten Sie die Funktionen g : (1, +00) — Rund F : (1, +00) — R mit

g =1 —1/A2und

FOu / 1 arctan(Ax) d
= —dx.
v A1 —x2



1.2 Parameterintegrale 7

Zeigen Sie dann mit der Leibnizregel fiir Parameterintegrale aus Aufgabe 144

F'oy = /1 X de arctan(+v/A2 — 1)
e (1 4+ A2x2)4/1 — x2 AVAZ —1

fiir A € (1, +00).
(b) Untersuchen Sie nun die Funktion G : (1, +00) — R mit

1
X
G = / dx
e (1 4+ A2x2)4/1 — x2

und beweisen Sie mit einer geeigneten Substitution

1 | («//\2+1+1>

G\ = n
222+ 1 A2+ 1-1

fir A € (1, 400).
(c) Berechnen Sie dann mit Hilfe von partieller Integration die beiden Integrale

arctan(+/A2 — 1)
G(A)da d ——dA
/ * . / AVAZ—1

um fiir jedes A € (1, +00) die Darstellung

2
VA2 2
F)) = —é <1n (?\2\/_1—11_1>> — % (arctan(\/ A2 — 1)) +c

nachzuweisen, wobei ¢ € R eine beliebige Integrationskonstante ist.
(d) Uberlegen Sie sich, dass ¢ = 72/8 gilt, indem Sie mit der Darstellung aus Teil
(c) limy— 400 F (1) = 0 zeigen. Nutzen Sie schlieBlich

1
F(l):/ arctan(x) dx
0

1 —x2

um den Wert des Integrals zu berechnen.
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In diesem Kapitel werden verschiedene Aufgaben zu metrischen Rdumen und deren
topologischen Eigenschaften vorgestellt. Dabei kann die Leserin beziehungsweise
der Leser eine gegebene Abbildung auf die drei Metrik-Axiome iiberpriifen, eigens
eine Metrik auf einer Menge konstruieren, die Vollstdndigkeit eines metrischen
Raumes beweisen oder widerlegen sowie Folgen in metrischen Réumen untersu-
chen. Des Weiteren gibt es Aufgabenstellungen zu topologischen Eigenschaften der
diskreten und Euklidischen Metrik und vieles mehr.

2.1 Metriken und Vollstandigkeit
Aufgabe 14 Gegeben seien die Metriken dy, da, doo : R?2 x R? — R mit

di(x,y) = |x1 — y1| + |x2 — y2| (Manhattan-Metrik),

dr(x,y) = /|x1 — y1| + |x2 — y2| (Euklidische Metrik),
doo(x, y) = max{|x; — y1l, |x2 — y2|} (Maximum-Metrik).

(a) Berechnen Sie die drei Abstinde
(LT, @4, -HT), (2, DT, 4 -7T) und  doo((2,3)T, (2, 10)T).

(b) Zeichnen Sie fiir x = (1, 1)T und y = (4, 3)7T die Abstinde d;(x, y), da(x, y)
und d (x, ¥) in ein gemeinsames Koordinatensystem.

Aufgabe 15 Verifizieren Sie, ob die Abbildung d : R x R — R mit
d(x,y) = arctan(|x — y|)
eine Metrik auf R definiert.
© Der/die Autor(en), exklusiv lizenziert an Springer-Verlag GmbH, DE, ein Teil von 9
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" Lyon

\

! °
Avignon

Bordeaux

/

Toulouse

Abb. 2.1 Illustration der franzosischen Eisenbahnmetrik im (RZ, || - ||»), die sich von dem duBerst
zentralisiert angelegten Eisenbahnnetz des 19. Jahrhunderts ableiten lésst, bei der die meisten Bahn-
verbindungen iiber die Stadt Paris gingen. Dabei konnte man mit dem Zug ohne Umweg von Rennes
nach Reims fahren (blau) wihrend man beispielsweise von Toulouse nach Avignon einen Umweg
iiber die Hauptstadt Paris fahren muss (rot)

Aufgabe 16 (Franzosische Eisenbahnmetrik) Gegeben sei der normierte Raum
(V, I - llv). Zeigen Sie, dassd : V x V — R mit

Ix —yllv, es gibt A € Cmitx = Ay
d =
(x.7) {llxllv-i- Iyllv, sonst

eine Metrik auf V ist (vgl. Abb.2.1).

Aufgabe 17 Untersuchen Sie, welche der beiden Funktionen d, d’ : RZxR?2>R
den R? zu einem metrischen Raum macht:

lx1 — y1l |x2 — y2l
dx,y) =

= ;o d'(x,y) = Ix1 = yillx2 — yal.
I+ x1 =yl 14 |x2— 2l

Aufgabe 18 Sei (M, d) ein metrischer Raum. Untersuchen Sie, ob die Funktion
D: M xM — Rmit

D(A, B) = iggd(a, b)
ZeB

eine Metrik auf M’ = P(M) \ {#} definiert, wobei P(M) die Potenzmenge von M
bezeichnet.

Aufgabe 19 Konstruieren Sie eine Metrik d : M x M — R auf der Menge

M=1{0, 1} ={(x1,....x0)T e R? | x; € {0, 1} fiir j € {1,...,d}}.
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Aufgabe 20 Sei (M, d) ein metrischer Raum. Beweisen Sie, dass jede konvergente
Folge in M eine Cauchy-Folge ist.

Aufgabe 21 (Eindeutigkeit des Grenzwerts) Sei (M, d) ein metrischer Raum.
Beweisen Sie, dass der Grenzwert jeder konvergenten Folge in M eindeutig ist.

Aufgabe 22 Beweisen Sie, dass der metrische Raum (R, d) nicht vollstindig ist,
wobei die Metrik d : R x R — R durch

d(x,y) = | arctan(x) — arctan(y)|
definiert ist.

Aufgabe 23 (Raum der beschrinkten Funktionen) Seien A eine nichtleere Menge

und (M, d) ein vollstindiger metrischer Raum. Beweisen Sie, dass der (metrische)

Raum der beschrinkten Funktionen (B(A, M), d) ebenfalls vollstindig ist, wobei
B(A,M)={f: A — M| f ist beschrankt}

und die Metrik d, : B(A, M) x B(A, M) — R (Supremumsmetrik) durch

doo(f, 8) = supd(f(x), g(x))
X€A

definiert ist.

2.2 Topologische Eigenschaften metrischer Raume

Aufgabe 24 Seien (M, d) ein metrischer Raum, » > 0 und x,y € M beliebig
gewihlt. Beweisen Sie, dass x € B,(y) genau dann gilt, wenn y € B, (x) gilt.

Aufgabe 25 (Hausdorff-Raum) Beweisen Sie, dass jeder metrische Raum ein
Hausdorff-Raum ist.

Aufgabe 26 (Topologische Eigenschaften der diskreten Metrik) Sei M eine nicht-
leere Menge.

(a) Begriinden Sie kurz, dass die diskrete Metrik d : M x M — R mit

0, x=y
dx,y) =
x. %) 1, sonst

eine Metrik auf M definiert.
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(b) Bestimmen Sie fiir » > 0 und xo € M die abgeschlossene Kugel B, (xg) = {x €
M | d(x, xg) <r}.

(c) Zeigen Sie, dass alle Teilmengen von M beziiglich der diskreten Metrik sowohl
offen als auch abgeschlossen sind.

(d) Berechnen Sie dist(x, A) = infyca d(x, y) fiirx € M und A € M mit A # ().

(e) Entscheiden Sie (mit Begriindung), ob der metrische Raum (M, d) vollstindig
1st.

(f) Seinun M = R. Bestimmen Sie, sofern existent, den Grenzwert der drei reellen
Folgen (x,,)n, (¥n)n und (z,), mit x, = 1/n, y, = n sowie z; = 3, zo = 2 und
zp = 1 fir n € N mitn > 3 im metrischen Raum (R, d).

(g) Sei (M’,d’) ein weiterer metrischer Raum. Zeigen Sie, dass jede Abbildung
f: M — M’ stetigist. Dabei sei M wieder mit der diskreten Metrik ausgestattet.

Aufgabe 27 Seien (M, d) ein metrischer Raum, xo € M ein beliebiges Element
sowie r > 0. Zeigen Sie, dass die Menge

Ar(x0) = {x € M | d(x, x9) > r}
in M offen ist.

Aufgabe 28 Sei (M, d) ein metrischer Raum. Beweisen Sie, dass jede endliche
Menge A € M abgeschlossen ist.

Aufgabe 29 Bestimmen Sie (ohne Beweis) das Innere, den Abschluss und den Rand
der folgenden Teilmengen von R, ausgestattet mit der Betragsmetrik p : RxR — R

mit p(x, y) =[x — yl.
(@) Ay =1[0,1], (®)A2=(0,1), ©A3=7Z, (d)A4=Q, (e)A5=R.
Aufgabe 30 Gegeben sei die zweidimensionale Menge
A=(0,1)x[0,11U{a’ a'},

wobei a® = (0,0)T und a' = (2, 1)7. Fiir die folgenden Teilaufgaben wird ange-
nommen, dass der Euklidische Raum R? mit der Euklidischen Metrik (vgl. Auf-
gabe 14) ausgestattet ist.

(a) Skizzieren Sie die Menge A.

(b) Zeigen Sie, dass a! ein isolierter Punkt von A ist.

(c) Finden Sie alle Hiufungspunkte von A.

(d) Bestimmen Sie den Abschluss A der Menge A im R2.

(e) Verifizieren Sie 0A = {(x1, x2)T € R2 | x1, x2 € {0, 1}} (Rand von A).
(f) Bestimmen Sie int(A) (Inneres von A).



2.2 Topologische Eigenschaften metrischer Rdume 13

Aufgabe 31 Seien (M, d) ein metrischer Raum sowie A, B € M zwei Teilmengen
von M.

(a) Beweisen Sie
int(A N B) = int(A) Nint(B).

(b) Sei nun (A,), eine Folge von Teilmengen von M. Untersuchen Sie, ob dann
auch die verallgemeinerte Gleichung

int (ﬂ An> = ﬂ int(A,)
neN neN

gilt.

Aufgabe 32 (Eigenschaften des Abschlusses) Seien (M, d) ein metrischer Raum
sowie A eine Teilmenge von M. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Der Abschluss Aistdie kleinste abgeschlossene Teilmenge von M, diE A enthilt,
das heiBt, fiir jede abgeschlossene Menge B € M mit A € B folgt A € B.
(b) Ist B € M eine weitere Menge mit A C B, so folgt A C B.
(c) Es gilt stets
A=AUJA =int(A) UJA,

wobei d A den Rand und int(A) das Innere der Menge A bezeichnet.
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Banachraume und Hilbertraume

Dieses Kapitel enthélt rund 30 Aufgaben zu Normen (Betragssummennorm, Euklidi-
sche Norm, Maximumsnorm, Graphennorm, Supremumsnorm), vollstdndigen Réu-
men, Folgen in normierten Rdumen, Funktionenrdumen, Hilbertraumen, dem Fix-
punktsatz von Banach sowie linearen und stetigen Operatoren zwischen normierten
Réiumen.

3.1 Normen und Vollstandigkeit

Aufgabe 33 Gegeben seien die dreidimensionalen Vektoren x,y,z € R3 mit
x = (1,2,0)T,y = (3,2,4)7T und z = (5,0, 7)T. Berechnen Sie die folgenden
Ausdriicke:

@ x+yy—2z2z7—x,
®) (x,y),x Xy, (x X2) XYy,
© lxl Ix = yll2, lx X ylloo-

Aufgabe 34 (Einheitskugeln im R?) Zeichnen Sie die zweidimensionale abge-
schlossene Einheitskugel

B0 = (x e R | |xll, < 1)
mit Mittelpunkt 0 = (0, 0)T und Radius r = 1 fiir jeden Parameter p € {1, 2, +00}.

Aufgabe 35 (Betragssummennorm) Zeigen Sie, dass || - [|1 : R? — R mit [|x||; =
Z?: | lxj| eine Norm auf R4 definiert.

Aufgabe 36 (Graphennorm) Seien (V, || - ||y) und (W, | - ||w) normierte Rdume
sowie A : V — W eine lineare Abbildung. Beweisen Sie, dass die sogenannte

© Der/die Autor(en), exklusiv lizenziert an Springer-Verlag GmbH, DE, ein Teil von 15
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Graphennorm || - ||4 : V — R mit ||x]|a = ||x|lv + ||Ax||lw eine Norm auf V
definiert.

Aufgabe 37 (Raum der stetigen Funktionen) Zeigen Sie, dass der Raum der stetigen
Funktionen

C(la,b],R) ={f :[a,b] - R | f ist stetig},

ausgestattet mit ||-[loo : C([a, b], R) = R, || flloo = SUpy¢fq,py | f (x)| ein normierter
Raum ist.

Aufgabe 38 (Aquivalenz von Normen im R?) Beweisen Sie, dass im R? jede p-
Norm || - || , 4quivalent zur Maximumsnorm || - || ist. Zeigen Sie dazu die Abschiit-
zung

1
Ixlleo < llxllp < d?llxlloo
fiir x € R4 und p > 1.

Aufgabe 39 Zeigen Sie fiir x € RY die Grenzwertbeziechung

Iim ||x|l, = |x]lco.
_)+Oo|| lp = lIxlloo

Aufgabe 40 Sei wieder C ([0, 1], R) der Vektorraum der stetigen Funktionen von
[0, 1] nach R. Zeigen Sie, dass die beiden Normen || - |0, || - |+« : C([0, 1], R) = R
mit

1
[fllo= sup [f(x)] und [ f« =/ |f(x)|dx
xe[0,1] 0

nicht dquivalent sind.

Aufgabe 41 Sei (V, || - ||v) ein normierter Raum. Zeigen Sie, dass die Summe von
zwei in V konvergenten Folgen wieder konvergent ist.

Aufgabe 42 Beweisen Sie, dass der normierte Raum (C¢, || - ||oo) vollstindig und
somit ein Banachraum ist.

Aufgabe 43 (Raum der stetig differenzierbaren Funktionen) Beweisen Sie, dass der
Raum der stetig differenzierbaren Funktionen

Cl([a, b],R) = {f : [a, b] - R | f ist stetig differenzierbar},
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ausgestattet mit der Norm ||| - ||| : Cl(a, b],R) —> R mit

A= sup max {|f ), |f'C)I} = max {|| fllc, I/ lloo},

x€la,b]

ein Banachraum ist.

Aufgabe 44 Uberlegen Sie sich, dass (! ([a, b],R), || - lloo) kein abgeschlossener
Untervektorraum von (C([a, b], R), || - |loo) ist.

3.2 Fixpunktsatz von Banach

Aufgabe 45 Bestimmen Sie alle Fixpunkte der Funktion f : R\ {—1/2} — R mit
fx) =1/ 4+ 2x).

Aufgabe 46 (Fixpunktsatz von Banach) Beweisen Sie den Banachschen Fixpunkt-
satz in der folgenden Form: Gegeben seien eine nichtleere und abgeschlossene Teil-
menge M des Banachraums (X, || - ||x) sowie ein Operator 7 : M — M mit

ITx) —TWx = tllx —yllx
fiir x, y € M, wobei t € [0, 1). Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) T besitzt einen eindeutigen Fixpunkt x € M mit 7' (x) = x.
(b) Die rekursive Folge (x,), € M mit x,,41 = T(xy) fiir n € Ny konvergiert fiir
jeden beliebigen Startwert xo € M gegen den eindeutigen Fixpunkt von T'.

Aufgabe 47 (A-priori- und a-posteriori-Fehlerabschitzung) Zeigen Sie unter den
Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes aus Aufgabe 46, dass die Iterati-
onsvorschrift x,+; = T(x,) fir n € Ny mit x9 € M beliebig den folgenden Feh-
lerabschitzungen geniigt, wobei x € M den Fixpunkt des Operators T : M — M
bezeichnet:

(a) Fiir alle n € N gilt die a-priori-Fehlerabschétzung

n
lx, — xllx < lx1 — xollx-
1—1

(b) Fiir jede natiirliche Zahl n € N gilt die a-posteriori-Fehlerabschétzung

T
lxpr1 —xllx < 1 lxnr1 — xnllx-

-7
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Aufgabe 48 Zeigen Sie mit dem Fixpunktsatz von Banach, dass die Funktion f :
[0, +00) — [0, +00) mit

x+1/2
X) =
Fe x+1
einen Fixpunkt besitzt. Illustrieren Sie dann die ersten Iterationsschritte der Itera-
tionsfolge x,+1 = f(x,) fiir n € Ng mit xo = 3/10 sowie den Fixpunkt in einer
Grafik.

Aufgabe 49 (Integralgleichung) Beweisen Sie mit dem Banachschen Fixpunktsatz,
dass die Integralgleichung

t
x(t) =1 +/ sx(s)ds
0
fiir r € [—1, 1] eine eindeutige und stetige Losung x € C([—1, 1], R) besitzt.
Aufgabe 50 (Integralgleichung) Gegeben sei die Integralgleichung
b
x(t) = (x/ sin(x(s))ds + f(¢)
a

fiir ¢t € [a, b], wobei &« € R mit |¢|(b —a) < 1und f € C([a, b], R). Zeigen Sie,
dass die Gleichung eine eindeutige Losung in C([a, b], R) besitzt, indem Sie den
Fixpunktsatz von Banach auf den Fixpunktoperator

b
T:C(a,bl,R) = C([a,b],R) mit (T(x))®) =a/ sin(x(s)) ds + £ ()

anwenden.

3.3 Lineare und stetige Operatoren zwischen normierten

Rdumen
Aufgabe 51 (Charakterisierung linearer und stetiger Operatoren) Seien (X, || - ||x)
und (Y, || - |y) zwei normierte Raume sowie A : X — Y ein linearer Operator

zwischen diesen. Beweisen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) Der Operator A ist in ganz X stetig.
(b) A istim Nullpunkt Oy stetig.

(c) A ist Lipschitz-stetig.

(d) Der Operator A ist beschrinkt.
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Aufgabe 52 Sei (C([0, 1], R), || - [loo) der normierte Raum der stetigen Funktionen
von [0, 1] nach R, ausgestattet mit der Supremumsnorm || x|loc = Sup;¢g 17 1+ (?)|
fiir x € C([0, 1], R). Untersuchen Sie die Operatoren A, B : C([0, 1], R) — R mit

1 1
A(x):/ x(t)dt  und B(x):/ x2(t) dt
0 0
auf Linearitdt und Stetigkeit.

Aufgabe 53 Es bezeichne (C'([0, 1], R), || - |loo) den Raum der stetig differenzier-
baren Funktionen von [0, 1] nach R und || - ||« sei die Supremumsnorm. Zeigen Sie,
dass der Ableitungsoperator

A (CH0, 1, R), [ - lso) = (C(0, 11, R), || - lloo) ~ mit  A(x) =x

linear aber unstetig ist.

Aufgabe 54 Zeigen Sie, dass der Operator A : C([0, 1], R) — C([0, 1], R) mit

t
(A1) = / sx(s) ds
0

linear und beschrinkt (stetig) ist, falls der Raum C ([0, 1], R) mit der

(a) Supremumsnorm ||x||cc = sup |x(?)],
1€[0,1]
1

1 1
(b) 2-Norm ||x |2 = (/ x2(1) dt>2,
0

fir x € C([0, 1], R) ausgestattet wird. Bestimmen Sie zusitzlich in Teil (a) die
Operatornorm || A |op.

3.4 Hilbertraume
Aufgabe 55 (Standardskalarprodukt im R?) Zeigen Sie, dass die Funktion
() R2xRP >R mit  (x,y) =x1y1 +x20

ein Skalarprodukt im R? definiert.
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Aufgabe 56 Sei V = C([a, b], R) der Raum der stetigen Abbildungen von [a, b]
nach R. Zeigen Sie, dass die Abbildung (-, -) : V x V — R mit

b
(.0 = [ rwgeoas
a
ein Skalarprodukt auf V definiert.

Aufgabe 57 (Orthogonalititsbedingung fiir Geraden im R?) Seien g1, g2 : R — R
zwei Geraden mit g1 (x) = ax +bund go(x) = cx +d, wobeia, b,c,d e R,a #0
und ¢ # 0. Beweisen Sie, dass die Geraden genau dann zu einander orthogonal
stehen, falls ac = —1 gilt.

Aufgabe 58 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Sei (V, (-, -)) ein beliebiger Prihil-
bertraum liber R. Beweisen Sie die sogenannte Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[, 1 < llxlivilyliv,

wobei ||x|ly = +/(x, x) fiir x € V die durch (-, -) induzierte Norm in V bezeichnet.
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Stetigkeit

Dieses Kapitel behandelt den Begriff Stetigkeit in allen Facetten. Die Leserin bezie-
hungsweise der Leser kann verschiedene Funktionen — zwei- und mehrdimensionale
Funktionen, Potenzreihen, Metriken, Normen, Parameterintegrale oder Integralope-
ratoren — auf Stetigkeit priifen und niitzliche Charakterisierungen und Eigenschaften
nachweisen. Weiter gibt es noch Abschnitte mit Aufgaben zu gleichmifig stetigen,
Lipschitz-stetigen und Holder-stetigen Funktionen und deren Eigenschaften.

4.1 Stetige Funktionen

Aufgabe 59 Beweisen Sie, dass die Funktion f : R? — R mit fx1,x0) =x1 +
x1X2 + x7 in jedem Punkt des R? stetig ist (vgl. Abb.4.1).

Abb. 4.1 Graph der Funktion f : R? — R mit f(x1,x2) = x1 4+ x1x2 + x5 (links) und Kontur-
diagramm in der x;-x2-Ebene (rechts)
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Aufgabe 60 Zeigen Sie, dass die Funktion f : R? — R mit

12 (xy, x2)T # (0,0)T
Fornan) = frrge (LT E
0, (x1,x2)T =(0,0)7

im Nullpunkt unstetig ist.

Aufgabe 61 Untersuchen Sie die Abbildung f : R3 — R? mit

sin(x1x2)
T+ o

F(x1,x2,x3) = (x1x2 exp(x3)>

auf Stetigkeit.
Aufgabe 62 (Stetigkeit der Potenzreihe) Seien R € (0, +00], z0 € C, A = {z €

C | |z — zo] < R} sowie (a,), < C eine Folge komplexer Zahlen. Beweisen Sie,
dass die Potenzreihe f : A — C mit

+00
f@) = Zan(z —z0)"
n=0

und Konvergenzradius R in jedem Punkt aus A stetig ist.

Aufgabe 63 (Stetigkeit der Metrik) Sei (M, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie,
dass die Metrik d : M x M — R auf M x M stetig ist.

Aufgabe 64 (Stetigkeit der Norm) Gegeben sei der normierte Raum (V, || - ||lv).
Beweisen Sie zunichst die sogenannte umgekehrte Dreiecksungleichung

Hxlly = lIylv] < lIx = ylv

fiir alle x, y € V und folgern Sie damit, dass die Norm | - ||y : V — R eine stetige
Funktion von V nach R ist.

Aufgabe 65 Zeigen Sie, dass das Parameterintegral F : [0, 1] — R mit

2
F(x)=/0 fx, y)dy

stetig ist, wobei die Funktion f : [0, 1] x [0, 2] — R definiert sei als f(x, y) =
1/(1 + y2 cos(xy)). Bestimmen Sie anschlieBend den Grenzwert

2
1

lim / 4y

x—0Jo 1+ y*cos(xy)
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Aufgabe 66 Untersuchen Sie den Einsetzungsoperator
T:C(0,1LR)y = R mit T(x)=x(0)

auf Stetigkeit.

4.2 Eigenschaften stetiger Funktionen

Aufgabe 67 Zeigen Sie mit Hilfe des Zwischenwertsatzes fiir stetige Funktionen,
dass die Gleichung

xeR: 2 —15x =1
drei Losungen besitzt.

Aufgabe 68 (Borsuk-Ulam Theorem) Beweisen Sie die folgende eindimensionale
Version des Borsuk-Ulam Theorems: Ist » > 0 beliebig und f : (—r,r) — R eine
stetige und ungerade Funktion, so gibtes & € (—r, r) mit f(§) = 0.

Aufgabe 69 Beweisen Sie, dass es keine stetige Funktion f : R — R mit
Hx eR| f(x)=y}=2
fiiralle y € R geben kann, das heifit, jedes Element aus R besitzt genau zwei Urbilder.

Aufgabe 70 (Zwischenwertsatz von Darboux) Sei f : [a, b] — R eine differen-
zierbare Funktion mit f/(a) < f'(b). Beweisen Sie, dass die Ableitungsfunktion der
Zwischenwerteigenschaft geniigt, das heift, zu jedem ¢ € (f'(a), f'(b)) existiert
eine Stelle & € [a, b] mit f/(§) = c.

Aufgabe 71 Sei f : [a, b] x [c, d] — R eine stetige Funktion. Beweisen Sie

sup flx,y)= sup fx, y).
(x,y)Te(a,b)x(c,d) (x,y)Tela,b]x|c,d]

Aufgabe 72 Seiend € Nmitd > 2, f : R? — R eine beliebige Funktion und x €
R4 beliebig aber fest. Dann lasst sich fiir jedes j € {1, ..., d} die eindimensionale

Funktion f; : R — R durch

fj(t):f(xly"'5~xj7]5t5~xj+]a"'7xd)

definieren. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:
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Abb. 4.2 Darstellung einer stetigen Funktion f : M — M’, die kleine Kugeln aus M auf kleine
Kugeln in M’ abbildet

(a) Ist die Funktion f in x € R stetig, so ist auch fj fiirjedes j € {1,...,d}in
x; € R stetig.
(b) Istfiiralle j € {1, ..., d} die Funktion f; im Punkt x; € R stetig, dann ist auch

finx € RY stetig.

Aufgabe 73 (Charakterisierung der Stetigkeit durch offene Kugeln) Seien (M, d)
und (M’, d’) zwei metrische Ridume. Erkliren Sie kurz, dass eine Funktion f : M —
M’ genau dann in einem Punkt x € M stetig ist, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine Zahl
8 > 0 mit

f(Bs(x)) € Be(f(x))

gibt (vgl. Abb.4.2).

Aufgabe 74 (Topologische Charakterisierung der Stetigkeit) Seien (M, d) und
(M’, d") zwei metrische Rdume. Beweisen Sie, dass eine Funktion f : M — M’
genau dann stetig ist, wenn fiir jede offene Menge A’ € M’ das Urbild f~!(A’) in
M offen ist.

Aufgabe 75 Finden Sie eine stetige Funktion f : R — R und eine offene Menge
A C R, fiir die das Bild f(A) nicht offen ist.

Aufgabe 76 Sei f : X — Y eine stetige Funktion zwischen den topologischen
Riumen (X, tx) und (Y, ty). Beweisen oder widerlegen Sie, dass

A = 1)
fiir jede Teilmenge A C Y gilt.
Aufgabe 77 Seien (M, d) und (M’, d’) zwei metrische Riume sowie f : M — M’

eine stetige Funktion. Beweisen Sie, dass die Bildmenge f (M) kompakt in M’ ist,
falls M kompakt ist.
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Aufgabe 78 Zeigen Sie, dass die metrischen Riume (M, p) und (M’, p’), wobei
M=R,M = (—1,1)und p : M x M — R beziehungsweise p’ : M’ x M’ — R
die Standardmetrik bezeichnet, homdomorph sind.

Aufgabe 79 Seien (V, | - |ly) und (W, | - ||lw) zwei normierte Rdume. Zeigen Sie,
dass jede lineare Abbildung A : V. — W stetig ist, falls V endlichdimensional ist.

4.3 GleichmiBig stetige Funktionen

Aufgabe 80 Zeigen Sie, dass die Funktion f : R?Y — R mit f(x) = 1/(1 + ||x||%)
gleichmafBig stetig ist.

Aufgabe 81 Sei (C([0, 1], R), || - ||co) der Banachraum der stetigen Funktionen von
[0, 1] nach R, ausgestattet mit der Supremumsnorm. Beweisen Sie, dass der Operator

t
T:C(0,1,R) » C(0,1],R) mit (T(x))(t) = % —f szx(s) ds
0

wohldefiniert und gleichméaBig stetig ist.

Aufgabe 82 Sei (V, || - ||y) ein halbnormierter Raum tiber C. Der Produktraum
V x V sei weiter ausgestattet mit der Metrik d : (V x V) x (V x V) — R mit

d((v, w), (x, y)) = max {lv —xlv, lw = yllv}.

Zeigen Sie, dass die Addition in V, das heifit, die Funktion add : V x V — V mit
add(v, w) = v + w gleichmiBig stetig ist.

Aufgabe 83 Beweisen Sie, dass die Funktion f : R? \ {0} — R mit

X
= 2
llx1l5

fx)

stetig aber nicht gleichmifig stetig ist.

4.4  Lipschitz-stetige Funktionen

Aufgabe 84 Seien / C R eine nichtleere Menge und die Funktion f : / — R durch
f(x) = x? definiert. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
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(a) Die Funktion f ist Lipschitz-stetig, falls I = [a, b] gilt.
(b) Die Funktion ist nicht Lipschitz-stetig, falls / = R gilt.

Aufgabe 85 Seien (M, d) ein metrischer Raum und A C M eine nichtleere Menge.
Beweisen Sie, dass die Abstandsfunktion dist(-, A) : M — R mit

dist(x, A) = inf d(x, y)
yeA

Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstanten L = 1 ist.

Aufgabe 86 Zeigen Sie, dass die Funktion f : R — R mit
d—1
fl) = ijz +dx§
j=l1

nicht Lipschitz-stetig ist.

4.5 Holder-stetige Funktionen

Aufgabe 87 Zeigen Sie, dass die Funktion f : [0, +00) — R mit f(x) = x* und
a € (0, 1] Holder-stetig ist (vgl. Abb.4.3).

0 1 2

Abb. 4.3 Darstellung der Funktion f : [0, +00) — R mit f(x) = x* fiir verschiedene Werte
o€ (0,1]
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Aufgabe 88 Weisen Sie nach, dass die Funktion f : [0, 1/2] — R mit

1 1
=, 0<x <3
— ) In(x)’ -2
X) =
fx) 0 x—0

gleichmiBig stetig, aber nicht Holder-stetig ist.

Aufgabe 89 Beweisen Sie, dass jede Holder-stetige Funktion f : [a, ] — R mit
Holder-Exponenten « > 1 konstant ist.

Aufgabe 90 Sei f : R — R eine stetige Funktion derart, dass | f| Holder-stetig mit
Holder-Exponenten o € (0, 1] ist. Untersuchen Sie, ob dann auch die Funktion f
Holder-stetig ist.

Aufgabe 91 Seien (M, d) und (M’, d") zwei metrische Rdume. Zeigen Sie, dass
jede Holder-stetige Funktion f : M — M’ gleichmiBig stetig ist.
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Kompaktheit und Zusammenhang 5

Dieses Kapitel befasst sich mit den zentralen Themen Kompaktheit und Zusam-
menhang. Die Leserin beziehungsweise der Leser kann verschiedene Teilmengen
Euklidischer, topologischer, metrischer oder normierter Rdume auf Kompaktheit
untersuchen und den Satz von Weierstral} (Satz iiber Minimum und Maximum)
beweisen. In Aufgabe 101 kann die Leserin beziehungsweise der Leser zeigen, dass
der Satz von Heine-Borel zur Charakterisierung kompakter Mengen lediglich in
endlichdimensionalen Euklidischen Rdumen giiltig ist. Weiter gibt es noch zwei
Abschnitte mit verschiedenen Aufgaben zu zusammenhingenden, wegzusammen-
hingenden und sternférmigen Mengen und deren Eigenschaften.

5.1 Kompakte Mengen

Aufgabe 92 Sei (a,), C C eine komplexe Folge mit lim, a, = a. Beweisen Sie,
dass

A ={a, € C|neN}U/{a}

eine kompakte Teilmenge von C ist.

Aufgabe 93 Zeigen Sie, dass jedes abgeschlossene Intervall [a, b)] € R kompakt
ist.

Aufgabe 94
(a) Beweisen Sie, dass
My ={x eR | x0+3x3 +2x% < 1}
eine kompakte Teilmenge des R? ist.
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(b) Zeigen Sie, dass die beiden Mengen
My = {x e R | 2(x3 +x3) < x7}
und
My={xeR| 1 <x, x <2 [x|}<V11}

nicht kompakt sind.

Aufgabe 95 Sei d € N beliebig. Untersuchen Sie, welche der folgenden drei Teil-
mengen des R? kompakt sind:

@@ M, ={xeR?| nj?zl xj=1}, O My=|xeR!||x|l;' eN},
(© M3 ={x eR’||lx|2 = 1}.

Aufgabe 96 (Kofinite Topologie) Weisen Sie nach, dass der topologische Raum
(X, t), wobei
T={AC X |A=0@oder X\ A istendlich}

die sogenannte kofinite Topologie bezeichnet, kompakt ist.

Aufgabe 97 Sei (M, d) ein metrischer Raum. Begriinden Sie kurz, dass die leere
Menge eine kompakte Menge ist.

Aufgabe 98 Sei M eine nichtleere Menge, ausgestattet mit der diskreten Metrik
d: M xM — Rmitd(x,y) =0 firx = yund d(x, y) = 1 sonst (vgl. Aufgabe
26). Bestimmen Sie alle kompakten Teilmengen von M.

Aufgabe 99 Seien (M, d) ein kompakter metrischer Raum und a,b € M zwei
Elemente mit d(a, b) < 1. Zeigen Sie, dass dann

A={xeM|dx,a)+db,x) <1}

eine nichtleere und kompakte Teilmenge von M ist.

Aufgabe 100 Seien (X, || - ||x) ein normierter Raum und A € X eine endliche
Menge. Beweisen Sie, dass A kompakt ist.

Aufgabe 101 (Einheitskugel in C ([0, 1], R)) Beweisen Sie die folgenden Aussagen
tiber die abgeschlossene Einheitskugel

Bi(0) ={f € CU0, 11,R) | | flloc < 1}

im Raum der stetigen Funktionen von [0, 1] nach R:
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(a) Die Kugel ‘B1(0) ist beschriinkt und abgeschlossen.
(b) Die Einheitskugel ist nicht kompakt.

5.2  Eigenschaften kompakter Mengen

Aufgabe 102 Beweisen Sie, dass eine Funktion f : [a, ] — R genau dann stetig
ist, wenn ihr Graph

Gr={k. fx)T eR?|x € [a,b]}
eine kompakte Teilmenge des R? ist.

Aufgabe 103 Seienn € Nsowie Cq, ..., C,, kompakte Teilmengen des R4, Zeigen
Sie, dass dann auch die Vereinigung

eine kompakte Teilmenge des R ist.

Aufgabe 104 Seien (X, tx) ein kompakter topologischer Raum und (Y, ty) ein
Hausdorff-Raum. Beweisen Sie, dass jede stetige Funktion f : X — Y abgeschlos-
sen ist.

Aufgabe 105 (Cantorsches Durchschnittsprinzip) Seien (M, d) ein metrischer Raum
und (Cp,), eine Folge nichtleerer und kompakter Teilmengen von M mit

Ci2C22C32...2C,2C412Ch22 ...

fiir n € N. Beweisen Sie

() Cn#0.

neN

Aufgabe 106 Zeigen Sie, dass jeder kompakte metrische Raum (M, d) vollstindig
ist.

Aufgabe 107 (Satz von Weierstral3, Satz iiber Minimum und Maximum) Beweisen
Sie die folgende Version des Satzes von Weierstral3: Sind (M, d) ein kompakter
metrischer Raum und f : M — R eine stetige Funktion, so ist das Bild f (M)
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beschriankt und die Funktion nimmt ihr Minimum und Maximum auf M an, das
heif}t, es existieren zwei Elemente x, x € M mit

f) = fx) =< f&)

fiir alle x € M.

Aufgabe 108 Zeigen Sie, dass die Vereinigung beliebig vieler kompakter Teilmen-
gen eines metrischen Raumes im Allgemeinen nicht kompakt ist.

5.3 Zusammenhdngende und wegzusammenhangende
Mengen

Aufgabe 109 (Einheitssphire im R?) Weisen Sie nach, dass die Einheitssphire
S = {x e R | x|l = 1}

fiir d > 2 wegzusammenhéngend ist (vgl. Abb.5.1).

Aufgabe 110 Sei (X, || - ||x) ein normierter Raum. Beweisen Sie, dass jede stern-
formige Teilmenge von X wegzusammenhéngend ist.

Aufgabe 111 Bestimmen Sie (mit Begriindung) alle zusammenhéngenden Teilmen-
gen von Q.

Aufgabe 112 Untersuchen Sie, welche der folgenden drei Teilmengen des R>
zusammenhingend beziehungsweise wegzusammenhingend sind:

@ Ay ={xeR?|1=<x}+x3 <3}, (b) Ay ={x €eR?|x; € Qoderx; € Q},
() A3={xeR2 | x; € Qundx; € Q}.

(a) Einheitssphire S° (b) Einheitssphire S1 (¢) Einheitssphére S2

Abb.5.1 Darstellung der drei Einheitssphiren S, S' und $2 in rot
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0 0,5 1

Abb. 5.2 Darstellung der Mengen A (rot) und B (blau)

Aufgabe 113 (Topologische Sinuskurve) In dieser Aufgabe soll gezeigt werden,
dass die sogenannte topologische Sinuskurve S = A U B (vgl. Abb.5.2), wobei

A={@.NTeR?[0<x <1, y=sin(l/0)}, B={,nTeR*|x=0, ye[-1,1]},

zusammenhingend, aber nicht wegzusammenhéngend ist. Beweisen Sie dazu nach-
einander die folgenden Aussagen:

(a) Die Menge A ist wegzusammenhéngend.

(b) Esgilt A = S.

(c) Die Menge S ist zusammenhéngend.

(d) Die Menge S ist nicht wegzusammenhéngend.

5.4  Eigenschaften zusammenhangender und
wegzusammenhadngender Mengen

Aufgabe 114 (Charakterisierung fiir Zusammenhang) Beweisen Sie, dass ein topo-
logischer Raum (X, 7) genau dann zusammenhingend ist, wenn jede stetige Funk-
tion f : X — {0, 1} konstantist, wobei die Menge {0, 1} mit der diskreten Topologie
g = P({0, 1}) ausgestattet wird.

Aufgabe 115 Zeigen Sie, dass es fiir d > 2 keine bijektive und stetige Abbildung
f :RY — R geben kann.

Aufgabe 116 Seien G C R? ein Gebiet und f : G — R eine stetig differenzier-
bare Funktion. Beweisen Sie, dass das Bild f(G) ebenfalls ein Gebiet ist, falls die
Jakobi-Matrix J¢(x) fiir jedes x € G invertierbar ist.
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Dieses Kapitel enthilt verschiedene Aufgaben zur mehrdimensionalen Differential-
rechnung. Dazu gehoren Aufgaben aus den Bereichen differenzierbare Funktionen,
partiell differenzierbare Funktionen, Eigenschaften differenzierbarer Funktionen,
mehrdimensionale Kettenregel, mehrdimensionaler Mittelwertsatz, mehrdimensio-
nale Taylorpolynome, lokale und globale Extrema, lokale Extrema unter Nebenbe-
dingungen und implizite Funktionen.

6.1 Differenzierbare Funktionen

Aufgabe 117 Gegeben sei die Funktion f : R? - R? mit flx1,x2) = (x1 +
X2, x1x2)T. Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe 130, dass die Funktion f im Punkt
(x1,x2)T = (1, 2)7 differenzierbarist und die Ableitungsmatrix durch D ¢ (X1, X2) =
11 ;
(%, ¥, ) gegeben ist.
Aufgabe 118 Beweisen Sie, dass die Funktion f : RY — R mit f(x) = (x, y),
wobei y € R? beliebig aber fest ist und (-, -) das Standardskalarprodukt im R?
bezeichnet, differenzierbar ist. Geben Sie explizit die Ableitungsfunktion Dy :
R? — L(R?, R) an.

Aufgabe 119 Seien A € R?*? eine symmetrische Matrix und die Funktion f :
R > R gegeben durch f(x) = (x, Ax). Beweisen Sie, dass die Ableitungsfunktion
Dy : R? — L(R?,R) fiir alle x, y € R¢ durch (Dy(x))(y) = 2(Ax, y) gegeben
ist (vgl. Abb.6.1).

Aufgabe 120 (Differenzierbarkeit linearer Abbildungen) Seien (V, | - ||y) und
(W, 1l - llw) zwei normierte Rdume sowie A : V — W eine lineare Abbil-
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Springer Nature 2022
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S s 1
-2 0 2
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Abb.6.1 Graph der Funktion f : R? — Rmit f(x) = (x, Ax) = x? +2x2 und A = (} §) (links)
sowie Konturdiagramm in der x;-x;-Ebene (rechts)

dung. Beweisen Sie, dass A differenzierbar ist und bestimmen Sie die Ableitung
Dp:V — LV, W).

Aufgabe 121 Weisen Sie nach, dass die Funktion f : R> — R mit

oy - FE= @ITAOOT
’ 0, (x, )T = (0,0)7

nicht im Nullpunkt (0, 0)T differenzierbar ist.

6.2 Partiell differenzierbare Funktionen

Aufgabe 122 Bestimmen Sie fiir jeden Vektor (x1, x2, x3)T € R3 die partiellen
Ableitungen

Ox f (X1, x2,%3),  Ox;0xy (1, X2, X3), Oy 0y, Oy f (X1, X2, X3)
der Funktion f : R?® — R mit
f(x1, x2,x3) = x% + x1x2x3 + exp(xg sin(x2)) cos(x3).

Aufgabe 123 (Kugelkoordinaten) Berechnen Sie die Determinante der Jakobi-
Matrix der Kugelkoordinaten-Funktion ¥ : (0, +00) x (0, 7) x (0,27) — R3
mit

W(r,0, ) 7 sin(6) cos(g)
V(r,0,p)= | Vau(r,0,¢9) | = | rsin(9) sin(p)
W3(r, 6, p) r cos(h)
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Aufgabe 124 Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit

3
a1

Flxr, x2) = { 1+ (x1, x2)T # (0,07
, 0, (x1, x2)T = (0, 0)T.

Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Die Funktion f ist stetig.

(b) Die Funktion f ist in R? partiell und in RZ\ {(0,0)T} stetig partiell differen-
zierbar.

Aufgabe 125 Verifizieren Sie den Satz von Schwarz anhand der Funktion f : R? —
R mit f(x1, x2) = x1 exp(x2) + sin(x1x2).

Aufgabe 126 Berechnen Sie fiir die Funktion f : R — R mit

2 2
X9 2 2
Frx) = x1x2x|2+x§, xy+x3 >0

0, (x1,x2)T =(0,0)T,

falls sie existieren, die partiellen Ableitungen erster Ordnung sowie
axl f((), 0)7 axz f(os 0)7 8)(1 axzf(()v O)’ axz axl f(os 0)

Begriinden Sie dann kurz, ob die zweiten partiellen Ableitungsfunktionen
By, 05y f» O, 9y, f : R? — R stetig sind.

Aufgabe 127 Bestimmen Sie die Richtungsableitung der Funktion f : R? — R
mit f(x,y,2) = x + y2z an der Stelle (xo, y0,20)T = (3,2, )T in Richtung
(u, v, w)T = (1, 1,0)T.

Aufgabe 128 Gegeben sei die Funktion f : R> — R mit

2
r T (0,007

fxi, x2) = { xita’ (x1,x2)T # (0,0)
0, (x1,x2)7T = (0,0)7.

(a) Uberlegen Sie sich, dass die Funktion f im Nullpunkt (0, 0)T unstetig ist.
(b) Erkldren Sie, warum die Funktion im Nullpunkt nicht differenzierbar sein kann.
(c) Zeigen Sie weiter, dass f in (0, 0)T in jeder Richtung v € RR? differenzierbar ist.
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Aufgabe 129 Untersuchen Sie die Funktion f : R> — R mit

Tony nTEOOT
0, (x, )T = (0,07

flx,y)=

auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit. Berechnen Sie dann die Richtungsableitung
9y £(0,0) von f in Richtung v = (cos(p), sin(p))T fiir ¢ € [0, 277), sofern diese
existiert.

6.3 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

Aufgabe 130 (Charakterisierung der Differenzierbarkeit) Seien G C R eine offene
Teilmenge, xo € G, f : G — R* eine Funktion und | - || eine beliebige Norm im
R¢. Beweisen Sie die Aquivalenz der folgenden vier Aussagen:

(a) Die Funktion f istin xq differenzierbar, das heifit, es gibt eine (lineare) Abbil-
dung A € £L(R?, R¥) mit der Eigenschaft

i L) — fxo) — Alx —x0) _
m =

X=X llx — xoll

0.

(b) Es gibt eine Abbildung A € L£(RY, RF) mit der Eigenschaft

lim W) = fxo) = Al = xo)ll _
1m =

X=X llx = xoll

0.

(c) Es gibt eine Abbildung A € £(R?, R¥) und eine in xq stetige Funktion r : G —
R¥ mit r(xp) = 0 und

fx) = fxo) + Alx — x0) +r(x)lx — xoll

fir alle x € G.
(d) Es gibt eine Abbildung A € L(R?, R¥) so, dass

fx) = f(x0) + A(x — x0) + ¢ (x — x0)

fiir alle x € G gilt. Dabei ist ¢ : G — R¥ eine Funktion mit den Eigenschaften
¢(0) = 0 und

o(x—x0) . oh)
_— = hm _— = 0
w=x ¥ —xoll  h=0 [Al]

Aufgabe 131 Zeigen Sie, dass jede differenzierbare Funktion f : RY — RF stetig
ist.



6.3 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen 39

Aufgabe 132 Sei g : R — R eine in 0 stetige Funktion und f : R?> — R definiert
durch f(x, y) = yg(x). Beweisen Sie, dass die Funktion f in (0, 0)T differenzierbar
ist.

Aufgabe 133 Seien G C R eine offene Umgebung des Nullpunkts sowie f : G —
R¥ eine beliebige Funktion mit

IFll2 < In (1 + [x13) (133)

fiir alle x € G. Weisen Sie nach, dass die Funktion f im Nullpunkt differenzierbar
ist mit Ableitung D 7 (0) = 04 Dabei bezeichnet 0,54 die Nullmatrix in RY*k.

Aufgabe 134 Seien G € R? ein Gebiet und f : RY — R” eine in xg € G
differenzierbare Funktion. Beweisen Sie, dass f dann in xq in alle Richtungen v € R¢
differenzierbar ist und

Dy f(x0) = (D (x0))(v)
gilt.

Aufgabe 135 (Kriterium fiir globale Umkehrbarkeit) Seien G € R¢ ein konvexes
Gebiet und f : G — R eine stetig differenzierbare Funktion. Beweisen Sie, dass
die Funktion f injektiv ist, falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(a) Fiir alle x € G gilt ||J7(x) — Egxall2 < 1/2, wobei Egxq4 die Einheitsmatrix
im R*? ist und || - ||» die durch die Euklidische Norm induzierte Matrixnorm
(Spektralnorm) in R?*? bezeichnet.

(b) Firalle g',..., g% € G gilt

A, f1(gh) ... A, fi(gh)
det : : # 0.
3, fa(89) ... B, fa(g?)

Aufgabe 136 (Newton-Potential) Beweisen Sie, dass die Funktion f : RY — R mit
f) = |lx37 fiird € N, d > 3, harmonisch ist.

Aufgabe 137 Gegeben sei die Funktion V : R\ {0} — R mit

1 1
V(x1,x2,x3) = =

T - .
ICer, x2, x3)Tl2 /x12+x§+x§
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(a) Verifizieren Sie fiir (x1, x2, x3)7 € R3 \ {0} die Identitét
((x1,x2, x3)T, VV(x1, x2, x3)) = =V (x1, x2, x3).

Dabei bezeichnet (-, -) das Euklidische Skalarprodukt im R3.
(b) (Dreidimensional Laplace-Gleichung). Verifizieren Sie in R3\ {0} die Gleichung

AV = 05,05,V + 05y05, V + 03305, V = 0.

Aufgabe 138 (Wirmeleitungsgleichung) Zeigen Sie, dass der sogenannte Warme-
leitungskern £ : (0, +00) x R? — R mit

1 llx113
ft,x)= exp| ———=
(drr)? p( 4t )

eine Losung der sogenannten Wirmeleitungsgleichung

d
O f(t,x)=Af(t,x) =Y 00y f(,)

j=1

fiir (£, x)T € (0, +00) x R ist.

6.4 Mehrdimensionale Kettenregel

Aufgabe 139 Gegeben seien die Funktionen f : R® — Rund g : R> — R> mit
F(x1, %2, x3) = x1x2 + x2x3 — X143 und g(x1, x2) = (x1 + X2, X1 +x3, %1 —x2)7.

(a) Bilden Sie die zusammengesetzte Funktion f o g : R — R und bestimmen Sie
dann die Jakobi-Matrix J 7.

(b) Verifizieren Sie das Ergebnis aus dem ersten Teil, indem Sie die mehrdimen-
sionale Kettenregel verwenden. Bestimmen Sie dazu J¢ und J, und zeigen Sie
dann

Jfog(x) = Jr(g(x))Jg(x)

fiir alle x € R2.

Aufgabe 140 (Polarkoordinaten) Gegeben seien die Menge
A={r, )T eR*|r>0, ¢ (0,21},

die Funktion ¥ : A — RZ mit W (r, @) = (rcos(p), rsin(p))T sowie eine weitere
Funktion f € C2(R?, R). Berechnen Sie mit der mehrdimensionalen Kettenregel
den Gradienten der zusammengesetzten Funktion f o W : A — R.
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Aufgabe 141 (Eindimensionale Produktregel) Seien f, ¢ : R — R zwei differen-
zierbare Funktionen. Beweisen Sie mit Hilfe der mehrdimensionalen Kettenregel die
(eindimensionale) Produktregel

(fe) = f'g+ fg'

fiir reellwertige Funktionen.

Aufgabe 142 Seien f : R? — Rund g : R — R? differenzierbare Funktionen.
Zeigen Sie, dass die Ableitung der verkniipften Funktion 2 : R — Rmith = fog
fiir jedes x € R durch

d
R (x) =0y, f(g(x))g)(x)

j=1

gegeben ist.

Aufgabe 143 Gegeben sei eine Funktion f : R — R mit f € C*(R?, R), die
homogen vom Grad 2 ist, das heiBt, es gilt f(rx) = > f(x) fiir alle x € R? und
t € R. Zeigen Sie, dass die Funktion f von der Gestalt

1
fx) = §<x, Hy(0)x)
fiir x € R ist.

Aufgabe 144 (Leibnizregel fiir Parameterintegrale) Seien I = (a, b)und J = (c, d)
zwei Intervalle, g, h : I — J differenzierbare Funktionen und f : I x J — R
eine stetige Funktion, die beziiglich der ersten Variable partiell differenzierbar ist
mit stetig partieller Ableitung. Bestimmen Sie mit Hilfe der mehrdimensionalen
Kettenregel die Ableitung des Parameterintegrals ' : / — R mit

h(x)
F(x) :[ f(x,t)de.
g(x)

Fiihren Sie dazu die Funktionen G : I — R3und H : J x J x I — R mit
G(x) = (gx),h(x),x)Tund H(x, y,z) = fxy f(z, t) dt ein und beachten Sie, dass
F =HoGinl gilt
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6.5 Mehrdimensionaler Mittelwertsatz

Aufgabe 145 (Mehrdimensionaler Mittelwertsatz) Beweisen Sie die folgende Ver-
sion des mehrdimensionalen Mittelwertsatzes: Seien G C RY eine offene und kon-
vexe Menge, f : G — R eine differenzierbare Funktion und x, y € G mit x # y.
Dann existiert ein Vektor z € {x +t(y — x) € R4 |t € (0, 1)} mit

FO) = fx) =(Vf),y—x)

Aufgabe 146 Verifizieren Sie den mehrdimensionalen Mittelwertsatz anhand der
Funktion f : R?2 — R mit fx1,x) = xi + 2x5. Finden Sie dazu einen zweidi-
mensionalen Vektor z € {a +t(b —a) e R“ | t € (0, 1)} mit

f®) = fla)=(Vf),b—a), (146)
wobeia = (0, DT und b = (1,2)T.

Aufgabe 147 Gegeben sei die Funktion f : R — R mit f(x, y, z) = xyz + x> +
y2 + 2% Zeigen Sie, dass es eine Zahl £ € (0, 1) mit

S, L) = f(0,0,0) =0x f(§,5,8) + 0y f(§,6,8) + 0. (6,5, 8)
gibt.
Aufgabe 148 (Konstanzkriterium) Seien G C R? ein konvexes Gebiet sowie f :

G — Rdifferenzierbarmit V f = 0in G. Beweisen Sie mit dem mehrdimensionalen
Mittelwertsatz, dass f eine konstante Funktion ist.

6.6 Mehrdimensionale Taylorpolynome
Aufgabe 149 Gegeben sei die Funktion f : R* — R mit
f(x1, x2, x3, x4) = x1x2 exp(x2x3x4) — sin(xy) cos(x2).
Bestimmen Sie die Ableitung
0% f(x1, X2, X3, x4) = (0x)) ¥ (0x,) 2 (0x3) ™ (3 )™ f (X1, X2, X3, X4),

wobei der Multindex o € Ng gegeben ist durch @« = (o1, a2, a3, 04)T =
(1,2,0,0)T.



6.6 Mehrdimensionale Taylorpolynome 43

Aufgabe 150 (Taylorpolynom der Ordnung 2) Seien G € R? offen und f €
C?(G, R). Verifizieren Sie, dass fiir das Taylorpolynom zweiter Ordnung an einer
Stelle x° € G fiir jedes x € G

D(x) = f&) + (V) x —x0) + %<x —x% Hp (% (x — x0))
gilt.

Aufgabe 151 Gegeben sei die Funktion f : R? x (0, +00) — R mit f(x, y,z) =
xyIn(z). Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Ordnung 1 von f an der Stelle
(x0, 0. 20)T = (1,2,3)T.

Aufgabe 152 Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Ordnung 2 der Funktion f :
R? — R mit f(x, y) = x sin(xy) im Punkt (xo, yo)T = (1, 0)T.

Aufgabe 153 Geben Sie eine Darstellung fiir die Tangentialebene an den Graphen
der Funktion f : (0, +00) x (0, +00) — R mit

f(x,y) = arctan (X>
x
im Punkt (2, 1)T an. Bestimmen Sie weiter einen Normaleneinheitsvektor dieser
Tangentialebene.

Aufgabe 154 (Hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema) Seien G € R¥ offen
und xg € G ein kritischer Punkt der Funktion f € C%(G,R). Beweisen Sie die
beiden folgenden niitzlichen Aussage mit Hilfe der Taylorschen Formel:

(a) Ist die Hesse-Matrix H r(xo) positiv definit, so besitzt die Funktion f in x¢ ein
isoliertes lokales Minimum.

(b) Ist die Hesse-Matrix H ¢ (xo) hingegen negativ definit, so besitzt die Funktion f
in xq ein isoliertes lokales Maximum.

Aufgabe 155 Seien d, m € N mit m > 2. Bestimmen Sie fiir die Polynomfunktion
f:RY > Rmit f(x) = (x1 + ...+ xg)™ das Taylorpolynom vom Grad m im
Nullpunkt.

Aufgabe 156 Bestimmen Sie die Taylorreihe der Funktion f : R? — Rmit f(x) =
sin (xy3).
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6.7 Lokale und globale Extrema
Aufgabe 157 Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit
fx1,x2) = (2x12 + 3x22) exp(3x% + 2x§).

(a) Bestimmen Sie V f(x1, xp) fiir (x1, x2)T € R2 und zeigen Sie, dass die Funktion
f hochstens in (0, 0)T ein lokales Minimum besitzen kann.

(b) Argumentieren Sie kurz, dass die Funktion f weder ein lokales noch ein globales
Maximum besitzt.

(c) Bestimmen Sie die Hesse-Matrix H (0, 0) und zeigen Sie, dass die Funktion f
in (0, 0)T ein lokales Minimum besitzt. Zeigen Sie weiter, dass in (0, 0)T sogar
ein globales Minimum vorliegt (vgl. Abb. 6.2).

Aufgabe 158 Klassifizieren Sie in Abhingigkeit des reellen Parameters o € R die
kritischen Punkte der Funktion f : R> — R mit f(x, y) = x> 4+ y3 — 3axy nach
Minima, Maxima und Sattelpunkten.

Aufgabe 159 Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit f(x, y) = (y — x2)(y —
2x2).

(a) Zeigen Sie, dass (0, 0)T ein kritischer Punkt der Funktion f ist.

(b) Weisen Sie nach, dass die Hesse-Matrix H (0, 0) positiv semidefinit ist und in
(0, 0)T weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum vorliegt.

(c) Beweisen Sie, dass die Funktion g : R — R mit g(t) = f(txo, tyo) fiir jedes
(x0, y0)T € R? mit (xg, yo)T # (0,0)T im Nullpunkt ein isoliertes lokales
Minimum besitzt.

Abb. 6.2 Graph der Funktion f : R — R mit f(x1, x2) = (2x7 + 3x3) exp(3x] + 2x3) (links)
sowie Konturdiagramm in der x;-x;-Ebene (rechts)
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Abb. 6.3 Darstellung von drei verschiedenen Rechtecken mit Umfang 4 und Flicheninhalten 3 /4,
1 beziehungsweise 5/9

Aufgabe 160 Gegeben sei eine stetige Funktion f : R — R mit
lim f(x)=0 und lim f(x)=0.
X—>—00 xX—>—+00
Beweisen Sie, dass die Funktion | f| ein globales Maximum besitzt.

Aufgabe 161 Sei f : R? — (0, +00) eine stetige Funktion mit

fx) =

= llxll2

fiir x € R? \ {0}. Beweisen Sie, dass die Funktion f auf R¢ ein globales Maximum
annimmt.

6.8 Lokale Extrema unter Nebenbedingungen

Aufgabe 162 Bestimmen Sie das Maximum der Funktion f : R?> — R mit
f(x1,x2) = x1+xp unter der Nebenbedingung N = {(xy, x)T € R? | x12+x§ =8},
indem Sie

(a) dieNiveaulinien von f und die Menge N in ein gemeinsames Koordinatensystem
einzeichnen und dann geometrisch argumentieren,
(b) die Lagrangesche Multiplikatorenregel verwenden.

Aufgabe 163 Bestimmen Sie mit Hilfe der Lagrangeschen Multiplikatorenregel den
groftmoglichen Flacheninhalt eines Rechtecks mit fest vorgegebenem Umfang (vgl.
Abb. 6.3).
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Aufgabe 164 Gegeben sei die Funktion f : R — R mit f(x) = Z[j‘:]a iXj,
wobei ay, ..., aq € R fest vorgegeben seien. Bestimmen Sie das Maximum von f
unter der Nebenbedingung x € R : Z‘;:l sz. = 1 mit Hilfe

(a) der Lagrangeschen Multiplikatorenregel,
(b) der Ungleichung von Cauchy-Schwarz.

Aufgabe 165 (Prinzip der maximalen Entropie) Sei d € N mit d > 2 beliebig.
Bestimmen Sie die diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung von d verschiedenen
Punkten mit der maximalen Entropie. Ermitteln Sie dazu das Maximum der soge-
nannten Shannon-Entropie f : (0, +00)4 — R mit

d
fx)=-— ij log, (x;)
j=1

unter der Nebenbedingung x € R? : Z;l:] x;j = 1. Sie diirfen dabei annehmen,
dass das Maximum existiert.

Aufgabe 166 Bestimmen Sie mit der Multiplikatorenregel von Lagrange das Mini-
mum und Maximum der Funktion f : R3 — Rmit f(x, y, z) = x4+ y2 + z2 unter
den beiden Nebenbedingungen

(x,y,z)TeR3:x2+y2=1 und (x,y,z)TeR3:x+y+z=1.

6.9 Implizite Funktionen
Aufgabe 167 Gegeben sei die Funktion f : R — R? mit

x2 4+ y + sin(z), )

fxy, 2= <x+y2—ycos(z)

(a) Berechnen Sie die Jakobi-Matrix der Funktion f.
(b) Zeigen Sie mit dem Satz iiber implizite Funktionen, dass sich das Gleichungs-
system

X2+ y +sin(z) =0,
X +y2 —ycos(z) =0
in einer Umgebung des Nullpunktes (0, 0, 0)T nach stetig differenzierbaren

Funktionen y,z : R — R mit y(0) = z(0) = 0 auflésen ldsst. Berechnen
Sie weiter y’(0) und z'(0).
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Aufgabe 168 Zeigen Sie mit dem Satz iiber implizite Funktionen, dass das Glei-
chungssystem

2cos(xyz) + yz—x =0,
(xyz)2 +2z=0

in einer Umgebung des Punktes (1,0, 1)T eine eindeutige stetig differenzierbare
Auflésung g : R — R? mit g(x) = (y(x), z(x))T besitzt. Bestimmen Sie y’(1) und
Z/(1).

Aufgabe 169 Beweisen Sie, dass das Gleichungssystem
x+2y24322=0, e +e? +e¥=3

lokal in einer Umgebung des Nullpunktes nach x und y als Funktionen in z aufgelost
werden kann. Berechnen Sie dann die Ableitungen von x und y in Null.

Aufgabe 170 Seien G C R eine offene Menge sowie f € C 1(G, RY) eine Funk-
tion mit det(J¢(x)) # O fiir alle x € G. Beweisen Sie, dass dann f eine offene
Abbildung ist, das heif3it, das Bild f(A) jeder offenen Teilmenge A C G ist wieder
offen.

Aufgabe 171 (Stetige Abhéngigkeit von Koeffizienten und Nullstellen) Gegeben sei
die Funktion P : R* — R mit

P(x,ag, ai,az) = x> + axx® + ajx + ap.

Zeigen Sie, dass P fiir (ag, a1, a2)T = (2,5, —4)T in x(ag, a1, az) = 2 eine ein-
fache Nullstelle besitzt. Begriinden Sie weiter, dass P eine eindeutig bestimmte und
einfache Nullstelle x (ag, a1, a>) nahe bei 2 besitzt, falls (ag, a, a)T nur nahe genug
bei (—2,5, —4)T liegt. Berechnen Sie zur Verdeutlichung der Aussage zusétzlich die
Nullstelle x € [7/4, 9/4] des Polynoms P (x) = x> — 3,99x2 4+ 5,02x — 2,01.
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Kurventheorie

Der zentrale Bestandteil dieses Kapitels ist die Theorie der Kurven im R¢. Neben
grundlegenden Eigenschaften und Darstellungen von Kurven kann die Leserin bezie-
hungsweise der Leser die Bogenlidnge verschiedener Kurven bestimmen, Kurvenin-
tegrale 1. und 2. Art berechnen und den Hauptsatz der Kurventheorie anhand einiger
Aufgaben nachvollziehen und verifizieren.

71 Kurven

Aufgabe 172 (Kreiskurve) Sei r > 0 ein beliebiger Radius. Begriinden Sie, dass
y : [0, 2] = RZ mit y(t) = (r cos(t), r sin(¢))T ein geschlossener, reguldrer und
stetig differenzierbarer Weg ist.

Aufgabe 173 Ordnen Sie jeder der in Abb. 7.1 dargestellten Kurven jeweils einen
der folgenden Wege zu:

(@) 1 :[0,27] = R% mit y;(t) = (cos>(¢), sin’ (1)) T,

B) y:10,27] — R2 mit yo(t) = (1 +2/3 cos(t), 1 +sin(z))T,
y) y3:10,6m] — R? mit y3() = (¢ cos(z), ¢ sin(r))T,

(8)  ya:[0,27] — R2 mit y4(¢) = (cos(t) cos(5t), sin(z) sin(51))T,
(&) 5 :[0,27] — R2 mit y5(r) = (3 + cos(t), 2 + sin(1))T,

©) y6:10,27] —> R2 mit v6(t) = (cos(t) cos(2t), sin(t) cos(2t))T.

Aufgabe 174 Gegeben sei der Weg y : R — R? mit

y() =202 =1, =0T,
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Q ® @

) Kreis ) Asteroide ¢) Spirale
| @ @ @
(d) Rosette (e) Epizykloide (f) Ellipse

Abb.7.1 Darstellung von sechs verschiedenen Kurven im R?

Skizzieren Sie die Kurve y. Begriinden Sie dann, dass y einen Doppelpunkt in
(0,0)T besitzt und berechnen Sie den Schnittwinkel der Kurve mit sich selbst in
diesem Punkt.

Aufgabe 175 Seien a, b, r > 0 beliebig aber fest. Bestimmen Sie die Bogenlinge
der folgenden drei Kurven:

(@) y1 : [0, 2] — R2 mit y;(r) = (r cos(t), r sin(z))T (Kreis),

(b) y : [—b, b] = R? mit y»(t) = (¢, a cosh(t/a))T (Katenoide),

(©) y3:10,27] — R2 mit y3(t) = (r(t — sin(t)), r(1 — cos(¢)))T (Zykloide, vgl.
Abb.7.2).

Abb. 7.2 Schematische Herleitung der Zykloide: Ein Kreis (blau) mit Fixpunkt wird auf einer
Geraden abgerollt und erzeugt die Zykloide (rot)
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Aufgabe 176 Sei y : [a,b] — RY eine Lipschitz-stetige Kurve mit Lipschitz-
Konstante A > 0. Zeigen Sie, dass die Kurve y rektifizierbar ist und

L(y) =i(b—a)
gilt.
Aufgabe 177 Beweisen Sie, dass die stetige Kurve y : [0, 1] — R? mit

) = (t, tcos(m/t))T, t € (0,1]
I CXOL t=0

nicht rektifizierbar ist.

7.2 Eigenschafen von Kurven

Aufgabe 178 (Linge eines Funktionsgraphen) Sei f : [a, b] — R eine stetig dif-
ferenzierbare Funktion. Zeigen Sie kurz, dass sich die Linge des Funktionsgraphen
von f zwischen den Punkten (a, f(a))T und (b, f(b))T durch

b
L(a,b):/ V14 (f/(x))?2dx

berechnen ldsst. Verwenden Sie dann die obige Formel, um den Umfang eines Kreises
mit Radius » > 0 zu bestimmen.

Aufgabe 179 (Parametrisierung nach der Bogenlinge) Sei y : [a, b] — R? eine
regulidre Kurve. Beweisen Sie, dass es ein kompaktes Intervall / € R sowie eine
Umparametrisierung ¢ : J — [a, b] mit ||(y o ¢)'||2 = 1 gibt.

7.3 Kurvenintegrale 1.und 2. Art

Aufgabe 180 (Kurvenintegrale 1. Art) Bestimmen Sie das folgende Kurvenintegral
1. Art

b
ffds =/ Sy @Iz dr,
y a

wobei die Funktion f : R¢ — R und der (stiickweise) stetig differenzierbare Weg
y : la, b] — R? gegeben sind durch

(@) f(x1,x2) = x1x2 fiir (x1, x2)T € R%2und y (1) = (¢, t*)T7 fiir ¢ € [0, 1],
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(b) f(x1,x2) = 1fiir (x1,x2)7T € R2 und y beschreibt den Rand des Rechtecks mit
den gegeniiberliegenden Eckpunkten (0, 0)T und (3, 2)7,

(©) f(x1,x2,x3) = x12 + x22 + x32 fir (x1, x2,x3)T € R3 und y(r) = (cos(?),
sin(t), )T fiir r € [0, 1].

Aufgabe 181 (Kurvenintegrale 2. Art) Bestimmen Sie das Kurvenintegral 2. Art

b
/F-dSZ[ (F(y (@), y(®)dt,
y a

wobei die Funktion F : R? — R? und der (stiickweise) stetig differenzierbare Weg
y : [a, b] = R? gegeben sind durch

(@) F(x1,x2,x3) = 1/(14+x2+x3)(—x2, x1, 0) T fiir (x, x2, x3)T € R3und y (1) =
(rcos(t), rsin(z), 0)T fiirt € [0, 2], r > 0,

(b) F(x1,x2,x3) = (x2, —x1, DT fiir (x1,x2,x3)T € R und y(t) = (cos(t),
sin(¢), )T fiir t € [0, 2],

(¢) F(x1,x2,x3) = (x2,x3, —x1)T fiir (x1,x2,x3)T € R und y ist die Verbin-
dungsstrecke der beiden Punkte (1,0, 1)T und (1, 0, 27)T.

Aufgabe 182 Gegeben sei der Weg y : [0, 1] — RZ mit y (r) = (7, (' +¢77)/2)T.

(a) Bestimmen Sie die Lange der Kurve y ([0, 1]).
(b) Berechnen Sie f v F - ds (Kurvenintegral 2. Art), wobei die Funktion F : R? —

R? gegeben ist durch F(x1, x2) = (x1, x2)T.

Aufgabe 183 Gegeben sei das Vektorfeld F : R? — R3 mit
F(x1,x2,x3) = Bx{x2, ] + 23,00+ DT.

(a) Untersuchen Sie ob F' ein Gradientenfeld (konservatives Vektorfeld) ist und
berechnen Sie gegebenenfalls das zugehdrige Potential.
(b) Bestimmen Sie den Wert des Kurvenintegrals 2. Art fy F - ds, wobei y :

[0, 2] — R3 eine Kreiskurve auf einer Kugel mit Radius » > 0 ist.

Aufgabe 184 Gegeben sei das Vektorfeld F : R? \ {(0, 0)T} — R? mit

X2 X1 T
Fanx)=|\-5—>% 323 -
Xy +x5 xy+x;3
(a) Zeigen Sie, dass die Integrabilitdtsbedingungen

8Xij(xlv-x2) = 8Xij(xls x2)

fiir alle (x1, x2)T € R2\ {(0,0)T} und j, k € {1, 2} erfiillt sind.
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(b) Uberlegen Sie sich, dass es dennoch keine stetig differenzierbare Potentialfunk-
tion V : R?\ {(0,0)T} — Rmit VV = F gibt.

Aufgabe 185 Entlang der Kurve y : [0, 2] — R? mit y (1) = (¢ cos(t), )T wird
ein Massepunkt von (0, 0)T zu (27, 27)T durch das Kraftfeld F : R? — RZ mit
F(x,y) = Qxy, x> +3y)T bewegt.

(a) Uberlegen Sie sich, ob die verrichtete Arbeit W = /, v F- ds vom Weg unabhingig
ist.

(b) Bestimmen Sie dann, sofern moglich, ein Potential von F.

(c) Berechnen Sie schlieBlich die verrichtete Arbeit.
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Integrationstheorie und Integralsatze 8

Zentraler Bestandteil dieses Kapitels sind Ausschnitte der Lebesgue-Theorie und
der klassischen Integralsitze im R? beziehungsweise R3. Das Kapitel enthilt ver-
schiedene Aufgaben zu mehrdimensionalen Riemann-integrierbaren und Lebesgue-
integrierbaren Funktionen sowie Eigenschaften dieser. Dem Satz von Fubini zur
Vertauschung der Integrationsreihenfolge, dem Prinzip von Cavalieri, dem Transfor-
mationssatz und den Integralsétzen von Green, Stokes und GauB sind jeweils eigene
Abschnitte mit vielen interessanten Aufgaben gewidmet.

8.1 Riemann-integrierbare Funktionen

Aufgabe 186 Bestimmen Sie mittels Riemann-Summen (Unterintegral und Ober-
integral) das zweidimensionale Riemann-Integral

// xyd(x, y).
[0,1]2

Aufgabe 187 Begriinden Sie, dass die Funktionen f, g : [0, 1]2 — R mit

1, (x, )T # (0,07

und  g(x,y) =In(1 + |xy])
0, sonst

f(x,y)={

Riemann-integrierbar sind.

Aufgabe 188 Beweisen Sie, dass die Funktion f : [0, 1]> — R mit

0, yeQ
flx,y) =
X, yeR\Q
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nicht iiber [0, 1]> Riemann-integrierbar ist.

Aufgabe 189 (Charakterisierung Riemann-integrierbarer Funktionen) Sei [a, b] C
RY ein d-dimensionales Quader. Beweisen Sie, dass jede stetige Funktion f :
[a, b] — R Riemann-integrierbar ist.

8.2 Lebesgue-integrierbare Funktionen

Aufgabe 190 Beweisen Sie, dass die Funktion f : [0, 1] — R mit f(x) = x~/2
fiir x € (0, 1]und f(0) = 0 messbar und auf [0, 1] Lebesgue-integrierbar ist.

Aufgabe 191 Gegeben sei die Funktion f : [0, +00) — R mit

sin(x)

e x>0
f(x):{l, x=0.

Zeigen Sie, dass f auf [0, +00) Lebesgue-integrierbar ist. Ist die Funktion | f| eben-
falls auf [0, +00) Lebesgue-integrierbar?

Aufgabe 192 (Dirichlet-Funktion) Begriinden Sie, dass die Dirichlet-Funktion f :
[0, 1] — R mit

1, xe[0,11NQ

f(x):{o, X e10, 110 R\ Q),

die bekanntlich nicht Riemann-integrierbar ist, Lebesgue-integrierbar ist und bestim-
men Sie dann das eindimensionale Lebesgue-Integral

/ f(x)dr(x).
[0,1]

Aufgabe 193 Zeigen Sie, dass jede beschridnkte Riemann-integrierbare Funktion
f i la, b] — R Lebesgue-integrierbar ist und

b
/f(X)dx= [b]f(X)dk(x)

gilt. Dabei bezeichnet die linke Seite der obigen Gleichung das Riemann- und die
rechte Seite das Lebesgue-Integral der Funktion f iiber [a, D].



8.3 Satz von Fubini 57

8.3 Satz von Fubini

Aufgabe 194 Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Fubini die beiden Integrale

// 2x — 7y2 dk2(x, y),
[1,3]1x[0,1]

Z3 3
———dA7(x,y, 2).
///[1,2]x[0,1]x[3,4] (x +5y)?

Aufgabe 195 (Volumen eines Tetraeders) Berechnen Sie mit dem Satz von Fubini
das dreidimensionale Integral

A(T) = /// 1423 (x, v, 2),
T

wobei das Tetraeder T C R3 in Abb. 8.1 dargestellt ist.

und

Aufgabe 196 Berechnen Sie das iterierte Integral

+oo +0o0 2.2
/ </ ye (XD dA(x)) dr(y).
0 0

Untersuchen Sie dann weiter

“+o00 +oo La?)y?
/0 (/0 ye~UHx9y dk(y)) dr(x)

Y

Abb. 8.1 Tetraeder 7" mit den Eckpunkten A = (3,0,0)T, B = (0,4,0)7, C = (0,0,2)T und
D =(0,0,0)T
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um geschickt mit Hilfe des Satzes von Fubini die bekannte Identitét
+00
/ e da() = LT
0 2

zu beweisen.

Aufgabe 197 Gegeben sei die Funktion f : [0, 11> — R mit
S )T £ 0,007
S, xp) = Gitx)?

0, sonst.

Bestimmen Sie die beiden iterierten Riemann-Integrale

1 1 1 1
/ (/ f(x1,x2) dx1> dx, und / (/ f(x1, x2) dx2> dxq
0 0 0 0

und diskutieren Sie Thr Ergebnis im Bezug auf den Satz von Fubini fiir stetige Funk-
tionen.

Aufgabe 198 Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit

yiz, O<x<y<l
S, y) = —xlz, O<y<x<l1
0, sonst.

Weisen Sie nach, dass

+0oo +0o0 +0oo “+o00
/ ( f(x, y)d)»(X)) da(y) 75/ ( S y) dk(y)> dA(x)

—00 —00 oo

gilt und iiberlegen Sie sich dann, ob die Funktion iiber dem R? Lebesgue-integrierbar
ist.

8.4  Prinzip von Cavalieri

Aufgabe 199 (Prinzip von Cavalieri) Beweisen Sie die folgende Version des Prinzips
von Cavalieri: Sei A € RP14 eine AP+9-messbare Menge und fiir y € RY sei

Ay =ANMR? x {y}) = {x e R? | (x, y)T € A}
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definiert. Dann ist A, eine A”-messbare Menge, RY — R mit y > A? (Ay) eine
B(R?)-B(R)-messbare Funktion und es gilt

APTa(A) =/ AP (Ay) drd(y).
Rg

Aufgabe 200 Bestimmen Sie mit Hilfe des Prinzips von Cavalieri aus Aufgabe 199
den Fldcheninhalt der Menge

A={Gx.»NTeR*|y*<x<2-y, y>0}

beziehungsweise das Volumen von

B={(x.y.0TeR[2/x24+y?<1-2 0=<2:<1}.

Aufgabe 201 (Rotationskorper) Sei f : [a, b] — [0, 400) eine stetige Funktion.
Beweisen Sie, dass dann das Volumen des Rotationskorpers, der durch Rotation des
Graphens von f im Intervall [a, b] um die x-Achse entsteht, gerade

b
Viee(f) = 7 / (f ()% dx
a
betrigt.
Aufgabe 202 (Volumen d-dimensionaler Euklidischer Einheitskugeln) Bestimmen
Sie mit dem Prinzip von Cavalieri das Volumen V; = A4 (E‘ll (0)) der d-dimensionalen

Euklidischen Einheitskugel

—d
B1(0) = {x e R | |Ix|l2 < 1}.

8.5 Transformationssatz
Aufgabe 203 (Polarkoordinaten)
(a) Beweisen Sie, dass die Abbildung
W (0, +00) x (=7, ) = R*\ {(x, )T e R* | x <0, y =0}

mit W (r, ¢) = (r cos(p), rsin(p))T ein Cl—Diffeomorphismus ist.



60 8 Integrationstheorie und Integralsatze

(b) Bestimmen Sie mit dem Transformationssatz und dem Satz von Fubini das zwei-

dimensionale Integral
// x2 +xy+ y2 da?(x, y)
A

iiber der offenen Kreisscheibe A = {(x, y)T € R? | x% + y? < 9.
Aufgabe 204 Bestimmen Sie das Integral

2
X
//A s 0 )

iber der zweidimensionalen Menge
A={(x, T eR\{(0,0)T} |y <2x, x <y, y <2x%, x* < y}.

Verwenden Sie dazu die Substitutionen u = y/x und v = y/x2.

Aufgabe 205 (Euler-Poisson Integral) Beweisen Sie die Identitéit

I=/+mex2dx:£
0 2’

indem Sie genau erkldren, warum die folgenden fiinf Schritte gerechtfertigt sind:

+00 400
Y < / e dx) ( / e’ dy)
0 0
+00 +00
® / e’ (/ e’ dy) dx
0 0

v // e M d(x, y)
[0,4-00) x[0,+00)

Aufgabe 206

(a) Bestimmen Sie das Integral

// xy dA2(x, y)
A

iber der zweidimensionalen Menge A = {(x, ¥)T € RZ |1 <x?42y% x2+
2
y- =1}
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(b) Bestimmen Sie das zweidimensionale Integral

// X — ydkz(x, y).
A

Dabei ist A € R? ein Parallelogramm mit den Eckpunkten al = (1, HT, a? =
(3,3)T,a° = (4,2)T und a* = (6, 4)7.
(c) Berechnen Sie das Integral

// x + ydkz(x, y),
A

wobei die Menge A € R? durch die drei Geraden y = x/2, y = 2x und
y = 2 — x eingeschlossen wird.

(d) Bestimmen Sie das Volumen der dreidimensionalen Euklidischen Kugel mit
Mittelpunkt (1, 2, 0)T und Radius r = 2.

8.6 Satz von Green

Aufgabe 207 Bestimmen Sie das Kurvenintegral

yﬁ F -ds
9A

iiber den Bereich A = {(x, )T € R? | x> + y? < 1} mit geschlossenem positiv
parametrisierten Rand 9 A, wobei das Vektorfeld F : R> — R? durch F(x,y) =
(xy,x — y)T gegeben ist.

(a) Berechnen Sie dazu das Kurvenintegral 2. Art per Hand.
(b) Wenden Sie den Satz von Green an.

Aufgabe 208 Bestimmen Sie mit dem Satz von Green das geschlossene Kurvenin-

tegral
% F -ds.
Y

Dabei ist das Vektorfeld F : R> — R? durch F(x, y) = (y%, y> —x?)T gegeben und
y 1 [0,1] — R2 beschreibt den Rand des Quadrats mit Eckpunkten al = 0,2)T,
a’> = (2,0)T, a®> = (0, —2)T und a* = (—2,0)7, der in mathematisch positivem
Sinne durchlaufen wird.
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Aufgabe 209 (Sektorformel von Leibniz) Sei A C R2 ein Gebiet, dessen Rand 9 A
nur aus einer einzigen einfach geschlossenen und stiickweise glatten Kurve besteht
(Jordan-Gebiet). Beweisen Sie, dass dann fiir den Fldcheninhalt

1
22(A) = E/andy—ydx

gilt. Das Integral auf der rechten Seite der Gleichung ist eine andere Schreibweise
fiir das Kurvenintegral faA F - ds, wobei F : R?2 — RZ mit F(x, y) = (—y, x)T.

Aufgabe 210 Berechnen Sie den Fldcheninhalt der zweidimensionalen Menge
A:{(x,y)T€R2|0<x< 1, x4<y<x}

mit Hilfe der Sektorformel von Leibniz.

8.7 Rotationssatz von Stokes

Aufgabe 211 Berechnen Sie das Integral

55 F -ds,
3A

(a) indem Sie die Definition fiir Kurvenintegrale 2. Art verwenden,
(b) indem Sie den Integralsatz von Stokes verwenden.

Dabei ist das Vektorfeld F : R — R3 durch F(x,y,z) = 3y?, —x%z, y2)T
gegeben und die Fliche

A={(x,y, 0T eR |2 +y? =2z, z <2}

beschreibt ein elliptisches Paraboloid, dessen Rand d A den nach aulen weisenden
Normalenvektor der Fldache in mathematisch positivem Sinne durchlduft.

Aufgabe 212 Sei R > 0 beliebig. Bestimmen Sie mit dem Stokesschen Integralsatz
den Wert des orientierten Oberflichenintegrals

I(R) = ﬂ (rot(F), N)dS;.
AR

Dabei ist das Vektorfeld F : R? — R3 definiert als F(x, y, z) = (4y,2x, —z3)T
und Arp = Br(0) NR x R x [0, +00) ist die obere abgeschlossene Halbkugel im
R3.
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Aufgabe 213 Welche Arbeit wird verrichtet, wenn sich ein Massepunkt ldngs des
Randes der Fliache

A={(x,y,0TeR [x+y+z=1,x>0,y>0, z>0}
im Kraftfeld F : R? — R3 mit

2 2 T
Z XZ
F(x,y,2) = (x3 + —y2 N +y2, xyz)

bewegt?

8.8  GauBscher Divergenzsatz

Aufgabe 214 Berechnen Sie mit dem Satz von Gauf} das Integral

# (F,N)ds,,
24

wobei F : R3 — R3 das Vektorfeld F(x,y,2) = 2xz,xyz, —zz)T und 0A die
Oberfliche des dreidimensionalen Einheitswiirfels A = [0, 1]° ist.

Aufgabe 215 Gegeben sei das Vektorfeld F : R3 — R3 mit F(xq, x2, x3) = (x] +
X2, X3 + x3, x1 + x3)T sowie die Menge

A= {1, x,x)T eR | xf+x3 <9, 0<x3 <9—x{ —x3},

Berechnen Sie die beiden Integrale

ﬂ (F,N)dS» und /// div(F) da’
A A

und vergleichen Sie Thre Ergebnisse.

Aufgabe 216 Gegeben sei der Zylinder
A={(x,y,20TeR | x?+y2 <16, 0 <z <8).
Berechnen Sie den Fluss des Vektorfeldes F : R? — R3 mit F(x,y,z) =

(x, xy, zz)T durch die Oberfliche von A mit Hilfe des Satzes von Gauf3 (vgl.
Abb.8.2).
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Abb. 8.2 Darstellung des Zylinders A = {(x, y, 2)T € R3 | x2 4+ y2 <16, 0 <z <38}

Aufgabe 217 Seien a, b, ¢ > 0 beliebig. Berechnen Sie das Integral

I(a,b,C)=ﬂ (F,N)d$z,
dE(a,b,c)

wobei dE (a, b, c¢) die Oberfliche des Ellipsoiden

pabo=furore® (3)+(5)+(5) 1)

mit Halbachsen a, b, ¢ bezeichnet und das Vektorfeld F : R3 — R3? durch
F(x,y,z) = (x,y,2)T gegeben ist, direkt beziehungsweise unter Zuhilfenahme
des Gaufischen Divergenzsatzes.
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Gewohnliche Differentialgleichungen 9

Dieses Kapitel bietet der Leserin beziehungsweise dem Leser dieses Buches einen
kleinen Einblick in das Gebiet der gewohnlichen Differentialgleichungen. Anhand
von 12 Aufgaben konnen elementare Losungsmethoden fiir autonome, separable
und lineare Differentialgleichungen erster Ordnung bewiesen und geiibt werden.
Dem Existenzsatz von Picard-Lindelof und dem dazugehorigen Iterationsverfahren
zur sukzessiven Berechnung der Losung eines Anfangswertproblems sind dabei ein
eigener Abschnitt mit interessanten Aufgaben gewidmet.

9.1 Klassische Losungsmethoden

Aufgabe 218 (Logistische Differentialgleichung) Zeigen Sie, dass die Funktion y :
R — R mit

)’(x) -
b 1 b —ax
a (yo a) ©

eine Losung der logistischen Differentialgleichung
Y (x) = ay(x) —by*(x), x € R,  y(0) = yo

ist, wobei a, b, yg € R Konstanten mit a, b, yp > 0 und @ > by sind.

Aufgabe 219 Geben Sie eine Differentialgleichung an, die von der Funktion y :
R — R mit y(x) = arctan(sin(x)) gelost wird.

Aufgabe 220 (Existenzsatz fiir autonome Differentialgleichung) Beweisen Sie den
folgenden Existenzsatz: Sind f : [a, b] — R eine stetige Funktion sowie xq € [a, b]
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und yp € R beliebig, so besitzt das Anfangswertproblem

Y'(x) = f(x), x €la,bl,  y(x0) = yo

die eindeutige Losung y : [a, b] — R mit
X
yo =+ [ s,
X0

Aufgabe 221 (Trennung der Variablen) Bestimmen Sie alle Losungen der folgen-
den Differentialgleichungen und Anfangswertprobleme mit Hilfe von Trennung der
Variablen (Separationsmethode):

@ ¥y =y0)/(1+x7),x R, y(1) =2, ) Y(x)—yx) =0,x eR, y(0) =2,

© yx)=1-y2(x), (d) y'(x) = xy?(x) +x.

Zeigen Sie mit dem Satz iiber die Trennung der Variablen, dass das Anfangswert-
problem in (a) eine eindeutige Losung besitzt.

Aufgabe 222 (Modellierung einer Differentialgleichung) Ein Tank enthalte 1000 L
Wasser, in denen 80kg Salz gelost sind. Jede Minute werden genau 8 L Frischwasser
(ohne gelostes Salz) in den Tank gepumpt, die sich gleichmifBig mit dem im Tank
befindlichen Wasser vermischen. Gleichzeitig werden jede Minute 5L des Wassers
im Tank abgelassen.

(a) Wie viel Kilogramm Salz sind nach drei Stunden im Wasser gelost?
(b) Wann hat sich der Salzgehalt im Tank halbiert (vgl. Abb.9.1)?

84/min _I

Frischwasser- =
zulauf

Salzwasser = 54/min
_
I—' Ablauf

Abb.9.1 Schematische Darstellung des Wassertanks mit Zu- und Ablauf
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Aufgabe 223 (Existenzsatz fiir homogene Differentialgleichung)

(a) Beweisen Sie den folgenden Existenzsatz fiir homogene Differentialgleichun-
gen: Seien J C R ein Intervall und f : J — R eine stetige Funktion. Sind
weiter xo € R\ {0} und yo € R so, dass yo/xo € J und f(yo/x0) # Yo/Xo
gelten, dann besitzt das Anfangswertproblem

y@x) =f (@) ,xel,  y(xo) = yo, 9.1

auf einem geeigneten Intervall / € R\ {0} mit xo € I eine eindeutige Losung
¢ : I — R. Zudem gilt p(x) = x¢(x) fiir x € I, wobei ¢ : I — R die Losung
des Anfangswertproblems

xel, zxp) =2 9.2)
X0

o () —z)
) =

mit separierten Variablen ist. Umgekehrt erzeugt jede Losung ¢ : I — R von
Problem (9.1) durch ¢ : I — R mit ¢(x) = ¢(x)/x auch eine Losung von
Problem (9.2).

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe des Resultats aus Teil (a) dieser Aufgabe die eindeutige
Losung des Anfangswertproblems

y(x) = @—i—exp (—@) x e R\ {0}, y()=0.

Aufgabe 224 (Substitutionsmethode) Bestimmen Sie mit Hilfe einer geeigneten
Substitution eine Losung der folgenden Differentialgleichungen:

(@ y'(x) = (1 +x+yx)?, (b) 2y'(X)y(x) = y*(x) +x — L.

Aufgabe 225 (Variation der Konstanten) Bestimmen Sie die Losungen der folgen-
den linearen Differentialgleichung beziehungsweise Anfangswertproblems mit Hilfe
der Methode der Variation der Konstanten (Superpositionsprinzip):

@) y'(x)+2y(x) =e ", x € R, y(0) =4, (b) y'(x) + y(x)/x = cos(x).

Aufgabe 226 Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung
2x93(x) +3x2y%(x0)y' (x) =0, x € R

exaktistund y(x) = cx~2/3 fiir x € R, wobei ¢ € R fest ist, eine Losung ist.
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9.2 Satz von Picard-Lindel6f

Aufgabe 227 (Picard-Lindel6f) Beweisen Sie mit dem Satz von Picard-Lindelof
(globale Version), dass das Anfangswertproblem

sin(cos(1 4+ y(x)))

/
=1
v =1+ 14 x?

,x€[0,2],  y()=0
eine eindeutige Losung besitzt.

Aufgabe 228 Zeigen Sie mit Hilfe von Trennung der Variablen, dass das Anfangs-
wertproblem

y/(x)z |y(~x)|7 XGR, }’(0)=0

keine eindeutige Losung besitzt. Diskutieren Sie, warum dies kein Widerspruch zum
Satz von Picard-Lindelof darstellt.

Aufgabe 229 (Picard-Lindelofsches Iterationsverfahren) Sei A > 0 beliebig
gewdhlt. Bestimmen Sie die ersten drei Schritte des Picard-Lindel6fschen Iterati-
onsverfahrens (Picard-Iteration) fiir das Anfangswertproblem

Y (x) = Axy(x), x € [—1,1], y(0) = 1.

Ermitteln Sie damit die eindeutige Losung des obigen Anfangswertproblems.
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Losungshinweise Eindimensionale 1 0
Integralrechnung

Losungshinweis Aufgabe 1 Nutzen Sie fiir diese Aufgabe die folgende Regel [2,
5.4 Satz] der partiellen Integration: Sind f, g : [a, b] — R stetig differenzierbare
Funktionen, dann gilt

b b b
/f/(X)g(X)dx:f(X)g(X) —/ fg' (x) dx.

(a) Setzen Sie f'(x) = cos(rrx) und g(x) = x fiir x € [0, 1].

(b) Setzen Sie f/(x) = 1/x und g(x) = In(x) fiir x > 0.

(c) Das Integral lésst sich ohne partielle Integration bestimmen. Beachten Sie, dass
der Arkussinus eine ungerade Funktion ist, das heif3t, fiir alle x € [—1, 1] gilt
arcsin(x) = — arcsin(—x). Verwenden Sie also die Substitution (vgl. auch Auf-
gabe 2) y(x) = —x fiirx € [—1, 1] mit dy = — dx und zeigen Sie damit, dass
der Wert des Integrals Null ist.

(d) Integrieren Sie zweimal partiell. Beachten Sie dabei, dass das gesuchte Integral
einmal auf der linken und rechten Seite auftaucht.

Losungshinweis Aufgabe 2 Verwenden Sie fiir diese Aufgabe die folgende [2, 5.1
Theorem] Substitutionsregel: Sind / € R ein Intervall, f : I — R eine stetige
Funktion sowie ¢ : [a, b] — [ stetig differenzierbar, so gilt

@(b)

b
/ flo(x) ¢'(x)dx = /() f(y)dy.
a (a
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Mit Hilfe von Differentialen kann man die Substitutionsregel aber auch wie folgt

schreiben:
b @)
/ fosadsv:f fdy.
a p(a)

(a) Verwenden Sie die Substitution y(x) = 9 — x3 fiir x < +/9 mit dy = —3x2dx.

(b) Substituieren Sie zunéchst y(x) = x + 2 fiir x € R mit dy = dx. Zerlegen
Sie dann das resultierende Integral in zwei Integrale. Beachten Sie dabei, dass
(y — 2)y?% = y1000 _ 2199 fiir y € R gilt.

(c) Substituieren Sie den Radikanden des Wurzelausdrucks im Zihler.

(d) Berechnen Sie zuerst die Ableitung des Tangens und finden Sie damit eine geeig-
nete Substitution.

Losungshinweis Aufgabe 3

(a) Verwenden Sie den Ansatz

1 _ A n B
2—-1 x—-1 x+1

und bestimmen Sie dann die zundchst unbekannten Parameter A, B € R, indem
Sie die beiden Briiche der rechten Seite auf den Nenner der linken Seite bringen
und einen Koeffizientenvergleich machen.

(b) Machen Sie (mit Begriindung) den Ansatz

1 4+ x + x2 A B C

x—=1)3 _x—1+(x—1)2+(x—1)3

und bestimmen Sie dann die unbekannten Parameter A, B, C € R mit einem
Koeffizientenvergleich (lineares Gleichungssystem aufstellen).
(c) Uberlegen Sie sich, dass Sie einen Ansatz der Form

1—3x? _Ax+B CxtD
G2+ DE2+3) 7 x2+1 x2 43"

machen miissen und bestimmen Sie dann A, B, C, D € R. Das bei der Integra-
tion auftretende Integral

1 1 1
fx2+3dx:§/(x/ﬁ)2+1dx

lisst sich beispielsweise mit der Substitution y(x) = x/+/3 fiir x € R mit
dy = 1/+/3 dx berechnen.
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(d) Verwenden Sie (mit Begriindung) den Ansatz

1+x+2x2_Ax+B Cx+D
x24+D2 X241 @x241)2

und bestimmen Sie dann die Parameter A, B, C, D € R mit Hilfe eines linearen
Gleichungssystems (Koeffizientenvergleich). Verwenden Sie fiir die Berechnung
der Stammfunktion der gebrochenrationalen Funktion geschickt

x—1 d _/ X d / 1 d
Cr2 T @r Y T et

Losungshinweis Aufgabe 4

(a) Beachten Sie, dass es sich bei 1 und e® lediglich um Konstanten handelt.
(b) Schreiben Sie zunéchst

1 1 1
/ /X +sin(2x) dx = / Jxdx + / sin(2x) dx.
0 0 0

Verwenden Sie fiir das zweite Integral die Substitution y(x) = 2x fiir x € [0, 1]
mit dy = 2dx.

(c) Substituieren Sie den natiirlichen Logarithmus.

(d) Berechnen Sie das Integral mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung (vgl. Aufgabe
3). Machen Sie dazu (mit Begriindung) den Ansatz

2x2+x+3_A+ B C

3—x T x x—-1 x+1

und bestimmen Sie dann die drei unbekannten Koeffizienten A, B, C € R mit
einem Koeffizientenvergleich.

(e) Verwenden Sie die Substitution y(x) = /x fiir x € [1,3] mit dy =
1/(2/x) dx.

(f) Verifizieren Sie kurz

1 1 4 1
2—x+1 (x—1/22+43/4 3 (2x—1)//32+1

fiir x € R und verwenden Sie dann die rechte Seite um sich eine geeignete
Substitution zu iiberlegen. Alternativ konnen Sie aber auch das Resultat aus [3,
Aufgabe 201] verwenden.

Losungshinweis Aufgabe 5 Das Integral lidsst sich mit einem kleinen Trick berech-
nen. Die Idee ist es dieses mit Hilfe von zwei Funktionen F und G umzuschreiben
und dann verschiedene Darstellungen und Beziehungen dieser herzuleiten. Gehen
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Sie also bei der Losung dieser Aufgabe wie folgt vor: Betrachten Sie zunéchst die
Funktionen F, G : (0, +00) — R mit

+0o0 1 +oo 1
FO) = d d GO)= L —
@) /o Gt +mieyy @ /o G+ N2 +x2)

Finden Sie dann eine geeignete Substitution, um fiir jedes A > 0

+o0 ey
F(\) = d 10.1
* /—oo e+ {ao-h

nachzuweisen. Schreiben Sie dann

F(A)_/W A+e” q _/+°° A q
T G 1) Y T ) Gren@ayd)

und berechnen Sie das erste Integral auf der rechten Seite. Folgern Sie damit
FA) =1-AGQ).

Zeigen Sie schlieBlich mit der Substitution z(y) = —y fiiry € Rmit dz = —dy im
Ausdruck (10.1) fiir A > 0 die Gleichung

FQO) = ! G !
= 7 )
Folgern Sie zum Schluss mit Hilfe der beiden obigen Gleichungen F (1) = G(1) =
1/2.

Losungshinweis Aufgabe 6

(a) Verwenden Sie den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.
(b) Schreiben Sie fiir x, y > 0

1 Y1
In(x) + In(y) = / n dr +/ " dr
1 1

und substituieren Sie dann im zweiten Integral s (#) = x¢ fiirr > 1 mit ds = x dz.
Nutzen Sie die gleiche Substitution um die zweite Identitit zu beweisen.

Losungshinweis Aufgabe 7

(a) Uberlegen Sie sich, in welchen Bereichen die Funktion f : R — R mit f(x) =
x2 4 2x — 1 positiv beziehungsweise negativ ist um das Integral geschickt zu
zerlegen und den Betrag entsprechend umzuschreiben. Verwenden Sie dann das
Minorantenkriterium um nachzuweisen, dass das Ausgangsintegral divergiert.
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(b) Das Integral ist gemédll dem Majorantenkriterium konvergent. Verifizieren Sie
dazu fiir jedes x € R mit x > 2 die Ungleichung

1 1
< .
2x24+5x+2 ~ 2(x2+1)

Losungshinweis Aufgabe 8 Betrachten Sie fiir p € R\ {0} das Integral

+00 1
1 = ——dx.
() /0 xP + Yx *

Untersuchen Sie dann die folgenden vier Fille : (a) p < 0, (b) p € (0, 1), (¢)
p = lund (d) p > 1. Zeigen Sie dann mit dem Minoranten- bezichungsweise
Majorantenkriterium fiir Integrale, dass / (p) genau dann konvergent ist, wenn p > 1
gilt.

Losungshinweis Aufgabe 9 Fiihren Sie zunéchst die Hilfsfunktionen g, 4 : R — R
mit g(x) = 2 + sin?(x) und A(x) = exp(x?) sowie f : R? — R mit f(x,y) =
In(1+x2y?) ein und berechnen Sie dann mit der Leibnizregel fiir Parameterintegrale
(vgl. die Losung von Aufgabe 144)

h(x)
F'(x) = f(x, h(x)h'(x) — f(x, g(x))g' (x) +/ Oy f(x,1)ds

g(x)

fir x € R.
Losungshinweis Aufgabe 10 Betrachten Sie die Funktion F : R — R mit

sin(x) d
X

+00
F(\) = / exp(—Ax)
0

X

und gehen Sie dann wie folgt vor:

(a) Zeigen Sie zunichst mit der Leibnizregel fiir Parameterintegrale

+00
F'()) = —/ exp(—Ax) sin(x) dx
0

fir 2 € R.
(b) Beweisen Sie mit Hilfe von partieller Integration

— / exp(—Ax) sin(x) dx = Tl)@ exp(—Ax) (A sin(x) + cos(x)) + ¢,
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wobei ¢ € R eine beliebige Integrationskonstante ist, und folgern Sie damit

+00 1

IAZ exp(—Ax) (XA sin(x) + cos(x)) =—

F'()\) = —
@) 0 3

fiir alle A € R.
(c) Zeigen Sie schlieBlich mit dem Ergebnis aus Teil (b), dass F (1) = — arctan(X) +
c fiir A € R gilt und folgern Sie ¢ = /2. Berechnen Sie dann F(0).

Losungshinweis Aufgabe 11 Untersuchen Sie das Parameterintegral F : R — R
mit
1
In(1 + X
F(O) = / Ind +2x)
0 1+ x2

und gehen Sie dann wie folgt vor:

(a) Zeigen Sie zunichst (Leibnizregel fiir Parameterintegrale verwenden)

! 1 X
”)—fo (ESCIETa

fir 2 € R.
(b) Berechnen Sie dann mit einer Partialbruchzerlegung das Integral auf der rechten
Seite. Verwenden Sie dazu den Ansatz (vgl. die Losung von Aufgabe 3 (c))

X _ A +Bx—|—C
I+ +x2)  14+rx 1422

Ermitteln Sie dann die unbekannten Koeffizienten A, B, C € R mit einem Koef-
fizientenvergleich. Bei der Berechnung des Integrals (logarithmisches Integral,
[3, Aufgabe 194 (g)])

1 /1 x /
dx =
1422 Jyg 14+x2 2(1+/\2) 1+ x2

sollten Sie sich iiberlegen, in welchem Verhéltnis Nenner und Zihler des Inte-
granden stehen und damit eine geeignete Substitution finden.
(c) Beweisen Sie abschlieend

Fo _/‘)‘2]n(2)+)m' _In(1+0)
= 0o 41+1?) 1+12
*In(1 4 x)

arctan(A) + — lnl—}—)\2 —/ ———dx
() a4 - |55

In(2)

fiir . € R und berechnen Sie dann den Integralwert F(1).
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Losungshinweis Aufgabe 12 Betrachten Sie das Parameterintegral F : R — R
mit

+00
F(x) = / exp(—tz) cos(2xt) dt.
0

Gehen Sie dann wie folgt vor:

(a) Zeigen Sie mit der Leibnizregel fiir Parameterintegrale F’'(x) = —2x F(x) fiir
x e R

(b) Berechnen Sie dann eine allgemeine Losung der obigen Differentialgleichung.

(c) Verwenden Sie anschlieend das Resultat aus Aufgabe 196 um die Darstellung
F(x) = /7 /2 exp(—x?) fiir x € R zu beweisen.

Losungshinweis Aufgabe 13 Betrachten Sie zunichst die drei Funktionen f :
0, 400) x (—1,1) > R, g: (0, +00) - Rund F : (0, +00) — R mit

FO.x) = SR (A)—\/l—i und m)—/l arctan(y) 4
BEEEE R 1 ey VT2

Gehen Sie dann bei der Losung dieser Aufgabe wie folgt vor:

(a) Beweisen Sie fiir alle A > 0 mit der Leibnizregel fiir Parameterintegrale

1 X arctan (VA% — 1)
F'()) = / dx — .
e (1 4+ A2x2)/1 — x2 Az —1

(b) Betrachten Sie dann die Funktion G : (0, +00) — R mit

1
X
G = f dx
e (1 4+ A2x2)4/1 — x2

und zeigen Sie mit einer geeigneten Substitution (!) und einer Partialbruchzer-
legung (!!), dass

1

% 1 1 V2141

G(x)gf . E—— In tif
o M=y +1 222+ 1 MAZE1-1

fiir alle A > 0O gilt.
(c) Beweisen Sie dann mit dem Trick in der Losung von Aufgabe 1 (b)

1 VAZ+1+1
/G(k)dk:——lnz Al s
8 VAZ+1-1
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und

/ arctan (vA2 — 1)
AVAZ =1

fiir eine Integrationskonstante ¢ € R.
(d) Setzen Sie die Ergebnisse der vorherigen Schritte zusammen und folgern Sie

dr = %arctanz( A2—1)+c

1 2+ 1+1 1 72
FA) = ——In? | ————— | — —arctan® (VA2 — 1) + —
8 VAZ+1-1 2 ( ) 8

um schlieflich F (1) zu berechnen.
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Losungshinweise Metrische Raume 1 1

Losungshinweis Aufgabe 14

(a) Die Definitionen der Manhattan-Metrik, Maximum-Metrik und Euklidischen
Metrik sind in der Aufgabe gegeben.

(b) Zeichnen Sie zuerst die beiden Punkte x = (1, )T und y = (4,3)T in ein
gemeinsames Koordinatensystem und iiberlegen Sie sich dann, wie sich die drei
Metriken geometrisch interpretieren lassen.

Losungshinweis Aufgabe 15 Zeigen Sie, dass die Funktion d : R x R — R mit
d(x, y) = arctan(|x — y|) den folgenden drei Axiomen geniigt: positive Definitheit,
Symmetrie und Dreiecksungleichung. Fiir den Nachweis der Dreiecksungleichung
konnen Sie (ohne Beweis) verwenden, dass der Arkustangens monoton wachsend
und subadditiv ist. Die Subadditivitit bedeutet gerade

arctan(x + y) < arctan(x) + arctan(y)
fiir alle x, y € R.

Losungshinweis Aufgabe 16 Gehen Sie ihnlich wie in Aufgabe 15 vor. Uberlegen
Sie sich dazu, dass die Eisenbahnmetrik d : V x V — Rmitd(x, y) = ||[x — y|lv
fallses A € Cmit x = Ay gibtund d(x, y) = |lx||lv + ||y|lv sonst den drei Metrik-
Axiomen geniigt. Der Nachweis der positiven Definitheit und der Symmetrie ist dabei
nicht sonderlich schwer und ergibt sich aus den Eigenschaften der Norm || - ||y :
V — R. Betrachten Sie fiir die Dreiecksungleichung drei Elemente x, y, z € V und
unterscheiden Sie die folgenden Fille:
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() Die drei Vektoren sind linear abhingig, das heif3t, es gibt komplexe Zahlen
A, €Cmitx =LAy = uz.

(B) Die Vektoren x und z sind linear abhingig, wihrend y linear unabhingig zu
beiden Vektoren ist.

(y) Die Vektoren x und y sind linear abhingig, wihrend z linear unabhingig zu
beiden Vektoren ist.

(6) Die Vektoren y und z sind linear abhingig. Der dritte Vektor x ist zu diesen
linear unabhéngig.

(¢) Diedrei Vektoren sind paarweise zueinander linear unabhingig.

Beachten Sie, dass im Fall («) gerade d(x, z) = ||x — z||v gilt widhrend im Fall (¢)
— hier sind x und z linear unabhingig — d(x, z) = ||x||v + |Iz|lv gilt.

Losungshinweis Aufgabe 17

(a) Die Funktion d’ : R? x R? — R mit d’(x, y) = |x1 — yi1||x2 — y2| definiert
keine Metrik. Uberlegen Sie sich dazu, ob d’ positiv definit ist (oder der Drei-
ecksungleichung geniigt).

(b) Bei der Funktion d : R?2 x RZ — R handelt es sich um eine Metrik. Verwenden
Sie bei den Beweisen der drei Metrik-Axiome, dass p : R x R — R mit
p(x,y) = |x — y| (Standardmetrik) eine Metrik auf R ist. Uberlegen Sie sich fiir
den Nachweis der Dreiecksungleichung, dass die Funktion ¢ : [0, +00) — R
mit ¢(¢) = t/(1 + t) monoton wachsend ist [3, Aufgabe 147]. Zeigen Sie damit
firalle x, y, z € R? zunichst

d(x.2) < |x1 — yil + |y1 — z1l |x2 — y2l + |y2 — 22|
T M+ =yl — il T4l — vl + 1y — 22

und zerlegen Sie dann die rechte Seite der obigen Ungleichung in vier Briiche,
die Sie jeweils weiter geschickt abschitzen konnen.

Losungshinweis Aufgabe 18 Unterscheiden Sie bei Ihren Untersuchungen die bei-
den folgenden Fille: (a) Die Menge M besteht aus genau einem Element. (b) Die
Menge M besteht aus mindestens zwei Elementen. Weisen Sie im Fall (a) nach, dass
die Funktion D : M’ x M’ — R konstant Null und somit insbesondere eine Metrik
ist. Uberlegen Sie sich im anderen Fall durch ein geeignetes Gegenbeispiel, dass die
Funktion D nicht positiv definit und damit keine Metrik ist.

Loésungshinweis Aufgabe 19 Eine Metrik (Hamming-Abstand)d : M x M — R
lisst sich beispielsweise fiir zwei Vektoren x, y € R? wie folgt definieren: Der Wert
d(x, y) steht fiir die Anzahl unterschiedlicher Komponenten der Vektoren x und y.
Zum Beispiel gilt im R3 gerade d(x,y) = 1 firx = (1,2,3)Tund y = (1,2, 4)T,
da der dritte Eintrag der beiden Vektoren unterschiedlich ist.
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Losungshinweis Aufgabe 20 Betrachten Sie eine beliebige konvergente Folge
(xn)n € M und bezeichnen Sie den Grenzwert mit x € M. Uberlegen Sie sich
dann, dass

d(xp, Xm) < d(xp, x) +dxm, x)
fiir alle m, n € N gilt und argumentieren Sie geschickt.

Losungshinweis Aufgabe 21 Bezeichnen Sie die (vermeintlich verschiedenen)
Grenzwerte einer Folge (x,), € M mit x und y. Uberlegen Sie sich dann mit
Hilfe der Ungleichung

d(x,y) = d(xp, x) +d(xn, y),

dass die rechte und damit auch die linke Seite beliebig klein gemacht werden kann
und folgern Sie schlieBlich x = y.

Losungshinweis Aufgabe 22 Zeigen Sie, dass (x,), mit x,, = arctan(n) eine
Cauchy-Folge beziiglich der Standardmetrik p : R x R — R mit p(x, y) = |x — y|
ist. Beweisen Sie, dass die Folge jedoch nicht beziiglich der gegebenen Metrik
d konvergiert. Verwenden Sie dazu geschickt, dass es keine Zahl x € R mit
arctan(x) = /2 gibt.

Losungshinweis Aufgabe 23 Betrachten Sie eine beliebige Cauchy-Folge (f;,), €
B(A, M) beziiglich der Metrik d,. Wihlen Sie dann x € A und begriinden Sie
kurz, dass (f,,(x)), € M eine Cauchy-Folge beziiglich der Metrik d ist. Verwenden
Sie dann die Vollstdndigkeit von (M, d) um zu beweisen, dass die Folge beziiglich
d gegen ein Element f(x) € M konvergiert. Konstruieren Sie damit eine Funktion
f € B(A, M) vonder Sie beweisen, dass sie der Grenzwert der Folge ( f,,),, beziiglich
doo ist.

Losungshinweis Aufgabe 24 Der Beweis der Aussage ist nicht sonderlich kompli-
ziert. Beachten Sie lediglich, dass B.(x) = {y € M | d(x, y) < ¢} die offene Kugel
um x € M mit Radius ¢ > 0 bezeichnet und die Metrik d : M x M — R eine
symmetrische Funktion ist.

Losungshinweis Aufgabe 25 Beweisen Sie die Hausdorff-Eigenschaft des metri-
schen Raums (M, d), indem Sie zu beliebig gewihlten Punkten x, y € M mitx # y
zwei disjunkte Kugeln um x und y konstruieren.
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Losungshinweis Aufgabe 26

(a) Begriinden Sie kurz, dass die Funktion d : M x M — R positiv definit und
symmetrisch ist. Beweisen Sie dann die Dreiecksungleichung mit einem Wider-
spruchsbeweis. Nehmen Sie dazu an, es wiirde Elemente x, y, z € M mit

d(x,z) >d(x,y)+d(y,z)

geben. Zeigen Sie dann, dass weder x = z noch x # z moglich ist.

(b) Untersuchen Sie getrennt die Fille r € (0, 1) und r > 1. Beachten Sie dabei,
dass die Funktion d lediglich die Werte 0 und 1 annimmt.

(c) Verwenden Sie fiir den Beweis, dass wegen Teil (b) gerade B, (x) = {x} fiir alle
x € Mund ¢ € (0, 1) gilt.

(d) Unterscheiden Sie bei der Berechnung von dist(x, A) = inf,c4 d(x, y) die Fille
x € Aund x € M \ A. Beachten Sie dabei erneut, dass die diskrete Metrik nach
Definition lediglich die beiden Werte 0 und 1 annimmt.

(e) Betrachten Sie eine beliebige Cauchy-Folge (x,), € M, das heif}t, zu jedem
& > 0 gibt es einen Index N € N mit d(x,, x,,) < ¢ fiir alle n,m > N.
Untersuchen Sie dann speziell ¢ = 1/2 und folgern Sie damit die Vollstindigkeit
von (M, d).

(f) Beweisen Sie zunichst kurz, dass in dem metrischen Raum (M, d) eine Folge
(x,)n genau dann konvergent ist, wenn diese ab einem gewissen Index konstant
ist. Folgern Sie damit, dass lediglich die Folge (z,), beziiglich der Metrik d
konvergiert.

(g) Eine Abbildung f : M — M’ heiBt in einem Punkt xo € M stetig, wenn es zu
jedem ¢ > 0 eine Zahl § > 0 so gibt, dass fiir alle x € M mit d(x, x9) < §
gerade d'(f (x), f(x0)) < e folgt. Fiihren Sie einen Epsilon-Delta-Beweis mit
& > 0 beliebig und § = 1/2. Uberlegen Sie sich dabei, was diese spezielle Wahl
von § bewirkt.

Losungshinweis Aufgabe 27 Uberlegen Sie sich, dass die Menge A, (xo) das Kom-
plement einer abgeschlossenen Menge ist.

Losungshinweis Aufgabe 28 Betrachten Sie eine endliche Menge A = {x1, ..., x,}
mitn € Nund xq, ..., x, € M. Schreiben Sie dann A als Vereinigung der endlich
vielen abgeschlossenen Mengen {x;} fiir j € {1,...,n} und argumentieren Sie
geschickt.

Losungshinweis Aufgabe 29 Beachten Sie, dass das Innere einer Menge stets offen
und der Abschluss einer Menge stets abgeschlossen ist. Verwenden Sie fiir Teil (d),
dass Q dicht in R liegt.

Losungshinweis Aufgabe 30

(a) Beachten Sie, dass (0, 1) x [0, 1] = {(x1, x2)T € R2 | x; € (0, 1), x3 € [0, 1]}
gilt.
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(b) Geben Sie eine offene Kugel B, (@b mit geeignetem Radius ¢ > 0 an, die
B.(a") N A = {a'} erfiillt.

(c) Uberlegen Sie sich, dass jeder Punkt in [0, 1] x [0, 1] ein Hiufungspunkt von A
ist. Begriinden Sie dazu, dass in jeder Umgebung eines Punktes x € [0, 1]x[0, 1]
mindestens ein weiterer von x verschiedener Punkt der Menge A liegt.

(d) Verifizieren Sie

9A = [(x1,x2)T € A | x1 € {0, 1} oder x € {0, 1}} U {a'}.

(e) Beachten Sie, dass der Abschluss AvonAalsA = AUJA = AUA’ definiert ist,
wobei dA den Rand von A und A’ die Menge aller Hiufungspunkte bezeichnet.
(f) Zeigen Sie int(A) = (0, 1) x (0, 1).

Losungshinweis Aufgabe 31

(a) Uberlegen Sie sich zunichst kurz, warum Sie ohne Einschrinkung annehmen
konnen, dass die Mengen A, B und A N B sowie deren Inneres nichtleer sind.
Wihlen Sie dann x € int(A N B) beliebig und verwenden Sie die Definition des
Inneren um x € int(A)Nint(B) zu zeigen. Folgern Sie die umgekehrte Inklusion
int(A) Nint(B) C int(A N B) auf dhnliche Weise.

(b) Die verallgemeinerte Gleichung gilt im Allgemeinen nicht. Betrachten Sie dazu
M = R, ausgestattet mit der iiblichen Betragsmetrik, sowie A,, = [—1/n, 1/n]
firn € N.

Losungshinweis Aufgabe 32

(a) Verwenden Sie die Definition [5, Abschn. 1.3]

A= () ¢
ACCTM
C abgeschlossen

und argumentieren Sie geschickt.
(b) Verwenden Sie das Ergebnis aus Teil (a) dieser Aufgabe.
(c) Verifizieren Sie die Gleichungskette

A= (ANint(A)) U (A4 \int(A)) = int(A) UJA
=AU(A\int(A) C AU (A \int(A) = A

und begriinden Sie, dass daraus bereits die Behauptung folgt.



®

Check for
updates

Losungshinweise Banachrdaume und 1 2
Hilbertraume

Losungshinweis Aufgabe 33

(a) Beachten Sie, dass die Addition/Subtraktion und skalare Multiplikation im R3
komponentenweise erfolgt, das heifit, fiir zwei Vektoren x,y € R3und 1 € R
gelten

xExy=@ £yLx2xy,x3£y)T  und  Ax = (Axy, Axo, Ax3)T.

(b) Das Kreuzprodukt (Vektorprodukt) x x y der Vektoren x, y € RR3 ist definiert

als
X2y3 — X3)2
X Xy =|X3y1 —X1Y3
X1y2 — X2)1

Das Euklidische Skalarprodukt ist definiert als (x, y) = x;y; + x2y2 + x3y3.
Andere Schreibweisen fiir das Skalarprodukt sind beispielsweise x Ty oder x - y.

(c) Fiir einen beliebigen Vektor x € R3 sind die Betragssummennorm, die Euklidi-
sche Norm und die Maximumsnorm definiert als

3
Ixlh =Y Ixjl. lxl2 =
j=1

= max |Xj]|.
151‘53' il
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Losungshinweis Aufgabe 34 Zeigen Sie zunichst mit einer kleinen Rechnung

EWI(O) = {x eR*|xj+x <1, —xi+x<1l,x1—x<1, —x;—x2 < 1},
By0) = [x e B2 |2} + 23 < 1},
By 1) = (-1, 172

Uberlegen Sie sich dann, dass es sich bei der Einheitskugel Ewl (0) um ein rotiertes

Quadrat, bei §¥ I (0) um die Einheitskreisscheibe und bei Eq'”w (0) um ein Quadrat
mit Seitenlidnge 2 handelt.

Losungshinweis Aufgabe 35 Beweisen Sie, dass die Funktion || - ||; : RY — R mit
x|l = Z?:] |x ;| den folgenden drei Norm-Axiomen geniigt: Definitheit, absolute
Homogenitit und Dreiecksungleichung. Verwenden Sie fiir den Nachweis der drei
Axiome, dass der Betrag | - | eine Norm auf R definiert und damit gerade den obigen
Axiomen geniigt.

Losungshinweis Aufgabe 36 Uberlegen Sie sich zuniichst, dass jede lineare Abbil-
dung A : V — W das Nullelement aus V auf das in W abbildet, das heif}t, es gilt
A(Oy) = Ow. Weisen Sie dann nach, dass die Graphennorm den Axiomen Defi-
nitheit, absolute Homogenitit und Dreiecksungleichung geniigt. Dabei miissen Sie
lediglich beachten, dass || - ||y und || - ||w Normen in V beziehungsweise W sind
und deren Eigenschaften geschickt verwenden.

Losungshinweis Aufgabe 37 Aus der Analysis I wissen Sie bereits, dass
C([a,b],R) = {f : [a,b] — R | f iststetig} ein linearer Raum (Vektorraum)
ist. Sie miissen daher lediglich beweisen, dass die Funktion

- lloc: C([a,b],R) = R mit  [[fllec = sup |f(x)]

x€la,b]

eine Norm in C([a, b], R) definiert. Argumentieren Sie dabei fiir den Nachweis der
Definitheit indirekt und verwenden Sie fiir das zweite Axiom lediglich Eigenschaften
des Supremums. Zum Beweis der Dreiecksungleichung sollten Sie kurz begriinden,
warum fiir zwei Funktionen f, g € C([a, b], R) stets

[f() 4+ 8@ =1 flloo + I8 lloe

fiir alle x € [a, b] gilt und in der obigen Ungleichung zum Supremum {iber alle
Elemente in [a, b] libergehen. Beachten Sie, dass fiir jede Konstante ¢ € R gerade

SUPyefq.p1 € = C gilt.

Losungshinweis Aufgabe 38 Wihlen Sie x € RY beliebig und bezeichnen Sie
mitm € {1,...,d} den im Betrag grofiten Index, das heiit, es gilt ||x|lcc = |Xm].
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Uberlegen Sie sich damit, dass

d
1
(Ix1Z)? < | bxml? + > 1xj17
j=1
j#m

gilt und folgern Sie weiter ||x|lc < [x|lp. Zum Nachweis der zweiten Unglei-
chung konnen Sie die fiir jedes j € {1, ..., d} giiltige Ungleichung |x;| < [Ix]lc
(mit Begriindung) nutzen. Sollten Sie beim Beweis der Ungleichungen Probleme
haben, konnen Sie zundchst versuchen diese fiir beispielsweise d = 5 und x =
(—1,0, —6,5, 1)T nachzuvollziehen.

Losungshinweis Aufgabe 39 Uberlegen Sie sich, dass die Aussage direkt aus Auf-
gabe 38 und dem Sandwich-Kriterium fiir Folgen [3, Aufgabe 38] folgt. Alternativ
kénnen Sie aber auch fiir x € R? \ {0} mit Begriindung die Gleichungen

1 1
P P

d
. . . lx; 1P
lim xl, = lim | |x|”] =lxle lim >
p—>+00 p—>+00 3 p—>+00 =
J= J=

= [xlleo
p
llx1l00

nachvollziehen. Begriinden Sie dabei insbesondere den letzten Schritt detailliert.

Losungshinweis Aufgabe 40 Betrachten Sie fiir jedes n € N die stetige Funktion
fn [0, 1] > R mit

2nx
1+ n2x2°

Su(x) =

Weisen Sie dann mit einer kleinen Rechnung || f,loo = 1 und || ||+« = In(1 +n2)/n
nach. Nehmen Sie weiter an, es wiirde eine Zahl C > 0 mit || f;; ||oco < C|| full fiir

alle n € N geben und fiihren Sie dies zum Widerspruch, indem Sie auf beiden Seiten
zum Grenzwert n — 400 iibergehen.

Losungshinweis Aufgabe 41 Zeigen Sie, dass fiir zwei konvergente Folgen (x,,),,
(yn)n € V mitlim, x, = x und lim, y, = y fiirallen € N

lxn +yn — x+ Vv < llxw —xllv + llyn — yllv

gilt und argumentieren Sie dann geschickt.

Losungshinweis Aufgabe 42 Betrachten Sie eine beliebige d-dimensionale
Cauchy-Folge (x"),, in C¢ beziiglich der Maximumsnorm || - || s mit x* = (6
x)))T, das heiBt, zu jedem & > O gibt es eine natiirliche Zahl N € N mit

max |x; —x'| <e¢
1<k<d
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fiir alle m, n > N. Folgern Sie, dass damit insbesondere auch jede Komponenten-
folge (x;.’)n eine Cauchy-Folge in R ist. Begriinden Sie dann, dass (x;?)n gegen ein
Element x; € R konvergiert und folgern Sie weiter die Konvergenz von (x"),, gegen
den Vektor (x1,...,x)7.

Losungshinweis Aufgabe 43 Beachten Sie, dass lediglich die Vollstindigkeit des
normierten Raumes (C!([a, b], R), |||-|Il) bewiesen werden soll. Betrachten Sie dazu
eine beliebige Cauchy-Folge (f;,), € C 1 ([a, b], R), das heifit, zu jedem ¢ > 0 gibt

es eine natiirliche Zahl N € N mit

lfn — full = max{ll fu — finlloo> ”f}; - fr:;”oo} <é

fir alle n > m > N. Folgem Sie, dass (f,), und (f,), Cauchy-Folgen in
C([a, b], R) beziiglich der Supremumsnorm || - ||« sind. Bringen Sie dann die Voll-
stindigkeit des Banachraums (C([a, b], R), || - |c) ein um zu folgern, dass es Funk-
tionen f, g € C([a, b], R) mit lim,, f, = f und lim, f, = g beziiglich | - ||oo gibt.
Begriinden Sie dann kurz, dass f' = g gilt und beweisen Sie schlieBlich lim,, f, = f
beziiglich der Norm |||-|||.

Losungshinweis Aufgabe 44 Sie konnen ohne Einschrinkung zum Beispiel a =
—1und b = 1 betrachten. Begriinden Sie, dass die Funktionenfolge ( f;,), mit

fu:[-L1]—=R und f,(x) =+/x2+1/n

vollstidndigin C L[=1,1],R) liegt. Uberlegen Sie sich dann, dass ( f;,), gleichmiBig,
also beziiglich der Norm || - ||, gegen die nicht differenzierbare Betragsfunktion
f :[—1,1] - Rmit f(x) = |x| konvergiert. Argumentieren Sie schlieBlich, dass
(CY([=1, 1], R), || - lloo) kein abgeschlossener Teilraum von (C ([—1, 1], R), || - loo)
sein kann.

Losungshinweis Aufgabe 45 Jeder Fixpunkt der Funktion f : R\ {—1/2} - R
mit f(x) = 1/(1 4+ 2x) ist eine Losung der Gleichung f(x) = x beziehungsweise
1/(1 4+ 2x) =x.

Losungshinweis Aufgabe 46
(a) Beweisen Sie die Aussage mit einen Widerspruchsbeweis. Nehmen Sie dazu

an, die Funktion f : M — M wiirde zwei verschiedene Fixpunkte x, x’ €
M besitzen. Fiihren Sie dies mit Hilfe der 7-Kontraktivitit von 7 zu einem

Widerspruch.
(b) Weisen Sie nach, dass die rekursive Folge (x,), € M mit x,+1 = T (x,) fir
n € Ny eine Cauchy-Folge und damit im Banachraum (X, | - || x) konvergent ist.

Gehen Sie dann in der rekursiven Darstellung zum Grenzwert iiber um 7 (x) =
x zu beweisen, wobei x € M der Grenzwert von (x,), ist. Gehen Sie dabei
beispielsweise wie folgt vor:
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() Zeigen Sie induktiv ||x,4+1 — xpllx < Tllxn — xp—1l|x flirallen € N.
(B) Weisen Sie mit Hilfe von Teil («) nach, dass

m—1 n

. T
o = xnllx < 1 = xollx 7/ = -

lx1 —xollx
j=n
fiir alle m, n € N mit m > n gilt. Beachten Sie, dass der Wert einer geometri-
schen Reihe der Form Zjﬁg v/ gerade 1/(1 — 1) betrigt.

(y) Folgern Sie mit Teil (8) die Konvergenz der Folge (x,), gegen ein Element x €
M . Beachten Sie dabei, dass jede Cauchy-Folge in X wegen der Vollstindigkeit
automatisch konvergent ist. Uberzeugen Sie sich schlieBlich kurz, dass der z-
kontraktive Operator T insbesondere stetig ist und verifizieren Sie dann (mit
Begriindung) die Gleichungen

x = lim x,41 = nETOOT(xn) =T ( EToox") =T(x)

n——+00 n

um den Beweis abzuschliefSen.

Losungshinweis Aufgabe 47 Beweisen Sie, dass die Funktion f : [0, +00) —
[0, +00) mit f(x) = (x + 1/2)/(x + 1) T-kontraktiv mit T = 1/2 ist. Verwenden
Sie dazu

—-)

1
lfG) = fl = 5‘—(x+1)(y+1)'

und schétzen Sie dann den Nenner auf der rechten Seite geschickt nach unten ab.
Begriinden Sie, dass alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt
sind und x = 1/+/2 der eindeutige Fixpunkt der Funktion ist.

Losungshinweis Aufgabe 48 Uberlegen Sie sich kurz, dass jede Losung der Inte-
gralgleichung ein Fixpunkt des Operators

t
T:C(-1,1,R) - C([~1,1],R)  mit (T(x))(t)=1+%/ sx(s) ds
0

und umgekehrt ist. Uberlegen Sie sich daher, dass der obige Operator 7-kontraktiv
mit T = 1/2 ist. Verifizieren Sie dazu mit Begriindung fiir alle x, y € C([—1, 1], R)
undr € [—1, 1]

(T ())(@) = (T (y) ()]

1 [t 1 1 1
=5/0 s|x<s>—y<s>|dssEnx—yuoofo sds = 7lx = Yleo
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Gehen Sie dann auf der linken und rechten Seite der obigen Ungleichung zum Supre-
mum in [—1, 1] liber und folgern Sie damit

1
I7) = TOlleo = 711x = Yllco-

Losungshinweis Aufgabe 49 Gehen Sie dhnlich wie in Aufgabe 48 vor. Betrachten
Sie daher das dquivalente Fixpunktproblem

xeC(-1,1],R): T(x)=x,

wobei der Operator T : C([—1, 1], R) - C([—1, 1], R) gemil

t
(T =1+ / sx(s) ds
0

definiert ist. Zeigen Sie mit der Standardabschitzung fiir Integrale beziehungsweise
der Ungleichung |x(¢)] < ||x|leo fiirx € C([—1, 1], R) und ¢ € [—1, 1] die Kontrak-
tionseigenschaft des Operators und wenden Sie dann den Fixpunktsatz von Banach
an.

Losungshinweis Aufgabe 50 Gehen Sie dhnlich wie in den Aufgaben 48 und 49
vor. Beweisen Sie dazu mit dem Fixpunktsatz von Banach, dass der Operator

b
T:C(a,b],R) — C(la,b],R) mit (T(x))() = oz/ sin(x(s))ds + f(¢)

einen eindeutigen Fixpunkt besitzt — dieser ist dann automatisch eine Losung der
Integralgleichung. Zeigen Sie mit den Standardabschétzungen aus dem Losungshin-
weis von Aufgabe 54 (a) zunéchst mit einer kleinen Rechnung

(T ) (@) = (T )OO < ||t —a)llx = ylleo

fir alle x,y € C([a, b], R) und ¢ € [a, b]. Beachten Sie, dass die Sinusfunktion
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstanten L = 1 ist [3, Aufgabe 120].

Losungshinweis Aufgabe 51 Beweisen Sie die Aquivalenz der vier Aussagen mit
Hilfe des Ringschlusses

d = (© = @ = (b = @
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Gehen Sie beim Nachweis der einzelnen Implikationen beispielsweise wie folgt
vor:

() Beweisen Sie zuerst die Implikation (d) = (c). Beachten Sie dabei, dass
der Operator A : X — Y beschrinkt heif3t, falls es eine Zahl M > 0 mit
lAx|ly < M]|x|x fir alle x € X gilt. Zeigen Sie, dass der beschrinkte
Operator Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstanten L = M ist.

(B) Zeigen Sie (c) = (a). Fiihren Sie dazu einen Epsilon-Delta-Beweis mite > 0
beliebig und § = ¢/L, wobei L > 0 die Lipschitz-Konstante des Operators
bezeichnet.

(y) Weisen Sie die Implikation (a) = (b) nach. Erklédren Sie kurz, dass in diesem
Fall nichts zu zeigen ist.

(8) Zeigen Sie zuletzt die Implikation (b) = (d). Nehmen Sie dazu an, der ste-
tige Operator A wire unbeschrinkt, das heifit, zu jedem n € N gibt es ein
Element x,, € X mit ||Ax,||y > n|/x,| x. Untersuchen Sie dann die (wohlde-
finierte) Folge (y,), € X mit y, = x,/(n|lx,|x)- Uberlegen Sie sich, dass
(A lly)n € Y keine Nullfolge ist, obwohl (y,), € X eine Nullfolge ist, und
iiberlegen Sie sich, warum dies ein Widerspruch ist.

Losungshinweis Aufgabe 52

(a) Uberlegen Sie sich zuerst, dass der Operator A : C([0, 1], R) — R linear ist
und verwenden Sie dann Aufgabe 51 um (dquivalent) die Beschrinktheit von A
zu beweisen. Verwenden Sie dazu (mit Begriindung) die Abschitzungen

1
’/ x(¢)dt
0

fiir jede Funktion x € C([0, 1], R).
(b) Zeigen Sie mit einem moglichst einfachen Gegenbeispiel, dass der Integralope-
rator B : C([0, 1], R) — R nicht linear ist. Verifizieren Sie dann

1
5/0 (O] dr < Ixlloo

|B(x) = B(y)| = ([xlloo + [I¥lloo) I* = ¥llo

fiir alle x, y € C([0, 1], R) und folgern Sie damit die Stetigkeit des Operators.

Losungshinweis Aufgabe 53 Weisen Sie kurz nach, dass der Operator A linear
ist. Beachten Sie, dass der Ableitungsoperator lediglich die Ableitung einer stetig
differenzierbaren Funktion berechnet. Fiir x(#) = 2¢ + sin(z) mit ¢t € [0, 1] gilt
also zum Beispiel (A(x))(t) = x'(¢r) = 2 + cos(r). Um schlieBlich nachzuweisen,
dass A nicht stetig ist, konnen Sie dquivalent die Unbeschrinktheit nachweisen (vgl.
Aufgabe 51). Betrachten Sie dazu x, € C!([0, 1], R) mit x,,(t) = sin(nt) fiirn € N.

Losungshinweis Aufgabe 54 Uberlegen Sie sich kurz, dass der Operator A :
C([0, 1], R) - C(]0, 1], R) wohldefiniert und linear ist.
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(a) Zeigen Sie dquivalent die Beschrinktheit des Operators A (vgl. Aufgabe 51).
Finden Sie dazu eine Konstante M > 0 mit ||Ax|c < M||x| o fiir alle x €

C([0, 1], R). Verwenden Sie dazu die beiden Abschitzungen

t
< ||x||oo/ sds
0

fir x € C([0, 1], R) und ¢ € [0, 1]. Folgern Sie damit || Ax ||oc < 1/2]|x]|co und
I Allop = supy <1 14X ]l = 1/2 fiir x € C([0, 1], R).

(b) Beweisen Sie die Beschrinktheit des Operators (vgl. erneut Aufgabe 51). Ver-
wenden Sie dazu fiir alle x € C([0, 1], R) und ¢ € [0, 1] die Ungleichung (mit

Begriindung)
t 1 t t
/ sx(s)ds| dt < / (/ 52 ds) (/ |x(s)|2>
0 0 0 0

t
()] < Ixllo  und ‘ / sx(s) ds
0

1 2
2
lAx]l3 =/
0

und zeigen Sie damit || Ax||3 < 1/12||x[|3. Die Resultate der Aufgaben 56 und
58 sind beim Nachweis der Ungleichung sehr hilfreich.

Losungshinweis Aufgabe 55 Zeigen Sie, dass die Funktion (-, -) : R? x R? — R
mit (x,y) = x1y; + x2y2 in beiden Argumenten linear und zudem symmetrisch
ist. Fiir die positive Definitheit miissen Sie sich iiberlegen, dass (x, x) > O fiir alle
x € R? gilt und (x, x) = 0 lediglich dann gilt, falls x = 0 der Nullvektor im R? ist.
Verwenden Sie bei Thren Argumentationen lediglich die bekannten Eigenschaften
der Euklidischen Norm || - ||2.

Losungshinweis Aufgabe 56 Begriinden Sie kurz, dass die Abbildung (-, -) : V x
V — R in beiden Argumenten linear und symmetrisch ist. Uberlegen Sie sich dann,
dass Sie fiir den Nachweis der positiven Definitheit lediglich (f, f) > O fiir jede
Funktion f € V \ {Oy} zeigen miissen. Betrachten Sie also f € V \ {Oy} und
begriinden Sie kurz, dass es xo € [0, 1] mit fz(xo) > O und § > 0 so gibt, dass
fir alle x € [0, 1] mit |x — xo| < &8 gerade f2(x) > f?(x0)/2 gilt (Stetigkeit der
Funktion f verwenden). Nutzen Sie dann die Abschitzung

1 x0+6 1 x0+§8
2 2 1 2
/ f(x)dxzf f(x)dxzzf £2(x0)
0 xp0—38 x0—34

und argumentieren Sie geschickt.

Losungshinweis Aufgabe 57 Berechnen Sie das Skalarprodukt der beiden Rich-
tungsvektoren von g; und g>.

Losungshinweis Aufgabe 58 Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung ldsst sich auf ver-
schiedene Weisen nachweisen. Gehen Sie dabei beispielsweise wie folgt vor:
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(a) Verifizieren Sie fiir alle x, y € V zunichst die beiden Ungleichungen
0= (x — Ay, x = Ay) < lIx[y = 24, y) + 22|y 117
Setzen Sie dann fiir y # Oy speziell A = (x, y)/||y||%, in die obige Unglei-
chung ein und vereinfachen Sie diese so weit wie moglich. Folgern Sie damit
die Ungleichung von Cauchy-Schwarz.

(b) Wihlen Sie x, y € V beliebig und betrachten Sie die Funktion f : R — R mit
) =rx + y||%,. Verifizieren Sie kurz

F) = 22x )3 420 (x, y) + Iyl1?

fiir A € R und begriinden Sie kurz, dass f ein Polynom ist. Untersuchen Sie
dann das Vorzeichen der Diskriminante

D = 4(x, y)> — 4|xIIZlIyI3

und folgern Sie damit die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
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Losungshinweis Aufgabe 59 Betrachten Sie einen beliebigen Punkt x° = (x(l),
xg )T € R? und gehen Sie beispielsweise wie folgt vor:

(a) Verifizieren Sie zunichst fiir alle x € R? die Ungleichung
1f ) = £ = et = Iz = 291+ (L4 1 Dlxr = x|+ (14 D lxz = 13-

Fiihren Sie dann einen sogenannten Epsilon-Delta-Beweis. Betrachten Sie dazu
& > 0 beliebig und wihlen Sie § > 0 mit

824+ Q4 XD+ 1XIDs < e.

Beachten Sie schlieBlich, dass fiir jeden Vektor x = (x1, x2)T € R2 mit lx —
X <8 (Betragssummennorm, vgl. Aufgabe 35) insbesondere auch | x{ —x?| <
Sund |xp — xg | < & gelten.

(b) Alternativ konnen Sie aber auch die Folgen-Stetigkeit in (x?, xg)T nachweisen.
Betrachten Sie dazu eine beliebige Folge ((x}, x7)T), C R2 mitlim, &7, )T =
(x?, xg )T und beweisen Sie dann mit den Grenzwertsitzen fiir konvergente Fol-
gen

: n o o_ny __ 0 .0
nEToo fFO&Lxy) = fxg, xy).

Losungshinweis Aufgabe 60 Konstruieren Sie eine moglichst einfache Folge
(Cens yn) D € R? mit limy, (xp, )T = (0, 0)T und lim,, f(xn, y») # f(0,0).
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Losungshinweis Aufgabe 61 Zeigen Sie, dass die Funktion f : R? — R? Folgen-
stetig ist. Wihlen Sie dazu (xo, yo,20)T € R> und (x4, Yn, 22)T)n S R? mit
lim,, (x,,, Y, z2n)T = (x0, Yo, z0)T beliebig und weisen Sie dann

lim £ (x4, yn, 20) = fj(x0, Y0, 20)
n—-+00
(Stetigkeit der Koordinatenfunktionen) fiir j € {1, 2} nach. Verwenden Sie dafiir die
bekannten Grenzwertsitze sowie Eigenschaften und Resultate iiber stetige Funktio-
nen aus der Analysis L.

Losungshinweis Aufgabe 62 Fiihren Sie einen Epsilon-Delta-Beweis. Betrachten
Sie dazua € A sowie ¢ > 0 beliebig und konstruieren Sie eine Zahl § > 0 wie folgt:
Definieren Sie fiir jedes N € N zunichst die beiden Funktionen fy, Ry : A — C
durch

N +o00
@ =) az—z)" und  Ry@) = Y an(z—20)".
n=0 n=N+1

Wihlen Sie dann Ry > 0 mit |[a — z9g| < Rg < R, wobei R € (0, 4+oc] den
Konvergenzradius der Potenzreihe bezeichnet, und erklédren Sie kurz, warum es 69 >
Omit | fx(z) — fn(a)| < g/3 fiiralle z € A mit |z — zg| < &g gibt. Setzen Sie dann

8 = min{8y, Ry — |a — z0|} > 0

und verwenden Sie dann fiir ein geeignet gewéhltes No € N mit Begriindung die
Ungleichung

1f @) — f@] = [fny(2) = fg (@] + [Rny (2)] + [Rng (@)

um letztendlich | f(z) — f(a)| < ¢ fiir alle z € A mit |z — a| < & zu beweisen.

Losungshinweis Aufgabe 63 Beweisen Sie zuerst die sogenannte Vierecksunglei-
chung

ld(x,y) —d(a,b)| <d(x,a)+d(y,b)

fiir beliebige Elemente a, b, x, y € M und folgern Sie damit geschickt die Stetigkeit
der Metrikd : M x M — R.

Losungshinweis Aufgabe 64
(a) Uberlegen Sie sich fiir die umgekehrte Dreiecksungleichung zuniichst

lxlly < llx = yllv +lIyllv

fiir x, y € V und beachten Sie dann, dass die Norm || - ||y symmetrisch ist, das
heiBt, es gilt [[x — yllv = [y — x|lv.
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(b) Betrachten Sie ein beliebiges Element x € V sowie eine Folge (x,), € V mit

lim, x, = x in V und verwenden Sie dann geschickt die Ungleichung
[xally = lxlv] < llxn = xllv
fiirn e N.
Losungshinweis Aufgabe 65

(a) Verwenden Sie, dass die stetige Funktion f : [0, 1] x [0, 2] — Rmit f(x, y) =
1/(14 y? cos(xy)) auf dem Kompaktum [0, 1] x [0, 2] sogar gleichmiBig stetig
ist. Wihlen Sie dann xg € [0, 1] beliebig und verwenden Sie fiir alle x € [0, 1]
die Ungleichung (Standardabschitzung fiir Riemann-Integrale beachten)

|F(x) = F(xo)| < 2[1f(x,) = f(x0, )lloos

um die Stetigkeit des Parameterintegrals zu beweisen.
(b) Beachten Sie, dass wegen Teil (a) das Parameterintegral F : [0, 1] — R stetig
ist, das heif3t, es gilt

lim F(x) = F(0).

Losungshinweis Aufgabe 66 Der Einsetzungsoperator T : C([0, 1], R) — R ist
stetig. Beweisen Sie zuerst die Ungleichung

ITx) =TI = llx = ylleo

fiiralle x, y € C([0, 1], R) und fiihren Sie dann beispielsweise einen Epsilon-Delta-
Beweis.

Losungshinweis Aufgabe 67 Berechnen Sie zum Beispiel die vier Funktionswerte
f(=5), f(=2), f(1) sowie f(6) und verwenden Sie dann den Zwischenwertsatz fiir
stetige Funktionen.

Losungshinweis Aufgabe 68 Betrachten Sie einen beliebigen Punkt x € (—r, r)
mit f(x) # 0 und untersuchen Sie dann das Vorzeichen von f(—x). Beachten Sie
dabei, dass die Funktion f : (—r,r) — R als ungerade vorausgesetzt wird, das
heiflt, es gilt f(x) = —f(—x) und verwenden Sie dann den Nullstellensatz von
Bolzano (oder alternativ den Zwischenwertsatz).

Losungshinweis Aufgabe 69 Fiihren Sie einen Widerspruchsbeweis, das heif3t, neh-
men Sie an es wiirde eine stetige Funktion f : R — R derart geben, dass jedes
Element aus R genau zwei Urbilder besitzt. Gehen Sie dann bei der Bearbeitung der
Aufgabe wie folgt vor:
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2fm

Sy

fa/2

2 2" € M X2

Abb. 13.1 Konstruktion von drei Stellen mit Funktionswert fys/2

(a) Uberlegen Sie sich zuniichst, dass die Funktion f : R — R surjektiv ist und
genau zwei Nullstellen x1, x» € R mit x| < xp besitzt. Begriinden Sie weiter,
dass die Funktion in jedem der drei Intervallen (—oo, x1), (x1, x2) und (x2, +00)
nicht das Vorzeichen wechseln kann (Zwischenwertsatz beachten). Uberlegen
Sie sich dann, dass Sie ohne Einschrinkung f(x) > O fiir x € (—oo, x2] und
f(x) <O fiir x € (xp, +00) annehmen kdnnen (vgl. Abb. 13.1).

(b) Weisen Sie (kurze Begriindung) die Existenz einer Stelle xj; € (x, x2) mit
f(xm) = maxye[y,x, f(x) nach. Setzen Sie fyr = f(xpy) und iiberlegen Sie
sich, wie viele Urbilder fj,/2 im Intervall (x1, x3) besitzt.

(¢) Konstruieren Sie schlieBlich (vgl. erneut Abb. 13.1) ein weiteres Urbild x” €
(—00, x1) von f3;/2 und fiihren Sie dies zu einem Widerspruch.

Losungshinweis Aufgabe 70 Untersuchen Sie fiir ¢ € (f'(a), f/(b)) die differen-
zierbare Hilfsfunktion % : [a, b] — R mit (x) = f(x) — cx. Uberlegen Sie sich
dann, dass 4 ein Minimum & € [a, b] besitzt. Beweisen Sie weiter, dass weder § = a
noch & = b gelten kann um schlieBlich 4’(&) = 0 zu folgern.

Losungshinweis Aufgabe 71 Beweisen Sie die behauptete Gleichung in zwei
Schritten:

(a) Uberlegen Sie sich zuniichst, warum

max fx,y) = su fx,y)
(x,y)Tela,b]x[c.d] (x,y)Te[a,Il)a]x[c,d]
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gilt (und die linke Seite endlich ist) und folgern Sie weiter die Ungleichung

sup fx,y) = sup fx,p).
(x,y)Te(a,b)x(c,d) (x,y)Tela,b]x[c,d]

(b) Begriinden Sie kurz, dass es ein Element (xg, yo)T € [a, b] X [c, d] mit

fxo, yo) = sup [,y
(x,y)Tela,b]x[c,d]

gibt und betrachten Sie dann eine beliebige Folge ((x,,, y,)T),n € (a, b) X (¢, d)
mit lim, (x,, y,)T = (x0, y0)T. Verwenden Sie schlieBlich

Sup f(xay)zf(xnvyn)
(x,y)Te(a,b)x(c,d)

fiir alle n € N und gehen Sie dann in der obigen Ungleichung zum Grenzwert
n — 400 iiber.

Losungshinweis Aufgabe 72

(a) Die Aussage ist richtig. Betrachten Sie fiir x € R? und j € {1,...,d} die
Funktion f; : R — R mit f;(¢) = f(x1,...,Xj—1,%, Xj41,...,Xq). Wihlen
Sie dann ¢t € R sowie (), € R mit lim, ¢, = ¢ beliebig und weisen Sie kurz
nach, dass die mehrdimensionale Folge

d
(X1 e Xt by X1, - X))y SR
beziiglich der Betragssummennorm gegen den Vektorx = (x1, ..., x4)T konver-

giert. Folgern Sie schlieBlich mit Hilfe der Stetigkeit der Funktion f : R? — R
die Stetigkeit von f;. Zeigen Sie dazu

ngrfoofj(tn) = fj@).

(b) Die Aussage ist im Allgemeinen falsch. Betrachten Sie beispielsweise die Funk-
tion f : R? — R mit

X2, (x1, x2)T # (0,007
Fon ) = Lrg 0T
0, (x1,x2)T = (0,0)T.

Losungshinweis Aufgabe 73 Beachten Sie, dass eine Funktion f : M — M’
zwischen den metrischen Riumen (M, d) und (M’, d") genau dann in einem Punkt
X € M stetig ist, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine Zahl § > 0 derart gibt, dass
d'(f(x), f(y)) < efiralle y € M mitd(x, y) < 8 gilt. Folgern Sie

Bs(x) € [T (Be(f(0))) = {y € M | f() € B-(f(x))}
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und wenden Sie dann die Urbildfunktion f~! auf die obige Beziehung an.

Losungshinweis Aufgabe 74 Gehen Sie beim Beweis der Aquivalenzaussage bei-
spielsweise wie folgt vor:

(a) Betrachten Sie eine stetige Funktion f : M — M’ und wihlen Sie dann eine
beliebige offene Menge A’ € M’ mit A’ # @und f~'(A’) # (@ — argumentieren
Sie kurz, warum die beiden Spezialfille nicht weiter untersucht werden miissen.
Wihlen Sie dann ein beliebiges Element x € f~!(A’) und iiberlegen Sie sich
dann, dass es ¢ > 0 mit B:(f(x)) € A’ gibt. Verwenden Sie schlieBlich die
Stetigkeit von f und das Resultat aus Aufgabe 73 um eine Zahl § > 0 mit
f(Bs(x)) € A’ zu finden. Folgern Sie damit, dass x ein innerer Punkt der
Menge f~1(A') ist.

(b) Betrachten Sie im zweiten Teil eine Funktion f : M — M’ derart, dass
f~Y(A") € M fiir alle offenen Mengen A’ € M’ ebenfalls offen ist. Wih-
len Sie dann & > O und x € M beliebig und begriinden Sie kurz, dass die Menge
f “L(B.( f(x))) in M offen ist. Uberlegen Sie sich weiter, dass es § > 0 mit

Bs(x) € 1 (Be(f(x))

gibt. Folgern Sie schlieBlich, dass die Funktion im Punkt x stetig ist (vgl. auch
die Losung von Aufgabe 73).

Losungshinweis Aufgabe 75 Untersuchen Sie die Funktion f : R — R mit
fx) = x2 und die Menge A = (—1,1).

Losungshinweis Aufgabe 76 Die Aussage ist im Allgemeinen falsch. Betrachten
Sie beispielsweise die Funktion f : R — R mit

0, x <0
fx)=§x, 0<x<l1
1, x>1

und finden Sie dann eine geeignete und moglichst einfache Menge A € R mit

1A # £1(A).

Losungshinweis Aufgabe 77 Verwenden Sie fiir den Beweis, dass in einem metri-
schen Raum eine Menge genau dann kompakt ist, wenn sie Folgen-kompakt ist.
Zeigen Sie daher, dass jede Bildfolge (v,), S f(M) eine konvergente Teilfolge
(¥n;)j mit lim; y,, = y beziiglich d und y € f(M) besitzt. Beachten Sie dabei,
dass jede Folge (y,), in f (M) stets eine weitere Folge (x,,), in M mit f(x,) = y,
fiir n € N erzeugt.

Losungshinweis Aufgabe 78 Beweisen Sie, dass die Funktion f : M — M’ mit
f(x) = x/( + |x|) ein Homdomorphismus zwischen M = Rund M’ = (-1, 1)
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ist. Um nachzuweisen, dass f bijektiv ist konnen Sie die Funktion g : M’ — M mit
g(x) = x/(1 — |x|) untersuchen und f o g sowie g o f berechnen.

Loésungshinweis Aufgabe 79 Betrachten Sie eine beliebige lineare Abbildung A :
V — W. Uberlegen Sie sich dann mit Hilfe von Aufgabe 36, dass es eine Konstante
C > 0 mit

[Axllw < Clixllv

fiir alle x € V gibt und folgern Sie dann mit der Charakterisierung aus Aufgabe 51
die Stetigkeit der Abbildung. Beachten Sie beim Nachweis der obigen Ungleichung,
dass in endlichdimensionalen normierten Rdumen alle Normen dquivalent sind.

Losungshinweis Aufgabe 80 Gehen Sie bei der Bearbeitung der Aufgabe beispiels-
weise wie folgt vor:

(a) Beweisen Sie zunichst fiir alle s, # > 0 die Ungleichung

s+t
_— <]
(I4s2) (1 +12) ~

(b) Verifizieren Sie dann mit einer kleinen Rechnung

[xll2 + llyll2

f)—fy) = 1+ ||x||%)(1 + ||}’||%)

(Iyllz = lxll2)

fiir alle x, y € R?. Verwenden Sie schlieBlich die Abschitzung aus Teil (a) um
die gleichmiBige Stetigkeit der Funktion zu beweisen.

Losungshinweis Aufgabe 81 Uberlegen Sie sich zunichst mit dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung, dass der Operator 7" wohldefiniert ist. Beweisen
Sie dann die Ungleichung

t
(T ) (@) = (T ) (D)] = Vo s2(x(s) = y($) ds| < [Ix = ylloo

fiir alle x, y € C([0, 1], R) und ¢ € [0, 1]. Folgern Sie damit |T(x) — T (¥)]lco <
Ix — ylloo-

Losungshinweis Aufgabe 82 Fiihren Sie einen Epsilon-Delta-Beweis mit ¢ > 0
beliebig und § = /2. Uberlegen Sie sich dazu mit Hilfe der Dreiecksungleichung,
dass

ladd(v, w) — add(x, y)|lv < 2d((v, w), (x, y))

fiir alle (v, w), (x,y) € V x V gilt.
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Losungshinweis Aufgabe 83

(a) Verwenden Sie das niitzliche Resultat aus Aufgabe 64.
(b) Widerlegen Sie die gleichmiBige Stetigkeit der Funktion f : R? \ {0} — R,
indem Sie zwei Folgen (x"),,, ("), € R? \ {0} mit

lim [x"—y"l2=0 und  lim [If&") = fOMI2=0
n n—+0o00

—+00

finden.
Losungshinweis Aufgabe 84

(a) Verwenden Sie | f(x) — f(¥)| = |x — y||x + y| fiir x, y € [a, b] und iiberlegen
Sie sich dann kurz

sup  |x +y| < +o0
x,y€la,b]

um die Lipschitz-Stetigkeit der Quadratfunktion zu beweisen.
(b) Widerlegen Sie die Lipschitz-Stetigkeit der Funktion f : R — R mit f(x) = x>
indem Sie beweisen, dass es keine Zahl L > 0 mit

lfC) = fFOI _ L
lx — yl -

fiir alle x, y € R mit x # y geben kann.

Losungshinweis Aufgabe 85 Wihlen Sie x, y, z € M beliebig und gehen Sie dann
in der Ungleichung

d(x,z) =d(x,y)+d(y,2)
zum Infimum iiber alle Elemente z € A iiber. Folgern Sie damit
dist(x, A) — dist(y, A) <d(x,y)

und passen Sie lhre vorherige Argumentation geschickt an, um die Lipschitz-
Stetigkeit der Distanzfunktion dist(-, A) : M — R zu beweisen.

Losungshinweis Aufgabe 86 Gehen Sie dhnlich wie in Aufgabe 84 (b) vor. Berech-
nen Sie dazu beispielsweise fiir jedes n € N den Quotienten

|f &™) — f 0]

l[lx" — 012

’
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wobei x" = (x{,...,x)_;,x)DT =(n,...,n,0)Tund 0 = (0,...,0)T. Folgern
Sie dann, dass die Funktion f : RY — R mit f(x) = 27‘;11 sz. + dxﬁ nicht
Lipschitz-stetig sein kann.

Losungshinweis Aufgabe 87 Zum Nachweis der Holder-Stetigkeit von
f :[0,400) — R mit f(x) = x* zum Exponenten o € (0, 1] konnen Sie wie
folgt vorgehen:

(a) Begriinden Sie zunéchst, warum die Ungleichungen

o o
1—x—§1—’f§<1—f>
e y y

fiir alle x, y € (0, +00) mit x < y gelten. Multiplizieren Sie dann die obigen
Ungleichungen mit y* > 0 und folgern Sie | f(x) — f ()] < |x — y|®.

(b) Alternative Losungsmoglichkeit: Wihlen Sie x, y € [0, +00) mitx < y beliebig
und begriinden Sie alternativ kurz

F@) = f(y) = x% — 5@ =/ w1 dr,

y

Verwenden Sie dann mit Begriindung die Ungleichung

X X
/ at®ldr < / a(t —y)*~ldr
y y

und berechnen Sie schlielich den Wert des Integrals auf der rechten Seite mit
einer geeigneten Substitution um die Holder-Stetigkeit zu beweisen.

Losungshinweis Aufgabe 88 Verwenden Sie, dass jede stetige Funktion f :
[0, 1/2] — R auf dem Kompaktum [0, 1/2] gleichméBig stetig ist [3, Aufgabe 113].

Um die Holder-Stetigkeit von f zu widerlegen, konnen Sie zum Beispiel nachweisen,
dass es keine Zahlen @ > 0 und C > 0 mit

|f(x) = f(O)] = Clx —0[*
fiir alle x € [0, 1/2] geben kann. Zeigen Sie dazu mit dem Satz von 1’Hospital

lim |x|*In(x) = 0.
x—>0t

Losungshinweis Aufgabe 89 Wihlen Sie zunichstx, y € [a, bl mitx < y beliebig
und betrachten Sie die Zwischenpunkte §; = x + j(y —x)/nfiir j € {0, ..., n} und
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n € N. Folgern Sie dann mit der Holder-Stetigkeit der Funktion f : [a, b] — R und
der Dreiecksungleichung

FG) = fFO < C Y IEj — &

j=1

Vereinfachen Sie schlieBlich die rechte Seite der obigen Ungleichung so weit wie
moglich und gehen Sie dann auf beiden Seiten zum Grenzwert n — 400 iiber um

f(x) = f(y) zu folgern.

Losungshinweis Aufgabe 90 Die Aussage ist richtig. Wihlen Sie dazu x, y € R
mit x < y beliebig und betrachten Sie die beiden folgenden Fille:

(a) Es gilt f(x)f(y) = 0. Folgern Sie mit der Holder-Stetigkeit von | | die von f.
(b) Es gilt f(x)f(y) < 0. Erkldren Sie kurz, dass es eine Nullstelle £ € [x, y] mit
f (&) = 0 gibt und verwenden Sie dann mit Begriindung die Ungleichungskette

1f ) = DI IFOI+ D [IF @I = 1G] + I FE] =17

’

Beweisen Sie schlieBlich, dass es Konstanten @ € (0, 1] und C > 0 mit
|f(x) = fO)I < 2Clx — y|*
gibt.
Losungshinweis Aufgabe 91 Beachten Sie, dass eine Funktion f : M — M’

zwischen den metrischen Riumen (M, d) und (M’, d") Holder-stetig ist, wenn es
fiir alle x, y € M Konstanten o > O und C > 0 mit

d'(f(x), f(y) = Cd(x, y)*

gibt. Fiihren Sie dann einen Epsilon-Delta-Beweis mit ¢ > 0 beliebig und § =
(e/C)Ve,
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Losungshinweise Kompaktheit und 1 4
Zusammenhang

Losungshinweis Aufgabe 92 Fiir die Bearbeitung der Aufgabe konnen Sie eine der
folgenden Ideen verwenden:

(a) Zeigen Sie, dass die Menge A beschrinkt und abgeschlossen ist (Satz von
Heine-Borel verwenden). Uberlegen Sie sich kurz, dass A = {a, € C | n €
N} U {a} beschrinkt ist, da die konvergente Folge (a,,),, konvergent und folglich
beschrinkt ist. Fiir den Nachweis der (Folgen-)Abgeschlossenheit von A wihlen
Sie eine beliebige konvergente Folge (x,,), € A mitlim, x, = x und zeigen Sie
dann x € A. Untersuchen Sie dazu die beiden folgenden Fille:

() Es gibt einen Index N € N derart, dass x,, = a fiir allen > N gilt.
(B) Fiir unendlich viele Indizes n € N gilt x,, # a.

(b) Beweisen Sie, dass A iiberdeckungskompakt ist. Beachten Sie, dass die Menge
A nach Definition genau dann kompakt (iiberdeckungskompakt) ist, wenn jede
offene Uberdeckung von A eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Eine offene
Uberdeckung ist dabei lediglich eine Familie von offenen Mengen in C, in Zei-
chen (0y)en, mit A C rea On. Gibt es also endlich viele Mengen der Uber-
deckung, das heift, es ist moglich eine Zahl n € N und Indizes A1, ..., A, € A
mit A C U?:l OAj zu finden, so nennt man die Menge iiberdeckungskompakt.
Verwenden Sie beim Nachweis der Kompaktheit von A, dass die Folge (a,),
nach Voraussetzung gegen a € C konvergiert. Uberlegen Sie sich, dass Sie daher
zu jedem ¢ > O einen Index N € N mit @, € B, (a) fiir alle » > N finden kon-
nen. Damit liegen also alle bis auf endlich viele Folgenglieder in der offenen
Kugel B (a).
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(c) Zeigen Sie, dass die Menge A Folgen-kompakt ist. Beachten Sie dabei, dass A
genau dann Folgen-kompakt ist, wenn jede Folge (x,), € A eine konvergente
Teilfolge besitzt. Unterscheiden Sie die folgenden zwei Fille:

(o) Die Folge nimmt einen Wert in A beliebig oft an.
(B) Die Folge nimmt jeden Wert in A nur endlich oft an.

Losungshinweis Aufgabe 93 Zeigen Sie, dass das Intervall [a,b] = {x e R | a <
x < b} sowohl abgeschlossen als auch beschrinkt ist und verwenden Sie dann den
Satz von Heine-Borel zur Charakterisierung kompakter Teilmengen von R.

Losungshinweis Aufgabe 94 Verwenden Sie fiir beide Teilaufgaben den Satz von
Heine-Borel. Beachten Sie, dass gemif} diesem eine Menge nicht kompakt sein kann,
wenn sie entweder unbeschriankt oder nicht abgeschlossen ist.

(a) Begriinden Sie kurz, dass fiir x € M| stets x% <1, x% < 1/3 und x% < 1/«/5
gelten. Folgern Sie damit die Beschrinktheit der Menge. Um nachzuweisen,
dass M abgeschlossen ist, miissen Sie zeigen, dass der Grenzwert x € R? jeder
konvergenten Folge (x"), € M) wieder zur Menge M| gehort.

(b) Zeigen Sie, dass die Menge M» unbeschrinkt ist. Beachten Sie dabei, dass die
rechte Seite der Ungleichung in der Definition von M, beliebig grof3 gemacht
werden kann. Beweisen Sie weiter, dass M3 nicht abgeschlossen ist. Untersuchen
Sie dafiir die strikte Ungleichung in der Definition der Menge.

Losungshinweis Aufgabe 95 Verwenden Sie erneut den Satz von Heine-Borel zur
Charakterisierung kompakter Teilmengen des R?. Eine Formulierung dieses wich-
tigen Resultats finden Sie beispielsweise in der Losung von Aufgabe 94.

(a) Uberlegen Sie sich kurz, dass die Menge M im Fall d = 1 kompakt ist. Betrach-
ten Sie fiir d > 2 die Folge (x"), C RY mit x" = (n,1/n,1...,1)T und folgern
Sie, dass M| unbeschriankt und damit nicht kompakt ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Menge M» nicht (Folgen-)abgeschlossen ist. Bestimmen
Sie dazu den Grenzwert der mehrdimensionalen Folge (x"),, € M, mit x" =
1/m,0,...,0)T.

(c) Erklidren Sie kurz, dass die Menge M3 beschrinkt ist und verwenden Sie dann
das Resultat aus Aufgabe 64 um die Abgeschlossenheit von M3 zu beweisen.

Losungshinweis Aufgabe 96 Zeigen Sie, dass der topologische Raum (X, 1)
iiberdeckungskompakt ist. Betrachten Sie dazu eine beliebige offene Uberdeckung
(Aa)rea von X, das heilit, es gelten A, € t fiir alle A € A sowie

X=UAA.

reA
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Wihlen Sie nun A9 € A derart, dass die entsprechende Menge Aj;, nichtleer ist.
Schreiben Sie dann geschickt

X =A,U(X\ Ay
und verwenden Sie, dass die kofinite Topologie
t={AC X |A=0@oder X\ A istendlich},

aus allen Teilmengen von X besteht, die leer sind oder deren Komplement nur aus
endlich vielen Elementen besteht. Alternativ konnen Sie sich auch durch Teil (b) der
Losung von Aufgabe 100 inspirieren lassen.

Losungshinweis Aufgabe 97 Zeigen Sie beispielsweise, dass die leere Menge tiber-
deckungskompakt ist. Beachten Sie dabei, dass die leere Menge eine Teilmenge jeder
anderen Menge ist.

Losungshinweis Aufgabe 98 Beweisen Sie, dass eine Menge A € M genau dann
beziiglich der diskreten Metrik kompakt ist, falls sie endlich ist. Verwenden Sie, dass
wegen Aufgabe 26 (c) jede Teilmenge von M beziiglich der diskreten Metrik offen
ist.

Losungshinweis Aufgabe 99 Beachten Sie, dass A eine Teilmenge der kompakten
Menge M ist. Sie miissen daher lediglich beweisen, dass A (Folgen-)abgeschlossen
ist. Betrachten Sie dazu eine beliebige Folge (x,), € A mitlim, x, = xundx € M.
Weisen Sie dann mit Hilfe von Aufgabe 63 die Abgeschlossenheit der Menge A nach,
indem Sie x € A, alsod(x, a) +d (b, x) < 1, zeigen.

Losungshinweis Aufgabe 100 Gehen Sie beispielsweise wie folgt vor (alternative
Losungsmoglichkeiten):

(a) Zeigen Sie, dass die Menge A Folgen-kompakt ist. Beweisen Sie dazu, dass jede
Folge (x,), € A eine konvergente Teilfolge besitzt. Beachten Sie dabei, dass A
endlich ist, die Folge jedoch unendlich viele Glieder besitzt.

(b) Beweisen Sie, dass A iiberdeckungskompakt ist. Begriinden Sie dazu kurz, dass
jede offene Uberdeckung von A stets eine endliche Teiliiberdeckung besitzen
muss.

Losungshinweis Aufgabe 101
(a) Verifizieren Sie kurz

B1(0) = || - |1 ([0, 17)
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und argumentieren Sie dann geschickt, dass die Einheitskugel Bj(0) abge-
schlossen ist. Alternativ konnen Sie aber auch zeigen, dass die Kugel Folgen-
abgeschlossen ist. Die Beschrinktheit der Menge konnen Sie direkt ablesen —
hier ist keine Rechnung notwendig.

(b) Finden Sie eine Funktionenfolge (f,), < B (0), die punktweise, aber nicht
gleichmiéBig gegen eine (unstetige) Funktion f : [0, 1] — R konvergiert.
Begriinden Sie damit, dass die Menge B1(0) nicht Folgen-kompakt sein kann.

Loésungshinweis Aufgabe 102 Zerlegen Sie den Beweis der Aussage in zwei Teile:

(a) Zeigen Sie zunichst, dass der Graph Gy kompakt ist, falls die Funktion f :
[a, b] — R stetig ist. Begriinden Sie dazu kurz, dass die Funktion F : [a, b] —
R? mit F(x) = (x, f(x))7T ebenfalls stetig ist und verwenden Sie dann die
Resultate der Aufgaben 77 und 93.

(b) Beweisen Sie, dass die Funktion f : [a, b] — R stetig ist, falls G  kompakt ist.
Betrachten Sie dazu eine beliebige Folge (x,), < [a, b] und nehmen Sie an, die
Bildfolge (f(xy)), wiirde nicht gegen f(x) konvergieren. Fiihren Sie dies mit
Hilfe der (Folgen-)Kompaktheit von G ; zu einem Widerspruch.

Losungshinweis Aufgabe 103 Gehen Sie beispielsweise wie folgt vor:

(a) Zeigen Sie, dass die Menge C beschrinkt und abgeschlossen ist. Verwenden
Sie dabei das de-morgansche Gesetz und Aufgabe 31 (a) fiir den Nachweis der
Abgeschlossenheit — beachten Sie, dass eine Teilmenge von R? genau dann offen
ist, wenn sie mit ihrem Inneren tibereinstimmt.

(b) Beweisen Sie alternativ, dass C iiberdeckungskompakt ist. Beachten Sie dabei,
dass es zu jeder offenen Uberdeckung von C wegen C;CCfirjefl,...,n}
auch stets eine endliche Teiliiberdeckung der kompakten Menge C; gibt.

Losungshinweis Aufgabe 104 Verwenden Sie Aufgabe 77. Beachten Sie dabei,
dass eine Funktion f : X — Y zwischen den topologischen Riumen (X, tx)
und (Y, ty) abgeschlossen heifit, falls fiir jede abgeschlossene Menge A € X die
Bildmenge f(A) in Y ebenfalls abgeschlossen ist.

Loésungshinweis Aufgabe 105 Fiihren Sie einen Widerspruchsbeweis. Nehmen Sie
dazu an, es wiirde

c=ﬂcn:@

neN

gelten. Zeigen Sie dann, dass das Mengensystem (A, ),eny mit A, = C1 \ C, eine
offene Uberdeckung von C1 ist. Konstruieren Sie schlieBlich mit Hilfe der Kompakt-
heit von C; einen Widerspruch.

Loésungshinweis Aufgabe 106 Beweisen Sie, dass jede Cauchy-Folge in M konver-
gentist. Betrachten Sie dazu eine beliebige Cauchy-Folge (x,), € M und begriinden
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Sie kurz, dass es eine Teilfolge (xnj) j mit lim Xn; =X und x € M gibt. Folgern
Sie schlieBlich, dass damit auch die gesamte Folge (x,), gegen x konvergiert.

Losungshinweis Aufgabe 107 Verwenden Sie Aufgabe 77. Beachten Sie zudem,
dass wegen dem Vollstindigkeitsaxiom der reellen Zahlen jede nichtleere und
beschrinkte Teilmenge von R sowohl ein Infimum als auch ein Supremum besitzt.

Losungshinweis Aufgabe 108 Verwenden Sie zum Beispiel, dass die Menge der
reellen Zahlen unbeschrinkt und damit nicht kompakt ist.

Losungshinweis Aufgabe 109 Betrachten Sie die Funktion f : RY \ {0} — §9~!
mit f(x) = x/||x||2. Zeigen Sie kurz, dass f surjektiv und stetig ist und folgern Sie
damit, dass das Bild f(R? \ {0}) wegzusammenhingend ist.

Loésungshinweis Aufgabe 110 Betrachten Sie zwei beliebige Punkte a, b € A und
konstruieren Sie dann einen moglichst einfachen und stetigen Weg, der a mit dem
Sternzentrum z € A und dieses wiederum mit b verbindet.

Loésungshinweis Aufgabe 111 Beweisen Sie in zwei Schritten, dass eine Teilmenge
A C Q genau dann zusammenhingend ist, wenn sie aus genau einem Element
besteht.

(a) Zeigen Sie zuerst ganz allgemein, dass in jedem topologischen Raum (X, ) die
einelementigen Mengen zusammenhingend sind. Uberlegen Sie sich dazu, ob
es moglich ist, eine einelementige Menge als Vereinigung von zwei nichtleeren,
disjunkten und offenen Mengen zu schreiben.

(b) Verwenden Sie fiir die umgekehrte Aussage die niitzliche Charakterisierung aus
Aufgabe 114. Betrachten Sie dazu eine Menge A C Q mit mindestens zwei
(verschiedenen) Elementen. Zeigen Sie dann fiir y € A, dass die Abbildung
f:A— {0, 1} mit

_ 0, x=y
fx) = I x4y

stetig, aber nicht konstant ist. Beachten Sie, dass die Abbildung f genau dann
stetig ist, wenn die vier Urbilder £~ (%), f~1({0, 1}), £~'({0}) und £~1({1})
offen sind (vgl. auch Aufgabe 74).

Losungshinweis Aufgabe 112

(a) Beweisen Sie, dass die Menge A wegzusammenhédngend und damit insbeson-
dere auch zusammenhingend ist. Zeigen Sie dazu, dass sich zwei verschiedene
Punkte auf dem Kreisring A; durch eine stetige Kurve (Drehung und Stre-
ckung/Stauchung) verbinden lassen.
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(b) Zeigen Sie, dass A, wegzusammenhingend ist. Uberlegen Sie sich dazu, dass
man sich die Menge wie ein Gitter im R? vorstellen kann. Beweisen Sie damit,
dass sich je zwei Punkte in A, durch einen (stetigen) Gitterweg verbinden lassen.

(c) Beweisen Sie, dass die Menge A3 = Q? weder zusammenhingend noch wegzu-
sammenhingend ist. Verwenden Sie dazu geschickt, dass Q weder zusammen-
hingend noch wegzusammenhingend ist.

Losungshinweis Aufgabe 113

(a) Beachten Sie, dass der Graph jeder stetigen Funktion wegzusammenhéngend ist.
(b) Zeigen Sie getrennt die beiden Inklusionen A € S und S C A. Gehen Sie dabei
beispielsweise wie folgt vor:

(a) Beweisen Sie zuerst ‘A C S. Da trivialer Weise A C S gilt, miissen Sie
lediglich zeigen, dass die Menge S abgeschlossen ist. Betrachten Sie dazu
eine beliebige konvergente Folge ((x,, y,)T), € S mit lim, (x,, y,)T =
(x, ¥)T und folgern Sie dann (x, y)T € S.

(B) Zeigen Sie S C A. Konstruieren Sie dazu zu jedem (x, y)T € S eine Folge
(X, o)y € A mit lim, (x,,, y»)T = (x, y)T. Dabei bietet es sich an, die
Fille x > 0 und x = 0 zu unterscheiden.

(c) Verwenden Sie die Teile (a) und (b) und argumentieren Sie geschickt.

(d) Nehmen Sie an, die Menge S wire wegzusammenhingend, das heift, es gibt eine
stetige Funktion y : [0, I] — S mit y(0) € B und y(1) € A. Begriinden Sie
dann kurz, warum y (0) = (0, 0)T angenommen werden kann und erklédren Sie,
dass die Menge y~1(B) = {r € [0,1] | y(t) € B} ein Maximum 13; € [0, 1]
besitzt. Sie konnen dabei ohne Einschrinkung 3, = 0 annehmen. Zeigen Sie
dann, dass es zu jeder natiirlichen Zahl n € N eine Zahl 7,, € R mit

1 . 1
O0<t, <y <—) und  sin (—) =(-1)"
n T

gibt. Verwenden Sie schlielich den Zwischenwertsatz und die Stetigkeit der
Funktion y» : [0, 1] — R um einen Widerspruch zu erzeugen.

Losungshinweis Aufgabe 114 Zeigen Sie die Behauptung wie folgt in zwei Schrit-
ten:

(a) Betrachten Sie zuerst einen zusammenhédngenden topologischen Raum (X, 7)
sowie eine beliebige stetige Funktion f : X — {0, 1}. Begriinden Sie kurz mit
Hilfe von Aufgabe 74, dass die Mengen A = f~!({0}) und B = f~1({1})
beziiglich der diskreten Topologie 7, offen sind. Zeigen Sie schlieSlich AU B =
X und A N B = und folgern Sie damit A = {J oder B = 0.

(b) Zeigen Sie die umgekehrte Aussage mit einem Widerspruchsbeweis. Nehmen
Sie dazu an, der topologische Raum (X, t) wire nicht zusammenhingend und
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jede stetige Funktion f : X — {0, 1} ist konstant. Erkldren Sie, warum es damit
nichtleere und offene Mengen A, B € tmit AN B = @und AU B = X gibt
und betrachten Sie dann die Funktion f : X — {0, 1} mit

0, xeA
f(x):{l’ xeB

und argumentieren Sie geschickt.

Losungshinweis Aufgabe 115 Nehmen Sie an, es wiirde eine stetige und bijektive
Funktion f : RY — R geben. Verifizieren Sie dann die Gleichungskette

FRIN{O) = FRD\(f(O)) =R\ {£(0)} = (=00, £(0)) U (f(0), +00)

und iiberlegen Sie sich, welche der beiden Mengen R4 \ {0} und (—oo0, f(0)) U
(f(0), 400) zusammenhingend ist. Fiihren Sie dies zu einem Widerspruch.

Losungshinweis Aufgabe 116 Beachten Sie, dass eine Teilmenge von R? ein
Gebiet genannt wird, falls sie offen und zusammenhéngend ist. Um zu beweisen,
dass die Bildmenge f(G) = {f(x) € R? | x € G} ein Gebiet ist, konnen Sie
beispielsweise wie folgt vorgehen:

(a) Zeigen Sie, dass f(G) offen ist. Begriinden Sie dazu mit dem Satz von der
lokalen Umkehrbarkeit (Umkehrsatz), dass es zu jedem y € f(G) eine offene
Umgebung V C f(G) von y gibt.

(b) Weisen Sie nach, dass die Bildmenge f(G) zusammenhidngend ist. Beachten
Sie dabei, dass eine offene Menge genau dann zusammenhingend ist, wenn sie
wegzusammenhingend ist.
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Differentialrechnung

Losungshinweis Aufgabe 117 Berechnen Sie zunichst die Jakobi-Matrix J7 der
Funktion f : R? - R? mit f(x1,x2) = (x1 + x2,x1x2)T. Um zu beweisen,
dass die Funktion f im Punkt (xg, yo)T = (1, 2)T differenzierbar ist, konnen Sie
beispielsweise (vgl. Aufgabe 130 (b))

I f(x1,x2) — f(1,2) = Jr(1, 2)((x1, x2)T — (1, 2) ]2 _
()T (1,2)T (1, x2)T — (1,2)T|l2

zeigen. Beachten Sie dabei, dass
fG,x2) — f(1,2) = Jp(1,2)((x1, x2)T = (1,2)T) = (0, (x1 — D(x2 —2)T

fiir (x, y)T € R? gilt. Fiir den Nachweis der obigen Grenzwerteigenschaft ist die
bekannte Abschitzung |x||y| < (x2 4 y?)/2 fiir alle x, y € R sehr hilfreich.

Losungshinweis Aufgabe 118 Beachten Sie, dass ein Skalarprodukt nach Defini-
tion eine (positiv definite und symmetrische) Bilinearform ist und verwenden Sie
dann Aufgabe 120.

Losungshinweis Aufgabe 119 Wihlen Sie xo € R? beliebig und verifizieren Sie
mit einer kleinen Rechnung

fxo+x) — f(x) =2(x, Axo) + (x, Ax)
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fiir alle x € RY, Uberlegen Sie sich dann, dass die Differenzierbarkeit im Punkt xg
gezeigt ist, falls

(x, Ax)
im =
Ixl2—~0 flx|l2

gilt.

Losungshinweis Aufgabe 120 Verwenden Sie Aufgabe 130 (c) oder (d). Beachten
Sie, dass die Linearitét des Operators A : V. — W gerade A(x) = A(xg)+A(x —xp)
fiir alle x, xo € V impliziert.

Losungshinweis Aufgabe 121 Zeigen Sie zuniichst, dass die Funktion f : R> — R
im Nullpunkt partiell differenzierbar ist. Uberlegen Sie sich dazu

f0,.07 + & 0)T) — f(0,0) _
t

0

3, £(0,0) = lim
t—0

und 9y f(0,0) = 0 (analoge Rechnung). Beachten Sie dann, dass die Funktion f
geméé Aufgabe 130 (a) genau dann im Nullpunkt differenzierbar ist, wenn

lim fG,y) = Q0,00 = Jp(0,00((x, »T — (0,00T) im g
x.NT—>(0.07 G, T = (0,072 @NT>0.0T x2 +y?

gilt.

Losungshinweis Aufgabe 122 Zur Berechnung der verschiedenen partiellen Ablei-
tungen konnen Sie die Summen-, Produkt- und Kettenregel fiir differenzierbare
Funktionen verwenden. Beachten Sie, dass bei der Berechnung von beispielsweise
Oy, f(x1, x2, x3) fiir (x1, x2, x3)T € R3 alle auftretenden Ausdriicke, die lediglich
von x, und x3 abhéngen, als Konstanten angesehen werden konnen.

Losungshinweis Aufgabe 123 Zur Berechnung der Determinante konnen Sie bei-
spielsweise die Regel von Sarrus verwenden. Verifizieren Sie mit einer kleinen Rech-
nung

det(Jy (r, 0, ) = r’sin(®) cos?(0) cos’(¢) + r’ sin® (@) sin> ()
+ 2 sin(0) sin2(<p) cos2() + rZ sin’ () cos? (o)
fir (r,0, )T € (0, +00) x (0,7) x (0, 2m). Vereinfachen Sie anschliefend den

obigen Ausdruck auf der rechten Seite mit der Identitét sin®(x) + cos?(x) = 1 fiir
x € R so weit wie moglich.
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Losungshinweis Aufgabe 124

(a) Begriinden Sie kurz, dass die Funktion f : R> — R in jedem Punkt aus R? \
{(0, 0)T} stetig ist. Uberlegen Sie sich dann

|f(x1, x2) = £(0,0)] < |x1]

fiir alle (x1, x2)7 € R? \ {(0,0)T} um damit die Stetigkeit im Nullpunkt zu
folgern.

(b) Erkliren Sie kurz, warum die Funktion bereits in R2 \ {(0, 0)T} partiell diffe-
renzierbar ist. Verifizieren Sie dann (partielle Ableitung im Nullpunkt beziiglich
der x{-Variable)

t

95, /(0.0) = lim 1

und zeigen Sie mit einer analogen Rechnung 9y, 1(0, 0) = 0.
Losungshinweis Aufgabe 125 Zeigen Sie mit einer kleinen Rechnung

Ox, Ox, f (1, X2) = exp(x2) + cos(x1x2) — x1x2 Sin(x1x2) = Ox, Iy, f (X1, X2)
fiir alle (x1, x2)T € R? und erkliiren Sie kurz, dass die Gleichheit der zweiten par-
tiellen Ableitungen im Hinblick auf den Satz von Schwarz [4, Abschn.2.3] nicht
iiberraschend ist.
Losungshinweis Aufgabe 126 Die partiellen Ableitungen o, f und oy, f lassen

sich auf3erhalb des Nullpunkts mit Hilfe der Quotientenregel berechnen. Verwenden
Sie dann die iiblichen Definitionen

dxy f (1, 0) — 0x, £(0,0)
t

03, £(0,0) = lim w

und 3y 9, £(0, 0) = lim
(analog werden 0y, f (0, 0) und 9y, dy, f (0, 0) definiert) um 0y, dx, f (0, 0) 7 9,0,
f(0,0) zu zeigen. Nutzen Sie schlieBlich den Satz von Schwarz [4, Abschn.2.3]
um zu begriinden, dass die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung im Nullpunkt
unstetig sind.

Losungshinweis Aufgabe 127 Verifizieren Sie fiir (xq, y0, z0)T = (3,2, 1)T und
(u, v, w)T = (1,1, 0)T zunidchst

f((x0, y0,20)T +t(u, v, w)T) — f(x0, Y0, 20) _
t

S5+1¢
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fir t € R\ {0} und berechnen Sie damit den Grenzwert (Richtungsableitung in
(x0, ¥0, z0) T in Richtung (u, v, w)T)

f((x0, y0,20)T +t(u, v, w)T) — f(x0, Y0, 20)
. i

O, v,w)T f (X0, Y0, 20) = lim
t—0
Losungshinweis Aufgabe 128

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion f : R> — R im Nullpunkt unstetig ist. Unter-
suchen Sie dazu beispielsweise die zweidimensionale Folge ((x{, x5)T), C R2
mit (x}, x)T = (1 /n?,1/n)T und argumentieren Sie geschickt.

(b) Verwenden Sie das niitzliche Resultat aus Aufgabe 131.

(c) Uberlegen Sie sich zunichst fiir v = (v1, v2)T € R?

lim v
2 4

9, £(0,0) = § 1—0 Pvi+7v;
0, sonst.

(1, v2)T €R%, v #0

Berechnen Sie dann den Grenzwert auf der rechten Seite.

Losungshinweis Aufgabe 129 Begriinden Sie, dass die Funktion f : R> — R in
jedem Punkt aus RZ\ {(0, 0)T} sowohl stetig als auch differenzierbar ist. Verwenden
Sie dann die Ungleichung xy < (x% 4+ y2)/2 fiir x, y € R um die Stetigkeit im
Nullpunkt zu beweisen. Weisen Sie weiter

im [, y) = f(0,0) = Vf(0,0((x, »T = 0, 0T) _ lim xy
(X, )T—=(0,07 IGe, T = (0,0)T2 @NT>0.0T x2 + )2

nach und iiberlegen Sie sich @hnlich wie in Aufgabe 121, dass die Funktion nicht
im Nullpunkt differenzierbar sein kann, da der obige Grenzwert von Null verschie-
den ist (vgl. Aufgabe 130 (a)). Beachten Sie schlieBlich fiir die Berechnung der
Richtungsableitung, dass der Grenzwert

lim —
t—0 |¢|

nicht existiert (links- und rechtsseitigen Grenzwert vergleichen) und argumentieren
Sie dann geschickt.

Losungshinweis Aufgabe 130 Beweisen Sie die Aquivalenz der Aussagen mit dem
Ringschluss

(@ = b = (© = W@ = (@

Wihlen Sie dazu xp € G beliebig und gehen Sie wie folgt vor:
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() Begriinden Sie kurz, dass die Implikation (a) = (b) stets richtig ist. Erinnern
Sie sich dabei daran, in welchem Zusammenhang die Konvergenz im R? und
in R steht.

(8) Untersuchen Sie fiir den Nachweis von (b) = (c) die Funktion r : G — R¥
mit

lx—xoll ’

S ()= f(x0)—Ax—x0) xeG \ {XO}
r(x) =

) X = X0,

wobei A € L(R?, R¥) die lineare Abbildung aus Teil (b) ist.
(y) Zeigen Sie die Implikation (c) = (d). Betrachten Sie dazu die Funktion
¢ : G — RF mit

@(x) = r(x + xo) x|l

und verwenden Sie dann die Stetigkeit von r : G — R¥ um die Grenzwertbe-
ziehung

p(x —xo) 0
x=30 [lx — xol|

zu beweisen.
(6) Stellen Sie die Gleichung

F(x) = fxo) + Ax — x0) + ¢(x — x0)
fiir x € G geschickt um und beweisen Sie damit die Implikation (d) = (a).

Losungshinweis Aufgabe 131 Beweisen Sie, dass die Funktion f : RY — Rk
in jedem beliebig gewihlten Punkt xo € R? stetig ist. Da die Funktion f nach
Voraussetzung differenzierbar ist, gibt es eine lineare Abbildung A € L(RY, R¥)
mit
o F0) = f0) — A —x0) _
im =

x=>X0 llx — xoll2

0

(vgl. auch Aufgabe 130 (a)). Uberlegen Sie sich damit weiter
lim (f(x) — f(x0) — A(x —x0)) =0
X—> X0
und verwenden Sie dann die Stetigkeit von A sowie A(0) = 0 um schlieBlich
lim (f(x) — f(x0)) =0
X—> X0

zu zeigen.
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Losungshinweis Aufgabe 132 Beweisen Sie zundchst kurz, dass die Funktion f :
R2 — R mit f(x,y) = yg(x) partiell differenzierbar istund V f (0, 0) = (0, g(0))T
gilt. Beachten Sie dabei, dass wegen der Stetigkeit von g : R — R im Nullpunkt
gerade lim;_, o g(t) = g(0) gilt. Zeigen Sie damit (vgl. Aufgabe 130 (b))

I fx,y) = f(0,0) = V(0,0 ((x, )T = (0,02 _
(x,y)T—(0,0)T ICx, )T —(0,0)T|2

beziehungsweise (Nenner und Zéhler vereinfachen)

[yllg(x) — g(0)] _

lim
ENT=00T | /x24y2

um dann die Differenzierbarkeit der Funktion im Nullpunkt zu beweisen.

Ov

Losungshinweis Aufgabe 133 Verwenden Sie mit Begriindung fiir alle x € R?\ {0}
die Ungleichung

/) = fO =Dy~ 02 _ In(l + Ix13)
llx —0l12 T iz

und nutzen Sie dann die Charakterisierung aus Aufgabe 130 (b). Der Satz von
I’Hospital ist hier hilfreich, wenn man in der obigen Ungleichung zum Grenzwert
fiir x gegen 0 tibergehen und den Grenzwert auf der rechten Seite berechnen will.

Losungshinweis Aufgabe 134 Begriinden Sie kurz, dass die Behauptung bereits
im Fall v = 0 gilt. Betrachten Sie dann xp € R und v € R? \ {0} und begriinden

Sie kurz, dass

fxo+tv) = f(x0) + (Dyr(x0))(tv) + o(lltvll2) = f(x0) + t(Df(x0))(v) + o(|t])

fiir t+ — 0 gilt. Folgern Sie damit die Richtungsdifferenzierbarkeit der Funktion
f:R? — Rk,

Losungshinweis Aufgabe 135 Gehen Sie bei der Bearbeitung der beiden Aussagen
beispielsweise wie folgt vor:

(a) Das zentrale Hilfsmittel zur Losung der Aufgabe ist die Ungleichung

1
fx)—f) —x+yl2 =< Ellx =2
fiir x, y € G, denn anhand dieser kann man direkt ablesen, dass die Funktion f
injektiv ist. Beweisen Sie die obige Ungleichung, indem Sie die Jakobi-Matrix

der Funktion g : [0, 1] — R¢ mit

g@) = fx+1(y —x)) —(x+1(y —x))
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bestimmen (mehrdimensionale Kettenregel verwenden) und anschliefend
1
lg() = gO)ll2 = llx = yll2 sup J[Jp(x +1(y = x)) = Eaxall2 < 5lx = yll2
t€l0,1]

fiir alle x, y € G verifizieren.

(b) Betrachten Sie zu zwei beliebig gewihlten Vektoren x, y € G mit f(x) = f(y)
die Funktion g : R — R? mit g(t) = x + t(y — x). Untersuchen Sie dann fiir
jedes j € {1,...,d} die verkniipfte (differenzierbare) Funktion #; : R — R
mit hj(t) = (fj o g)(t) = f;(g(?)). Begriinden Sie dann kurz, dass es zu
jedem j € {1,...,d} eine Stelle §; € [0, 1] mit h’j(gi) = 0 gibt. Berechnen
Sie schlieBlich mit der mehrdimensionalen Kettenregel explizit die Ableitung /'
und beachten Sie, dass die Determinante der Matrix

e, f1(g") ... 3, fi(gh)

A, fa(gh) ... By fa(gh)

mit g/ = g(& ;) fiir j € {1,...,d} genau dann von Null verschieden ist, wenn
die Zeilenvektoren linear unabhéngig sind, also eine Basis des R bilden, um
damit schlieBlich x = y zu zeigen.

Losungshinweis Aufgabe 136 Um zu beweisen, dass die Funktion f : R — R
mit

2-d
d 2
fO =137 =D x
j=1
harmonisch ist, miissen Sie
d
Af(x)zzaxjaxjf(x)=0 (15.1)

Jj=1

fiir x € R? beweisen. Uberlegen Sie sich dazu zunzichst mit der (eindimensionalen)
Ketten- und Produktregel

3, f(0) = @ =dxjllxly!  und a0y, f() = @ = D)l (x5 — dej)

fiir alle x € R\ {0} und j € {1,...,d} und berechnen Sie damit die Summe in
Gleichung (15.1).
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Losungshinweis Aufgabe 137

(a) Berechnen Sie den Gradienten der Funktion V : R3\ {0} - R beispielsweise
mit Hilfe der Kettenregel. Beachten Sie, dass das Euklidische Skalarprodukt im
R3 fiir zwei Vektoren x, y € R3 gemil (x, y) = x1y1 + x2y2 + x3y3 definiert
ist.

(b) Verwenden Sie zur Berechnung der zweiten partiellen Ableitungen die
Quotienten- und Produktregel sowie die Resultate aus Teil (a) dieser Aufgabe.

Losungshinweis Aufgabe 138 Verifizieren Sie zunédchst mit Hilfe der Produkt- und
Kettenregel

2
13

d
alf(tvx)=(4t2 Z)f(tﬂx)

sowie

xj XJ2‘ 1
anf(t’x)z_z_tf(tsx) und ax,-axj-f(tsx)z E_Z_t f(tsx)

fiir alle (r,x)T € (0,+00) x R? und j € {l1,...,d}. Rechnen Sie dann nach
(partielle Ableitungen in Wirmeleitungsgleichung einsetzen), dass die Funktion f :
(0, +00) x R? — R eine Losung der Wirmeleitungsgleichung ist.

Losungshinweis Aufgabe 139

(a) Verifizieren Sie zunéchst mit einer kleinen Rechnung, dass die zusammenge-
setzte Funktion f o g : R> — R von der Form

(f 0 8)(x1,x2) = f(g(x1, x2)) = X + 2x1x3 + x3

ist. Berechnen Sie dann die Jakobi-Matrix (den Gradienten) des obigen zweidi-
mensionalen Polynoms.

(b) Berechnen Sie zuerst die Jakobi-Matrizen der beiden Funktionen f : R >R
und g : R? — R? und multiplizieren Sie dann die rechte Seite der Gleichung

Jrog(x) = Jy(g(x))Jg(x)
fiir x € R? aus. Beachten Sie dabei, dass J (g(x))Jg(x) fiir das Matrix-Produkt

von Jr(g(x)) € R3 mit Jg(x) € R3*2 steht. Vergleichen Sie dann zur Kon-
trolle ihre Ergebnis mit dem aus Teil (a) dieser Aufgabe.
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Losungshinweis Aufgabe 140 Zeigen Sie zuerst, dass die Jakobi-Matrix der Funk-
tion W : A — R? gerade

__[cos(p) —rsin(ep)
Julr ¢) = <sin(<p) rcos(w))

fiir (r, )T € A lautet. Verwenden Sie dann Jrow(r, @) = V f(W(r, ) Ju(r, @)
fiiralle (r, ¢)T € A (mehrdimensionale Kettenregel beachten) um die Jakobi-Matrix
der zusammengesetzten Funktion f o W : A — R zu bestimmen.

Losungshinweis Aufgabe 141 Definieren Sie zunichst die Funktion mult : R? —
R mit mult(xy, x2) = x1x2 (Multiplikation). Berechnen Sie dann mit Hilfe der
mehrdimensionalen Kettenregel die Ableitung der Funktion F : R — R mit

F(x) = (multo (f, g))(x) = mult(f(x), g(x)) = f(x)g(x),

wobei f, g : R — R zwei beliebige differenzierbare Funktionen sind, und folgern
Sie damit die eindimensionale Produktregel.

Losungshinweis Aufgabe 142 Gehen Sie dhnlich wie in Aufgabe 140 vor. Beachten
Sie, dass geméal der mehrdimensionalen Kettenregel

B (x) = (Jr(g(x)), Jg(x))

fiir alle x € R gilt.

Loésungshinweis Aufgabe 143 Verwenden Sie eine der folgenden zwei alternativen
Losungswege:

(a) Wihlen Sie x € R? beliebig und betrachten Sie die beiden Funktionen g, & :
R — Rmit g(t) = f(tx) und h(t) = t2f(x), die wegen der Homogenitit von
f € C*(R?, R) identisch sind. Uberlegen Sie sich dann mit Hilfe der mehrdi-
mensionalen Kettenregel (!) sowohl

gL (V@ex).x) alsauch  g"(t) L (x. Hy(tx)x)

fiirjedest € R. Die Resultate der Aufgaben 118 und 120 sind bei der Berechnung
der zweiten Ableitung hilfreich. Berechnen Sie schlieBlich noch &’ und /" und
folgern Sie damit die gewiinschte Darstellung der Funktion f.

(b) Uberlegen Sie sich kurz, dass

i f@x) — f(0) —t{Vf(0),x)— %(x, Hy(0)x)
t1—1>nO 12 -

gilt und verwenden Sie dann f(0) = 0 und V f(0) = 0 (Folgerungen aus der
Homogenitit) um den obigen Grenzwert geschickt zu vereinfachen und so die
Darstellung der Funktion f zu beweisen.
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Losungshinweis Aufgabe 144 Beweisen Sie

h(x)

F'(x) = f(x, h(x)h' (x) — f(x, g(x))g"(x) + /( : Ox f (x, 1) dr

glx

fiir x € I. Beachten Sie dabei, dass sich die Funktion F : I — R mit
h(x)
F(x):f f(x,t)de
g(x)
fiir jedes x € I &quivalent als F(x) = (H o G)(x) umschreiben ldsst, wobei die
Funktionen G : I — R3und H : J x J x I — R durch
y
G(x)=(gx),h(x),x)T und H(x,y,2)= / f(z,0)dt
X

definiert sind. Verwenden Sie dann die mehrdimensionale Kettenregel um F’ bezie-
hungsweise (H o G)’ zu bestimmen. Bei der Berechnung der Jakobi-Matrix Jp ist
der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung hilfreich.

Losungshinweis Aufgabe 145 Betrachten Sie zu zwei beliebig gewihlten Punkten
x,y € G mitx # ydiereelle Funktion /4 : [0, 1] — Rmith(t) = f(x +t(y —x)).
Erkliren Sie kurz, dass & wohldefiniert ist und begriinden Sie, dass es eine Stelle
& € (0,1) mit

h(1) — h(0) = H'(§)
gibt. Berechnen Sie schlieBlich mit der mehrdimensionalen Kettenregel, dhnlich wie

in Aufgabe 142, die Ableitung 7’ und beweisen Sie damit den mehrdimensionalen
Mittelwertsatz.

Losungshinweis Aufgabe 146 Uberlegen Sie sich kurz, dass es einen Vektor 7 €
{a+1t(b—a)eR?|te(0,1)} mit

fb) = fla) =(Vf(),b—a)

gibt. Berechnen Sie dann die linke und rechte Seite der obigen Ungleichung und
bestimmen Sie damit z.

Loésungshinweis Aufgabe 147 Gehen Sie dhnlich wie in Aufgabe 145 vor. Betrach-
ten Sie dazu die Funktion 4 : [0, 1] — R mit

h(t) = f(t,1,1) = 1> + 3t?



15 Loésungshinweise Mehrdimensionale Differentialrechnung 123

und wenden Sie den (eindimensionalen) Mittelwertsatz auf die Funktion / an. Beach-
ten Sie, dass £(0) = £(0,0,0) und (1) = f(1, 1, 1) gelten. Die Ableitung von &
konnen Sie mit der mehrdimensionalen Kettenregel bestimmen.

Losungshinweis Aufgabe 148 Beweisen Sie, dass fiir zwei beliebig gewihlte
Punkte x,y € G mit x # y stets f(x) = f(y) gilt. Betrachten Sie dazu einen
Polygonzug [x1, ..., x,] € G mitn € N und Elementen xy, ..., x, € G und wen-
den Sie den mehrdimensionalen Mittelwertsatz an, um zu jedem j € {1,...,n — 1}
eine Zahl ¢; € (0, 1) mit

&) = fGjr) =Vl +1(xjp1 —x5)), xj —Xjq1)

zu finden. Vereinfachen Sie dann die rechte Seite der obigen Gleichung und folgern
Sie damit, dass die Funktion f konstant ist.

Losungshinweis Aufgabe 149 Berechnen Sie fiir (x, x2, x3, x4)T € R* die parti-
elle Ableitung o, (8x2)2f(x1, X2, X3, x4) der Funktion f : R* — R. Bestimmen Sie
dazu zuniéchst oy, f (x1, x2, X3, x4) und 0, dx, f (x1, x2, x3, x4) mit Hilfe der Produkt-
und Kettenregel fiir differenzierbare Funktionen.

Losungshinweis Aufgabe 150 Beweisen Sie die Darstellung
1
o) = ) + (VA x = x¥) + S0 = x¥, Hpe) (e = 2%)

fiir jedes x € G. Beachten Sie, dass das Taylorpolynom 7, zweiter Ordnung einer
Funktion f € C%(G, R) an der Stelle x° € G fiir x € G durch

3 f(x%)
L) =Y ———x—x)*
ol
loe|<2
definiert ist. Dabei bezeichnet || = a1 + ... 4+ a4 die (ganzzahlige) Ordnung des
Multiindexs o € Ng . Unterscheiden Sie dann die drei Fille || = 0, |@| = 1 und

|| = 2 und iiberlegen Sie sich wie die entsprechende Ableitung 3% f (x°) aussieht,
um das Taylorpolynom geschickt zu vereinfachen.

Losungshinweis Aufgabe 151 Bestimmen Sie zuerst den Gradienten der Funktion
f: R2 x (0, +00) — R mit f(x,y,2) = xyIn(z) und berechnen Sie damit das
Taylorpolynom

Tl(-xv Y, Z) = f(l’ 27 3) + (Vf(11 27 3)’ (-x - 17 y - 2’Z - S)T)

fiir (x, y,z)T € R3.
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Losungshinweis Aufgabe 152 Verifizieren Sie zunichst (Gradient und Hesse-
Matrix berechnen)

V£(1,0)=(0,1)T und Hf(1,0)=<gg>.

Bestimmen Sie dann mit Hilfe von Aufgabe 150 das Taylorpolynom 2. Ordnung im
Entwicklungspunkt (1, 0)T.

Losungshinweis Aufgabe 153 Beachten Sie, dass die Tangentialebene an die Funk-
tion f : (0,400) x (0,4+00) — R mit f(x,y) = arctan(y/x) an der Stelle
(x0, ¥0)T = (2, 1)T der Graph der affin-linearen Funktion (Taylorpolynom 1. Ord-
nung) 77 : (0, +00) x (0, +00) — R mit

Ti(x, y) = f(x0, y0) + (V f(x0, y0), (x = x0,y — y0)T)
ist. Dabei bezeichnet (-, -) wie iiblich das Euklidische Skalarprodukt im R2.

Losungshinweis Aufgabe 154 Gehen Sie zum Beweis der beiden Aussagen wie
folgt vor:

(a) Uberlegen Sie sich zunzchst mit dem Satz von Taylor, dass
1 2
fx) = fxo) + 5 (x = X0, Hy (x0)(x — x0)) + o(flx — Xoll3)

gilt, falls x € G nahe der kritischen Stelle xo € G liegt. Uberlegen Sie sich dann,
dass es Zahlen « > O und § > 0 mit

(x — x0, Hy (x0)(x — x0)) > allx — x0lI3
fiir alle x € R? und
o
lo(llx — xol13)| < 7 - xoll?

fiir jedes x € G mit ||x — xp|l2 < § gibt. Verwenden Sie schlieBllich die beiden
obigen Ungleichungen um zu beweisen, dass die Funktion f in xo ein lokales
Minimum besitzt.

(b) Argumentieren Sie geschickt mit dem Resultat aus Teil (a) dieser Aufgabe. Uber-
legen Sie sich dazu, in welchem Zusammenhang die lokalen Extrema von f und
— f stehen.
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Losungshinweis Aufgabe 155 Beweisen Sie 7}, (x) = f(x) fiir alle x € R?, das
heiBt, das Taylorpolynom 7}, : R — R stimmt mit der Polynomfunktion f : R? —
R iiberein. Uberlegen Sie sich dazu zunichst

5% £(0) = m!, |o|=m

0, sonst

und verwenden Sie dann den Satz von Taylor sowie das Multinomialtheorem (Mul-
tinomialformel) [1, 8.5 Theorem)].

Losungshinweis Aufgabe 156 Verwenden Sie fiir x € R die Potenzreihenentwick-
lung

+00 (— l)nx2n+l

SN =2

n=0

der Sinusfunktion und bestimmen Sie damit die Taylorreihe der Funktion f.
Losungshinweis Aufgabe 157

(a) Berechnen Sie zunichst den Gradienten der Funktion f und iiberlegen Sie sich,
dass V f(x1,x2) = (0,0)T (notwendige Bedingung) genau dann gilt, wenn
(x1, x2)T = (0, 0)T der Nullvektor ist.

(b) Uberlegen Sie sich, dass die Funktion f : R — R unbeschrinkt ist. Beweisen
Sie dazu

Fx1,x2) > [1(xr, x2) 7113

fiir (x1, x2)T € R? und argumentieren Sie dann geschickt.

(c) Verifizieren Sie
40
H¢(0,0) = (0 6)

und verwenden Sie dann das Kriterium aus Aufgabe 154 um nachzuweisen, dass
in (0, 0)T ein lokales Minimum vorliegt.

Losungshinweis Aufgabe 158 Bestimmen Sie zuerst mit einer kleinen Rechnung
alle kritischen Punkte der Funktion, das heiflt, alle Punkte (x, y)T € R2 mit
Vf(x,y) = (0,0)T. Berechnen Sie dann die Hesse-Matrix und verwenden Sie
die folgende Charakterisierung (vgl. auch Aufgabe 154):

(a) Der kritische Punkt (x, y)T € R? ist ein lokales Minimum, falls die Hesse-
Matrix an dieser Stelle positiv definit ist. In diesem (zweidimensionalen) Fall
bedeutet dies dquivalent det(H ¢ (x, y)) < Ound 9,0y f (x, y) > 0.
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(b) Ist (x, )T € R2? ein kritischer Punkt der Funktion f derart, dass die Hesse-
Matrix negativ definit ist, so handelt es sich um ein lokales Maximum. Die
Definitheit ist hier dquivalent zu det(H s (x, y)) < O und 9,3, f(x, y) < 0.

(c) Istdie Hesse-Matrix jedoch in einem kritischen Punkt weder negativ noch positiv
definit, so liegt ein Sattelpunkt vor.

Losungshinweis Aufgabe 159

(a) Zeigen Sie V (0, 0) = (0, 0)T und erkldren Sie kurz, warum es keine weiteren
kritischen Punkte geben kann.

(b) Beachten Sie, dass die Hesse-Matrix H (0, 0) positiv semidefinit ist, wenn alle
Eigenwerte groer oder gleich Null sind. Insbesondere ist damit das Kriterium
aus Aufgabe 154 nicht anwendbar. Betrachten Sie dann die Hilfsfunktionen
g, h: R — R mit

2 4

g) = f(x,0)=2x* und  h(x)=f (x, 3%) .

um geschickt zu argumentieren, dass die Funktion f : R*> — R kein lokales
Minimum besitzen kann.

(c) Beachten Sie, dass die Funktion g : R — Rmit f(txo, ty0) = (tyo—1°x3)(y3 —
2¢2x3) fiir jeden Vektor (xg, yo)T € R? mit (xo, y0)T # (0, 0)T ein (differenzier-
bares) Polynom ist. Berechnen Sie dann g’(0) und g”(0) um zu beweisen, dass
g in 0 ein lokales Minimum besitzt (notwendige und hinreichende Bedingung
priifen).

Losungshinweis Aufgabe 160 Begriinden Sie kurz, dass es eine Stelle xg € R und
eine Konstante C > 0 mit f(xp) # 0 und | f(x)| < |f(xp)| fiir alle x € R mit
|x| > C gibt. Uberlegen Sie sich dann, dass die stetige Funktion / : [-C, C] — R
mit A(x) = | f(x)| ein Maximum besitzt. Folgern Sie damit, dass dann auch | f| ein
globales Maximum besitzen muss.

Losungshinweis Aufgabe 161 Uberlegen Sie sich zunzchst kurz mit Hilfe der gege-
benen Ungleichung, dass es eine Stelle xg € R? und r > 0 mit f(x) < f(x0)
fir alle x € R? \ B,(0) gibt. Folgern Sie schlieflich mit dem Satz von Weier-
stra} (vgl. Aufgabe 107), dass es einen Punkt x); in der abgeschlossenen Kugel
B,(0) = {x € R? | |Ix]l2 < r} mit f(x) < f(xp) fiir alle x € R? gibt (globales
Maximum).

Losungshinweis Aufgabe 162
(a) Zeichnen Sie fiir A € R die Niveaumengen

Nr) = {1, x)T € R? | f(x1,x2) = A}
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und die Nebenbedingung N in ein gemeinsames Koordinatensystem. Bestimmen
Sie dann die beiden Niveaumengen, die tangential zu N verlaufen, und berechnen
Sie so die Tangentialpunkte.

(b) Wenden Sie den Satz von Lagrange auf die Funktion L : R3 — R mit

L(x1,%2, %) = f(x1,x2) + Ag(x1, X2) = x1 + X2 + A(x] + x5 — 8)

an. Bestimmen Sie dann alle Losungen des Gleichungssystems VL = 0 und
verwenden Sie dann die Determinante der gerinderten Hesse-Matrix

B¢, 0, L Oy, 00, L 0y, 05 L 3¢, 0, L Oy, 00, L Oy, 8
Hp = | 0x,0x, L 05,05, L 05,00 L | = | 0x,0x, L 0x,0x,L 0x,8
8Aax1L 8A8X2L 8181L 8)(18 ang 0

zur Klassifikation der kritischen Stellen.

Losungshinweis Aufgabe 163 Gehen Sie dhnlich wie in Teil (b) von Aufgabe 162
vor. Verwenden Sie dazu (mit Begriindung) die Lagrange-Funktion L : R? — R mit

L(xvy’)") = f(x7 J’) +)\'g(x7 Y) ZXy‘f')\(UO _2(x+}’))’

wobei Uy > 0 ein fest vorgegebener Umfang ist. Bestimmen Sie mit den drei Glei-
chungen der notwendigen Bedingung VL = 0 die kritische Stelle und verwenden
Sie erneut die geridnderte Hesse-Matrix, um zu entscheiden, ob es sich um ein lokales
Maximum handelt oder nicht.

Losungshinweis Aufgabe 164

(a) Betrachten Sie die Lagrange-Funktion L : R*! — R mit

d d
Lx,0)=fx)+rg(x) =Y ajxj+r[> x7—1
j=1 j=1
Untersuchen Sie dann die d + 1 notwendigen Bedingungen 9, L = 0 fiir

Jje{l,...,d}und 9, L = 0. Zeigen Sie x; = —a;/(21) und A = X|lall2/2
(Nebenbedingung verwenden) und bestimmen Sie damit das Minimum und
Maximum der Funktion f unter der Nebenbedingung N.

(b) Beachten Sie, dass die Cauchy-Schwarz-Ungleichung aus Aufgabe 58 gerade
| £ ()] < llall2llx]l fiir x € RY liefert.

Losungshinweis Aufgabe 165 Bestimmen Sie das Maximum der Lagrange-
Funktion L : (0, +00)? x R — R mit

d d
Lx,2) ==Y xjlogy(xj)+ 1| x;—1
j=1 j=1
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Gehen Sie dabei dhnlich wie in den Aufgaben 162 (b) und 163 vor. Beachten Sie,
dass Sie nicht beweisen miissen, dass die kritische Stelle der Funktion L wirklich
ein Maximum ist.

Losungshinweis Aufgabe 166 Beachten Sie, dass in dieser Aufgabe die Funktion
f : R® — R unter zwei Nebenbedingungen minimiert/maximiert werden sollen. In
diesem Fall miissen Sie die Lagrange-Funktion L : R> — R mit

Lo,y 2 i ) = x>+ Y2+ 24 M2+ = D4+ y+z—1)

untersuchen und dann hnlich wie in den vorherigen Aufgaben vorgehen. Uberlegen
Sie sich vorher kurz, warum Sie den Satz von Lagrange iiberhaupt verwenden konnen
(Voraussetzungen priifen).

Losungshinweis Aufgabe 167

(a) Nutzen Sie die iiblichen Differentiationsregeln zur Bestimmung der partiellen
Ableitungen und stellen Sie damit die Jakobi-Matrix der Funktion f auf.

(b) Verwenden Sie den Satz von der impliziten Funktion [2, 8.4 Korollar] in der
folgenden Form: Seien U € R¢ und V C RX offene Mengen und f : U x
V — R* mit (x, y) = (fi(x,y),..., fx(x, y))T eine stetig differenzierbare
Funktion. Sind (a, b)T € U x V ein Punkt mit f (a, b) = 0 und die quadratische
Matrix

dy, fi(a.b) ...y, fi(a.b)
Dy f(a,b) = : :
dy, fi(a.b) ... dy, fila.b)

invertierbar, so existieren offene Umgebungen U’ € U und V' € V von a
beziehungsweise b und eine stetig differenzierbare Funktion g : U’ — V' mit

x,NTelU xV': flx,y)=0 — glx) =y.

Weiter ist die Matrix D5 f (x, g(x)) fiir alle x € U’ invertierbar und die Jakobi-
Matrix von g ist fiir jedes x € U’ durch

Jo(x) = —(Daf(x, g(x))) "' D1 f(x, g(x))

gegeben, wobei die Teilmatrix D1 f fiir (x, y)T € U x V gemil

axlfl(x7 )’) adel(x7 )’)
le(x’y)z
Oy Jie(x, y) oo Oxy S (X, y)

definiert ist.
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Losungshinweis Aufgabe 168 Wenden Sie den Satz von der impliziten Funktion
(vgl. den Losungshinweis von Aufgabe 167) auf die Funktion f : R® — R? mit

fx,y,2) = (2cos(xyz) + yz —x — 1, (xy2)* +z—1)7
an. Begriinden Sie dabei kurz, dass alle Voraussetzungen des Satzes erfiillt sind.

Losungshinweis Aufgabe 169 Gehen Sie dhnlich wie in Aufgabe 168 vor. Betrach-
ten Sie dazu die Funktion f : R? — R? mit

_ x +2y? +37°
f,y,2)= <ex _I_eZy + ez _3
und wenden Sie dann das implizite Funktionentheorem an (vgl. auch den Losungs-
hinweis von Aufgabe 167).

Losungshinweis Aufgabe 170 Beweisen Sie, dass das Bild f(A) = {f(x) € R? |
x € A} jeder offenen Teilmenge A C G ebenfalls in R offen ist. Betrachten Sie
dazu eine beliebig gewihlte offene Menge A € G und untersuchen Sie dann die
stetig differenzierbare Funktion

F:GxR! >R mit F(x,y) = f(x)—y.

Wihlen Sie dann xg € A und setzen Sie ygo = f (xp), das heifit, es gilt F (xo, yo) = 0.
Wenden Sie schlieBlich (mit Begriindung) den Satz von der impliziten Funktion
an und schreiben Sie die Bildmenge f(A) als Vereinigung von offenen Mengen
(Umgebungen der Elemente aus A).

Loésungshinweis Aufgabe 171 Wenden Sie das implizite Funktionentheorem auf
die Funktion P : R* — R mit P(x,aq,a1,ar) = X3 4 apx? 4+ ajx + ag an.
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Losungshinweis Aufgabe 172 Zeigen Sie y(0) = y(27) und argumentieren Sie
kurz, dass die beiden Funktionen y1, y» : [0, 27r] — R stetig differenzierbar sind.
Weisen Sie weiter ||y (¢)]l2 > O fiir r € [0,27] nach um zu beweisen, dass y
ein regulidrer Weg ist. Beachten Sie, dass in der Kurventheorie der Gradient von y
tiblicher Weise mit y und nicht mit Vy bezeichnet wird.

Losungshinweis Aufgabe 173 Uberlegen Sie sich, welcher der sechs Wege geschlos-
sen, doppelpunktfrei oder regulir ist. Vergleichen Sie Ihre Beobachtungen mit den
sechs Kurven in der Abbildung.

Losungshinweis Aufgabe 174 Sie konnen den Schnittwinkel o € [0, 7r] im Null-
punkt mit Hilfe der Formel

(=D, y@)
IV (=Dll2lly (=Dl

cos(a) =

berechnen.

Losungshinweis Aufgabe 175 Verwenden Sie fiir alle Teilaufgaben, dass gemif3
der Formel fiir die Bogenlinge, die Linge einer stetig differenzierbaren Kurve y :
[a,b] — R4 gemif

b
L()/)=/ ly @)z dz

bestimmt werden kann. Hier bezeichnet y den Gradienten (die Ableitung) von y und
|l - |l» die Euklidische Norm.
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(a) Nutzen Sie zur Berechnung der Linge L(y;) die trigonometrische Identitét
sin? (t) 4+ cos?(t) = 1 fiir t € R um das Integral zu vereinfachen.

(b) Beachten Sie, dass cosh’(f) = sinh(¢) und cosh?(z) — sinh?(t) = 1 fiirr € R
gelten.

(c) Verwenden Sie erneut die Identitit aus Teil (a) um

2
Liys)=r V2 —2cos(t)dt
0

zu zeigen. Vereinfachen Sie dann das obige Integral geschickt mit der Halbwin-
kelformel 1 — cos(¢) = 2 sin?(¢/2) fiirt € R.

Losungshinweis Aufgabe 176 Beachten Sie, dass eine Kurve y : [a, b] — R¢

rektifizierbar heif3t, falls ihre Linge, gegeben durch

L(y) = sup [Z ly@)—yv@i—Dl2lneN, a<ty<ty <...<ty_1 <t, <bhy,
j=1
endlich ist. Verwenden Sie dann die Lipschitz-Stetigkeit um den Ausdruck Z?:]
ly@j)—y@j-1lfirallen € Nunda <1t <t; <... <11 <1, < bnachoben
abzuschitzen. Gehen Sie dann zum Supremum iiber alle Zerlegungen des Intervalls
[a, b] iiber.
Losungshinweis Aufgabe 177 Betrachten Sie fiir n € N die Zerlegung
Zy={x; €[0,11]j €{1,....n}} U{0}

mitx; = 1/j fiir j € {1,...,n} und x,11; = 0. Beweisen Sie dann

n+1 n+1 1 1 n+1 1

Ly) =) Inb)—nkiDl=) (7 + ,T1> > Z;
j=2 j=2 j=1

und iiberlegen Sie sich schlielich was passiert, wenn Sie in der obigen Ungleichung
zum Grenzwert n — o0 ilibergehen.

Losungshinweis Aufgabe 178 Losen Sie die Aufgabe in zwei Schritten.

(a) Berechnen Sie mit dem Satz iiber die Linge einer Kurve die Lange von y ([a, b]),
wobei der stetig differenzierbare Weg y : [a, b] — R? gemiB

y®) =@, o)D" =@, f()T

definiert ist.
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(b) Betrachten Sie (mit Begriindung) fiir r > 0 die Funktion f : [—r,r] — R mit
f(t) = ~/r? —t? sowie den Weg y : [0, 2] — R mit

y(6) = (i1 (), Y2 ()T = (1, F(1)T = (z, Jr2 = t2>T .

Verwenden Sie dann Teil (a) dieser Aufgabe. Verifizieren Sie dazu zunéchst

r r 1
L(y) = /;r \/ 1+ (f/(l))zdl‘ =r i ﬁdl

und verwenden Sie dann die Substitution y(¢) = ¢/r fiir t € [—r,r] mit dy =
1/rdz.

Losungshinweis Aufgabe 179 Begriinden Sie kurz, dass die Bogenldngenfunktion
s :[a,b] — R mit

t
s(t) = L(Y|[a.1) =/ Iy (®ll2d

invertierbar ist. Zeigen Sie dann, dass J = y([a,b]) und ¢ : J — [a, b] mit
@(t) = s~ (r) das Gewiinschte leisten.

Losungshinweis Aufgabe 180 Verwenden Sie fiir alle Teilaufgaben die Definition
des Kurvenintegrals 1. Art aus dieser Aufgabe.

(a) Verifizieren Sie zuniichst mit einer kleinen Rechnung ||y (t)[2 = /1 + 4¢2 fiir
t € [0, 1] und berechnen Sie dann das Integral

1
/deZf V1 + 412 dr,
y 0

indem Sie den Radikand substituieren.

(b) Zerlegen Sie den Rand des Rechtecks in vier Kurven yy, ..., y4 : [0, 1] — R2,
die jeweils zwei Eckpunkte durch eine Gerade verbinden. Beachten Sie dabei,
dass die Konvexkombination (Verbindungslinie) von zwei Punkten a, b € R?
durch {tra + (1 — 1)b € R? | t € [0, 1]} gegeben ist. Berechnen Sie dann

/fds: fds+f fds+ fds+ fds.
Y ¥ 72 V3 va
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Losungshinweis Aufgabe 181

(a) Verwenden Sie die Definition des Kurvenintegrals 2. Art aus dieser Aufgabe.
Berechnen Sie dazu fiir ¢ € [0, 1] nacheinander die drei Ausdriicke F (y (t)), y (t)
und (F(y(2)), y(t)). Zeigen Sie damit

V2 2
[Foas= [T
y 1+r 0

(b) Gehen Sie dhnlich wie in Teil (a) dieser Aufgabe vor. Verifizieren Sie dazu mit
einer kleinen Rechnung (F (y (¢)), y(¢)) = 0 fiir ¢t € [0, 27].

(©) Uberlegen Sie sich zunichst, dass die Verbindungsstrecke y : [0, 1] — R3
lediglich die Konvexkombination der beiden Punkte ist, das heif3t, fiir € [0, 1]
gilty(®) =¢t(1,0, DT + (1 —£)(1, 0, 27)T. Zeigen Sie dann (F (y (¢)), y(¢)) =
2x — 1 fiir ¢t € [0, 1] und berechnen Sie damit das Kurvenintegral 2. Art.

Losungshinweis Aufgabe 182

(a) Verwenden Sie zur Berechnung der Linge der Kurve geschickt e/ + e =
g g g

2 cosh(z) und cosh?(¢) — sinh2(¢) = 1 fiir 7 € [0, 1].
(b) Verifizieren Sie zunichst

1
/ F -ds :/ t + sinh(z) cosh(z) dz.
Yy 0

Integrieren Sie dann den zweiten Summanden der rechten Seite partiell oder

verwenden Sie Gl. (19.1). Beachten Sie dabei, dass die Hyperbelfunktionen

sinh’(r) = cosh(z) und cosh’(z) = sinh(¢) fiir ¢ € [0, 1] erfiillen.
Losungshinweis Aufgabe 183

(a) Verifizieren Sie mit einer kleinen Rechnung, dass das Vektorfeld F : R? —» R3
den dreidimensionalen Integrabilitdtsbedingungen

Ox; Fie(x1, x2, x3) = 0y, Fj(x1, X2, X3)
fiir j, k € {1,2,3} und (x1, x2, x3)7 € R? geniigt.

(b) Uberlegen Sie sich, dass es wegen Teil (a) eine (stetig differenzierbare) Potenti-
alfunktion G : R? — R mit (Hauptsatz der Kurventheorie)

/ F.ds= G(y(2m)) — G(y(0))
Y

gibt und argumentieren Sie dann geschickt.
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Losungshinweis Aufgabe 184

(a) Rechnen Sie mit Hilfe der Quotientenregel die zweidimensionalen Integrabili-
titsbedingungen 9y, F2(x1, X2) = 0y, F1(x1, x2) fiir (x1,x2)7 € RZ\ {(0,0)T}
nach.

(b) Uberlegen Sie sich, dass das Vektorfeld F : R2 \ {(0,0)T} — R? kein Gradien-
tenfeld ist. Geben Sie dazu einen (moglichst einfachen) Weg y : [0, 1] — R? an,
fiir den das Kurvenintegral 2. Art

2
fF~ ds=/0 (F(y (1)), 7)) dt
Y

nicht verschwindet.
Losungshinweis Aufgabe 185

(a) Die verrichtete Arbeit W ist genau dann vom Weg unabhingig, wenn rot(F) = 0
gilt.

(b) Gehen Sie zur Bestimmung des Potentials beispielsweise wie folgt vor: Bezeich-
net G : R? — R das Potential von F, so gelten 3G = Fy und 9,G = F; in
R?. Integrieren Sie die erste Gleichung (beziiglich x) und bestimmen Sie so eine
Darstellung fiir G. Verwenden Sie dann die zweite Gleichung um die unbekannte
Funktion, die beim Integrieren entstanden ist, zu bestimmen.

(c) Verwenden Sie geschickt Teil (a) dieser Aufgabe. Finden Sie dazu eine moglichst
einfache Kurve 7 : [0, 27] — R? mit 7(0) = (0,0)T und y27) = 2x, 27)7T
und berechnen Sie dann W = | 7 F - ds (Kurvenintegral 2. Art, vgl. Aufgabe
181).
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Losungshinweis Aufgabe 186 Betrachten Sie fiir beliebiges n € N die Zerlegung
Zy = {307 €10, 117 | j, k€ {0,....n}}

des Intervalls [0, 1]?, wobei xj = j/nund yp = k/nfir j, k € {0, ..., n}. Begriin-
den Sie, dass

. (-DE-1 jk
mijg = inf flx,y) = — und M = sup  f(x,y) = )
(., NTEQjik n (x.NTEQji n
fir alle j, k € {1, ..., n} gelten und bestimmen Sie dann die Untersumme

n

n
S(f. Zn) Qggjn vol(Q) inf f(x.) ; ; vol(@jo)  inf | fex.)
mit Hilfe der bekannten Gaulschen Summenformel [3, Aufgabe 31 (a)]. Dabei
bezeichnet Q,, die Menge aller Teilquader der Zerlegung Z,,. Gehen Sie weiter bei der
Berechnung von S(f, Z,) dhnlich vor und zeigen Sie schlieBlich lim, S(f, Z,) =
lim, S(f, Z,) = 1/4.

Losungshinweis Aufgabe 187 Beachten Sie, dass eine mehrdimensionale Funktion
Riemann-integrierbar ist, falls sie beschrédnkt oder stetig ist.

Losungshinweis Aufgabe 188 Verwenden Sie erneut fiir n € N die Zerlegung
2 .
Zy = {0, y)T €10,11° | j, k €1{0,...,n}}
© Der/die Autor(en), exklusiv lizenziert an Springer-Verlag GmbH, DE, ein Teil von 137
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des Rechtecks [0, 1]%, wobei xj=j/nund yy = k/nfir j, k €{0,...,n}. Uberle-
gen Sie sich dann kurz, dass die Untersumme S(f, Z,) gleich Null ist und

n—+1

S(f, 2n) = vol(Q) sup f(x,y) =
an (x.TeQ 2n

gilt. Dabei bietet es sich erneut an die GauBsche Summenformel Z’}zl j =
n(n 4+ 1)/2 fir n € N zu verwenden. Folgern Sie schlieflich mit dem Riemann-
schen Integrabilititskriterium, dass die Funktion f : [0, 1]> — R nicht Riemann-
integrierbar sein kann.

Losungshinweis Aufgabe 189 Uberlegen Sie sich kurz, dass die Funktion f :
[a, b] — R gleichmiBig stetig und beschrinkt ist. Betrachten Sie dann ¢ > O.
Erkliren Sie kurz, warum es § > 0 mit | f(x) — f(y)| < &/ vol([a, b]) fiir alle
x,y € [a, b] mit ||x — y|lcc < 8§ gibt und wihlen Sie dann eine Zerlegung Z von
[a, b], deren Kantenldngen echt kleiner als § sind. Zeigen Sie schlieflich mit dem
Satz von Weierstrall aus Aufgabe 107

S(f.2)=S(f, ) =) Vol(Q)< max f (x) — min f(x)) <
0cz xeQ xeQ

&
s ) vol(Q)
vol([a, b]) ez

und argumentieren Sie dann geschickt.

Loésungshinweis Aufgabe 190 Betrachten Sie die Folge (¢, ), von einfachen Funk-
tionen (Stufenfunktionen) mit ¢, : [0, 1] — [0, +00) und

on

on(x) = Zf (2> Xap (),

wobei A} = [(k — 1)/2",k/2"] fiir k € {1,...,2"}. Verifizieren Sie dann (mit
ausfiihrlichen Begriindungen)

2)1
/(Ol]TdA(x) lim ka(Ak) lleﬁZ

Losungshinweis Aufgabe 191 Beweisen Sie, dass der Positivteil f* der Funktion
mit

f+(x) — {Smxi)v x € 2nm, 2n + )m)
0, x € [2n+ Dm, Cn +2)7]



17 Losungshinweise Integrationstheorie und Integralsatze 139

fiir n € Ny nicht integrierbar ist (vgl. auch Abb. 1.1). Verwenden Sie dazu die Dar-
stellung

X et sin(x)
Tx)dax) = / da(x)
/[O,M)f (@) drx) = i (x

X
n=0 Y 2nw

und schitzen Sie dann das Integral auf der rechten Seite nach unten ab, indem Sie
den Nenner des Integranden durch (2n + 1) vergrofB3ern.

Losungshinweis Aufgabe 192 Uberlegen Sie sich zuerst kurz mit Hilfe der o-
Additivitit des Lebesgue-MaBes A ([0, 1] N Q) = 0 und beachten Sie dann, dass

/ F(x)dA(x) = / 1da(x)
[0,1] [0,11NQ

gilt.

Losungshinweis Aufgabe 193 Wegen der Riemann-Integrierbarkeit der Funktion
f :la, b] — R gibt es zwei Folgen (g,), und (h,), von Treppenfunktionen mit

b
lim gn(¥)dr(x) = lim hn(x)dk(x)zf £(x)dx.
b] a

n—-+00 [a, n——+00 [a,b]

Uberlegen Sie sich, dass die beiden Folgen punktweise auf [a, b] gegen zwei mess-
bare Funktionen g und / konvergieren. Verwenden Sie dann den Satz von der mono-
tonen Konvergenz und folgern Sie damit

b b
/ h(x) —gx)dr(x) = / fx)dx — / f(x)dx =0.
[a,b] a a

Begriinden Sie zum Schluss noch, dass die Funktion f sowohl messbar als auch iiber
[a, b] integrierbar ist.

Losungshinweis Aufgabe 194 Uberlegen Sie sich zuniichst kurz, dass sich beide
Integrale mit dem Satz von Fubini (Voraussetzungen iiberpriifen) als iterierte eindi-
mensionale Integrale schreiben lassen. Speziell fiir das zweidimensionale Integral
gilt also beispielsweise

1 3
// 2x —7y2 A2 (x, y) = / (/ 2x — 7y? d,\(x)) dr(y).
[1,31x[0,1] o \J1

Berechnen Sie dann fiir y € [0, 1] das innere Integral auf der rechten Seite und werten
Sie danach das duflere Integral aus. Gehen Sie beim dreidimensionalen Integral
analog vor. Beachten Sie, dass im Gegensatz zu Aufgabe 195 die Integralgrenzen
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beim Anwenden des Satzes von Fubini nicht angepasst werden miissen, da stets liber
ein zwei- beziehungsweise dreidimensionales Quader integriert wird.

Losungshinweis Aufgabe 195 Uberlegen Sie sich zunichst, dass sich das Tetraeder
T durch

T=[(x,y,z)TeR3|xZO,yZO,ZZO, +£+%51}

W =

darstellen ldsst. Folgern Sie dann mit dem Satz von Fubini

K [ re@) [ vy
/// 1dA3(x, y, 2) :/ (/ </ 1dk(z)> dk(y)) dAr(x).
T 0 0 0

Die Funktionen ¢ : R — R und ¢ : R2 — R (variablen oberen Grenzen) sowie
k € R konnen Sie dabei wie folgt bestimmen: Stellen Sie zunidchst die Ungleichung
(x,y,2)T € R® : x/3 4 y/4+ z/2 < 1 nach der dritten Variablen z um und
definieren Sie so . Stellen Sie danach die Ungleichung fiir z = 0 nach y um und
definieren Sie damit die Funktion ¢. Uberlegen Sie sich zuletzt, welche x-Werte die
Ungleichung zulésst, wenn y = 0 und z = 0 gelten, um « zu definieren. Bestimmen
Sie anschlieBend das iterierte Integral und beweisen Sie damit, dass das Volumen
des Tetraeders 4 Volumeneinheiten betrigt.

Losungshinweis Aufgabe 196 Zuerst sollten Sie sich kurz davon iiberzeugen, dass
die beiden iterierten Integrale libereinstimmen. Berechnen Sie dann

oo +oo 2y,2
/ (/ ye~(IHxDy d)\(y)) dr(x), (17.1)
0 0

indem Sie zuerst fiir alle x > 0 (inneres Integral)

/+oo 7(1+x2)v2 d)»( ) 1
e 2 = —
o YT,

beweisen. Beachten Sie dabei, dass (e‘”z)’ = 2are® firr € Rund @ € R gilt.

Berechnen Sie schlielich das Integral (17.1). Zum Nachweis der Identitit kénnen
Sie (mit Begriindung)

400 +o00 2 2 ~+00 ) ~+00 N
/ (/ ye Iy dx(x)) dk(y):/ eV (/ ye~ O dx(x)) dr(y)
0 0 0 0
+0o0 ) +00 2
= / e ( / ez dk(z)) dr(y)
0 0
+00 2 2
= </ e ¢ dA(z))
0

verwenden, um dann geschickt zu argumentieren.
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Losungshinweis Aufgabe 197 Uberlegen Sie sich zuerst, warum Sie wegen
f(x,y) = —f(y, x) fiir (x,y)T € [0, 1] lediglich eines der iterierten Integrale
(zum Beispiel das zweite) berechnen miissen um beide Integralwerte zu erhalten.
Fiir die Berechnung des zweiten iterierten Integrals konnen Sie sich zunichst

/1 xlz—x% d /1 2x12 d /1 1 d
———=—dn=| V——5=duo— [ 5—dx
0 (x}+x3)? 0 (¢} +x3)? 0 X2 +x3

/1 2x7 q 1 /1 1 q
= - —————dx
o xf(1 +(x2/x1)2)2 2 Jo 14 (x2/x1)?

fiir x; € (0, 1] iiberlegen und die beiden Integrale mit einer geeigneten Substitution
berechnen. Folgern Sie damit

1 14242 [
/ / % dxy | dx; = / 5 dx; = arctan(xp)
o \Jo (] +x3)? 0 1+x7

1 1,2 .2
/ / %dxz dx; = —z.
o \Jo (f+x3)? 4

Losungshinweis Aufgabe 198 Uberlegen Sie sich zuerst, dass die Funktion f :
R?Z — R auBerhalb von (0, 1) x (0, 1) konstant Null ist. Bestimmen Sie damit
zuerst fiir y € (0, 1) das Integral

1

0

und

+00

1
J"(x,y)ci)»(X):/0 fx,y)da(x).

Beachten Sie dabei, dass (0, 1) = (0, y) U[y, 1) gilt um das Integral auf der rechten
Seite zu berechnen. Folgern Sie damit

+00 400
/ (/ @, y) dk()f)) dr(y) =1

und gehen Sie dann beim zweiten iterierten Integral analog vor.

Losungshinweis Aufgabe 199 Das Prinzip von Cavalieri folgt direkt aus dem Satz
von Fubini. Uberlegen Sie sich dazu zunzchst, warum

AP (A) = / XaCrs y) dAPH = / ( / m(m)dﬂ’(x)) 49 (y)
Rr+aq R4 RP

gilt und schreiben Sie dann das innere Integral auf der rechten Seite geeignet um.
Beachten Sie dabei, dass (x, y)T € A genau dann gilt, falls x € A, gilt.
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Losungshinweis Aufgabe 200

(a) Beachten Sie, dass gemifl dem Prinzip von Cavalieri (vgl. Aufgabe 199)
A2(A) = / A(Ay) dA(y)
R

gilt, wobei A, = {x eR|(x,y)T € A} (Querschnitt) fiir y € R. Zur Berech-
nung des Integrals sollten Sie getrennt die Fille y € [0, 1]Jund y € R\ [0, 1]
untersuchen um damit die Querschnittsmenge geschickt zu vereinfachen.

(b) Wenden Sie das Prinzip von Cavalieri auf die Menge B, = {(x, y)T € R? |
(x,y,2)T € B} mitz € Ran. Uberlegen Sie sich dann, dass B, fiir z € [0, 1/2]
eine Kreisscheibe mit Radius (1 — z)/2 und Mittelpunkt 0 und andernfalls leer
ist.

Losungshinweis Aufgabe 201 Gehen Sie dhnlich wie in Aufgabe 200 vor. Betrach-
ten Sie dazu die Querschnittsmenge

R, ={(x. )T eR*| (x.y.2)7 € R}
fiir z € R und wenden Sie dann das Resultat aus Aufgabe 199 an.

Losungshinweis Aufgabe 202 Losen Sie die Aufgabe beispielsweise wie folgt:

(a) Berechnen Sie zuerst den Querschnitt E(li (0) N (R~ x {t}) fiirt € [—1, 1] und
stellen Sie diesen als eine geeignete Kugel im R~ dar.
(b) Beweisen Sie dann mit dem Transformationssatz die Identitét

d—1

W B 0) = (1= AT Ve

fir t € [—1, 1]. Beachten Sie dabei, dass

xd*‘(EdJl‘_j(O))=/7df1 1d4" (x)
B /ia®

gilt.
(c) Zeigen Sie dann mit dem Prinzip von Cavalieri (vgl. Aufgabe 199) und Teil (b)
die Rekursion

Va=Va-1lg

fiir

1 d—1
1d=/ 1 —15)7 dr@).
—1
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(d) Bestimmen Sie dann das Integral I; mit der Substitution #(x) = sin(x) fiir
x € [—1, 1]. Beachten Sie dabei, dass sich das Integral mit der Identitt sin? )+
cos? (x) = 1 fir x € [—1, 1] umschreiben und dann mit partieller Integration
berechnen lisst. Gehen Sie zum Beispiel wie in [3, Aufgabe 200] vor.

(e) Werten Sie schliellich die obige Rekursionsformel fiir die Volumina V; mit
Hilfe der Integralwerte I; aus. Sie konnen Ihre Rechnung beispielsweise fiir V3
tiberpriifen — das Volumen einer dreidimensionalen Kugel mit Radius r = 1
betrdgt bekanntlich 47 /3.

Losungshinweis Aufgabe 203

(a) Beweisen Sie zunichst, dass die Abbildung W : (0, 4+o0) X (—m, w) —
R*\ {(x, )T € R* [ x <0, y = 0} mit W(r,p) = (rcos(p), rsin(p))T
wohldefiniert, injektiv und surjektiv ist. Bestimmen Sie dann det(Jy(r, ¢))
fir (r, )T € (0,+00) x (—m, w) und folgern Sie damit, dass W ein cl-
Diffeomorphismus ist.

(b) Verwenden Sie den Transformationssatz und den Satz von Fubini um das Dop-
pelintegral zu berechnen. Nutzen Sie dazu die Polarkoordinaten aus Teil (a)
dieser Aufgabe und verifizieren Sie (mit ausfiihrlichen Begriindungen) die Glei-
chungen

//ﬂx,y)dmx,y):// £y dR2(x, )
A W)

= //U @, @)l det(Jy(r, )| di*(r, ¢)

= // P sin(g) cos(¢) dkz(r, ®)
0,3)x(—m,m)

T 3
= / (/ PRI sin(p) cos(¢) dk(r)) dA(p)
- 0

fiir U = (0, 3) x (—m, w) und f : R? — [0, 4+00) mit f(x, y) = x> +xy+ y°.

Losungshinweis Aufgabe 204 Verwenden Sie die Substitutionen # = y/x und
v=1y /x2 um die Menge A zunéchst formal als [1, 2]? umzuschreiben. Stellen Sie
dann die x- und y-Variable mit Hilfe der u- und v-Variablen dar und berechnen Sie
die Determinante der Matrix
(3,,,)6 8vx>
9y dyy)”

Schreiben Sie schlieBlich ebenfalls den Integranden mit Hilfe der neuen Variablen
um und berechnen Sie dann

2 2
Jameren =[] mw oo
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mit dem Satz von Fubini. Sie sollten sich zum Schluss noch im Hinblick auf den
Transformationssatz klarmachen (eine kurze Begriindung geniigt hier), warum das
obige Vorgehen gerechtfertigt ist. Beachten Sie dabei, dass die Abbildung ® : A —
[1,2]? mit ®(x, y) = (y/x, y/x>)T die Menge A bijektiv auf [1, 2] abbildet.

Losungshinweis Aufgabe 205

(a) Beachten Sie die Definition von 7.

(b) Nutzen Sie in Schritt (8), dass das Integral ein linearer Operator ist. Uberlegen Sie
sich noch kurz, dass I € R gilt — das Integral ist also nicht divergent. Verwenden
Sie dazu die Darstellung

+oo 2 1 2 +oo 2
I:/ e dx:/ e dx+/ e dx
0 0 1

und argumentieren Sie dann geschickt (Majorantenkriterium fiir das zweite Inte-
gral auf der rechten Seite verwenden).
(c) Uberlegen Sie sich mit einem geeigneten Resultat, dass fiir alle n € N gerade

n n
0 0 [0,n]x[0,n]

gilt und rechtfertigen Sie so den Schritt ().
(d) Machen Sie in den letzten beiden Schritten (§) und (¢) davon Gebrauch, dass
sich die Menge [0, +00) X [0, +00) durch die Viertelkreise

BFO) = {(x. )T eR* | x*+)* <n?, x>0, y >0

fr n € N ausschopfen lisst, das heifit, es gilt [0, +00) x [0, +00) =
Unen B (0). Verwenden Sie dann #hnlich wie in Aufgabe 203 Polarkoordi-

naten um das Integral
// e—(x2+y2) d(x, y)
B ()

geeignet zu transformieren. Da es sich bei B, (0) um einen Viertelkreis han-
delt, muss sich die p-Variable (Winkel) lediglich zwischen 0 und /2 bewegen.
Berechnen Sie dann den Wert des Integrals mit dem Satz von Fubini und gehen
Sie schlieBlich zum Grenzwert n — +o0 iiber.
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Losungshinweis Aufgabe 206

(a) Machen Sie sich mit einer Skizze klar, dass es sich bei der Menge A um eine
Kreisscheibe handelt, aus der das Innere der Ellipse (x, y)T € RZ: x2+2y2 =1
herausgeschnitten wurde. Zerlegen Sie dann A in Ay, Az, A3 und A4 (Schnitt
der Menge A mit dem ersten, zweiten, dritten und vierten Quadranten) und
begriinden Sie dann kurz, dass sich die Integrale auf der rechten Seite von

4
//Axﬁdﬁ(x,y):Z//A xy? a2 (x, y)
j=17"4i

paarweise autheben.

(b) Gehen Sie bei der Berechnung des Integrals beispielsweise wie folgt vor: Stellen
Sie die vier Seiten des Parallelogramms als geeignete Funktionen dar —beispiels-
weise geht die Gerade ¢!'? : R — R mit ¢'?(x) = x durch die Punkte a! und

a® — und verifizieren Sie so die Darstellung

A:{(x,y)Te]R2|x—y20,x—3y2—6,x—3y§—2,x—y§2}.

Finden Sie dann eine geeignete Transformation, die ein zweidimensionales
Rechteck [aq, b1] x [az, b2] C R? auf das Parallelogramm A abbildet. Sie kon-
nen dabei folgende geometrischen Beobachtungen verwenden: Die Abbildung

Sa.p - R > R  mit Sa.p(x,y) = (Zf}) ,

wobei o, B € R\ {0}, bildet ein Rechteck der Form [a1, b1] X [a2, b2] durch
Streckung/Stauchung auf ein Rechteck mit den Seitenldngen (b1 — ap) und
B(by — ay) ab. Weiter handelt es sich bei den Abbildungen

V,, Ws :R2 > R?>  mit Vy(x,y)=<y0x> und Wa(x,y)=<80y>

fir y,8 € R um Verschiebungen entlang der x- beziehungsweise y-Achse.
Berechnen Sie schlielich das transformierte Integral mit dem Transformations-
satz.
(c) Gehen Sie dhnlich wie in Teil (b) dieser Aufgabe vor. Transformieren Sie dabei
das Einheitsdreieck {(x, y)T € R2 x>0, y>0, x+y < 1} auf die Menge
A und verwenden Sie dann den Transformationssatz und den Satz von Fubini.
(d) Uberlegen Sie sich, dass es geniigt das Volumen des Kugelstiicks

B3 (0) = B2(0) N[0, +00)°
={(x,y,z)TeR3|xz(), y>0,z>0, x2+y2+12§4}
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zu berechnen (und anschlieend mit 8 zu multiplizieren). Verwenden Sie dann
die Kugelkoordinatenabbildung ¥ : (0, w/2) x (0, w/2) x (0,2) — R3 mit

U(r,0,9) = (rsin@) cos(p), r sin(d) sin(p), r cos(9))T

(vgl. auch die Losung von Aufgabe 123) zur Bestimmung des Volumenintegrals

A3(§j(0))=ﬂ+ 1dA3(x, v, 2).
B1 (0)

Losungshinweis Aufgabe 207

(a) Uberlegen Sie sich zuerst, dass

2
% wa:/q(FWU»?U»w
0A 0
2 2 2
= / cos?(¢) dt — / sin®(¢) cos(t) dt — / sin(¢) cos(z) dt
0 0 0

gilt und bestimmen Sie dann den Wert der drei Integrale auf der rechten Seite.

(b) Bestitigen Sie das Ergebnis aus Teil (a), indem Sie den Satz von Green auf das
Kurvenintegral anwenden. Berechnen Sie dann mit dem Transformationssatz
und dem Satz von Fubini das (zum Kurvenintegral dquivalente) Integral

//aszoc,y)—ayﬂ(x,y)dﬂ(x,y)=// I —xdi2(x. y)
A A

(vgl. auch die Losung von Aufgabe 203 (b)).

Losungshinweis Aufgabe 208 Beweisen Sie zuerst mit dem Satz von Green

%F-ds:—Z//x+yd)»2(x,y).
y A

Uberlegen Sie sich danach, wie sich das Quadrat [—2, 2] auf die Menge
A={, )T eR [x+y<2, y—x<2, x+y>2 y—x22}

(obige Darstellung begriinden) transformieren ldsst und nutzen Sie dann den Trans-
formationssatz.

Losungshinweis Aufgabe 209 Schreiben Sie zuerst mit dem Satz von Green das
Kurvenintegral um. Beachten Sie dann, dass

A2(A) = // 122(x, y)
A
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gilt.

Losungshinweis Aufgabe 210 Erstellen Sie ein Skizze der Menge und berechnen
Sie dann den Fldcheninhalt von A mit der Sektorformel von Leibniz (vgl. Aufgabe
209). Beachten Sie dabei, dass der Rand von A durch die beiden Kurven yy, > :
[0, 1] = R? mit y1(t) = (t, T und y2(t) = (1 — ¢, 1 —t)T beschrieben werden
kann.

Losungshinweis Aufgabe 211

(a) Erkldren Sie kurz, warum sich der orientierte Rand d A durch die Kreiskurve
y : [0,27] — R3 mit y(t) = (2cos(t),2sin(t),2)T parametrisieren lésst.
Berechnen Sie dann dhnlich wie in den Aufgaben 181 und 182 das Kurvenintegral
2. Art.

(b) Begriinden Sie zunichst, dass

56 F.ds= #(rot(F), N)ds$,
IA A

gilt und berechnen Sie dann dhnlich wie in Aufgabe 215 das Oberflichenintegral
auf der rechten Seite. Uberlegen Sie sich dazu, dass eine Parametrisierung von
Adurch W : [0, 2] x [—7, 7] — R3 mit W(r, @) = (r cos(¢), r sin(p), r2/2)T
gegeben ist.

Losungshinweis Aufgabe 212 Begriinden Sie kurz, dass die Oberfliche von Ag
ein Kreis in der x-y-Ebene mit Mittepunkt (0, 0, 0)T und Radius R ist. Bestimmen
Sie dann eine geeignete Parametrisierung von d Ar und berechnen Sie somit das
Kurvenintegral 2. Art (Satz von Stokes beachten)

21
55 F - ds =/ (F(y(@)), y(t))dr.
dAR 0

Verwenden Sie schlieBlich [ sin?(r) dr = 7 und [ cos?(r) dr = 7 — die Iden-
titdten kann man beispielsweise mit Hilfe von partieller Integration beweisen [3,
Aufgabe 196].

Losungshinweis Aufgabe 213 Gemif3 dem Satz von Stokes ldsst sich die verrichtete
Arbeit durch

W= # (rot(F), N)dS,
A

berechnen. Uberlegen Sie sich weiter, dass rot(F) = 0 gilt und erklédren Sie kurz,
dass die Arbeit des Kraftfelds gleich Null ist.
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Losungshinweis Aufgabe 214 Beachten Sie, dass gemifl dem Gauf3schen Diver-

genzsatz
# (F,N) dSzz///div(F)d)ﬁ
9A A

gilt. Bestimmen Sie dann die Divergenz des Vektorfeldes F : R®> — R> und berech-
nen Sie das Integral auf der rechten Seite mit dem Satz von Fubini.

Loésungshinweis Aufgabe 215 Unterteilen Sie die Losung der Aufgabe in zwei
Teile:

(a) Berechnen Sie zuerst das Integral per Hand. Beachten Sie dabei, dass die Oberfld-
che aus einer Paraboloidenoberfliche O und einer Bodenkreisfliche B besteht.
Uberlegen Sie sich dann kurz, warum die Abbildung ¥ : (0, 3) x (0, 27) — R3
mit

r cos(¢)

Wp(r, ) = | rsin(p)
0

die Bodenflache parametrisiert und verifizieren Sie dann mit einer kleinen Rech-

nung
0 r cos(@) + r sin(p)
OWVp(r,@) x 3,¥p(r,9)=[0], F¥s(r, ¢) = 7 sin(g)
r r cos(¢)
und

ﬂ (F, N>d52=// (F(Wa(r. 0)), Vs (. @) x 3,V (r. 9)) d22(r. @)
9B (0,3)x(0,2m)

= Z/ r? cos(¢p) dkz(r, Q).
(0,3)x(0,2m)

Das Integral auf der rechten Seite ldsst sich dann mit Hilfe des Satzes von Fubini
leicht berechnen. Bei der Berechnung des zweiten Oberflichenintegrals konnen
Sie verwenden, dass eine Parametrisierung von O durch Wy : (0, 3) x (0, 27) —
R3 mit

r cos(¢)
Yo(r,p) = | rsin(p)
92

gegeben ist. Gehen Sie dann dhnlich wie beim vorherigen Oberflichenintegral
VOr.
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(b) Uberzeugen Sie sich kurz mit dem Satz von Gauf, dass das Integral iiber die
Oberfldche 0 A dquivalent zu

/// div(F)(x) d23 (x) =3/J/ 1dA3(x)
A A

ist. Uberlegen Sie sich dann, dass sich die Menge A als Rotationskérper einer
geeigneten Funktion f : [0,9] — R schreiben ldsst um schlieBlich Aufgabe
201 zur Berechnung des obigen Integrals zu verwenden.

Losungshinweis Aufgabe 216 Wenden Sie zunichst den Satz von Gauf} an, sodass
Sie lediglich das Integral

///div(F)(x,y,z)dﬁ(x,y,z)=/// 14+ x +2zd23(x, v, 2)
A A

iber den Zylinder A berechnen miissen. Verwenden Sie dann sogenannte Zylinder-
koordinaten W : (0,4) x (0, 27) x (0, 8) — R¥ mit

r cos(¢p)
W (r,p,z) = | rsin(p)
z

um das Integral mit dem Transformationssatz und dem Satz von Fubini zu berechnen
— Sie konnen Sich dabei auch von der Losung von Aufgabe 206 (d) inspirieren lassen.

Losungshinweis Aufgabe 217 Gehen Sie bei der Berechnung des Integrals wie
folgt vor:

(a) Uberlegen Sie sich kurz, dass die Divergenz des Vektorfeldes konstant 3 ist
und berechnen Sie dann das dreidimensionale Integral (Divergenzsatz von Gauf3

beachten)
Ia,b.c) = 3/// 13, y, 2).
E(a,b,c)

Sie konnen dabei (ohne Beweis) verwenden, dass das Volumen des Ellipsoiden
E(a, b, c¢) gerade 4mwabc/3 betragt.
(b) Berechnen Sie im zweiten Schritt das vektorielle Oberflachenintegral

# (F,N)d$s =// (F(¥(0,9)), N©,9)) dA* (0, 9)
IE(a.b.c) 0,7)x (=7,7)

per Hand. Uberlegen Sie sich dazu, dass W : (0, ) x (=, ) — R3 mit

a sin(0) cos(¢p)
(0, ¢) = | bsin(P) sin(¢p)
ccos(6)
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eine geeignete Parametrisierung der Oberfliche von E(a, b, ¢) ist. Mit einer
kleinen Rechnung sollten Sie zeigen konnen, dass

// (F(¥(0.9)). N©.9))dr*@, ¢) = abc / sin(9) dA% (6, ¢)
O,7)x(—m,m) O,7)x(—m,m)

gilt (Integranden geschickt vereinfachen), um schlieBlich das Integral mit dem
Satz von Fubini zu berechnen.
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Differentialgleichungen

Losungshinweis Aufgabe 218 Bestimmen Sie zundchst mit der Quotienten- oder
Kettenregel die Ableitung der differenzierbaren Funktion y : R — R. Vereinfachen
Sie dann den Ausdruck ay — by? so weit wie moglich und vergleichen Sie Ihre
Ergebnis mit y’.

Losungshinweis Aufgabe 219 Eine sehr einfache Differentialgleichung fiir die
Funktion y : R — R mit y(x) = arctan(sin(x)) erhalten Sie bereits, indem Sie
die Ableitung y’ bestimmen.

Losungshinweis Aufgabe 220 Beweisen Sie den Existenzsatz in zwei Schritten:

(a) Zeigen Sie zundchst mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung,
dass die Funktion y : [a, b] — R mit

y(x) = yo +/ f@)dt
X0

eine Losung des Anfangswertproblems ist.

(b) Beweisen Sie im zweiten Schritt die Eindeutigkeit der Losung. Nehmen Sie dazu
an, es wiirde eine weitere Losung y : [a, b] — R mit ¥ # y geben. Untersuchen
Sie dann mit Hilfe des Mittelwertsatzes die (nach Annahme) nicht konstante
Differenzfunktion ¥ — y und fiihren Sie dies zu einem Widerspruch.

Losungshinweis Aufgabe 221 Verwenden Sie fiir diese Aufgabe (speziell fiir Teil
(a)) das folgende Theorem {iiber die Trennung der Variablen (Separationsmethode,
Separation der Variablen) [7, Satz 1.5.1]: Seien /7, J € RIntervallesowie f : I — R
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und g : J — R\ {0} stetige Funktionen. Fiir (xg, )T € I x J seien die Funktionen
F:I—-Rund G :J — Rdurch

y

X
F(x) =/ f@®dt und G(y) =f —dt
X0 Yo g(t)
definiert. Ist dann I’ C I ein weiteres Intervall mit xo € I’ und F(I') € G(J), so
besitzt das Anfangswertproblem

V() =fx)glyx), xel',  y(xo) =y

eine eindeutige Losung y : I’ — R mit G(y(x)) = F(x) bezichungsweise y(x) =
(G~' o F)(x) fiir alle x € I'. Beachten Sie, dass mit Hilfe von Differentialen [7,
1.5 Trennung der Variablen] die Methode der Trennung der Variablen wie folgt
einpriagsam festgehalten werden kann:

(1) Schreibe die Differentialgleichung in der Form y'/g(y) = f(x).
(2) Bestimme dann ['1/g(y)dy = [ f(x) dx +c und 16se die Gleichung nach y auf.
(3) Falls notig, ermittle die Konstante ¢ € R mit Hilfe der Anfangsbedingung.

Die Schritte (1), (2) und (3) kénnen zur Losung der drei Teilaufgaben (b), (¢) und
(d) verwendet werden.

Losungshinweis Aufgabe 222 Uberlegen Sie sich zuerst, dass die Menge des gelos-
ten Salzes S : [0, +00) — R dem Anfangswertproblem

38(t)

S'(t) = ——
0= ~T000 1 31

t € [0, +00), S(0) =80

geniigen muss. Losen Sie dann das obige Anfangswertproblem mit Hilfe von Tren-
nung der Variablen (vgl. auch Aufgabe 221) und bestimmen Sie damit die Funktion
S explizit. Die beiden Teilaufgaben lassen sich dann wie folgt 16sen:

(a) Berechnen Sie S(180).
(b) Losen Sie die Ungleichung S(#) < 40 nach ¢ auf.

Losungshinweis Aufgabe 223

(a) Rechnen Sie nach, dass die Funktion ¢ : I — R mit ¢(x) = x¢(x) das Anfangs-
wertproblem (9.2) 16st, falls ¢ : I — R eine Losung von Problem (9.1) ist.
Zeigen Sie dann umgekehrt, dass ¢ : I — R mit ¢(x) = ¢(x)/x eine Losung
des Anfangswertproblems (9.1) ist, falls ¢ das Problem (9.2) 16st. Beweisen Sie
schlieflich mit Hilfe vom Satz iiber die Trennung der Variablen [7, 1.5 Trennung
der Variablen], dass das zu (9.1) dquivalente Problem (9.2) eine eindeutige Losung
besitzt.
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(b) Verwenden Sie Teil (a) dieser Aufgabe und Losen Sie mit Hilfe von Trennung
der Variablen zuerst das separable Problem

Z/(X) _ eXp(;Z(x))

,xeR\ {0}, z(1)=0.

Losungshinweis Aufgabe 224

(a) Verwenden Sie die Substitution z(x) = 1 + x + y(x). Beachten Sie, dass 7’ (x) =
1+ y'(x) gilt.
(b) Nutzen Sie die Substitution z(x) = yz(x) + x.

Losungshinweis Aufgabe 225

(a) Bestimmen Sie zunichst eine allgemeine Losung der homogenen Differentialglei-
chung y'(x)+2y(x) = 0. Variieren Sie dann die Konstante, das heiBt, ersetzen Sie
die zunéchst unbestimmte Konstante ¢ € R durch eine differenzierbare Funktion
¢ : R — R. Bestimmen Sie dann die partikuldre Losung, indem Sie die variierte
Funktion in die (inhomogene) Differentialgleichung einsetzen, um die Funktion
¢ zu bestimmen. Die Losung des Ausgangsproblems ergibt sich dann als Summe
der homogenen und partikulidren Losung [7, 1.6 Lineare Differentialgleichungen].

(b) Gehen Sie dhnlich wie in Teil (a) dieser Aufgabe vor. Bestimmen Sie die homo-
gene und partikuldre Losung und setzen Sie diese dann zusammen.

Losungshinweis Aufgabe 226 Schreiben Sie die Differentialgleichung fiir zwei
passende Funktionen p, ¢ : R> — R in der Form

p(x, y(x)) +q(x, y(x)y'(x) =0

und zeigen Sie kurz dyp = 0¢q in R?. Ermitteln Sie dann eine explizite Darstellung
der Potentialfunktion ¥ : R? — R mit 3, ¥ = p und V¥ =gq.

Losungshinweis Aufgabe 227 Beweisen Sie, dass alle Voraussetzungen des Satzes
von Picard-Lindeldf [2, 8.14 Theorem] erfiillt sind. Uberlegen Sie sich dabei genau,
dass die Funktion f : [0, 2] x R — R (rechte Seite der Differentialgleichung) mit

sin(cos(1 + y))

’ =1
fl,y)y=1+ T

Lipschitz-stetig ist. Beachten Sie dabei, dass die Sinus- und Kosinusfunktion
Lipschitz-stetig sind [3, Aufgabe 150].

Losungshinweis Aufgabe 228 Verifizieren Sie zunichst, dass die beiden Funktio-
nen y,y : R — R mit y(x) = 0 und (x) = x2/4 Losungen des Anfangswert-
problems sind. Uberlegen Sie sich dann, dass die rechte Seite f : R? — R mit



154 18 Losungshinweise Gewdhnliche Differentialgleichungen

f(x,y) = /|yl nicht in der zweiten Variablen Lipschitz-stetig ist (vgl. auch Auf-
gabe 84 (b)).

Losungshinweis Aufgabe 229 Beachten Sie, dass sich das Picard-Lindelofsche
Iterationsverfahren [2, 8.15 Bemerkung] (unter den Voraussetzungen des Existenz-

satzes von Picard-Lindelof) wie folgt angeben ldsst: Fiir jede Funktion py € C (I, R)
(Startwert der Folge) konvergiert die Folge (p,), € C(I, R) mit

Pn+1(x) =yo+/ f(t, pa(2))de
x0

fiirt € I und n € N gleichméBig auf / gegen die eindeutige Losung des Anfangs-
wertproblems

Y= fx,yx), xel,  y(xo) = yo.

Berechnen Sie dann zum Startwert pg = 1 nacheinander die Folgenglieder pi, p2
und ps3.
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Losungen Eindimensionale 1 9
Integralrechnung

Losung Aufgabe 1 Im Folgenden sei stets ¢ € R eine beliebige Integrationskon-
stante.

(a) Zur Berechnung des Integrals werden wir die Methode der partiellen Integra-
tion (!) verwenden, wobei wir die Funktionen f’,g : [0,1] — R durch
f/(x) = cos(rx) und g(x) = x definieren (vgl. auch den Losungshinweis zu
dieser Aufgabe). Dabei haben wir die beiden Funktionen gerade so gewéhlt, dass
das Integral fol f(x)g'(x) dx, das bei der partiellen Integration entsteht, beson-
ders leicht zu berechnen ist. Wir erhalten also wegen f(x) = sin(wx)/m und
g'(x) = 1fiirx € [0, 1]

(1) x sin(x) !

1 1 1
1 1
/ xcos(rx)dx = — —/ sin(rx)dx = ——/ sin(wrx) dx.
0 T Jo T Jo

0

Mit der Substitution y(x) = mx fiir x € [0, 1] mit dy = 7 dx folgt schlieBlich

1 cos(x) |”

1 1 T
—— / sin(rx) dx = ——2/ sin(y)dy = >
T Jo T 0 s

__cos(w) —cos(0) B 2

2 72’
womit wir insgesamt

! 2
/ xcos(rx)dx = -=
0 T

erhalten.
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(b) Sei D C R eine offene Menge. Wir iiberlegen uns zunéchst kurz, dass fiir jede
stetig differenzierbare Funktion f : D — R gerade

/f(X)f/(X)dx =20 +c (19.1)

gilt. Dies folgt direkt mit partieller Integration, denn es gilt offensichtlich

f FOF @) dx = £2(0) — / FEOF () dy,

womit wir die obige Identitdt durch Umstellen erhalten. Betrachten wir also
speziell die Menge D = (0, +00) und die Funktion f : (0, +00) — R mit
f(x) = In(x), so erhalten wir wegen Identitéit (19.1) gerade

/ In(x) dx = llnz()c) + c.
X 2

Anmerkung Der obige Trick wir unter anderem in Aufgabe 13 verwendet, um
zwei komplizierte Integrale zu berechnen.

(c) Mit partieller Integration (und einer geeigneten Substitution) kdnnte man sich
iiberlegen, dass

/arcsin(x) dx = x arcsin(x) dx = xarcsin(x) +v1 —x2+¢

X
/ V1 —x2
gilt und die Grenzen 1 und —1 auswerten um das Integral zu berechnen — das ist
leider recht miihsam. Bemerken wir jedoch, dass der Arkussinus eine ungerade

(1) Funktion ist, das heif3t, fiir alle x € [—1, 1] gilt arcsin(x) = — arcsin(—x), so
konnen wir das Integral mit Hilfe der Substitution y(x) = —x fiir x € [—1, 1]
mit dy = — dx wie folgt ohne groSen Aufwand bestimmen: Zunéchst gilt

1 y(1) -1 1
/ arcsin(x) dx = —/ arcsin(—y) dy ) / arcsin(y)dy = —/ arcsin(y) dy.
-1 y(=1) 1 -1
Vergleichen wir nun die linke und rechte Seite der obigen Gleichung, so erkennen
wir, dass zwingend

1
/ arcsin(x)dx =0
-1

gelten muss.

(d) Definieren wir die Funktionen f”, g : R — R durch f/(x) = exp(x) und g(x) =
cos(x), so folgt wegen f(x) = exp(x) und g’'(x) = —sin(x) fiir x € R mit
partieller Integration (vgl. auch den Losungshinweis zu dieser Aufgabe) zunéchst

/exp(x) cos(x) dx = exp(x) cos(x) + / exp(x) sin(x) dx.
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Damit hat sich das Ausgangsintegral nicht sonderlich vereinfacht, da auf der
rechten Seite immer noch ein Integral steht, das wir nicht ohne Weiteres berechnen
konnen. Integrieren wir das Integral auf der rechten Seite ebenfalls partiell —
nun betrachten wir die Funktionen f/,g : R — R mit f'(x) = exp(x) und
g(x) = sin(x) — so folgt

/ exp(x) sin(x) dx = exp(x) sin(x) — / exp(x) cos(x) dx.

Setzen wir nun die zweite in die erste Gleichung ein, so sehen wir direkt, dass
das gesuchte Integral erneut auf der rechten Seite auftaucht. Somit folgt

exp(x)
2

/ exp(x) cos(x)dx = (sin(x) + cos(x)) + c.

Losung Aufgabe 2 Im Folgenden sei stets ¢ € R eine beliebige Integrationskon-
stante.

(a) Zur Berechnung des Integrals verwenden wir die Substitution y(x) =9 — x3 fiir
x < /9 mit dy = —3x2 dx und erhalten damit

2 2
=—§ﬁ+c=—§ 9—x3+ec.

/ x2 q 1 / 1 q

——  dx=-—- | —dy

V9 —x3 30y

(b) Wir verwenden die Substitution y(x) = x + 2 fiir x € R mit dy = dx und
erhalten zunédchst

/x(x +2)"dx = /(y - 2)y999 dy.

Das neue Integral konnen wir nun geschickt zerlegen und es folgt mit einer kleinen
Rechnung

/(y —2)y"dy = /yIOOO dy — 2/y999 dy

1001 1000
y Y

4o
1001 500
B ()C +2)1001 (X+2)1000

1001 500

+ c.
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(c) Zur Berechnung des Integrals verwenden wir die Substitution y(x) = 1+ /x fiir
x > 0mit dy = x~3/*/4 dx, sodass wir wegen y(0) = 1 und y(1) = 2 gerade

1)Jydy

2 2
=4/1 {‘/y3dy—4/1 Sy dy

/I—de:4/2(y_
0o WX 1

2y )\ I
= == —37y4
_ 3J16+9
7

erhalten.
(d) Da tan’(x) = l/cosz(x) fir x € (—m/2,7/2) gilt, substituieren wir y(x) =
tan(x) firx € (—x/2, 7/2) mit dy = 1/cosz(x) dx. Damit erhalten wir

/‘ sin(tan(x))

cos2(x) dx = f sin(y) dy = —cos(y) + ¢ = —cos(tan(x)) + c.

Losung Aufgabe 3 Im Folgenden sei immer ¢ € R eine beliebige Integrationskon-
stante.

(a) Wegen x2—1=(x—D(x+1 fiirx € R besitzt das Nennerpolynom die reellen
und einfach auftretenden Nullstellen —1 und 1. Wir machen daher den Ansatz

L _ 4, B
2—-1 x—1 x+1°

wobei wir die unbekannten Parameter A, B € R mit Hilfe eines linearen Glei-
chungssystems bestimmen werden. Zunichst erweitern wir die beiden Briiche auf
der rechten Seite und erhalten

A N B Ax+1) Bx—1)  (A+B)x+A-B
x—1 x+1 =D&+ G+Dx-=1 x2—1 '
beziehungsweise

1 (A+Bx+A-B

x2—1" x2 -1 ’

Vergleichen wir nun die Koeffizienten der Zihler der linken und rechten Seite,
so miissen die Parameter A und B zwingend dem folgenden Gleichungssystem
geniigen:

0=A+B,
1=A-B.
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Die eindeutige Losung des linearen Systems lautet offensichtlich A = 1/2 und
B = —1/2, sodass wir schlieBlich

11 1
x2—1 2x—=1 2x+1

erhalten. Somit folgt

1 1 1 1
/xz—ldx:/Z(x—l) dx—/mdx:E(ln(|x—1|)—ln(|x+1|))+c.

(b) Wir machen den Ansatz

1+ x+x2 A B C

(x —1)3 _x—1+(x—1)2+(x—1)3’

wobei wir die Koeffizienten A, B, C € R bestimmen miissen. Erweitern der
rechten Seite liefert

A N B N C  Ax—-1? Bx-1) C
x—1 (=12 @x-1D3 -1)3 x—-D3  (x-=1)3
Ax2+(B—-2A)x+A—-B+C

(x =13 ’

womit die Koeffizienten dem linearen Gleichungssystem

1=A,
1 =B —2A,
1=A-B+C

geniigen miissen. Sukzessives Auflosen der Gleichungen (von oben nach unten)
liefert A = 1 und B = C = 3. Wir erhalten somit

1 1 1 1

71 2 701 7z 3 723
/de:[z dx+/2_dx+/2_dx.
0 (x—=1)3 o x—1 0o (x—172 o (x—=1)3

Die drei Integrale auf der rechten Seite lassen sich jeweils mit der Substitution
y(x) =x —1fiirx € R\ {lI} mit dy = dx 16sen. Damit erhalten wir wegen
¥(0) = —1und y(1/2) = —1/2 insgesamt

1 1 1 1
14 x+x2 /—71 —2 3 23
e [
fo (x—13 1y 1y? -1y

3 3
=(1 - =
<n(|y| y 2y2)

- —% —1n(2).

_1
2

-1
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(c) Die Nullstellen des Nennerpolynoms x — (x% 4+ 1)(x? + 3) sind offensichtlich
komplex und treten jeweils nur einfach auf. Wir machen daher den Ansatz

1—3x? _Ax+B CxtD
G2+ DE2+3) x2+1 x2+3°

wobeli die Koeffizienten A, B, C, D € R zunichst unbekannt sind. Erweitern wir
weiter die rechte Seite der obigen Gleichung, so folgt

Ax+B Cx+D (Ax+B)(x*+3) (Cx+D)x*>+1)

2+1 0243 2+ DGE+3) | (2L DE2+3)
(A+O)x3+ B+ D)x2+(BA+C)x+3B+D
B @2+ D2 +3)

)

das heifit, die Koeffizienten geniigen dem folgenden linearen Gleichungssystem:

0=A+C,
-3=B+D,

0=3A+4C,

1=3B+D.

Aus der ersten und dritten Zeile lesen wir direkt A = C = 0 ab. Analog folgt aus
den Zeilen zwei und vier B = 2 und D = —5. Einsetzen in unseren allgemeinen
Ansatz liefert somit gerade

1 — 3x2 2 5
G2+ DG2+3) x24+1 x243

fl—Sx d—fzd/Sd
Crn+y e 2™

Das erste Integral auf der rechten Seite bereitet uns keine Schwierigkeiten. Mit
der Substitution y(x) = x/+/3 fiirx € Rund dy = 1/+/3 dx folgt fiir das zweite
Integral

und damit

1 1 1
. x/«/?) + 1
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Insgesamt erhalten wir somit wegen arctan(1) = /4 und arctan(1/+/3) = /6
! 1 —3x2 b2 s
/_1 2+ D2 +3) dx:/_1x2+1dx_/_1x2+3dx
= (2 arctan(x) — i arctan <i>>
V3 V3
_ (1 _ i) x
3v3

(d) Da die Nullstellen des Nennerpolynoms komplex sind und doppelt auftreten,
machen wir den Ansatz

1

-1

l+x+2x> Ax+B  Cx+D
(2+D2 241 (24D

Die unbekannten Parameter A, B, C, D € R werden wir wie iiblich mit Hilfe
eines linearen Gleichungssystems bestimmen. Zunichst bringen wir beide Seiten
der obigen Gleichung auf den gemeinsamen Hauptnenner:

Ax+B  Cx+D (Ax+B)(x*+1)  Cx+D

24+1 22 x2+1)2 (x2 4+ 1)2
Ax + Bx? —I—(A+C)x—|—B+D
(x2+1)?

Vergleichen wir nun die linke und rechte Seite, so konnen wir direkt ablesen, dass
die Parameter den Gleichungen

0=A4,
2=8B,
I1=A4+0C,
1=B+D

geniigen. Die Losung des obigen Gleichungssystem ldsst sich ebenfalls direkt
ablesen und lautet A =0, B =2,C =1 und D = —1, sodass wir

l+x+2x2 2 Lox-d
2+ D2 X241 (x2+1)2

und folglich

1+x+2x2 2 x—1
——dx = | ——d dx
/ @+ D2 /x2+1 T e
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erhalten. Das erste Integral auf der rechten Seite ist ein Standardintegral und
zur Berechnung des zweiten Integrals geniigt es dieses geschickt zu zerlegen.
Insgesamt folgt somit

14 x +2x2 / 2 d+/ x—1 d 1 3 arctan(x) x+1 N
P = = — T n — >
It 1) 251 X It X 3 arctan(x 21 c

Losung Aufgabe 4 Im Folgenden sei stets ¢ € R eine beliebige Integrationskon-
stante.

(a) Das Integral ldsst sich direkt bestimmen. Es gilt

xe+1

+ef +ec.
e+ 1

/1—xe+ex—eedx=(l—ee)x—

(b) Da das Riemann-Integral linear ist, gilt zun4chst

1 1 1
/ X +sin(2x) dx = / Jxdx + / sin(2x) dx.
0 0 0

Das erste Integral lésst sich dabei wieder direkt bestimmen. Es gilt
! 2.5 2
f Jxdx = 5\/ x3 =

0

0_3.

Fiir das zweite Integral verwenden wir die Substitution y(x) = 2x fiir x € [0, 1]
mit dy = 2 dx. Damit erhalten wir

: 1 [? 2 | cos(2
/ sin(2x) dx = _/ sin(y)dy = _COS(y) _ cos(2)
0 2 0 2 0 )
und schlieBlich insgesamt
1
7 2
f S+ sin@x) dx = £ — S22
0 6 2

(c) Zur Berechnung des Integrals verwenden wir die Substitution y(x) = In(x) fiir
x > 0 mit dy = 1/x dx. Damit folgt

1
/ : dx=/;dy=ln(|y|)+c=1n(|1n(x)|)+c.

x1n(x)



19 Loésungen Eindimensionale Integralrechnung 165

(d) Da der Integrand ein gebrochenrationales Polynom ist, werden wir eine Partial-
bruchzerlegung zur Berechnung des Integrals verwenden (vgl. auch Aufgabe 3).
Dazu bemerken wir zunéchst, dass sich das Nennerpolynom fiir x € R schreiben
lasstals x> —x = x(x2—1) = x(x — 1) (x+1). Wir erkennen somit, dass die Null-
stellen dieses Polynoms gerade —1, 0 und 1 lauten. Da alle Nullstellen einfach und
reell sind, machen wir somit den folgenden Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung

2x*+x+3 A B C
3—x x x—-1 x+4+1

wobei wir die Unbekannten A, B, C € R bestimmen miissen. Dazu erweitern wir
die drei Briiche auf der rechten Seite und vergleichen dann die Koeffizienten der
Zihlerpolynome der linken und rechten Seite:
A B C A —1) Bx(x +1) Cx(x—1)
;—i_x—l x+1=x(x2—1) x—Dx(x+1) x4+ Dx(x—-1)
(A+B+C)x*+(B—C)x— A
- x3—x '

Ein Vergleich der Zihler liefert nun das folgende lineare Gleichungssystem fiir
die unbekannten Parameter:

2=A+B+C,
1=B-C,
3=—-A.

Das Gleichungssystem besitzt die Losung A = —3, B = 3 und C = 2, sodass
wir schlielich

2% +x+3 3 3 2

3—x = x x—-1 x+1

fir x € R\ {—1, 0, 1} erhalten. Damit folgt insgesamt

252 3 3 3 2
[ﬂdx=—f—dx+f dx+/ dx
x3—x X x—1 x+1

= 21In(|x + 1]) — 3In(|x]) + 3In(jx — 1]) +c.

Dabei haben wir fiir das zweite und dritte Integral auf der rechten Seite jeweils
die Substitution y(x) = x — 1 fiir x € R\ {1} beziehungsweise z(x) = x + 1 fiir
x € R\ {—1} verwendet.

(e) Wir verwenden die Substitution y(x) = /x fiirx € [1, 3]mit dy = 1/(2/x) dx.
Wegen y(1) = 1und y(3) = V3 folgt somit

5 Ji 3
/‘ sin(y/x) dx = 2/ sin(y)dy = —2cos(y) | = 2(cos(1) — cos(+v/3)).
IRVEY 1 !
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(f) Das Integral ldsst sich mit dem Resultat aus [3, Aufgabe 201] wie folgt berechnen:

/ 1 q 2 <2x—1>+
— X = ——= arctan C.
x2—x+1 V3 V3

Alternativ kann man sich auch durch die Losung der oben genannten Aufgabe
inspirieren lassen und fiir x € R

1
(2x = 1)/v/3)2 +1

1 1
x2—x4+1 (x—1/22+3/4

4
3

schreiben (quadratische Ergiinzung verwenden) um schlielich y(x) = (2x —
1)/+/3 fiir x € R mit dy = 2/+/3 dx zu substituieren. Damit erhalten wir

1 4 f 1
- dx = - dx
/xz—x+1 3 (@x—1D/V3)2+1
2 / 1 d
VR
2 . (Zx — 1) n
= ——arctan | ——— c.
V3 V3
Losung Aufgabe 5 Die Berechnung des Integrals ist nicht ganz leicht. Die grundle-
gende Idee ist es das Integral mit Hilfe von zwei Funktionen F und G umzuschreiben
und dann verschiedene Beziehungen und Darstellungen dieser herzuleiten. Damit

lasst sich dann der gesuchte Wert des Ausgangsintegrals herleiten. Wir definieren
also zunichst die beiden Funktionen F, G : (0, +00) — R mit

+00 1 +oo 1
Fo= /o (A 4 x) (72 + In2(x)) dx und GQ4) = /o (A +e¥) (T2 + x2) ax.

Mit der Substitution y(x) = In(x) fiir x > O und dy = 1/x dx erhalten wir wegen
y(0) = —oo und y(4+00) = +oo gerade

- ¢ d 19.2
F(\) = . .
@ /,oo Gren@i+y?) (192)

Der obige Ausdruck ldsst sich fiir jedes A > 0 geschickt umschreiben als

F(A)_/+°° A+e d _/+°° A d
) G+ Y T ) Gren@iayl
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Wir bestimmen nun das erste Integral auf der rechten Seite. Es gilt

—+o00 k+e)7 “+o00 1
o = s
—o (A+eN)(m=+y2) —0 Tty
1 o0 1
Z_Z/ —2dy
4o 1+ (y/7)

) 1/+oo 1
= — dZ
7)o 14722

+00

1
= — arctan(z)
T —00

:1,

wobei wir die Substitution z(y) = y/m fiir y € R mit dz = 1/ dy und z(£o00) =
+o00 (!) verwendet haben. Wir erhalten daher mit der obigen Rechnung fiir A > 0
gerade

FO) =1—AGO). (19.3)

Mit Hilfe von Darstellung (19.2) werden wir noch eine zweite Beziehung zwischen
den Funktionen F und G herleiten. Substituieren wir nun z(y) = —y fiiry € R in
Darstellung (19.2), so folgt wegen dz = — dy und z(d00) = FFoo gerade

F m e d - c” d
W= /—oo A +e¥)(? +y?) Y=o /+oo hte)@i+d)

+00 e? e~ 2
= —/ _— dZ
o € (A+e ) +2?2)
1 [+ 1
= _/ ¢
Ao (/A 4e2)(m=+z7)

1 1
=-G(-),
v (3)

1 1
F\) = : G <—) (19.4)

4

also

A

fir A > 0. Aus den GI. (19.3) und (19.4) folgt daher fiir A = 1 gerade F(1) =
1 —G(1)und F(1) = G(1), also wie gewiinscht

+oo 1 1
) =G() = dr = .
Fy=6M) /o G+ LI 2
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Losung Aufgabe 6

(a)

(b)

Fiir 0 < x < 1 beziehungsweise x > 1 ist das Intervall [x, 1] beziehungsweise
[1, x] offensichtlich kompakt (vgl. auch Aufgabe 93). Weiter ist der Integrand
t = 1/t in (0, 4-00) stetig, womit das Integral stets endlich und damit die Loga-
rithmusfunktion In : (0, +00) — R wohldefiniert ist. Insbesondere folgt aus dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, dass der natiirliche Logarith-
mus differenzierbar ist mit In’(x) = 1/x fiir x > 0.

Seien nun x, y € R mit x, y > 0 beliebig gewihlt. Dann folgt zunichst aus der
Definition der Logarithmusfunktion

1 v 1 o
1n(x>+1n(y)=f -dt+f —dt:f —dt+f Las,
11 1t 1t x S

wobei wir im letzten Schritt die Substitution s(¢) = xt fiir > 1 mit ds = x d¢,
s(1) = x und s(y) = xy verwendet haben. Fassen wir nun die beiden Integrale
auf der rechten Seite zusammen, so folgt wie gewiinscht

Xyl

*1 1
In(x) + In(y) :/ —dt+/ —dt =/ —ds = In(xy),
1t x I 1S

womit wir die Funktionalgleichung des natiirlichen Logarithmus bewiesen haben.
Die zweite Gleichung beweisen wir auf dhnliche Weise. Dazu wihlen wir zunéchst
x > 0 beliebig. Dann folgt

1 ©1 I x ]
In( — =/ —dt=/ —ds=—/ —ds = —In(x),
X 1 ! x S 1 S

wobei wir erneut die Substitution s(z) = xf fiirt > 1 mit ds = xdzt, s(1) = x
und s(1/x) = 1 verwendet haben.

Losung Aufgabe 7

(a)

Das uneigentliche Integral divergiert. Definieren wir die Funktion f : R — R
mit f(x) = x% + 2x — 1, so lauten die Nullstellen dieser gerade x| = —1 — V2
und x; = V2 —1. Wegen f(x) < 0 fiir x € [x1,x2] und f(x) > 0 sonst, folgt
somit zunéchst

+o00 \/5—1 +o00
/ |x2+2x—1|dx=/ —(x2+2x—1)dx+/ x2 4 2x — 1dx
0 0 V2-1
+o00
> f x2 + 2x — 1dx.
V2-1

Mit einer kleinen Rechnung sieht man jedoch, dass das Integral auf der rechten
Seite divergiert, da der Integrand unbeschrénkt ist. Damit divergiert gemifl dem
Minorantenkriterium auch das Ausgangsintegral.
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(b) Das uneigentliche Integral ist konvergent. Zunéchst gilt fiir alle x € R mitx > 2
die Ungleichung

1 1
<
x245x4+2 7 2(x24+1)°

indem wir den Nenner des Bruches verkleinern. Da aber wegen lim,_, oo
arctan(x) = m /2 gerade
1

o0 1 arctan(x) |7 T
= == (— — arctan(2)> =
L 22+ 1) 2 |, T2\2

m  arctan(2)
4 2

gilt, konvergiert das Ausgangsintegral gemifl dem Majorantenkriterium.

Losung Aufgabe 8 Wir werden zeigen, dass das Integral

+00 1
1 = —d
() /0 xP + Yx *

fiir p > 0 konvergent und andernfalls divergent ist. Dazu werden wir die folgenden
vier Fille getrennt untersuchen: (a) p < 0,(b) p € (0, 1),(c) p=1und (d) p > 1.

(a) Sei p < 0 beliebig gewiihlt. Da fiir jedes x > 1 offensichtlich x? + &x < 1+1
folgt (Monotonie der Potenz- und Wurzelfunktion beachten), folgt insbesondere

1 1
— Z —.
xP 4+ ¥Yx T2
Wegen
L oo Lo +oo g
I(P)Zfo mdx-i-/o deZ/O )Cp—i-(/}dx—’— . de
divergiert damit auch 7 (p) gemiB dem Minorantenkriterium fiir Integrale.

(b) Sei nun p € (0, 1). Das Integral I(p) lésst sich wie in Teil (a) aufgrund der
Linearitét des Riemann-Integrals als

1 +00
I =
) /o P+<7‘ / xp+<7'

schreiben. Da

1 1
0< <
xP + Yx
fiir x € (0, 1] und ebenfalls
1 1
0 -
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fiir x > 1 gilt, konnen wir das Integral I (p) wie folgt abschitzen:

11 +00 1
1 < —d —dx.
= Gae [ goa

Jedoch folgen mit einer kleinen Rechnung

1 1 3 xlfp 1_ 1
o X l—ply 1-p
sowie
1 1
too g px'Tw [T px'"7p p

| ”_ﬁdx_ﬁ T T p-1"1-p
sodass I (p) gemifl dem Majorantenkriterium fiir Integrale konvergent ist.

(c) Sei p = 1. Dieser Fall ist besonders einfach, denn fiir diese spezielle Wahl
des Parameters gilt offensichtlich x? + {/x = 2x fiir x € R, sodass das unei-
gentliche Integral I(p) divergent ist. Dabei haben wir ausgenutzt, dass wegen
lim, _, o+ In(x) = —oo und limy_, 4« In(x) = +o00 gerade

1

+o00 1 1 +oo
f —dx = nx) =400

folgt.
(d) Zum Schluss sei p > 1 beliebig gewiihlt. Ahnlich wie in Teil (b) dieser Aufgabe
gilt fiir alle x € (0, 1]

1 1
—_— <
xP+ ¥x  Yx

und ebenso fiir x > 1 die Ungleichung

0<

1 1

0< ——=< —.
<xp+(/)?<xﬂ

Da die Integrale

S—
§|»—A
o,
S
|
S|
‘I‘x
Lol B~

und
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jedoch endlich sind, konvergiert auch das Integral 7 (p) gemifl dem Majoranten-
kriterium. Wir haben dabei bei der Berechnung des zweiten Integrals die Voraus-
setzung p > 1 verwendet, womit wegen p — 1 > 0 gerade

. x!=r . 1
lim = lim —— =
x—>+00 1 —p x—+oo (1 — p)xp—l

folgt.

Losung Aufgabe 9 Wir betrachten die Funktion F : R — R mit

exp(xz)
F(x) =/ In(1 + x2y?)dy.
2+sin?(x)

Zur Berechnung von F’ werden wir die Leibnizregel fiir Parameterintegrale (vgl.
auch die Losung von Aufgabe 144) verwenden. Wir fiihren daher weiter die Funk-
tionen g,k : R — R mit g(x) = 2 + sin?(x) und h(x) = exp(xz) sowie
f : R> - Rmit f(x,y) = In(l + x?y?) ein. Mit einer kleinen Rechnung
folgen dann g’(x) = 2sin(x)cos(x) und h'(x) = 2x exp(xz) fiir x € R sowie
3y f(x, y) = 2xy2/(1 + x2y?) fiir (x, y)T € R?, weshalb wir mit der Leibnizregel

h(x)

F'(x) = f(x, h()R (x) = f(x, g(x)g' (x) +f O f (x, 1) dt

gx)
= 2x exp(x?) In (1 + x? exp(2x?)) — 2sin(x) cos(x) In (1 + x(2 + sin*(x))?)

exp(x?) 22
y
+ / —>5dy
2+4sin2(x) I+x°y

fiir alle x € R erhalten. Das Integral auf der rechten Seite ldsst sich fiir x € R\ {0}
noch weiter vereinfachen:

2xy? 2 [ 1+x%y?—1 2 2 1
———dy=- | ———=—dy=[| —dy—— | ———=dy.
/1+xzy2 Y xf 14 x2y2 Y /x Y x/1+)c2y2 Y
Mit der Substitution z(y) = xy fiir y € R und dz = xdy folgt fiir das zweite
Integral auf der rechten Seite

2/ 1 2/‘ 1 d 2 arctan(z) _ 2 arctan(xy)

— —d = — = = s
xJ 1+x2y2 YTl iy ® x2 x2

womit wir die Ableitung von F' noch weiter umschreiben konnten.

Losung Aufgabe 10 Im Folgenden untersuchen wir das Parameterintegral 7 : R —
R mit

sin(x)

dx. (19.5)
X

+00
F)) = f exp(—Ax)
0
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(a) Offensichtlich ist die Funktion f : R x (0, +00) — R mit

£ ) = exp(—x) 2

X

stetig und beziiglich der ersten Variable partiell differenzierbar mit stetiger
partiellen Ableitung. Wegen 9, f (A, x) = —exp(—Ax)sin(x) fir (A, x)T €
R x (0, +00) folgt somit mit der Leibnizregel fiir Parameterintegrale

+00 +o0
F'(A) = / W f(r,x)dx = —/ exp(—Ax) sin(x) dx.
0 0

(b) Das Integral auf der rechten Seite konnen wir fiir A € R mit Hilfe von zweifacher
partieller Integration (!) bestimmen (vgl. auch Aufgabe 1 (d)). Es gilt

— / exp(—Ax) sin(x) dx 9 exp(—Ax) (A sin(x) + cos(x)) + ¢,

1+ 22

wobei ¢ € R eine beliebige Integrationskonstante ist. Wegen der Grenzwertbe-
ziehung

liToo exp(—Ax)(Asin(x) + cos(x)) =0

(der zweite Faktor ist im Betrag durch 1 4+ A beschrinkt) erhalten wir durch
Auswerten des obigen Ausdrucks in den Grenzen 0 und +oo gerade

—+00
1
F'()) = T2 exp(—Ax) (A sin(x) + cos(x)) . =T
also
Fo)=———
IR

fiir jedes A € R.
(c) Indem wir nun beide Seiten der obigen Gleichung (unbestimmt) integrieren, folgt
weiter

! — 1 —
F\) = / F'(W)dr = / 72 dA = —arctan(A) + ¢ (19.6)

mit einer Konstanten ¢ € R. Aus der Darstellung (19.5) von F lésst sich (gleich-
mifBige Konvergenz des Integranden beachten)

sin(x) dx =0

+00
lim F(X) =/ lim exp(—Xix)
A—+00 0 A—+00
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ablesen. Wegen lim; _, 4, arctan(}) = /2 schlielen wir daher beim Grenziiber-
gang in GI. (19.6), dass fiir die Konstante ¢ = /2 gelten muss. Somit folgt fiir
aller e R
T
FA) = 7" arctan(A).

Wir erhalten somit wegen arctan(0) = 0 gerade F(0) = /2 und aus Darstellung
(19.5) folgt schlieBlich wie gewiinscht

90 sin(x) T
F(0) = f dx = 2.
0

X

Losung Aufgabe 11 Wir gehen dhnlich wie in der Losung von Aufgabe 10 vor.
Dazu untersuchen wir das Parameterintegral F' : R — R mit

In(1 4+ Ax)

In den nichsten Schritten werden wir erneut mit der Leibnizregel fiir Parameterinte-
grale eine geschlossene Darstellung fiir die Ableitung F’ und durch Integration eine
fiir die Funktion F selbst herleiten. Diese werden wir dann schlieBlich verwenden
um F (1) zu bestimmen.

(a) Definieren wir die Funktion f : (0, +00) x R — R durch

_ In(1+2x)
fO,x)= ﬁ’

so folgt fiir alle (A, x)T € (0, +00) x R (Kettenregel verwenden)

X

(T STIEs)

Mit der Leibnizregel fiir Parameterintegrale (vgl. die Losung von Aufgabe 144)
erhalten wir daher

1

7 ! .
Fm:/o axm,x>dx=/0 ESSETS A

fiir A > 0. Das Integral auf der rechten Seite lédsst sich mit einer Partialbruchzer-
legung bestimmen (vgl. Aufgabe 3). Da das Nennerpolynom eine reelle und zwei
komplex konjugierte Nullstellen besitzt, machen wir den Ansatz

X _ A +Bx+C
A+ra)(1+x2)  1+rix  1+4x2°
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(b)

wobei wir die Konstanten A, B, C € R mit Hilfe eines linearen Gleichungssys-
tems bestimmen werden. Bringen wir beiden Briiche auf der rechten Seite auf
einen gemeinsamen Nenner, so erhalten wir mit einer kleinen Rechnung

x A(1 4 x2) + (Bx 4+ C)(1 + Ax)
A +r0)(1+x2) 1+ 20 +x2)
(A+AB)x2 4+ (B+10)x +A+C
- (1 + 201 +22)

’

sodass wir durch einen Vergleich der Zihler das folgende lineare Gleichungssys-
tem fiir A, B, C € R erhalten:

A+AB =0,
B+AC =1,
A+C=0.

Aus der ersten und letzten Gleichung erhalten wir direkt AB = C. Einsetzen
in die zweite Gleichung liefert dann B + A’B = 1, also B = 1/(1 + A?).
SchlieBlich folgen noch A = —A/(1 + A% und C = A1+ A2). Indem wir die
ermittelten Werte in den allgemeinen Ansatz einsetzen, folgt zunichst mit kleinen
Vereinfachungen

! x 1 Lx+a A |
dx = dx — dx
o (1+21x)(1+x2) 14+22 Jy 1442 14+22 )y 14+xx
fiir A > 0.

In den folgenden Schritten werden wir die rechte Seite der obigen Gleichung
berechnen. Zur Berechnung des ersten Integrals schreiben wir zunéchst geschickt

1 Ux+a 1 box 1 LS
dx = dx + dx,
14+22 Jg 14x2 14+22 Jyp 14+x2 14+22 Jyp 14+x2

sodass mit der Substitution y(x) = 1 + x2 fiir x € [0, 1] und dy = 2xdx

1 Loy 1 2 In(ly]) |? In(2)
1422 Jy 1+x2 20+12) ), 20422 |, 200442
fiir A > 0 folgt. Weiter gilt fiir A > 0 aber auch
1 /1 Ay A . ()1 AT
X = arctan(x = —5>
14+A2 Jo 14x2 1422 o 41 +2A?)

wobei wir arctan(1) = 7 /4 verwendet haben. Somit gilt

| /1 X+ In(2) At 2InQ2) + Aw
0

T2 112972050 T30+ - a0+
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(c) Fiir das zweite Integral verwenden wir die Substitution y(x) = 1 4+ Ax fiir x €
[0, 1]Jund A > O mit dy = A dx und erhalten

YT T2, T T i

A /1 Loy 1 le Ly In(|y]) |+ In(1 + 1)
_ = — - _ N o )
1+22 )y 1+xx 14+22 ),

(d) Indem wir nun alle Ergebnisse der vorherigen drei Schritte zusammensetzen, folgt
schlieBlich

1
F'()) = [ * dx — 2In2) + A In(l +4)
o (14+21x)(1+x?) 4(1+ 22 1122

fir A > 0.Da gemil} dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung wegen
F(0) = 0 gerade F (1) = fo)‘ F’(t) dr gilt, konnen wir beide Seiten der obigen
Gleichung integrieren und erhalten weiter (vgl. auch Schritt (b))

A2InQ) + 7t In(l+1)
F(\) = - dt
@) fo 4(1 +12) 1412
In2) [* 1 Aot *n(l 4 ¢
=n()/ df+£/ dt_f Mdl‘
2 0 1+ 12 4 Jo 1+ 12 0 1+12

_ Q)

arctan(L) + %m(l £ —FO)
beziehungsweise

F\) =

In(2
ni ) arctan(\) + 116 In(1 +22)

fiir alle A > 0. Da aber wegen Darstellung (19.7) gerade F(1) = fol In(1 +
x)/(1 + x?)dx gilt, folgt aus der obigen Darstellung fiir F schlieBlich wegen
arctan(1) = 7 /4 wie gewiinscht

*In(1 4 x) i i 7

Losung Aufgabe 12 Im Folgenden untersuchen wir das Parameterintegral 7 : R —
R mit

+00
Fx) = / exp(—tz) cos(2xt) dt. (19.8)
0

Die Losung dieser Aufgabe erfolgt dhnlich wie die der Aufgaben 10 und 11. Die
Besonderheit hier ist, dass wir zeigen werden, dass F' einer separablen Differential-
gleichung (vgl. auch Aufgabe 221) geniigt, um damit eine explizite Darstellung fiir
F herzuleiten.
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(a) Die Ableitung von F lésst sich gemif} der Leibnizregel fiir Parameterintegrale
(vgl. Aufgabe 144) fiir jedes x € R wie folgt bestimmen:

, B +00 ”
F(x)=- 2t exp(—t~) sin(2xt) dz.
0

Mit partieller Integration folgt

+00
F'(x) = exp(—1?) sin(2xt)

+0o0
—2x / exp(—12) cos(2xt) dt
0 0

fiir jedes x € R. Mit einer kleinen Rechnung kann man weiter zeigen, dass

lim exp(—tz) sin(2xt) =0
——+00

fiir ¢+ € R gilt (Sandwich-Kriterium verwenden), sodass wir insgesamt fiir x € R
die gewohnliche Differentialgleichung

+oo
F'(x) = —2x / exp(—t2) cos(2xt) dt = —2xF(x)
0

erhalten.
(b) Wir bestimmen nun eine Losung der obigen Differentialgleichung mit Hilfe von
Trennung der Variablen (Separationsmethode, vgl. Aufgabe 221). Es gilt

F'(x)
F(x)

ln(|F(x)|)=f dx=—2/xdx=—x2+c,

wobei ¢ € R eine beliebige Integrationskonstante ist. Die (allgemeine) Losung
lautet also

F(x) = exp(c) exp(—x?)
fiir x € R. Insbesondere gilt damit F(0) = exp(c).

(c) Aus der Darstellung (19.8) erhalten wir wegen F (0) = /7 /2 (vgl. Aufgabe 196)
sogar exp(c) = /7 /2. Insgesamt folgt also aus all den Uberlegungen

+00
F(x):/ exp(—1%) cos(2xt) dt = %Eexp(—xz)
0

fiir x € R.
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Losung Aufgabe 13 Im Folgenden sei immer ¢ € R eine beliebige Integrati-
onskonstante. Zum Beweis der Identitit fithren wir zunichst die Funktionen f :
0, 400) x (=1,1) > R, g : (0, +00) - Rund F : (0, +00) — R mit

arctan(Ax) 1
f(/\,x)=ﬁv g = I_A_Z

und
FOu) /1 arctan(Ax) d (19.9)
= ——dx .
g0y V1 —x?
ein.

(a) Mit der Leibnizregel fiir Parameterintegrale folgt somit wegen

1

und g = ——u
8 PEN v

X
hf(h,x)=
WS (&, x) RS

mit einer kleinen Rechnung gerade (vgl. die Losung von Aufgabe 144)

1

F')=—f(,g))g'R) +/ O f (A, x) dx

g()
(19.10)
/‘1 X q arctan (vA2 — 1)
= X —
a0 (1 4+ A2x2)/1 — x2 A2 —1

fir A > 0.
(b) Wir fiihren nun die Funktion G : (0, +00) — R mit

1
X
G(L) =/ dx
e (1 4+ A2x2)4/1 — x2

ein, die wir im Folgenden geschickt vereinfachen beziehungsweise das Integral
bestimmen wollen. Mit der Substitution y(x) = /1 — x2 fiir x € (—1, 1) und
dy = —x/+/1 — x2 dx folgt wegen y(g(1)) = 1/A und y(1) = O zunichst

G() /1 al d fi ! d
= X = —_— y
ey (1 +22x2)4/1 — x2 0o A1 —y)+1

Das Integral auf der rechten Seite lédsst sich beispielsweise mit einer Partialbruch-
zerlegung berechnen. Dazu machen wir den Ansatz (dritte binomische Formel im
Nenner beachten)

1 1 A B
= — +
MRA=y)+1  1+22-222  JT+r2-ry V1+rZ+21y
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mit zunachst unbekannten Parametern A, B € R. Erweitern wir die beiden Briiche
der rechten Seite, so folgt

1 AWTH A2+ 0y) + BV 4242 —y)
1+)L2_)L2y2_ 1+)L2_)L2y2
_ (A+B)WI1+A2+1(A—B)y
- 14212 —A2y2

s

das heifit, die Parameter geniigen dem linearen Gleichungssystem

(A+B)V1+212=1,

AMA — B) = 0.

Die Losung des linearen Systems ist offensichtlich A = B = 1/(2+/1 + A2),
womit wir insgesamt (den gesamten Nenner substituieren)

1

* 1
—d
/0 20—y +17

1

1 x 1 1 X 1
= dy + dy
2V1+22Jo VT4+A2 -1y 2V1+22Jo V1422 +0y

TR A [F nTERE =) |F
DATFAZ o DVT+AZ o’
also
1 VAZH14+1
G = In T+
222 + 1 VA241-1

erhalten. Da fiir A > 0 mit der Ketten- und Quotientenregel
d, VAaZ4+141 2
—In -
da VAZ+1-1

folgt, erhalten wir wegen GI. (19.1) in der Losung von Aufgabe 1 gerade (Vor-
faktoren beachten)

2 )
[ewaw=—3 [ — (de) G =~ (m)ﬂ

AVAZ+1

In
M2 +1 VAZ4+1-1 8 VA2 +1-1

(c) Mit dem gleichen Trick konnen wir uns iiberlegen, dass

Az —1
/Mdkzéarctanz( A —1)+c

A2 —1
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gilt, sodass wir mit Teil (b) dieser Aufgabe und Gl. (19.10) die folgende neue
Darstellung fiir das Parameterintegral F erhalten:

2
oy = 8“(\/)\ +1) 1

2 2
— — arctan ( A —1)+c. (19.11)
Vaii+1-1) 2

(d) Im letzten Schritt werden wir mit Hilfe der obigen Darstellung der Funktion F
die Integrationskonstante ¢ berechnen, um danach den Wert F (1) zu bestimmen.
Zunichst folgt aus Darstellung (19.10) wegen lim; _, 1 o g(A) = 1 offensichtlich
lim) 400 F(A) = 0.Jedoch folgt wegen (Stetigkeit des natiirlichen Logarithmus
beachten)

«/,\2 1 1
lim -2 L —~1In?(1) =0
A—>+oo 8 Vi1 +1-—1 8
und
2

1 1 2
lim ——arctanz( Az—l)z—— (z) -
r—>4oo 2 2\2

aus GI. (19.10), dass limy_, ;  F(X) = —n2/8 + ¢ gilt, sodass wir ¢ = n2/8
ablesen konnen. Wir erhalten somit wegen Darstellung (19.11)

1 VIZHT+1) 1 2
F(h) = —glnz (L) -3 arctan” (VA2 — 1) + % (19.12)

fir A > 0. Wegen g(1) = 0folgt somit mit einer kleinen Rechnung wie gewiinscht

F(1)

8

R PR P (T R P
Tiea 8 8 N 2
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Losungen Metrische Raume 2 0
Losung Aufgabe 14

(a) Fiir die Manhattan-Metrik gilt
di((1,0)T, 4, —=HT) = [1 4|+ [0 — (—4)| =3+4=7.

Ebenso folgen mit einer kleinen Rechnung fiir die Euklidische Metrik und
Maximum-Metrik

B2, DT, (4 =) = V2 =42 + (=1 = (=7)? = V40 = 210
sowie
do((2,3)7, (2,10)T) = max{|2 — 2|, |3 — 10|} = max{0, 7} = 7.

(b) In Abb.20.1 ist der Abstand der beiden Punkte x = (1, 1)T und y = (4, 3)T
beziiglich der drei Metriken dargestellt, wobei dhnlich wie in Teil (a) dieser
Aufgabe

(1, DT, 43N =5 (1, DT, 43T =13
und
doo((1, DT, (4,3)T) =3
folgen.
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Y

Abb.20.1 Abstinde zwischen den Punkten x = (1, 1)T und y = (4, 3)7 beziiglich der Manhattan-
Metrik (rot), Euklidischen Metrik (griin) und Maximum-Metrik (blau)

Losung Aufgabe 15 Um zu beweisen, dass es sich bei der Funktiond : Rx R — R
mitd(x, y) = arctan(|x — y|) um eine Metrik handelt, miissen wir die folgenden drei
Axiome nachweisen: Positive Definitheit, Symmetrie und Dreiecksungleichung. Wir
werden dabei verwenden, dass p : RxR — Rmit p(x, y) = |x—y| (Betragsmetrik)
bekanntlich eine Metrik auf R ist.

(a) Positive Definitheit. Wir zeigen nun die positive Definitheit. Wegen arctan(0) =
0 folgt fiir alle x € R offensichtlich d(x, x) = 0. Seien nun umgekehrtx, y € R
beliebig gewihlt mitd(x, y) = 0 also arctan(|x —y|) = 0. Da der Arkustangens
injektiv ist, folgt weiter |[x — y| = 0 und daher wie gewiinscht x = y (positive
Definitheit von p beachten). Wir haben somit bewiesen, dass d(x, y) = 0 genau
dann gilt, wenn x = y. Da der Arkustangens in [0, +00) bekanntlich positiv ist,
ist es somit auch d.

(b) Symmetrie. Nun zeigen wir das Symmetrie-Axiom. Seien also x, y € R belie-
big gewidhlt. Da p symmetrisch ist, folgt direkt

d(x,y) = arctan(|x — y|) = arctan(]y — x|) = d(y, x).

(c) Dreiecksungleichung. Im letzten Schritt beweisen wir die Dreiecksunglei-
chung. Zunichst wihlen wir x, y, z € R beliebig. Da der Arkustangens monoton
wachsend (!) und subadditiv (!!) istund |x — z| < |x — y| 4+ |y — z| (Dreiecks-
ungleichung der Betragsmetrik p) gilt, folgt schlieBlich wie gewiinscht

d(x, z) = arctan(|x — z|)
0]
<arctan(|Jx — y| + |y — z|)

()
< arctan(|x — y|) + arctan(|y — z|)
=d(x,y)+d(y, 2),
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alsod(x,z) <d(x,y) +d(y, z). Dies zeigt die Dreiecksungleichung.

Anmerkung Dass der Arkustangens wirklich monoton wachsend ist, folgt wegen
arctan’(x) = 1/(1 + x2) > 0 fiir x € R direkt aus dem Monotoniekritierium [3,
Aufgabe 147]. Die Subadditivitit konnen wir dabei wie folgt einsehen: Fiirx, y € R
folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und der Linearitit
des Riemann-Integrals zunéchst

x+y 1
t = —dt
arctan(x + y) /0 s

X 1 x+y 1
= ——dr ——dt
/0 1412 +/x 1412

X+y
= arctan(x) + /
X

Substituieren wir dann s(t) = ¢t — x fiir t € [x, x + y] mit ds = dz, so folgt wegen
s(x) =0und s(x + y) = y weiter

Yy Y 1 Yo
A S S L
x 14+t o L4+ (G+x) o L+s

sodass wir wie gewiinscht

14172 dr.

arctan(x + y) < arctan(x) + arctan(y)
erhalten.

Losung Aufgabe 16 Um zu beweisen, dass die Franzosische Eisenbahnmetrik d :
V x V — R in der Tat eine Metrik ist, miissen wir die drei Metrik-Axiome (a)
positive Definitheit, (b) Symmetrie und (c) Dreiecksungleichung nachweisen. Wir
werden dabei fiir den Beweis jedes Axioms die Eigenschaften der Norm || - ||y
verwenden.

(a) Positive Definitheit. Offensichtlich gilt d(x, y) > Ofiirallex, y € V,da | - ||y
positivist. Seiennunx, y € V mitx = y. Dafiir A = 1 gerade x = Ay gilt, folgt
weiter d(x, y) = ||x — y|ly = 0. Seien nun umgekehrt x, y € V zwei Elemente
mitd(x, y) = 0.Gibtes A € Cmitx = Ay,sofolgtd(x, y) = |[x—y|ly = 0.Da
die Norm auf V (gemil} Definition) definit ist, bedeutet dies gerade x —y = Oy,
also wie gewlinscht x = y. Gibt es hingegen keine komplexe Zahl A € C mit
x =1y,sofolgtd(x, y) = [xllv +lyllv = 0. Wegen [x]ly = Ound [|ylly =0
folgen daraus ||x||y = 0 sowie ||y|ly = 0 und schlieBlich x = y = Oy. Wir
haben somit wie gewiinscht gezeigt, dass d positiv definit ist.

(b) Symmetrie. Da fiiralle x, y € V sowohl ||x —y|ly = ||y—x]v alsauch || x| v+
Ivllv = lIyllv + |lx|lv gelten ist die Funktion d offensichtlich symmetrisch.

(c) Dreiecksungleichung. Seien nun x, y, z € V beliebig gewihlt. Wir unterschei-
den die folgenden Fille in Abhéngigkeit der Lage der drei Vektoren:
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()

B

)

(C))

(&)

Es gibt A, u € C mit x = Ay = puz, das heiflt, die drei Vektoren sind
paarweise linear abhingig. Dann gilt bereits

dx,2)=lx—zllv=1x -y + @ —-lv
0)
<lx=yllv+lly —zllv=dx,y) +d(y, 2),

wobei wir in (!) die Dreiecksungleichung der Norm || - ||y verwenden haben.
Die Vektoren x und z sind linear abhéngig, wihrend y unabhiéngig zu beiden
Vektoren ist. Somit folgt

0]
d(x,2) =[x —zllv = lixllv + llzllv
= lxllv +liyllv +lyllv + lizllv = d(x, y) +d(y, 2).

Die Vektoren x und y sind linear abhiingig, wihrend z unabhéingig zu beiden
Vektoren ist. Auch hier folgt

d(x,z) = lxllv + lizllv = I&x = y) + yllv + llzllv
O]
= llx=yllv +lyllv + llzllv =d(x, y) +d(y, 2).

Die Vektoren y und z sind linear abhingig, es gibt also . € C mit y = Az.
Der Vektor x ist linear unabhiingig zu y und z. Dieser Fall 14sst sich dhnlich
wie in Teil (y) zeigen.

Alle drei Vektoren sind paarweise zu einander linear unabhéngig. In diesem
Fall folgt

dx,z) = llxllv +lizlly < lixllv +1Iyllv +llylly +llzlly =d@x, y) +d(y. 2).

Wir haben somit wie gewiinscht die Dreiecksungleichung bewiesen.

Losung Aufgabe 17 Zur Ubersicht unterteilen wir die Losung dieser Aufgabe in
zwei Teile:

(a) Bei der Funktion d’ : R?* x R?> — R handelt es sich nicht um eine Metrik, da
bereits das erste Axiom (positive Definitheit) verletzt ist. Wihlen wir ndmlich
beispielsweise x = (1, )T und y = (1, 2)T, so folgt

d'(x,y) = Ix1 = yillx2a = y2l = [1 = 1][1 = 2| =0

obwohl offensichtlich x # y gilt.

Anmerkung Die Dreiecksungleichung d(x, z) < d(x, y)+d(y, z) ist ebenfalls
verletzt. Betrachten Sie beispielsweise die drei Vektoren x = (1, DT, y =
(1,2)Tund z = (2,2)7T.
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(b) Wir beweisen nun, dass es sich bei der Funktion d : R? x R2 — R mit

d(x.y) = lx1 — y1l |x2 — y2l
’ L+ lxp =yl 14 [x2 =y

um eine Metrik im R? handelt. Wie iiblich werden wir dazu die drei Metrik-
Axiome nachweisen.

(@) Positive Definitheit. Wir erinnern uns zunéchst daran, dass die Funktion
p:RxR — Rmit p(x,y) = |[x — y| eine Metrik auf R definiert
— die sogenannte Standardmetrik oder Betragsmetrik. Fiir den Nachweis
der Definitheit wihlen wir zunichst x, y € R? beliebig. Dann gilt wegen
der positiven Definitheit von p gerade p(x;, y;) > 0 fiir j € {1, 2} und
somit

d(x.y) = p(x1, y1) n p(x2, y2) -0

1+ pGa,y) L4 pGo, ) —

Da fiir j € {1, 2} genau dann p(x;, y;) = 0 gilt, wenn x; = y; erfiillt
ist, konnen wir direkt ablesen, dass d(x, y) = 0 genau dann erfiillt ist,
wenn x; = yj und xp = y; gelten, also x = y erfiillt ist. Wir haben somit
gezeigt, dass die Funktion d positiv definit ist.

(B) Symmetrie. Da die Standardmetrik p symmetrisch ist, folgt somit fiir alle
x, y € R? insbesondere auch

d(x.y) = p(x1, y1) p(x2, y2)
’ L+ p@xny) 1+ p(x2, y2)
o, x1) p(y2, x2)

= =d(y, x).
1L+ o0, x1) 1+ p02,x2)

(y) Dreiecksungleichung. Fiir den Beweis der Dreiecksungleichung iiberle-
gen wir uns kurz, dass die Funktion ¢ : [0, 4+00) — Rmite(t) = ¢/(1+1)
monoton wachsend ist. Mit einer kleinen Rechnung (Quotientenregel ver-
wenden) folgt ¢'(r) = 1/(1 + 1)> > 0 fiir alle 7 € [0, +00). Mit dem
Resultat aus [3, Aufgabe 147] folgt daher bereits die Monotonie von ¢.
Seien nun x, y,z € R? beliebig gewihlt. Da die Funktion ¢ monoton
wachsend (D) istund |x; —z;| < |x; — y;| + ly; — z;| fiir j € {1, 2} gil,
folgt zunichst

d(x,z) = e(x1 — z1D) + @(Jx2 — 22])

O]

< o(x1 —yil+ 1y —z21D) + e(x2 — y2| + |y2 — 22

=yl A+ I -zl |x2 — y2l + |y2 — 22|
L+lxi—yil+ Iy —zil - 14 1x—yl+ 1y — 22l
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Zerlegen wir dann weiter jeden der beiden Briiche und schitzen diese
geschickt ab, so erhalten wir wie gewtiinscht

lx1 — 1l + Iyt — z1l [x2 = ya| + [y2 — 22|
d(x,z) <
L+l =yl + Iyt —zil T+ |x2 =yl + |y2 — 22|
lx1 — 1l Iy1 —z1l
L+l =yl +Iyt—zil - T+ =yl + Iy —zil
lx2 — y2| ly2 — 22|
L+lxa =yl +ly2—z2l 14 |x2 —y2| + |y2 — 22|
lx1 — il ly1 —z1l lx2 — yal [y2 — 22|
T it =yl T4y -zl T4 —yf 1+ ]y — 2z
=dx,y) +d(y,2),

womit wir die Dreiecksungleichung bewiesen haben.

Losung Aufgabe 18 Im Folgenden iiberlegen wir uns, dass die Funktion D : M’ x
M’ — R genau dann eine Metrik auf M’ = P(M) \ {#} definiert, wenn die Menge
M aus genau einem Element besteht.

(a) Besteht die Menge M aus lediglich einem Element, beispielsweise M = {x}, so
folgt fiir alle Mengen A, B € M’ automatisch A = B = M, da die Potenzmenge
P(M) lediglich die beiden Elemente ¢ und M enthilt. Insbesondere erhalten
wir daher

D(A, B) = inf d(a, b) = inf d(a,b) =d(x,x) =0,
acA aeM
beB beM

das heiBt, die Funktion D : M’ x M’ — R ist konstant Null und definiert
folglich eine Metrik, da alle Metrik-Axiome trivialer Weise erfiillt sind.

(b) Besteht die Menge M hingegen aus mindestens zwei Elementen, so definiert
die Funktion D keine Metrik auf M’. Seien dazu x, y € M mit x # y beliebig
gewihlt. Definieren wir die Mengen A = {x} und B = {x, y}, so folgt wegen
d(x, x) = 0 gerade

D(A, B) = ingd(a, b) = inf{d(x, x), d(x,y)} =0.
ae
beB

Wir haben somit fiir zwei verschiedene Mengen A und B nachgewiesen, dass
D(A, B) = 0 gilt. Damit ist D nicht positiv definit und daher insbesondere
keine Metrik auf M.

Losung Aufgabe 19 Eine Metrikd : M x M — R auf M lasst sich beispielsweise
durch (Hamming-Abstand)

dx,y)=je{l,....d} [ xj # yj}l

definieren. Dabei beschreibt d (x, y) fiir x, y € M gerade die Anzahl der Indizes, in
denen sich die beiden Vektoren x und y unterscheiden. Um nachzuweisen, dass es
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sich bei d wirklich um eine Metrik handelt, miissen wir die drei folgenden Metrik-
Axiome nachweisen:

(a) Positive Definitheit. Sind x, y € M zwei Vektoren mit x = y, also x; = y;
fiir j € {1, ..., n}, so folgt automatisch d(x, y) = 0, da die Indexmenge {j €
{1,...,d} | xj # y;}in diesem Fall leer ist. Gilt umgekehrt d(x, y) = 0, so
folgt ebenfalls x; = y; fiir j € {1,...,d}, was gerade x = y bedeutet. Wir
haben damit nachgewiesen, dass fiir alle x, y € M genau dann d(x,y) = 0
erfiillt ist, wenn x = y gilt. Offensichtlich gilt aber auch d(x,y) > 0 fiir
X,y € M, womit d wie gewiinscht positiv definit ist.

(b) Symmetrie. Fiir zwei reelle Zahlen s, ¢ € R gilt natiirlich genau dann s # ¢,
wenn ¢ # s. Somit folgt fiir alle x, y € M

dx,y)=I{j €{l,.... dylxj #yill=Wjefl..... d} |y #x}l =d(y,x),

das heifit, die Abbildung d ist symmetrisch.

(c) Dreiecksungleichung. Fiir die Dreiecksungleichung seien zunichstx, y,z € M
beliebig gewihlt. Dabei konnen wir zunédchst x # z annehmen, denn andernfalls
folgt sofort d(x,z) < d(x,y) + d(y, z), da die linke Seite der Ungleichung
wegen der positiven Definitheit von d verschwindet. Im Fall x # z finden
wir mindestens einen Index j € {1,...,d} mit x; # z;. Somit muss also
entweder x; # y; oder y; # z; gelten. Da jedoch d(x, z) die Anzahl der
unterschiedlichen Komponenten der Vektoren x und z zihlt, folgt somit

dx,z) = {j €{l,....d} | xj # z;}|
<Wjell,....d} | x; #yi}l+I{jell,....,d} | y; # z;}
=d(x,y)+d(y,2),

womit wir wie gewiinscht die Dreiecksungleichung bewiesen haben.

Losung Aufgabe 20 Sei (x,), eine beliebige Folge in M, die gegen ein Element
x € M konvergiert. Dann gibt es (geméf der Definition der Folgenkonvergenz) zu
jedem ¢ > 0 einen Index N € N derart, dass d(x,, x) < ¢/2 firallen > N gilt.
Somit folgt aber auch mit der Dreiecksungleichung fiir die Metrik d

&
P

&€
d(Xp, Xm) < dxy, x) +d(xp, x) < E + 3

also d(x,, x;;) < ¢ fiir m,n > N. Wir haben somit wie gewiinscht bewiesen, dass
die konvergente Folge (x,), eine Cauchy-Folge ist.

Losung Aufgabe 21 Sei (x,), € M eine konvergente Folge mit Grenzwerten x €
M und y € M. Zu jedem ¢ > 0 finden wir wegen lim, x, = x und lim, x, = y
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zwei Zahlen N1, N> € N mit d(x,,x) < ¢/2 fiirn > Ny und d(x,, y) < &/2 fiir
n > Nj. Setzen wir nun N = max{Nj, N}, so folgt mit der Dreiecksungleichung

£
2

e
d(-xvy)fd(xn’x)+d(xn7y)<§+ =¢&

fiirallen > N.Dae > Obeliebig war, zeigt die obige Ungleichung gerade d (x, y) =
Ound somitx = y. Dies beweist, dass jede konvergente Folge genau einen Grenzwert
besitzt.

Losung Aufgabe 22 Bekanntlich gilt lim,_, 4 arctan(x) = 7 /2. Somit ist die
konvergente Folge (x,), mit x,, = arctan(n) eine Cauchy-Folge im vollstindigen
metrischen Raum (R, p), wobei p : R x R — R wie iiblich die Betragsmetrik
p(x,y) = |x — y| bezeichnet. Insbesondere folgt somit

lim sup |arctan(m) — arctan(n)| = lim  sup d(m,n) =0.
N—>+00 >N N—=>+00 py>p>N

Damit ist die Folge (y,), mit y, = n aber gerade eine Cauchy-Folge beziiglich der
Metrik d : R x R — R mitd(x, y) = | arctan(x) — arctan(y)|. Jedoch ist die Folge
nicht in (R, d) konvergent, denn dazu miisste es ein Element y € R mit

lim d(y,,y) = lim |arctan(y,) — arctan(y)| =0,
n—+o0 n— 400

also

g
arctan(y) = nEToo arctan(y,) = 3

geben. Da solch ein Element nicht existiert, folgt wie gewiinscht, dass die Cauchy-
Folge (y,), nicht konvergent beziiglich der Metrik d ist. Folglich ist der metrische
Raum (R, d) nicht vollstindig.

Losung Aufgabe 23 Um zu zeigen, dass der metrische Raum (B(A, M), d,) voll-
stiandig ist, miissen wir beweisen, dass jede Cauchy-Folge in B(A, M) beziiglich der
Supremumsmetrik doo (f, g) = sup,c4 d(f(x), g(x)) fiir f, g € B(A, M) konver-
gent ist. Seien dazu ¢ > O und (f,), € B(A, M) eine Cauchy-Folge, das heif3it, zu

e/4 > 0 gibt es eine Zahl N; € N mit

&
doo(fr, fin) < Z

fir alle n > m > Nj. Da fiir alle x € A offensichtlich d(f,(x), fi,(x)) <
doo(fn, fm) gilt, ist somit auch (f;,(x)), € M fiir jedes x € A eine Cauchy-Folge.
Der metrische Raum (M, d) ist aber nach Voraussetzung vollstindig, also konver-
giert fiir jedes x € A die Folge (f,(x)), gegen ein Element in M, das wir mit f(x)
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bezeichnen. Da der Grenzwert konvergenter Folgen eindeutig ist (vgl. Aufgabe 21),
konnen wir eine Funktion

f:A—-> M durch x+— f(x)

definieren, wobei f(x) den Grenzwert der Folge (f,(x)), mit x € A bezeichnet.
Im Folgenden werden wir zeigen, dass (f,), € B(A.M) gegen f konvergiert und
f € B(A, M) gilt. Sei dafiir x € A beliebig gewidhlt. Wegen lim,, f,,(x) = f(x)
beziiglichd finden wir zu ¢ /4 > 0 eine natiirliche Zahl N, € Nmitd(f, (x), f(x)) <
e/4 fiir n > N,. Setzen wir nun N = max{Nj, N»}, so folgt fiir alle n > N gerade
(Dreiecksungleichung verwenden)

& &

e
d(fn(x), () = d(fu(x). fn(0)) +d(fn(x), f(X) < 7+ 7 =5
Gehen wir nun in der obigen Ungleichung zum Supremum iiber alle Elemente aus
A iiber so folgt

doo(fa. £) = supd(f(x), f(1)) < = <&

xX€eA 2

fiir alle n > N. Da ¢ > 0 beliebig gewihlt war, haben wir somit wie gewiinscht
lim, f, = f beziiglich do, gezeigt. Der Beweis ist vollstindig, falls wir zum
Schluss noch begriinden kénnen, warum die Grenzfunktion f in B(A, M) liegt, also
beschrinkt ist. Dazu bemerken wir, dass fiir alle x, y € A (Dreiecksungleichung
verwenden)

d(fx), f()) =d(fx), In(M) +d(fn (), fn () +d(fy(x), f(x)) < d(fy &), fn () + g

gilt, sofern n > N ist. Da die Funktion fy aber beschrinkt ist, folgt insgesamt
d(f(x), f(y)) < +ocfiir alle x, y € A und daher f € B(A, M). Wir haben somit
wie gewiinscht gezeigt, dass jede Cauchy-Folge in B(A, M) gegen eine Funktion
in B(A, M) konvergiert, also ist (B(A, M), dx) wie behauptet ein vollstindiger
metrischer Raum.

Losung Aufgabe 24 Die Losung der Aufgabe ist nicht sonderlich kompliziert und
verwendet lediglich die Symmetrie der Metrik. Sind ndmlich x,y € M und r > 0
beliebig, so gilt nach Definition der offenen Kugel B, (y) genaudann x € B, (y), falls
d(y, x) < r.Jedoch ist die Metrik d : M x M — R eine symmetrische Abbildung,
das heift, es gilt dquivalent d(x, y) < r und somit wie gewiinscht y € B, (x).

Losung Aufgabe 25 Sei (M, d) ein beliebiger metrischer Raum. Wir zeigen die
Hausdorff-Eigenschaft, indem wir zu zwei beliebig gewihlten Elementen x, y € M
mit x # y zwei disjunkte und offene Kugeln um x und y konstruieren. Dies ist
ausreichend, da die offenen Kugeln eine Basis von der durch die Metrik erzeugten
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Topologie sind. Zunichst setzen wir r = d(x, y)/2. Da x und y verschieden sind gilt
r > 0. Wir iiberlegen uns nun, dass die offenen Kugeln B, (x) und B, (y) disjunkt
sind. Angenommen, es wiirde B, (x) N B,(y) # @ gelten. Dann wiirde somit ein
Element z € B,(x) N B,(y) mit d(x,z) < d(x,y)/2 und d(y,z) < d(x,y)/2
existieren. Mit der Dreiecksungleichung folgt jedoch

d d
d(x,y) < d(x,2) +d(y, 2) < ("2’ 20 (xz’ Y aex, ),

alsod(x, y) < d(x,y), was unmdglich ist. Somit sind die beiden Kugeln um x und
y disjunkt und wir haben wie gewiinscht nachgewiesen, dass jeder metrische Raum
(M, d) ein Hausdorff-Raum ist.

Losung Aufgabe 26

(a) Anhand der Definition der Funktiond : M x M — R konnen wir direkt ablesen,
dass fiir beliebige Elemente x, y € M genau dann x = y gilt, falls d(x, y) =
0. Ebenso sehen wir sofort, dass d(x,y) > O fiir alle x, y € M gilt, da die
Funktion lediglich die beiden Werte 0 und 1 annimmt. Weiter ist d offensichtlich
symmetrisch. Wir miissen somit nur noch die Dreiecksungleichung nachweisen,
die wir mit einem Widerspruchsbeweis beweisen werden. Angenommen es gibt
Elemente x, y, z € M mit

d(x,z) > d(x,y) +d(y, 2).

Falls x = z gilt, so filhrtdies wegend (x, z) = Oundd(x, y)+d(y, z) € {0, 1, 2}
zu einem Widerspruch — die obige Ungleichung ist ja strikt. Gilt hingegen x # z,
so folgt aus d(x, z) = 1 notwendiger Weise d(x,y) = Ound d(y,z) = 0, da
die obige Ungleichung sonst nicht erfiillt wére. Das bedeutet aber x = y und
y = z, also x = z, was wir jedoch bereits ausgeschlossen haben. Somit erfiillt
die diskrete Metrik wie gewiinscht alle drei Metrik-Axiome.

(b) Im Folgenden sei xo € M beliebig gewihlt. Da die Metrik d : M x M — R
lediglich die beiden Werte O und 1 annimmt, werden wir zwei Fille untersuchen:

(o) Fallsr € (0, 1) gilt, so erhalten wir
By (x0) = {x € M | d(x,x0) <r}={x € M|d(x,x0) =0} = {xo},
wobei wir im letzten Schritt die positive Definitheit von d verwendet
haben. .

(B) Gilt hingegen r > 1, so folgt B, (xo) = M, da jedes Element x € M der

Ungleichung d(x, xo) < 1 < r geniigt.

Mit den gleichen Uberlegungen folgt B, (xo) = {xo} fiirr € (0, 1) und B, (xg) =
M sonst — hier bezeichnet B, (xg) die offene Kugel um xo mit Radius r.
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(c) Im Folgenden konnen wir annehmen, dass weder A = ¥ noch A = M gilt, da
diese Mengen in jedem metrischen Raum sowohl offen als auch abgeschlossen
sind.

() Seinun A C M eine beliebige Teilmenge. Um zu zeigen, dass A offen
ist, miissen wir nachweisen, dass es zu jedem x € A eine Zahl ¢ > 0
mit B;(x) € A gibt, wobei B, (x) wie iiblich die offene Kugel um x mit
Radius ¢ bezeichnet. Setzen wir beispielsweise ¢ = 1/2, so wissen wir
aus Teil (b) dieser Aufgabe, dass B.(x) = {x} € A fiir alle x € A gilt,
womit wir bereits gezeigt haben, dass die Menge A offen ist.

() Um zu zeigen, dass jede Menge A € M auch abgeschlossen ist, miissen
wir uns iiberlegen, dass es zu jedem Element x € M \ A eine Zahl ¢ > 0
so gibt, dass Be(x) N A = @ gilt. Ist nun x € M \ A beliebig und wihlen
wir erneut ¢ = 1/2 so folgt wieder B, (x) = {x} und daher wie gewtiinscht

Bix)NA={x}NA=90,

da x ¢ A gilt. Somit ist jede Menge A C M beziiglich der diskreten
Metrik abgeschlossen.

(d) Seien A € M und x € M beliebig gewidhlt. Da die Metrikd : M x M — R
nach Definition lediglich die Werte 0 und 1 annimmt, folgt im Fall x € A bereits

dist(x, A) = inf d(x,y) =d(x,x) = 0.
yeA

Gilt hingegen x € M \ A, so folgt d(x, y) = 1 fiiralle y € A, da x nichtin A
liegt. Insbesondere folgt somit

dist(x, A) = inf d(x, y) = 1.
yeA

(e) Wir iiberlegen uns nun, dass der metrische Raum (M, d) vollstiandig ist. Dazu
miissen wir beweisen, dass jede Cauchy-Folge (x,), € M konvergiert. Sei
also (x,), eine Cauchy-Folge in M, das heifit, zu jedem ¢ > 0O finden wir eine
natiirliche Zahl N € N mit d(x,, x,,) < ¢ fir alle n, m > N. Wihlen wir
speziell e = 1/2, so folgt aus der Ungleichung, dhnlich wie in Teil (b) dieser
Aufgabe, x;,, = x,, fiir n, m > N. Das bedeutet also gerade, dass die Cauchy-
Folge (x;), ab einem Index N konstant und damit insbesondere konvergent ist
(vgl. auch Teil (f) dieser Losung). Dies zeigt die Vollstindigkeit von (M, d).

(f) Wir unterteilen die Losung dieser Teilaufgabe in zwei Teile:

(o) Zunichst beweisen wir die folgende Hilfsaussage: Eine Folge (x,), in M
konvergiert genau dann beziiglich der diskreten Metrik, wenn die Folge
ab einem gewissen Index konstant ist. Fiir die eine Richtung der Aussage



192 20 Losungen Metrische Raume

seien (x,), € M eine Folge, x € M und N € N so, dass x,, = x fiir alle
n > N gilt — die Folge nimmt also ab dem Index N nur noch den Wert
x an. Ist nun ¢ > 0 beliebig, so folgt 0 = d(x, x) = d(x,,x) < & fiir
alle n > N. Wir haben somit gezeigt, dass die Folge gegen das Element x
konvergiert. Ist umgekehrt (x,), eine konvergente Folge in M, so existiert
nach Definition ein Element x € M derart, dass es zu jedem ¢ > 0 eine
natiirliche Zahl N € N mit d(x,, x) < ¢ fiir alle n > N gibt. Wihlen wir
nun speziell ¢ € (0, 1) beliebig — auch hier funktioniert erneut die Wahl
e =1/2-somuss x, = x fiirallen > N gelten, da die Metrik d lediglich
die Werte 0 und 1 annimmt. Dies zeigt aber gerade, dass die Folge (x,),
zwingend ab dem Index N konstant sein muss, damit sie konvergiert.

(B) Wegen Teil (@) ist lediglich die Folge (z,), konvergent, da diese ab dem
Index N = 3 konstant ist.

(g) Seinun (M’, d") ein weiterer metrischer Raum und f : M — M’ eine beliebige
Abbildung. Die Abbildung f heifit bekanntlich in einem Punkt xo € M stetig,
wenn es zu jedem ¢ > 0 eine Zahl § > 0 so gibt, dass fiir alle x € M mit
d(x, xp) < & gerade d’'(f (x), f(x0)) < & folgt (vgl. auch die Aufgaben 73 und
74). Setzen wir § = 1/2, so folgt fiir alle x, xo € M aus d(x, xg) < & sofort
x = x0 und damit insbesondere d’( f (x), f(x0)) = d'(f(x), f(x)) = 0, womit
die Stetigkeit der Abbildung f folgt.

Anmerkung Alternativ kann man natiirlich auch an Stelle eines Epsilon-Delta-
Beweises mit Hilfe der Charakterisierung konvergenter Folgen (vgl. Teil (f) dieser
Losung) die Folgen-Stetigkeit der Abbildung f : M — M’ nachweisen. Eine Cha-
rakterisierung der kompakten Teilmengen von M beziiglich der diskreten Metrik
finden Sie in Aufgabe 98.

Losung Aufgabe 27 Seien xo € M und r > 0 beliebig. Bekanntlich ist die abge-
schlossene Kugel B, (xg) = {x € M | d(x, xg) < rleine abgeschlossene Teilmenge
von M. Somit ist das Komplement A, (xo) = M \ B,(x¢) automatisch offen in M.

Losung Aufgabe 28 Aus Aufgabe 100 wissen wir bereits, dass jede endliche Teil-
menge A eines metrischen Raums kompakt und damit insbesondere abgeschlossen
ist. Alternativ konnen wir jedoch auch wie folgt ohne das eben erwihnte Resultat
argumentieren: Da die Menge A nach Voraussetzung endlich ist, finden wir eine
Zahl n € N und Elemente xi,...,x, € M mit A = {xy, ..., x,}. Da die endliche
Vereinigung von abgeschlossenen Mengen wieder abgeschlossen ist, miissen wir uns
wegen

en ) = Jlag)
j=1

lediglich iiberlegen, dass fiir jedes j € {1, ..., n} die einelementige Menge {x;}
abgeschlossen ist. Sei dazu x € M \ {x;} beliebig gewihlt. Setzen wirr = d(x, x;),
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so liegt die offene Kugel B, (x) vollstindig in M\ {x;}. Das bedeutet aber gerade, dass
x ein innerer Punkt und somit M \ {x;} offen ist. Folglich haben wir wie gewiinscht
die Abgeschlossenheit der Menge {x;} und somit von A gezeigt.

Losung Aufgabe 29 Im Folgenden bezeichnen wir wie iiblich mitint(A) das Innere,
mit A den Abschluss und mit 9 A den Rand einer Teilmenge A C R. Es gelten

(a) int(A}) = (0, 1), Ay = [0, 1], 9A; = {0, 1},
(b) int(A2) = (0, 1), A, = [0, 1], 04, = {0, 1},
(c) int(A3) =0, A3 =7, 0A3 =7,
(d) int(As) =0, Ay =R, 0A4 = R,
(e) int(As) = R, As =R, 945 = 0.

Losung Aufgabe 30 In dieser Aufgabe werden wir wie {iblich mit B, (x) = {y €
R? | d(x, y) < &} die offene Kugelum x € R? mit Radius ¢ > 0 bezeichnen. Dabei
istd : R? x R? - Rmitd(x,y) = /(x1 — y1)? + (x2 — y2)? die Euklidische
Metrik im R?.

(a) Die Menge A besteht aus einem halboffenen Quadrat mit Seitenléinge 1 und den
zwei Punkten a° und a'.

(b) Bei dem Punkt a! handelt es sich um einen isolierten Punkt, da in der Kugel
B.(a") fiir ¢ = 1/2 lediglich der Punkt ¢! und kein anderer Punkt aus A liegt
(vgl. Abb.20.2), das heilit, es gilt

Be(@aH)NA=1{a}.

(c) Ein Punkt x € R? ist bekanntlich ein Hzufungspunkt von A, wenn in jeder
Umgebung um x mindestens ein von x verschiedener Punkt der Menge A liegt
— ein Haufungspunkt muss also nicht notwendiger Weise zur Menge selbst
dazugehoren. Mit den Uberlegungen aus Teil (b) dieser Losung sehen wir also
bereits, dass a' kein Hiufungspunkt ist. Wir iiberlegen uns nun, dass jeder
Punkt in [0, 1] x [0, 1] Haufungspunkt von A ist. Sind x € [0, 1] x [0, 1] und
¢ > 0 beliebig gewihlt, so liegt stets mindestens einer der vier Punkte xy (g) =

0 1 2

Abb. 20.2 Darstellung der Menge A = (0, 1) x [0, 11U {a°, a'}
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(d)

(e)

(x1,x2)T + (0, 62(¢))T (Norden), xs(e) = (x1,x2)T — (0, 2(¢))T (Siiden),
xw(€) = (x1, x2) T+ (§1(¢), 0)T (Westen) und xo (¢) = (x1, x2)T — (§1(¢), 0)T
(Osten) in der Kugel B, (x), wobei wir

e ] g =
51(8)_m1n{2,m1n{ 5 5 H

fir j € {1, 2} definieren. Dies kann man sich entweder mit einer geeigneten
Skizze iiberlegen oder die Rechnung unten verwenden. Die Wahl der vier Punkte
beziehungsweise die Konstruktion von € (¢) sieht auf den ersten Blick sehr tech-
nisch aus, sorgt jedoch dafiir, dass man, ausgehend vom Punkt x = (xq, x2)T,
sich gerade nur so weit nordlich, siidlich, westlich oder 6stlich von x bewegt,
dass der neue Punkt stets sowohl in A als auch in der Kugel B (x) liegt. Bei-
spielsweise gilt fiir x = (1/3,2/3)T und ¢ = 1/6 gerade

RS S W O Sy B U 8 1 Y O T
52(8)—&(8)—mm{ﬁ,mm{g,g”_mm{ﬁ,g}_E

und somit

(N2 (o e (VY (22 (o LY (L3
wo=(3:3) +(0e(5) =(5:3) +0n) =(G3)

Fiir x € (0, 1) x (0, 1) liegen wegen

d(x, xn () = (1 — 22 + (2 — (12 + £ = bale) < > <e

(analoge Rechnung fiir die Punkte xg(¢), xw(e) und xp(g)) sogar alle vier
Punkte in B;(x) N A und sind wegen £1(g) # 0 und &(¢) # 0 vom Punkt x
verschieden.

Der Rand von A ist durch

9A = [(x1,x2) € A | x1 € {0, 1) oder x3 € {0, 1}} U {a'}

gegeben. Dabei ist a! wegen Teil (b) bereits ein isolierter Punkt und damit ein
Randpunkt. Ist hingegen x € A ein Punkt mit beispielsweise x; = 0, so konnen
wir uns dhnlich wie in Teil (c) dieser Aufgabe davon iiberzeugen, dass fiir jedes
& > 0 die Punkte xw(¢) und xp(¢) in Bg(x) liegen, wobei lediglich x¢ (¢)
zusitzlich noch in A liegt. Analog verfiahrt man nun mit allen anderen Punkten.
Da offensichtlich keiner der Punkte in (0, 1) x (0, 1) ein Randpunkt ist, folgt
wie gewlinscht die obige Darstellung.

Der Abschluss A von A ist definiert als

A=AUJA=AUA
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Dabei bezeichnet d A den Rand von A und A’ die Menge aller Hiufungspunkte.
Mit den Uberlegungen in den vorherigen Teilen dieser Aufgabe folgt somit
offensichtlich

A=10,1]x [0, 17U {a'}.
(f) Das Innere von A konnen wir wegen Teil (d) gemif3 der Formel
int(A) =A\9A =(0,1) x (0, 1)

bestimmen. Alternativ konnen wir aber auch zeigen, dass jeder Punkt x €
(0, 1) x (0, 1) ein innerer Punkt von A ist. Setzen wir namlich
il e =10 |xa| |x2 — ll}

dx)zmm{T’T’T’ )

so folgt offensichtlich Bg)(x) € (0,1) x (0, 1), womit wir bereits gezeigt
haben, dass x ein innerer Punkt der Menge A ist.

Losung Aufgabe 31 Zur Ubersicht unterteilen wir die Losung dieser Aufgabe in
zwei Teile.

(a) Seien A, B € M zwei beliebige Mengen. Fiir den Beweis der ersten Aussage
miissen wir zunéchst einige Spezialfille betrachten.

(o) Gilt beispielsweise A = @, so folgen automatisch AN B = @, int(A) = ¢
sowie int(A N B) = {, sodass die behauptete Gleichung offensichtlich
erfiillt ist. Mit einer analogen Uberlegung kénnen wir uns natiirlich auch
tiberlegen, dass die Gleichung im Fall B = ) ebenfalls erfiillt ist. Gilt
hingegen A N B = @, so folgt auch int(A N B) = @ und wir erhalten die
triviale Inklusion

% = int(A N B) C int(A) Nint(B).

Wir konnen somit ab jetzt immer annehmen, dass die drei Mengen A, B
und A N B nichtleer sind.

(B) Giltint(A N B) = @, so existiert nach Definition des Inneren zu keinem
Element x € AN B eine (offene) Umgebung U € M derart,dassU € AN
B gilt. Insbesondere kann es wegen ANB C A auch keine Umgebung U C
M mit U C A eines Elements aus A geben, das heifit, es folgt int(A) = @.
Somit gilt in diesem Spezialfall bereits die behauptete Gleichung

int(AN B) = ¥ = ¥ Nint(B) = int(A) N int(B).

Weiter ist die Gleichung in den Fillen int(A) = ¢ und int(B) = ¥ eben-
falls trivialer Weise erfiillt. Wir konnen somit ab jetzt annehmen, dass die
Mengen int(A N B), int(A) und int(B) ebenfalls nichtleer sind.
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Wir beweisen nun den allgemeinen Fall. Sei also x € int(A N B) beliebig
gewihlt. Dann existiert eine (offene) Umgebung U € M vonx mitU € AN B.
Die Umgebung ist aber wegen AN B € Aund AN B C B auch eine Teilmenge
der Mengen A und B, das heif}t, es gilt sowohl x € int(A) als auch x € int(B).
Somit folgt

int(A N B) C int(A) Nint(B).

Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, wihlen wir x € int(A) Nint(B) belie-
big. Damit gibt es Umgebungen U,V € M von x mit U € Aund V C B.
Definieren wirnun W = U NV, soist W € A N B als Schnitt der offenen
Mengen U und V ebenfalls offen und enthélt x. Somit gilt also x € int(AN B),
was schlieSlich

int(A) Nint(B) < int(A N B)

zeigt. Die Aussage ist damit bewiesen.

(b) Die verallgemeinerte Aussage ist im Allgemeinen falsch, was wir durch ein
Gegenbeispiel belegen werden. Wir betrachten dazu den metrischen Raum
R, p), wobei p : R x R — R die Betragsmetrik mit p(x, y) = |x — y]| ist.
Weiter setzen wir A = N und betrachten fiir jedes n € N das abgeschlossene
Intervall A, = [—1/n, 1/n]. Offensichtlich gilt dann (), .y Ax = {0}, womit
wir

int <ﬂ A,,) =int({0) =¥ und

neN

() int(An) = () (—% %) = {0}

neN neN

erhalten. Wir haben dabei verwendet, dass einelementige Teilmengen von R
beziiglich der Betragsmetrik nicht offen sind und folglich ein leereres Inneres
besitzen.

Losung Aufgabe 32

(a) Fiir jede Menge A € M ist der Abschluss dieser als

A= () ¢
ACCM
C abgeschlossen

definiert [5, Abschn. 1.3]. Ist also B € M eine weitere abgeschlossene Menge,
die A enthilt, so sehen wir direkt A C B.

(b) Sind A und B zwei Teilmengen von M mit A € B so folgt wegen B C B
(diese Inklusion ist stets trivialer Weise erfiillt) und Teil (a) dieser Aufgabe wie
gewiinscht A C B. Dabei haben wir verwendet, dass B eine abgeschlossene
Teilmenge von M ist.
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(c) Offensichtlich gilt nach Definition des Inneren und des Abschlusses der Menge
A stets

int(A) C A C A.
Somit folgt

A= (ANint(A)) U (A \int(A)) = int(A) UJA
=AU (A\int(A)) C AU (A \int(A)) = A,

womit wir gezeigt haben, dass die drei Mengen A, A U dA und int(A) U A
identisch sind.
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Losung Aufgabe 33

(a) Mit einer kleinen Rechnung folgen

x+y=(0120T+3.2.4HT=01+3,242,0+4T=4.4.47,
y—z2=03.24HT-65,07T=03-52-04-7NT=(-2,2,-3)T

und
2z —x=2-05,0,DT —(1,2,0)T = (10,0, 14T — (1,2,0)T = (9, =2, 14)T.

(b) Nach Definition des Euklidischen Skalarprodukts gilt (x, y) = 1-3+2-24-0-4 =
7. Weiter folgt fiir das Kreuzprodukt der Vektoren x und y

1 3 2-4-0-2 8
xxy=|2]x|2]=]10-3-1-4|=|—-4
0 4 1.2-2.3 —4

Analog gilt x x z = (14, =7, —10)T, sodass wir schlie8lich

14 3 (=7)-4—-(—10)-2 8
xxzpxy=|-T7]|x|2]=| (-10)-3—14-4 | =]|-86
—10 4 14.2—-(=7)-3 49

erhalten.

Anmerkung Beachten Sie, dass das Kreuzprodukt nicht assoziativ ist. Es gilt
also im Allgemeinen nicht (@ x b) x ¢ = a x (b x c) fiir beliebige Vektoren
a,b,c e R3.
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(c) Die Betragssummennorm (1-Norm, vgl. Aufgabe 35) des Vektors x = (1,2, 0)T
lasst sich gemdl ||x||; = 23:1 |xj] = 1 +2+ 0 = 3 berechnen. Wegen
x —y =(-2,0, —4)T folgt fiir die Euklidische Norm des Vektors x — y gerade

3
Z(Xj —yj)2=«/4+0+16=2«/§.

Jj=1

Ix = yll2 =

Aus Aufgabenteil (b) wissen wir bereits, dass x x y = (8, —4, —4)T gilt. Da
die Maximumnorm (Tschebyschew-Norm) des Vektors x x y (nach Definition)
der Wert der betragsmifig grolten Koordinate ist, folgt

lx X ylloo = max [(x x y);| = max{4, 8} = 8.
1<j<3

Losung Aufgabe 34 Wir berechnen und vereinfachen zunichst die drei Einheits-
kugeln. Es gilt

BV =[x e B xlly < 1)
= {x e R?* | x1] + Ix2| < 1}
:{xeR2|x1+x251’ —X1+x =<1, x1 —x <1, —x1—x2§1},

wobei wir im letzten Schritt die Einheitskugel getrennt in den vier Quadranten des

Koordinatensystems betrachtet haben. Die Menge EQ'”] (0) beschreibt somit ein um

den Nullpunkt rotiertes Quadrat mit Seitenlédnge V2 (vgl. Abb.21.1 (a)). Die Ein-
heitskugel beziiglich der Euklidischen Norm beschreibt wegen

BP0y ={xeR?*|xla <1} = {x eR?| mf l}

= xeR2|x2+x2§1
1 2

eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt 0 = (0, 0)T und Radius 1. Weiter gilt

By 0) = {x e B2 | lIx]loo < 1}
={xe R? | max{|x||, [x2]} < 1}

={reR*|-l<x <1, —l<x<l}=[-11]"~

Die Menge §‘1|'”°° (0) beschreibt also ein Quadrat mit Mittelpunkt 0 und Seitenlédnge
2.

Losung Aufgabe 35 Im Folgenden werden wir zeigen, dass die Funktion || - || :
R? — R mit ||x||; = Z?:l |x ;| allen drei Norm-Axiomen geniigt:
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Tro —+

(a) Darstellung der Einheits- (b) Darstellung der Einheits- (c) Darstellung der Einheits-
kugel B! (0) kugel B!'2(0) kugel B!l (0)

T2 T2

T

Abb.21.1 Darstellung von drei Einheitskugeln im R?

(a) Definitheit. Ist x = 0 der Nullvektor im R?, so rechnen wir direkt [|x|; = 0
nach. Gilt umgekehrt ||x||; = Z?:l |x ;| = O fiir einen Vektor x € R, so folgt
aus der Darstellung von || - ||; und dem Fakt, dass die Betragsfunktion | - | eine
Norm auf R ist gerade x; = O fiir jeden Index j € {I,...,d}. Somit muss
zwingend gelten, dass x der Nullvektor im R? ist, womit wir das erste Axiom
gezeigt haben.

(b) Absolute Homogenitiit. Seien nun A € R sowie x € R? beliebig gewihlt. Da
| - | eine Norm auf R und damit insbesondere absolut homogen ist, folgt wie
gewiinscht

d d d
Iaxle =" 1axl =Y Alxjl =AY |xjl = Allxlh,
j=1 j=1 j=1

womit wir auch das zweite Norm-Axiom bewiesen haben.

(c) Dreiecksungleichung. Die Dreiecksungleichung erhalten wir dhnlich wie in
den vorherigen Teilen mit den Eigenschaften von | - |. Sind namlich x, y € R?
beliebig, so gilt

d d
"
e+ vl =Yl + il = Y dxjl+ 1y

j=1 j=1
d d
=Y Il Y Iyl =lxl + iyl
j=1 j=1

Dabei haben wir in (!) die (klassische) Dreiecksungleichung aus der Analysis I
verwendet.

Losung Aufgabe 36 Sei A : V — W eine lineare Abbildung zwischen den nor-
mierten Rdumen (V, || - |lv) und (W, || - ||lw). Im Folgenden bezeichnen wir mit
Oy € V und Oy € W das Nullelement in V beziehungsweise in W. Da A eine
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lineare Abbildung ist, gilt
AQy) = A0y +0y) = A(Oy) + A(Oy).

Eliminieren wir auf beiden Seiten dieser Gleichung (im linearen Raum W) den
Ausdruck A(Oy), so folgt

AQOy) = Ow. (21.1)

Wir zeigen nun, dass die Graphennorm || - ||4 : V — Rmit ||x||4 = |lx|lv + | Ax||lw
in der Tat eine Norm ist, also allen drei Norm-Axiomen geniigt.

(a) Definitheit. Sei zuerst x € V ein beliebiges Element mit ||x||4 = ||x|lv +
|Ax|lw = 0.Da |- |y und || - ||w Normen in V beziehungsweise W sind, gelten
stets [lx]ly > Ound || Ax|lw > 0, sodass wir wegen ||x||4 = 0 gerade ||x|ly =0,
also x = Oy erhalten. Ist nun umgekehrt x = Oy das Nullelement in V, so folgt
mit unserer Voriiberlegung

21.1
10vIla = 10vllv + IAQW Iw =" 10y Iy + 10w llw = 040 =0.

Dies zeigt wie gewiinscht die Definitheit von || - || 4.
(b) Absolute Homogenitiit. Seien nun A € K und x € V, wobei K € {R, C} gilt.
Da A linearistund || - ||y sowie || - || w absolut homogen sind, folgt wie gewiinscht

Ax(la = lIAx]lv + [IA(Ax)[lw
= [AMlllxlly + [Al[[Axlw
= [Al(lxlly + [[Axllw) = [Alllx]la-

(c) Dreiecksungleichung. Fiir die Dreiecksungleichung seien nun x, y € V belie-
big gewihlt. Dann folgt wie gewlinscht

lx +ylla=lx+ylv+ 1A+ iw
=[x +ylv + [1Ax + Ayllw
= llxllv +liyllv + 1 Axllw + | Ayllw = llxlla + l[ylla.

Dabei haben wir erneut verwendet, dass die Normen || - ||y und || - ||w der
Dreiecksungleichung geniigen und fiir die lineare Abbildung definitionsgeméf
A(x +y) = Ax + Ay gilt.

Da wir alle drei Norm-Axiome nachweisen konnten, haben wir wie gewiinscht
gezeigt, dass || - || 4 eine Norm ist und somit der Name Graphennorm gerechtfertigt
ist.
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Anmerkung Fiir eine lineare Abbildung A : X — Y — beispielsweise zwischen
zwei normierten Riumen X und Y — wird hédufig in der Funktionalanalysis zur Ver-
einfachung Ax an Stelle von A(x) fiir das Bild von x € X unter A geschrieben.

Losung Aufgabe 37 Es ist bekannt, dass C([a, b], R) ein linearer Raum (Vek-
torraum) beziiglich der punktweisen Addition und skalaren Multiplikation ist. Wir
miissen daher lediglich zeigen, dass die Funktion || - || : C([a, b], R) — R mit
[ fllooc = Supyepq.p) | f(x)| eine Norm auf C([a, b], R) definiert.

(a) Definitheit. Sei f € C([a, b], R) eine beliebige Funktion mit || f|l.c = O.
Angenommen, f wire nicht die Nullfunktion. Dann gibe es eine Stelle xo €
[a, b] mit | f (xp)| > 0. Damit wiirde aber auch

0<|fxo)l = sup [f(x)]=Iflleo

x€la,b]

folgen, was nicht moglich ist, da || f|lcc = O gilt. Somit folgt f = 0. Ist
umgekehrt f = 0 die Nullfunktion in C([a, b], R), dann gilt offensichtlich
I flloo = 0. Damit ist die Definitheit gezeigt.

(b) Absolute Homogenitit. Seien nun A € R sowie f € C([a, b], R) beliebig
gewihlt. Mit den Rechengesetzen fiir das Supremum folgt

[Afllco = sup [Af()] = sup [A[[fC)]=I[A] sup |fC)=IAlf oo

x€la,b] x€la,b] x€la,b]

was das zweite Norm-Axiom zeigt.
(c) Dreiecksungleichung. Wir zeigen zuletzt die Dreiecksungleichung. Dazu wih-
len wir zwei beliebige Funktionen f, g € C([a, b], R). Offensichtlich gilt stets

1f )+ = 1f )+ 18] = 1 flloo + 18lloo

fiir alle x € [a, b]. Gehen wir nun in der obigen Ungleichung zum Supremum
iiber alle Elemente aus [a, b] iiber, so folgt wie gewiinscht

If +glloo = sup |f(x)+g)l = sup ([ flloc + lIglloo) = llfllco + lIglloo>

x€la,b] x€la,b]
also
I/ +glloo < [ flloo + lI8llco-

Damit ist auch das dritte und letzte Norm-Axiom bewiesen.
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Losung Aufgabe 38 Sei zunichst x € R? beliebig gewihlt und bezeichne m €
{1, ..., d} die betragsmiBig grofite Komponenten von x = (x1, ..., xq)7T, das heif3t,
es gilt || x|loo = maxi<j<q |xj| = |x|. Mit dieser Bezeichnung folgt dann

1

d d
1
Ixlloo = 1xm| = (xnl?)? < | lxml? + D112 | =D 117 ] = lixllp.
j= j=
J#Fm

Wegen der trivialen Abschitzung |x;| < ||x||ls fiir j € {1, ..., d} gilt aber auch

1 1 1
d P d P d 2 1 1
Ixllp =D 17| <[ Dol ] =xl& Do 1] =(dlixlk)? =d? lxlle,
j=1 j=1 j=1

sodass wir wie gewlinscht [|x|lco < [lX]l, < d"/?||x |« erhalten.
Losung Aufgabe 39 Die Aussage folgt direkt mit dem Sandwich-Kriterium fiir
Folgen [3, Aufgabe 38] und der Abschitzung aus Aufgabe 38, denn fiir jede natiirliche
Zahl d € N gilt
1
lim dr =1
p—~>+00

Alternativ kann man die Aussage aber auch fiir x € R? mit x # 0 wie folgt zeigen:

d ’ 4w p(o
lim x|, = lim E lxjl” ] =lxllec lim E 5 X1l oc-
p—>—+00 p—>+oo | 4 p—>+o0 | 4 1x ]l 60
J=1 j=1
Dabei haben wir in (!) verwendet, dass |x;| < [[x|| fiir j € {1, ..., d} und somit

insbesondere

| P

|x”x

d
SHE
j=1
gilt. Im Fall x = 0 ist natiirlich offensichtlich nichts zu zeigen.

Anmerkung Alternativ kann man fiir x € R¢ \ {0} aber auch (Logarithmusgesetze
beachten)

d P
Jlim el = el tim (D0
~Too | & %

d

1 |x;1”
= |Ixllcexp| lim —1In Z 7
potee po \ el
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schreiben und dann verwenden, dass das Argument des Logarithmus beschrinkt ist,
womit wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion (!!) wie gewiinscht

tim el = Ixlooexp [ tim i {37 EN 1@y exp0) = e
p—-+oo p=too p | Ixli%
folgt.
Losung Aufgabe 40 Um zu beweisen, dass die beiden Normen || - ||oo und || - ||x

nicht dquivalent sind, miissen wir nachweisen, dass es keine Konstante C > 0 so
gibt, dass

[ flloo = CIIf I«

fiir alle f € C([0, 1], R) gilt. Wir definieren dazu fiir n € N die stetige Funktion
fo 1 [0,1] = R mit f,(x) = 2nx/(1 + n*x?). Wegen (1 — nx)> > 0 folgt
2nx < 14 n%x2 fiirx € [0, 1]und # € N und daher

2nx

| fulloo = sup ——— =
T o 1+ n2x2

(vgl. auch Abb.21.2). Andererseits gilt aber mit der Substitution y(x) = 1 + nx?
fiir x € [0, 1]und dy = 2n%x dx gerade

! I onx 1 In(1 + n?)
||fn||>«ﬂ=/0 |f,,(x)|dx:/0 mdx=;/l —dy=———

y n
fiir jede natiirliche Zahl n € N. Weiter folgt mit dem Satz von 1’Hospital [3, Aufgaben
157 und 161]

lm folle = tim AR rHow 20
n=too T T S o n T n—>+oo 1 +n?

Wiren die Normen ||- || o und ||- ||« also dquivalent, so wiirde es eine Zahl C > 0 derart
geben, dass || fulloco < C|| full« fiir alle n € N gilt. Gehen wir in dieser Ungleichung
jedoch zum Grenzwert iiber, so verschwindet wegen unseren Voriiberlegungen die
rechte Seite obwohl die linke Seite gleich 1 ist, was nicht moglich ist. Die beiden

Normen sind daher nicht dquivalent.

Anmerkung Anhand von Abb.21.2 konnen wir ablesen, dass die Supremumsnorm
jeder Funktion f, gerade 1 ist, da die Graphen nach oben durch 1 beschrinkt sind.
Teil (b) der Abbildung zeigt weiter, dass die Fldache unter f,,, also der Wert || f; || «,
fiir wachsendes n immer kleiner wird (vgl. speziell die blaue Kurve).
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1 14 ¢
0,8 / 0,8
0,6 0,6
0,4 0,4
0,2 0,2
0 0
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

(a) Darstellung der Funktion f, : [0,1] — R fiir (b) Darstellung der Funktion f, : [0,1] — R fiir
n =1 (rot), n =5 (griin) und n = 10 (blau) n =50 (rot), n = 100 (griin) und n = 300 (blau)

Abb. 21.2 Darstellung der stetig differenzierbaren Funktionenfolge ( f;,), mit f,(x) = 2nx/(1 +
2.2
n<x<)

Losung Aufgabe 41 Seien (x,), und (y,), zwei konvergente Folgen in V, deren
Grenzwerte wir mit x beziehungsweise y bezeichnen. Mit der Dreiecksungleichung
erhalten wir zunéchst fiir jedes n € N die Abschitzung

O0<lxp+yn—GE+Wlv = llxn —xllv + Iy — ylv.

Da nach Definition aber lim,, ||x, — x|ly = 0 und lim,, ||y, — yllv = O gelten, folgt
ebenso lim,, ||x, + y, — (x + y)|ly = 0, wenn wir in der obigen Ungleichung zum
Grenzwert n — +oo ilibergehen. Wir haben damit gezeigt, dass die Summenfolge
(xn + Yn)n in V wie erwartet gegen die Summe der Grenzwerte x + y konvergiert.

Losung Aufgabe 42 Um zu beweisen, dass der normierte Raum (C, | - [|o0) voll-
stindig ist, miissen wir nachweisen, dass jede Cauchy-Folge in C? beziiglich der
Norm | - ||eo konvergiert. Sei also (x"), € C¢ mit x" = (..., x))T eine d-
dimensionale Cauchy-Folge, das heifit, zu jedem & > 0 gibt es eine natiirliche Zahl
N e N mit

lxy — Xmlloo < €

fiir alle m, n > N. Dajedoch fiir jeden Index j € {1, ..., d}und alle m, n € N nach
Definition der Maximumsnorm || - || gerade
=2 < max e = '] = [l = oo

gilt, ist somit jede reelle Komponentenfolge (x;?),, ebenfalls eine Cauchy-Folge in
R.Da (R, | - |) aber bekanntlich vollstindig ist, konvergiert jede Folge (x;’)n gegen
eine reelle Zahl x; € R. Folglich konvergiert damit auch die d-dimensionale Folge
(x™), bezitiglich der Maximumsnorm gegen den Vektor x = (x1, ..., x4)T, womit
wir wie gewiinscht die Vollstindigkeit von (C?, || - loo) bewiesen haben.
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Losung Aufgabe 43 Wir iiberlegen uns nun, dass (C'([a,b],R), [I-]) ein
Banachraum ist, wobei die Norm ||-]| : C!([a,b],R) — R gemiB ||f]| =
max{|| floos || f/lloo} definiert ist. Da wir bereits wissen, dass (C!([a, b], R), |[I]I)
ein normierter Raum ist, miissen wir lediglich noch dessen Vollstindigkeit nachwei-
sen. Sei dazu also (f,), eine Cauchy-Folge in C'([a, b],R) beziiglich der Norm
lI-ll, das heiBit, zu jedem ¢ > 0 finden wir eine natiirliche Zahl N € N derart, dass

I fn = fnlll = max{ll fu — finlloos I fy — finlloo} < &

fiir alle m > n > N gilt. Insbesondere folgen damit aber auch nach Definition des
Maximums

Ifo = finlloo <& und |Ify — frllo <e

fiirallem > n > N. Da die Cauchy-Folgen (f,,), und (f,), jedoch insbesondere in
C([a, b], R) liegen und dieser Raum beziiglich der Supremumsnorm || - || vollstdn-
dig ist, sind die beiden Cauchy-Folgen bereits konvergent und es gibt Funktionen
f,g € C(la, b], R) mit lim, f, = f und lim, f, = g beziiglich | - ||cc. Wegen
[1, 2.8 Theorem] folgt, dass f auf [a, b] stetig differenzierbar ist und f' = g gilt.
SchlieBlich gibt es wegen lim,, f, = f und lim, f, = f’ beziiglich || - |« einen
Index N € N so, dass gleichzeitig

Ifo = flloo <& und |If, = [l <
firallen > N gelten. Dies bedeutet aber gerade

I fu = £l = max{ll fu = flloos 1 fy = f'llec} <&

fir n > N, also lim, fn = f beziiglich [||-|||. Wir haben somit gezeigt, dass jede
Cauchy-Folge in C'([a, b], R) beziiglich der Norm |||-||| konvergent ist. Somit ist
(C'([a, b], R), |lI-l) ein Banachraum.

Losung Aufgabe 44 Wir bemerken zunéchst, dass wir ohne Einschrinkunga = —1
und b = 1 wihlen koénnen. Um zu beweisen, dass (C'([—1, 1], R), || - lleo) kein
abgeschlossener Teilraum von (C ([—1, 1], R), || - ||co) ist, miissen wir eine beziiglich
der Supremumsnorm || - || konvergente Folge (f,,), € C "[=1,1],R) angeben,
deren (gleichmiBiger) Grenzwert f : [—1, 1] — R stetig, aber nicht differenzierbar
ist. Fiir n € N betrachten wir die Funktionenfolge ( f;,), mit f, : [—1, 1] — R und
fu(x) = /x% + 1/n. Offensichtlich ist f;, stetig differenzierbar auf [—1, 1] und es

gilt fiir jedes x € [—1, 1] gerade

. . 1 . 1
lim f,(x)= lim ,/x2+—=,/x24+ lim — =+vx2=|x|,
n—+00 n— n

+oo n—>+o00 n

das heif3t, die Funktionenfolge ( f;,), konvergiert punktweise gegen die Betragsfunk-
tion f : [—1,1] — R mit f(x) = |x]| (vgl. Abb.21.3). Die Konvergenz ist sogar
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Abb.21.3 Darstellung stetig differenzierbaren der Funktionenfolge ( f;,), mit f, (x) = /x% + 1/n
(blau) und der Grenzfunktion f : [—1, 1] = R mit f(x) = |x| (rot)

gleichmiBig, denn fiir alle » € N und x € [—1, 1] folgt mit der dritten binomischen
Formel

| fn () = FOOUSn(x) + f ()]

|fn(x) = f(X)] =

| fn () 4 f (0]
_ x2+1/n—x2 _ 1/n
VXZ+1/n+ x| /x2+1/n+ x|
und folglich

[fo = flloo = sup [fu(x) = f(x)]

xe[—1,1]
1/n 1/n 1

sup = = —.
vel-L1I X2+ Un+1x]  Uvn  n

Damit folgt offensichtlich lim, || f;, — fllco = 0, also konvergiert die Folge
(fu)n gleichmdBig gegen die Betragsfunktion f. Aus [3, Aufgabe 125] wissen
wir jedoch, dass die Funktion f nicht im Nullpunkt differenzierbar ist, also gilt
f ¢ CY([—1, 1], R). Damit ist (C'([—1, 1], R), || - loo) kein abgeschlossener Teil-
raum von (C([—1, 1], R), || - llco)-

Losung Aufgabe 45 Ein Fixpunkt der Funktion f : R\ {1/2} — R mit f(x) =
1/(1 + 2x) ist jeder Punkt x € R\ {—1/2} mit f(x) = x beziehungsweise 1/(1 +
2x) = x.Die Gleichung konnen wir umstellen und erhalten 1 = x(1+2x) = 2x24x
und damit weiter

0=2x>+x—1=(x+D2x—1).
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Wir kénnen somit direkt ablesen, dass die beiden Fixpunkte der Funktion f gerade
x1 = —1 und x, = 1/2 lauten.

Losung Aufgabe 46

(a) Eindeutigkeit. Wir iiberlegen uns zuerst, dass jeder Fixpunkt des Operators 7T :
M — M eindeutig ist, sofern dieser existiert. In Teil (b) dieser Aufgabe werden
wir uns dann iiberlegen, dass T in der Tat einen Fixpunkt besitzt. Angenommen,
es gibt zwei verschiedene Fixpunkte x, x € M mit x # x’. Dann gelten T (x) =
x und T'(x") = x’. Da T nach Voraussetzung t-kontraktiv (!) mit T € [0, 1) ist,
folgt somit

0]
lx = x'llx = IT(x) =T x < tlx = xllx < llx = xl|x.
Offensichtlich ist dies unmoglich, also ist jeder Fixpunkt von T eindeutig.
(b) Existenz eines Fixpunktes. Wir untersuchen die rekursive Folge (x,), € M
mit x, 1 = T (x,) fiir n € Ny und x9 € M beliebig. Im Folgenden werden wir

uns iiberlegen, dass (x,), eine Cauchy-Folge ist. Fiir jedes n € N gilt zunichst
wegen der T-Kontraktivitdt von 7'

lxn+1 — Xullx = 1T (xn) = Tu—Dlx < Tlxn — xn-1llx
und somit induktiv
lXp41 — xnllx < ... < T"[lx1 — x0llx-

Seien nun m, n € N mit m > n beliebig gewihlte natiirliche Zahlen. Mit Hilfe
der obigen Abschitzung folgt somit

m—1 m—1 m—1
lxm = xnllx = | DG — x| < D lxjgr —xjllx < llxi —xollx Y 7.
Jj=n x = j=n

Dabei haben wir im ersten Schritt geschickt m —n — 1 Zwischenpunkte eingefiigt
und wieder abgezogen und den Ausdruck so als eine sogenannte Teleskopsumme
umgeschrieben. Die rechte Seite der obigen Ungleichung kénnen wir noch weiter
umschreiben und abschitzen:

m—1
lxi — xollx > 7/
j=n

m—n—1

I —xollx Y T/

j=0

m—n—1

+00
lxr—xollx D T/ <x —xolx YT
— —
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Wegen t € [0, 1) ist die geometrische Reihe ;:3 7/ konvergent und besitzt
den Reihenwert 1/(1 — 7). Insgesamt folgt somit

n

lxm — xnllx < 7 lx1 — xollx-

i 4

Seinun ¢ > 0 beliebig gewihlt. Wegen lim,, " /(1 —t) = 0 kdnnen wir folglich
eine Zahl N € N mit

'L'N &

<
I—7  |x1 —xollx
finden, sodass wir schlielich fiir alle m > n > N gerade

n

T
lxm — xullx < 1 lx1 —xollx <&

-1

erhalten. Somit ist (x,), eine Cauchy-Folge und da X nach Voraussetzung voll-
stindig ist, ist (x,), sogar konvergent. Bezeichnen wir den Grenzwert der Folge
mit x € M (Abgeschlossenheit der Menge M beachten), so folgt

x= lim xp,41= lim T(x,) =T < lim xn> =T(x).
n——+00 n——+oo n——+o00

Dabei haben wir im vorletzten Schritt ausgenutzt, dass der t-kontraktive Ope-

rator T insbesondere auch stetig ist [3, Aufgabe 118]. Somit gilt 7' (x) = x, also

ist x ein Fixpunkt — wegen Teil (a) dieser Losung sogar der eindeutige Fixpunkt

von T.

Losung Aufgabe 47

(a) Im Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes (vgl. die Losung von Aufgabe 46)
haben wir uns bereits iiberlegt, dass ||x,, — x,||x < t"*/(1 — ) fiir hinreichend
grofle m,n € N mit m > n gilt. Wir wissen weiter, dass die rekursive Folge
(xn)n € M gegen den eindeutigen Fixpunkt x € M des Operators T : M — M
konvergiert. Gehen wir somit in der obigen Ungleichung zum Grenzwert m —
+o0 tiber, so folgt fiir alle n € N wie gewiinscht die a-priori-Fehlerabschitzung
(Stetigkeit der Norm beachten)

n

lx —xullx = Hm_ |lxp —xpllx < :
m——+00 1—1

(b) Sei n € N beliebig. Die a-posteriori-Fehlerabschitzung konnen wir wie folgt
einsehen: Da x € M der Fixpunkt des Operators T ist, gilt 7(x) = x. Wegen
Xn+1 = T (x,) folgt

IXnt1 = xllx = 1T 0Gn) =T x < tln — x| < Tlllxn — Xpp1llx + X1 — xllx)
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Abb.21.4 Darstellung der ersten Iterationen der Fixpunktfolge x,+1 = f(xp) = (x, +1/2)/(x, +
1) (grau) und des eindeutigen Fixpunktes x = 1/ V2 ~ 0,7071 (rot)

fir n € N, wobei wir in der letzten Ungleichung die Dreiecksungleichung
verwendet haben. Umsortieren der linken und rechten Seite liefert somit wie
gewiinscht

lxn+1 —xllx < lxn+1 — xnllx-

“1-1

Losung Aufgabe 48 Da das Intervall [0, +00) abgeschlossen und (R, | - |) bekannt-
lich ein Banachraum ist, miissen wir uns lediglich iiberlegen, dass die Funktion
f 10, +00) — [0, +00) mit f(x) = (x + 1/2)/(x 4+ 1) eine Kontraktion ist, das
heilt, wir miissen eine Zahl T € [0, 1) so finden, dass

lf ) = fOl = tlx =yl

fiir alle x, y € [0, +00) gilt. Seien dazu x, y € [0, +00) beliebig gewihlt. Mit einer

kleinen Rechnung folgt

x+1/20+D) -+ +1/2)
x+Dy+1 '

1/2 1/2
G = fol = |22y H ‘=

x+1 y+1

Indem wir die Ausdriicke im Zihler ausmultiplizieren und dann vereinfachen, erhal-
ten wir

1 —
F@ = ) =3 i

1
—' =5k =yl
x+Dy+1D 2

wobei die letzte Ungleichung giiltig ist, da der Nenner des Bruches fiir x = 0 und
y = 0 am kleinsten wird. Setzen wir also T = 1/2, so haben wir gezeigt, dass f eine
Kontraktion ist und der Fixpunktsatz von Banach (vgl. Aufgabe 46) garantiert die
Existenz eines eindeutigen Fixpunktes. Der Fixpunkt lésst sich beispielsweise dhn-
lich wie in Aufgabe 45 berechnen und lautet x = 1/+/2 & 0,7071 (vgl. Abb.21.4).
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Losung Aufgabe 49 Um zu zeigen, dass die Integralgleichung

t
x(t):l—l—l/ sx(s)ds
2 Jo

fir t € [—1, 1] eine eindeutige Losung in C([—1, 1], R) besitzt, untersuchen wir
dquivalent das Fixpunktproblem

xeC(-1,11R): T(x)=x,

wobei der Fixpunktoperator T : C([—1, 1], R) — C([—1, 1], R) gem&l

t
TENE =1+ / sx(s) ds
2 Jo

definiert ist. Dabei ist der Operator wegen dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung wohldefiniert, da die Funktion s — sx(s) stetig ist, falls x €
C([—1, 1], R) gilt. Um nachzuweisen, dass das Fixpunktproblem und damit dquiva-
lenter Weise auch die Integralgleichung eine eindeutige Losung besitzt, werden wir
den Fixpunktsatz von Banach verwenden. Da (C([—1, 1], R), || - ||co) €in Banach-
raum ist und die Menge C([—1, 1], R) offensichtlich nichtleer und abgeschlossen
ist, miissen wir daher lediglich beweisen, dass T eine Kontraktion ist. Dazu seien
x,y € C([—1, 1], R) beliebig gewihlte Funktionen. Dann folgt mit der Standardab-
schitzung fiir Integrale zunichst fiir jedes ¢t € [—1, 1]

1 ¢ 1 [
(T )W) — TGN =5}/0 s(x(s) — y(s))ds| < 5/0 sIx(s) — y(s)| ds.

Wegen der trivialen Abschétzung

x(s) = y@I = llx = ylleo = ?u?l] lx(1) — y(@®)]
te[—1,

fiir s € [—1, 1] folgt daher weiter fiir alle r € [—1, 1]

1/t 1 1 1
5/0 S|x(s)_y(5)|d55E”x_)’”oo/o Sds:Z”x_)’”oo

und somit
1
(T ) @) = (TN = lex — Ylleo-
Gehen wir in der obigen Ungleichung zum Supremum in [—1, 1] iiber, so folgt

wie gewiinscht |7 (x) — T(¥)]lco < 1/4|lx — y]lo, das heilit, der Operator T ist
eine Kontraktion mit Konstanten v = 1/4. Der Fixpunktsatz von Banach garantiert
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somit, dass 7T einen eindeutigen Fixpunkt x € C([—1, 1], R) besitzt, der die obige
Integralgleichung 16st.

Anmerkung Der Losung von Aufgabe 229 folgend kann man sich leicht davon
iiberzeugen,, dass die obige Integralgleichung dquivalent zum Anfangswertproblem

Y (x) = ’%(x) xeR,  y0) =1

ist, dessen eindeutige Losung (Trennung der Variablen verwenden) gerade die Funk-
tion y : R — R mit y(x) = exp(x?/4) ist. Der Fixpunkt des Operators T lisst sich
in diesem Fall also sogar direkt bestimmen.

Losung Aufgabe 50 Die Integralgleichung

b
x(t) = Ot/ sin(x(s))ds + f(z)

fiir t € [a, b] besitzt offensichtlich genau dann eine Losung in C([a, b], R), wenn
der Operator

b
T:C(a,b,R) = C(la,b],R) mit (Tx))®) =a/ sin(x(s)) ds + £(t)

einen Fixpunkt besitzt. Um den Fixpunktsatz von Banach zu verwenden miissen
wir uns lediglich iiberlegen, dass T eine Kontraktion ist (vgl. auch die Losung von
Aufgabe 49). Seien dazu x, y € C([a, b], R) beliebig. Dann gilt zunichst fiir alle
t € [a, b] mit der Standardabschitzung fiir Integrale

b b
[(T)@) = (TOND| = 0!/ sin(x(s)) —sin(y(s)) ds| < \Oll/ [ sin(x(s)) — sin(y(s))| ds.

Da die Sinusfunktion Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L = 1 ist, folgt
zundchst |sin(x(s)) — sin(y(s))| < |x(s) — y(s)| fir s € [a, b] und damit wei-
ter (Monotonie des Riemann-Integrals beachten)

b b
IOtI/ | sin(x(s)) — sin(y(s))|ds < IOtI/ |x(s) — y(s)[ ds.

Die rechte Seite der Ungleichung konnen wir jedoch noch weiter abschitzen, denn
es gilt trivialer Weise

1x(s) =y = llx = ylloo = sup |x(#) — y(1)]
tela,b]
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fiir alle s € [a, b]. Wir erhalten also

b b
Ial/ lx(s) — y(s)lds < Jefllx — ylloo/ lds = |a|(b —a)llx — ylleo
a a
und somit insgesamt die Abschitzung

(T ) @) = (T )OO < |l —a)llx = ylloo

fiiralle t € [a, b]. Gehen wir nun schlielich in der obigen Ungleichung zum Supre-
mum in [a, b] tiber, so folgt

ITx) =Tl < la|(b —a)llx = ylloo-

Da wir vorausgesetzt haben, dass |« |(b —a) < 1 gilt, ist der Operator T folglich eine
Kontraktion, die gemifl dem Fixpunktsatz von Banach einen eindeutigen Fixpunkt
in C([a, b], R) besitzt, der die Integralgleichung 16st.

Losung Aufgabe 51 Wir werden die Aquivalenz der Aussagen mit einem Ring-
schluss beweisen. Dazu zeigen wir nun die vier Implikationen

d = (© = @ = b = @

() Zuerst beweisen wir (d) = (c). Seien dazu x,y € X beliebig gewihlte
Elemente. Da der Operator A : X — Y linear und beschrénkt ist, finden wir
eine Zahl M > 0 mit

[Ax — Aylly = |A(x = Y)lly < M]lx — y|x.

Dies zeigt aber gerade, dass A Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstanten L =
M ist.

(B) Die Implikation (¢) = (a) ist trivial, da jeder Lipschitz-stetige Operator
insbesondere auch stetig ist. Ist ndmlich ¢ > 0 beliebig, so konnen wir§ = ¢/L
wihlen, wobei L > 0 die Lipschitz-Konstante von A bezeichnet. Damit folgt
fiir alle x, y € X mit ||x — y|lx < § wie gewiinscht

[Ax — Aylly = Lllx — yllx < L8 =¢,
also |[Ax — Ay|ly < e.

(y) Die Implikation (a) = (b) ist offensichtlich stets erfiillt, denn ein stetiger
Operator ist nach Definition in jedem Punkt stetig.
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(8)

Zum Schluss weisen wir (b) = (d) mit einem Widerspruchsbeweis nach.
Angenommen, der Operator A wire unbeschrédnkt. Dann finden wir zu jeder
natiirlichen Zahl n € N ein Element x,, € X mit ||Ax,||ly > n|x,| x. Dabei
gilt fiir jedes n € N gerade x,, # Oy, denn andernfalls wiirden ||x,||x = 0 und
|Ax,|ly = O (vgl. auch die Losung von Aufgabe 36) gelten, was wegen der
vorherigen (strikten) Ungleichung natiirlich nicht méglich ist. Wir definieren
nun die Folge (y,), € X durch

Xn

nllxnllx

Yn =

Bei dieser handelt es sich um eine Nullfolge, denn fiir jedes n € N gilt

Xn

nllxnllx

_ lxallx 1

x  nlxallx 0

Iynllx = H

Wir sehen somit, dass ||y, ||x = 1/n und

X,
IIAynlly=HA< - )
n|lxnllx

fiiralle n € N gelten. Mit unseren Uberlegen haben wir somit fiir die Nullfolge
(yn)n nachgewiesen, dass die Bildfolge (Ay,), C Y nicht gegen A(Ox) = Oy

konvergiert. Dies widerspricht aber gerade der Stetigkeit von A im Nullpunkt
0x. Wir haben somit wie gewiinscht bewiesen, dass A beschrinkt ist.

Ax,

nllxn |l x

 Axlly

x  nllxalx

X

Loésung Aufgabe 52 Da stetige Funktionen bekanntlich Riemann-integrierbar sind,
sind die beiden Integraloperatoren A, B : C([0, 1], R) — R automatisch wohldefi-
niert.

(a) Wir tiberlegen uns zuerst, dass der Operator A : C([0, 1], R) - R mit A(x) =

fol x(t)dt linear ist. Dazu seien A € R sowie x,y € C([0, 1], R) beliebig
gewdhlt. Dann gilt

1 1 1
Alx +y) :/ Ax(t) + y(t)dt :A/ x(t)dt+/ y()dt = AA(x) + A(y),
0 0 0

da das Riemann-Integral linear ist. Somit ist auch A linear. Um weiter nach-
zuweisen, dass A stetig ist, werden wir das Resultat aus Aufgabe 51 verwen-
den, weshalb wir lediglich beweisen miissen, dass A beschrinkt ist. Sei dazu
x € C([0, 1], R) beliebig gewdhlt. Dann folgt mit der Standardabschitzung
fiir Riemann-Integrale und der trivialen Abschitzung |x(¢)| < |x|lo fiir alle
t € [0, 1] gerade

1 1 1
|Mm=vxmms/umw$wm/1m=wm
0 0 0
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also |A(x)| < |Ix]leo. Dies zeigt, dass der lineare Operator A beschrinkt und
somit stetig ist.

Anmerkung Verwendet man die Abschitzung

[A(x) = AW = llx — ylloo
fir x,y € C([0, 1], R), so kann man sogar ablesen, dass der Operator A
Lipschitz-stetig ist.

(b) Der Operator B ist nicht linear, denn wéhlen wir A = 1 und (stetige) Funktionen
x,y € C([0, 1], R) mit x(¢r) = 1 und y(z) =t fiir ¢t € [0, 1], so folgt

1 1
B(Ax+y)=/ (Ax(r)+y(z>)2dr=/ (1+r)2dt=;
0 0

wihrend jedoch

1 1
1 4
AB(x)+B(y):/ 1dt+/ Pdi=14-=-
0 0 3 3
gilt. Wir iiberlegen uns nun, dass der Operator B stetig ist. Sind x,y €
C([0, 1], R) beliebig gewdhlt, so folgt dhnlich wie in Teil (a) dieser Aufgabe
mit der Standardabschitzung fiir Riemann-Integrale

1
< / Ix2(1) — y*(0)| dr.
0

1
|B(x) — B(y)| = ‘/0 x2(t) — Y2 (1) dr
Wegen

() = YOl = 1x(0) + yOlx (@) =y < (Ixlloo + I¥lle0) X = ylloo

fiir t € [0, 1] konnen wir die rechte Seite der obigen Ungleichung noch weiter
abschitzen. Wir erhalten damit also gerade

|B(x) = B(y)| = (Ixlloo + ¥ lloc) I — ¥llco-

Istalso x € C([0, 1], R) eine beliebige Funktion und (x,),, € C([0, 1], R) eine
Folge, die gleichmiBig gegen x konvergiert, so folgt wegen lim,, [|x, —x||cc = 0
und der obigen Ungleichung gerade

lim [B(x,) = B)| = lim (|lxnlleo + IX]loo) [¥n — X[loo =0,
n——+00 n——+400
da der erste Faktor auf der rechten Seite gegen 2||x || und der zweiten gegen 0

konvergiert. Wir haben somit wie gewiinscht lim,, B(x,) = B(x) gezeigt, also
ist B stetig.
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Losung Aufgabe 53 Der Operator A : (C1([0, 1], R), || - lo) = (C([0, 11, R), || -
lloo) mit A(x) = x’ ist offensichtlich linear. Wihlen wir nimlich A € Rund x, y €
C([0, 1], R) beliebig, so folgt

AGx +y) = (x +y) =" +y = 2AX) + A(y),

da Differentiation linear ist (vgl. auch die Summenregel fiir Ableitungen). Um nach-
zuweisen, dass A nicht stetig ist, konnen wir wegen Aufgabe 53 alternativ zeigen,
dass der lineare Operator unbeschrénkt ist. Dazu betrachten wir fiir n € N die Funk-
tion x, € C]([O, 11, R) mit x,(¢) = sin(nt) fiir ¢ € [0, 1]. Offensichtlich gelten
(A(xp))(t) = x)(t) = ncos(nr) (Kettenregel beachten) und

IAxnlloo = Il lloc = sup |x, ()] =n sup |cos(nt)| =n
1€[0,1] t€[0,1]

fiir jedes n € N, sodass es wegen lim,, || Ax, |lco = +00 keine Konstante M > 0 mit
|Ax]loo < M|Ix|lso fiir alle x € C1([0, 1], R) geben kann. Somit ist der Operator A

weder beschrinkt noch stetig.

Losung Aufgabe 54 Wir bemerken zunichst, dass der Operator
1
A:C(0,1],R) - C([0,1],R) mit (AX))() = / sx(s)ds
0

wohldefiniert ist, denn fiir x € C([0, 1], R) ist der Integrand [0, 1] — R mit ¢
tx(t) stetig, sodass gemifl dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung die
Abbildung [0, 1] - R mit ¢ +— fot sx(s) ds ebenfalls stetig ist. Wir iiberlegen uns
nun, dass A ein linearer Operator ist. Dazu seien A € R sowie x, y € C([0, 1], R)
beliebig gewihlt. Da das Riemann-Integral linear ist, folgt wie gewiinscht

t
(A(Ax +y)(1) = /o s(Ax(s) + y(s)) ds
t t
Z)»/ sx(s)ds +/ sy(s)ds = A(Ax))(@) + (A(y)(?)
0 0

firt € [0, 1], also A(Ax +y) = LAx + Ay in [0, 1].

(a) Im Folgenden werden wir zeigen, dass A ein beschrinkter Operator ist. Sei dazu
x € C([0, 1], R) beliebig. Mit der Standardabschitzung fiir Riemann-Integrale

gilt zunéchst
t
1Axl = sup | [ sx)ds
0

tel0,1]

t t
< sup /s|x<s>|dss sup ||x||oo/ s ds,
0 0

te0,1] tel0,1]
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wobei wir verwendet haben, dass |x(s)| < ||x|« fiir alle s € [0, 1] gilt. Damit
folgt weiter

t t t2 1
sup ||x||oo/ sds = |lx|lc sup / sds = [[xllo sup = = = lIx]loo,
1€[0.1] 0 1€[0,11J0 tef0,1]1 2 2

womit wir
1
lAx]loo < EIIXIIOO

gezeigt haben. Damit ist der Operator A sowohl linear als auch beschrinkt,
sodass dieser wegen Aufgabe 51 insbesondere auch stetig ist. Mit Hilfe der
obigen Abschitzung wissen wir bereits, dass

1
1Allop = sup [[Ax]lco = 5
Ixlloo =1

gilt. Fiir die konstante Funktion x € C([0, 1], R) mit x(¢) = 1 fiiralle r € [0, 1]
gilt jedoch || Ax||cc = 1/2, sodass schlieBlich ||Allop = 1/2 folgt.

(b) Auch in diesem Teil iiberlegen wir uns, dass der lineare Operator A beschrinkt
ist. Dazu wihlen wir erneut x € C ([0, 1], R) beliebig — die Besonderheit dieser
Teilaufgabe ist, dass der Raum der stetigen Funktionen nicht wie tiblich mit der
Supremumsnorm sondern mit der 2-Norm ausgestattet wird. Mit der Definition
der 2-Norm und der Ungleichung von Cauchy-Schwarz (!) (vgl. die Aufgaben
56 und 58) folgt

1 t
||Ax||§=/ /sx(s)ds
0 0
0 1 t t 1 t3 t
5/ (/ szds) (/ |x(s)|2ds> dt:/ —(/ |x(s)|2ds> dr
0o \Jo 0 o 3 \Jo

und somit

2
dt

2 (17 1 2
Ax||5 < ||x —dr = —||x||5.
I3 < el |5 dr = i3

Wegen ||Ax|2 < 1/(2+/3)|x]l» fiir alle x € C([0, 1], R) ist der Operator A
beschrinkt und daher wegen Aufgabe 51 insbesondere auch stetig.

Losung Aufgabe 55 Um nachzuweisen, dass die Funktion (-, -) : RZxR2 >R
mit (x,y) = x1y1 + x2y2 ein Skalarprodukt definiert, miissen wir alle notigen
Skalarprodukt-Axiome nachweisen:
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(a) Linearitiit in beiden Argumenten. Wir zeigen zunichst, dass (-, -) eine Biline-
arform ist, das heift, in jedem der beiden Argumente (getrennt) linear ist. Seien
dazu x, y, z € R? beliebig gewihlt. Dann folgt nach Definition

(x +y,2) = (x1 +yDz1 + (2 + y2)z2 = X121 + X222 + Y121 + Y222 = (X, 2) + (¥, 2)
und analog (x, y + z) = (x, y) + (x, z). Ist weiter A € R, so folgt
(Ax,y) = dx1y1 + Axayzs = A(x1y1 + x2y2) = Alx, y)

und genauso (x, Ay) = A{x, y). Somit ist (-, -) eine Bilinearform.

(b) Symmetrie. Die Funktion (-, -) ist natiirlich symmetrisch, denn fiiralle x, y € R?
gilt

(x, ) = x1y1 +x2y2 = y1x1 + yax2 = (y, x).

(c) Positive Definitheit. Zum Schluss miissen wir nachweisen, dass (-, -) positiv
definit ist. Dazu werden wir zeigen, dass (x, x) > O fiir alle x € R2 gilt und
(x, x) = 0 genau dann erfiillt ist, wenn x = 0 der Nullvektor im R2? ist. Das ist
jedoch nicht sonderlich kompliziert, denn ist x € R? beliebig, so folgt zunichst

(x,x) =x} +x3 = x|} >0,

wobei || - |2 wie tiblich die Euklidische Norm bezeichnet. Aus der obigen Dar-
stellung konnen wir wegen dem ersten Norm-Axiom fiir || - ||» direkt ablesen,
dass (x, x) = 0 genau dann erfiillt ist, falls x € R? der Nullvektor ist.

Losung Aufgabe 56 Wir betrachten den linearen Raum

V=C(0,11,R) = {f :[0,1] - R | f ist stetig}

sowie die Abbildung (-, ) : V x V — R mit

1
(f. ) = /O Fg(0) dx.

Offensichtlich ist (-, -) wohldefiniert, da fiir f, g € V auch das Produkt fg stetig ist
und somit das Riemann-Integral fol f(x)g(x) dx tiber der kompakten Menge [0, 1]
endlich ist. Um zu zeigen, dass die obige Abbildung ein Skalarprodukt in V definiert,
miissen wir nachweisen, dass (-, -) eine symmetrische Bilinearform ist, die zudem
noch positiv definit ist. Dies werden wir in drei Schritten zeigen:
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(a) Linearitiit in beiden Argumenten. Um nachzuweisen, dass (-, -) eine Biline-
arform ist, also eine Abbildung, die in jedem der beiden Argumente linear ist,
wihlen wir zunichst A € R sowie f, g, h € V beliebig. Da wir wissen, dass das
Riemann-Integral ein linearer Operator ist, folgt somit wie gewiinscht

1
(Af 48 h) =/0 (A f(x) + g(x)h(x)dx
1 1
= ?»/ J(X)h(x) dx +/ g)h(x)dx = A(f, h) + (g, h).
0 0

Wir haben somit gezeigt, dass die Abbildung (-, 4) : V — R linear ist, falls
h € V fest gewihltist. Da (-, -) aber wegen Teil (b) dieser Aufgabe symmetrisch
ist, folgt somit, dass die Abbildung eine Bilinearform ist.

(b) Symmetrie. Da die Multiplikation reeller Zahlen kommutativ ist, gilt fiir alle
Funktionen f, g € V ohne irgendeine Rechnung

1 1
(f.g) = /0 FOg00) dx = /0 g0 f (o) dx = (g, f),

was die Symmetrie von (-, -) beweist.

(c) Positive Definitheit. Zum Schluss miissen wir nachweisen, dass die Bilinear-
form positiv definit ist. Dazu werden wir beweisen, dass (f, f) > O fiir alle
f e Vgiltund (f, f) = 0 genau dann gilt, falls f = 0 die Nullfunktion in V
ist. Die Positivitit folgt zunéchst aus den Eigenschaften des Riemann-Integrals,
denn das Integral einer positiven Funktion ist wieder positiv. Wir miissen somit
lediglich zeigen, dass (f, f) > O gilt, falls f € V nicht die Nullfunktion ist.
Diese Eigenschaft werden wir uns im Folgenden iiberlegen. Ist f € V nicht
die Nullfunktion, so gibt es mindestens einen Punkt xo € [0, 1] mit f(xo) # 0
beziehungsweise f2(xo) > 0. Da die Produktfunktion f2 : [0,1] — R im
Punkt xq stetig ist, existiert zu ¢ = f 2(xp) /2 eine Zahl § > 0 derart, dass fiir
alle x € [0, 1] mit |x — xo| < & gerade | f2(x) — f2(x0)| < & bezichungsweise
F2(x) > f2(x0)/2 folgt. Mit dieser Ungleichung (!) folgt weiter

1 x0+§ +6
s f) =/ F2(x)dx > / ’ F2(x)dx (é) %/XO F2(x0) dx = 8 F2(xg) > 0,
0 X X

0—04 0—4
was zeigt, dass (f, f) > O gilt, falls f nicht die Nullfunktion ist.

Losung Aufgabe 57 Seiena, b, ¢, d € Rmita # Ound ¢ # 0 beliebig gewihlt. Die
Geraden g1, g2 : R — Rmit g;(x) = ax+bund g>(x) = cx +d stehen genau dann
beziiglich des Standardskalarprodukts (vgl. Aufgabe 55) orthogonal (senkrecht) zu
einander, wenn die beiden Richtungsvektoren

T (g11<1>> B (gfio)) B (cli) s (821(1)> B (gz(zm) B @
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orthogonal (!) sind. Das bedeutet also gerade

0(—2 (r,s) = <(clz> ) (i)> =1+ac,

womit wir wie gewlinscht ac = —1 erhalten.

Losung Aufgabe 58 Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist eine zentrale Unglei-
chung, die in vielen Bereichen der Mathematik Anwendung findet. Aus diesem
Grund werden zwei verschiedene Beweise der Cauchy-Schwarz-Ungleichung vor-
gestellt:

(a) Seien x,y € V beliebig gewdhlt. Wir bemerken zunichst, dass die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung erfiillt ist, falls y = Oy das Nullelement in V ist, da dann
beide Seiten der Ungleichung wegen (x,y) = O und ||y|ly = O verschwin-
den. Wir konnen daher ohne Einschrinkung y € V \ {Oy} annehmen. Da (., -)
ein Skalarprodukt in V und damit insbesondere positiv definit und in beiden
Argumenten linear ist, gilt fiir jedes A € R mit einer kleinen Rechnung

0<(x—Ay,x —Ay)
=(x — Ay, x) —A{x — Ay, y)
= (x,x) — Ay, x) — Ax, y) + 22 (y. y)
= [Ix[I3 — 2A{x, y) + A2yl

Wihlen wir nun speziell

()
IyII5
so erhalten wir durch Einsetzen in die obige Ungleichung gerade

0 < lIxlIy — 2A{x, y) + A2 |IvlI3
2
(x, y) (x, y) )
= Ixl} -2 (x,y) + Iyl
T Iyl3 v

(x, y)?
Iyl

2
= lxlly —

also (x, y)? < ||x||%, | y||%,. Ziehen wir nun auf beiden Seiten der Ungleichung
die Quadratwurzel, so folgt wie gewiinscht die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
(b) Seien x, y € V beliebig gewihlt. Sind die beiden Vektoren linear abhédngig, das
heifit, es gibt . € Rmitx = Ay, so ist die Cauchy-Schwarz-Ungleichung wegen

[, )1 = 1y, = YIS = 1y lviyily = Ixlviiylv
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automatisch erfiillt und es gilt sogar Gleichheit. Wir konnen daher ab jetzt anneh-
men, dass x und y linear unabhingig sind. Wir definieren weiter die Funktion
f:R - Rmit f(r) = |ltx + y||%,, die sich dhnlich wie in Teil (a) dieser
Aufgabe fiir jedes t € R zu

f@) =lltx+ 13 = (tx 4+ y, tx +y) =2 |x|3 + 2t x, y) + Iy

umschreiben ldsst. Es handelt sich hierbei also um ein quadratisches Polynom mit
den Koeffizienten a = ||x||%, b = 2(x, y) und ¢ = ||y||?, dessen Diskriminante
durch

b 2
D= (5) —ac = {x,y)* — IxI¥ Iyl

gegeben ist. Da wir angenommen haben, dass x und y linear unabhéngig sind,
besitzt die Funktion keine Nullstelle denn es gibt keine Zahlt € R mittx 4y =
Oy. Dies bedeutet aber gerade D < 0 und daher wie gewiinscht |(x, y)| <

lxllviiylly.

Anmerkung Beachten Sie, dass wir in den beiden obigen Beweisen mehrfach |x| =
~/x2 fiir x € R verwendet haben [2, 9.9 Bemerkung (b)].
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Losung Aufgabe 59 Wir betrachten die Polynomfunktion f : R*> — R mit
f(x1,x) = x1 4+ x1x2 + x2. Im Folgenden werden wir auf zwei verschiedene
Weisen zeigen, dass die Funktion f in jedem Punkt des R? stetig ist.

(a) Wir weisen nun die Stetigkeit von f mit einem sogenannten Epsilon-Delta-
Beweis nach. Seien also x = (x?, x(z))T € R? sowie ¢ > 0 beliebig gewihlt.
Wir miissen zeigen, dass es eine Zahl § > 0 derart gibt, dass fiir jeden Vektor
x € R mit [|x —x%; < & gerade |f(x) — f&x9 < e folgt. Wir konnen
hier natiirlich auch eine andere Norm verwenden, denn im R¢ sind alle Normen
dquivalent, aber mit der Betragssummennorm || - ||1 (vgl. Aufgabe 35) ldsst sich
im Folgenden am leichtesten Rechnen. Zunichst gelten fiir alle x € R? die
Abschitzungen (Dreiecksungleichung verwenden)

1F @) — FOO] = |x1 + x1x2 +x2 — (&) + 2% + x9)|

0 0.0 0
< Ix1 — x|+ v — x| + [x2 — x5
und

0.0 0 0 0 0 0 0
[x1x2 —x1x2| =|(x —xl)(xz _xz) +x1(x2 —x2) +x2(x1 —x1)|

0 0 0 0 0 0
= |xr = xyllxz — x5 |+ Ixqllez — xp | + xs llxn — xyl,
sodass wir insgesamt

Lf () — FEO) < e —xlxa — 23+ (L + 9D 1xr — 2P+ (1 + 0D 1o — 9
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erhalten. Wihlen wir nun speziell § > 0 derart dass
82+ 2+ Ix)| + 1xIDs <ce,

dann folgen fiir alle x € R? mit [x — x%]|; < & insbesondere |x; — x)| < &
sowie |xp — xg | < 8 und damit wie gewiinscht

1f ) = FGD] <8+ 1+ 1x)Ds + (1 + [xI])8 < e.

Wir haben somit bewiesen, dass die Funktion f im Punkt x© stetig ist. Da
x0 € R? beliebig gewihlt war, folgt wie gewiinscht die Stetigkeit der Funktion
in ganz R?.

(b) Wir zeigen nun, dass die Funktion f in jedem Punkt x° € R? Folgen-stetig
ist. Dazu betrachten wir eine beliebige konvergente Folge (x”), < R? mit
x" = (x{, x3)T7 firn € Nund lim, x" = x0. Die Konvergenz in R? impliziert
aber auch, dass die beiden (eindimensionalen) Komponentenfolgen (x{), und
(x7)n ebenfalls konvergent sind und lim, x} = x? und lim, x} = xg erfiillen.
Aus diesem Grund erhalten wir mit den Grenzwertsétzen fiir konvergente Folgen

lim x) = lim x} +x"xY + x5
n——+00 f( ) n——+00 1 172 2
= lim xf+< lim xf)( lim x£’> + lim xj
n——+00 n——+oo n—+o00 n——+00

=X} +x7x7 + 23

= f(x).

Dies zeigt, dass die Funktion f in jedem Punkt des R? Folgen-stetig, also stetig
ist.

Losung Aufgabe 60 Die Funktion f : R? — R ist im Punkt (0, 0)T unstetig, falls
es uns moglich ist eine Folge ((x,,, y,)T), S R? mit

lim (x,, y,)T =(0,0)T  und lim  f(x,, yu) # f(0,0)
n——+00 n—-+0o

zu finden. Wir betrachten daher die zweidimensionale Folge ((x,, y,)T), mit
(xn, yn)T = (1/n, 1/n)Tundlim, (x,, y,)T = (0, 0)T. Daoffensichtlich (x,, y,)T #
(0, 0)T fiir alle n € N gilt, folgt mit einer kleinen Rechnung

B (1/n)? 1
P Con o) = Gy (2 = 2

Somit gilt natiirlich lim,, f(x,, y,) = 1/2—die Bildfolge ist ja gerade konstant 1 /2 —
und da nach Definition der Funktion f (0, 0) = 0 gilt, zeigt das obige Gegenbeispiel,
dass die Funktion im Nullpunkt unstetig ist.
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Losung Aufgabe 61 Die Funktion f : R® — R? ist genau dann stetig, wenn
die beiden Koordinatenfunktionen fi, f> : R® — R mit fi(x, y,z) = xyexp(z)
und f>(x,y,z) = 1 4+ sin(xy)/(1 + |z|) stetig sind. Dies ist aber offensichtlich
gegeben, da die beiden Funktionen f; und f> als Komposition stetiger Funktionen
ebenfalls stetig sind. Alternativ kénnen wir aber auch dhnlich wie in Aufgabe 59 das
Folgenkriterium verwenden, um die Stetigkeit der beiden Funktionen zu beweisen.
Dazu sei (xo, y0, 20)T € R und ((x,, yu, 2:)T)n S R> eine beliebige Folge mit
lim, (x,,, Y, z20)T = (x0, Yo, z0)T. Mit den Grenzwertsitzen fiir konvergente Folgen
() erhalten wir dann wie gewiinscht

Lim  fi(xp, yn, 20) = lim x,py exp(z,)

) . . .
:( lim xn>( lim y,,)( lim exp(zn)>
n—+00 n—+00 n——+00

= x0y0 exp(z0)
= f1(xo0, Yo, 20)

n

und analog

. . 1 4sin(xpyn) o 1+ sin(xoyo)

1 N = 1 == = ) ) )
A Gy 2) = I e Tl 200020

was die Stetigkeit der Koordinatenfunktionen beweist.

Losung Aufgabe 62 Seia € A beliebig gewihlt. Um zu zeigen, dass die Funktion
f:A— Cmit f(z) = :;’8 an(z—zo)" in a stetig ist, miissen wir beweisen, dass
zu jedem ¢ > 0 eine Zahl § > 0 so existiert, dass fiir alle z € A mit [z —a| < §
gerade | f(z) — f(a)| < & folgt. Sei dazu ¢ > 0 beliebig gewihlt und Ry > 0 mit
la —z0] < Ry < R. Wir definieren weiter fiir N € N die Funktionen fy, Ry : A —
C (N-te Partialsumme und Rest) mit

N 400
@ =) anz—z0)" und Ry@ = Y an(z—z0)".
n=0 n=N+1

Insbesondere sehen wir, dass f(z) = fn(z) + Ry(z) firallez € Aund N € N gilt.
Dadie Potenzreihe f den Konvergenzradius R € (0, +oc] besitzt, wissen wir bereits,
dass die Reihe auf der Kreisscheibe Ap, = {z € C | |z — 20| < Ro} gleichmifig
konvergent ist. Aus diesem Grund finden wir eine natiirliche Zahl Ny € N derart,
dass

e

3

fiir alle z € Apg, gilt. Weiter sehen wir aber auch, dass fy fiir jedes N € N als
Polynom eine (in ganz C) stetige Funktion ist. Somit gibt es §p > 0 mit

[RNy (2)] <

v () — fv(@)l <§
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fiir alle z € A mit |z — a| < 8g. Wahlen wir nun
§ = min {80, Ry — |a —z()|} > 0,

so erhalten wir fiir alle z € A mit |z — a| < § wie gewiinscht aus den beiden obigen
Ungleichungen

[f(2) = f@]| = 1fn(2) + Rny(2) — (fvg (@) + Ry (@))]
< |fNno (@) = fnpg (@) + | Rny (2)| + [ Ry (@)
€ n & n e
< =5 = _1
3 3 3
also | f(z2) — f(a)| < e. Dies zeigt, dass die Funktion f in a und damit in ganz A
stetig ist.

Losung Aufgabe 63 Das grundlegende Hilfsmittel fiir diese Aufgabe ist die soge-
nannte Vierecksungleichung

|d(x,y) —d(a,b)| <d(x,a)+d(y,b)
fiir beliebige Elemente a, b, x, y € M, die wir im Folgenden beweisen werden.

(a) Vierecksungleichung. Seien also a, b, x, y € M beliebig gewihlt. Dann folgt
durch zweifache Anwendung der Dreiecksungleichung

dx,y) =d(x,a)+d(a,y) <d(x,a)+d(a,b) +d(y, D),

wobei in den letzten Schritt zusitzlich die Symmetrie der Metrik d eingeht.
Umsortieren der Ungleichung liefert somit

d(x,y)—d(a,b) <d(x,a)+d(y,b).

Jedoch lésst sich das obige Vorgehen ebenfalls auf den Ausdruck d(a, b) iiber-
tragen, womit wieder durch zweifaches Anwenden der Dreiecksungleichung

—(d(x,y) —d(a,b)) =d(a,b) —d(x,y) <d(x,a) +d(y, b)

folgt. Aus den beiden obigen Ungleichungen folgt nun wie gewiinscht die Vier-
ecksungleichung.

(b) Stetigkeit der Metrik. Um nun zu beweisen, dass die Metrikd : M x M — R
stetig ist, wihlen wir ein beliebiges Element (xo, yo) € M x M sowie eine
Folge ((x4, yn))n S M x M mit lim, (x,, y,) = (x0, y0) in M x M bezie-

hungsweise dquivalent lim, x, = x¢ und lim, y, = yp in M. Da wegen der
Vierecksungleichung fiir alle n € N aber gerade

|d (Xn, yn) — d(x0, yo)| < d(xu, x0) +d(yn, Y0)
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folgt, konnen wir direkt lim,, d(x,, y,) = d(xg, yo) ablesen, da die rechte Seite
der Ungleichung fiir n — 400 (nach Definition) gegen Null konvergiert. Wir
haben somit bewiesen, dass die Metrik d eine stetige Funktion ist.

Losung Aufgabe 64

(a) Umgekehrte Dreiecksungleichung. Wir beweisen zunichst die sogenannte
umgekehrte Dreiecksungleichung. Seien dazu x, y € V beliebig gewihlt. Da
|| - |lv eine Norm ist, folgt

Ixlly =G =y) +ylv < llx = ylv + lIylv
beziehungsweise
lxlly = lyllv = llx = yllv,
wobei wir im zweiten Schritt der oberen Ungleichung die Dreiecksungleichung
(drittes Norm-Axiom) verwendet haben. Die obige Argumentation ldsst sich
aber auch mit vertauschten Rollen von x und y wiederholen, womit
—(lxlly = liyllv) = llyllv = llxllv < llx = yllv
folgt, was die umgekehrte Dreiecksungleichung beweist.
(b) Stetigkeit der Norm. Im zweiten Schritt beweisen wir, dass die Normfunktion

I-llv : V — Rstetig (kompakt) ist. Sei dazu x € V beliebigund (x,), € V eine
Folge mit lim,, x, = x. Nach Definition bedeutet dies gerade lim,, ||x, — x|y =
0, sodass wegen (vgl. Teil (a) dieser Aufgabe)

Hxally = lxllv] < e = xllv

fiir alle n € N gerade lim, ||x, ||y = ||x||v folgt, da die rechte Seite der Unglei-
chung fiir n — 400 gegen Null geht. Wir haben somit wie gewiinscht gezeigt,
dass die Funktion || - ||y stetig ist. Alternativ kann man aber auch einen Epsilon-
Delta-Beweis mit ¢ > 0 beliebig und § = ¢ fiihren, um die Stetigkeit zu bewei-
sen.

Anmerkung Aus der umgekehrten Dreiecksungleichung folgt selbstverstindlich
direkt die Lipschitz-Stetigkeit und damit die Stetigkeit der Norm.

Losung Aufgabe 65 Zur Ubersicht unterteilen wir die Losung dieser Aufgabe in
zwei Teile:

(a)

Wir betrachten das Parameterintegral F : [0, 1] — R mit

2
F(x) =f0 £ y)dy,
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(b)

wobei die Funktion f : [0, 1] x [0, 2] — Rdurch f(x,y) = 1/(1+y2 cos(xy))
definiert ist. Zunéchst ist das Parameterintegral F' wohldefiniert, denn fiir jedes
x € [0, 1] ist die Funktion f(x,-) : [0,2] — R stetig und somit Riemann-
integrierbar. Da die Menge [0, 1] x [0, 2] kompakt ist, ist die stetige Funktion f
bekanntlich sogar gleichméBig stetig [2, 3.13 Theorem]. Seien nun xo € [0, 1]
und ¢ > 0 beliebig gewihlt. Dann existiert zu jedem y € [0, 2] eine Zahl § > 0
derart, dass fiir alle x € [0, 1] mit |[x — xo| < & gerade

1F (. y) = Fxo y)] < ;

gilt—insbesondere ist die Zahl § > 0 unabhéngig vom beliebig gewihlten Punkt
y. Somit folgt fiir alle x € [0, 1] mit |[x — xo| < & aufgrund der Standardab-
schitzung fiir Riemann-Integrale

2 2
IF(x)—F(XO)I:'/0 S, y) — fxo, y)dy 5/0 [f(x,y) — f(xo0, y)|dy

und folglich wie gewiinscht

|F(x) — F(xo)| <2 sup |f(x,y)— f(xo, )| <e.
v€l0,2]

Dies zeigt, dass das Parameterintegral F stetig ist.
Der Grenzwert

2
1

lim / 4y

x—0Jo 1+ y*cos(xy)

ist mit den Notationen aus Teil (a) dieser Aufgabe dquivalent zu lim,_,¢ F(x).
Da wir gezeigt haben, dass die Funktion F : [0, 1] — R stetig ist, muss der
Grenzwert somit dquivalent zum Integralwert F (0) sein. Mit einer kleinen Rech-
nung folgt wegen cos(0) = 1 und arctan(0) = 0 gerade

F() = [0 ’ 1—|—1—y2 dy = arctan(y) Z = arctan(2) — arctan(0) = arctan(2),
das heif3t, es gilt
2 1
)}iir%)/o m dy = arctan(2).

Losung Aufgabe 66 Um zu beweisen, dass der Einsetzungsoperator T : C([0, 1], R)

—

R mit 7(x) = x(0) stetig ist, miissen wir Folgendes nachweisen: Ist x €

C([0, 1], R) beliebig, so ist es moglich zu jedem ¢ > 0 eine Zahl § > 0 so zu
finden, dass [T (x) — T (y)| < ¢ fiir alle y € C([0, 1], R) mit ||x — y|co < § gilt.
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Dies ist aber sofort gegeben, falls wir zu beliebig gewihlten ¢ > 0 stets 6 = ¢
wihlen, denn mit einer kleinen Rechnung folgt wie gewiinscht

IT(x) = TW]=1x0) — yO)] = sup [x(1) = y@O)| = llx — ylloo-
1€[0,1]

Anmerkung Die obige Abschitzung zeigt, dass der Operator 7' sogar Lipschitz-
stetig ist. Intuitiv kann man sich die Stetigkeit des Einsetzungsoperators wie folgt
vorstellen: Nimmt man sich zwei beliebige stetige Funktionen x und y, die sehr
ghnlich sind, dann sind somit auch automatisch die beiden Funktionswerte x (0) und
v(0) sehr dhnlich..

Losung Aufgabe 67 Die Funktion f : R — R mit f(x) = x> — 15x — 1 ist
als Polynom offensichtlich stetig [3, Aufgabe 85]. Weiter folgen mit einer kleinen
Rechnung

f(=5)=-=51, f(=2)=21, f()=—15 und f(6) = 125.

Wir sehen somit, dass die stetige Funktion f in den drei Intervallen [—5, —2],
[—2, 1] und [1, 6] einen Vorzeichenwechsel hat, sodass aus dem Zwischenwertsatz
beziehungsweise dem Nullstellensatz von Bolzano die Existenz von drei Nullstellen
x1 € [-5, 2], x € [—2, 1] sowie x3 € [1, 6] folgt (vgl. auch Abb.22.1).

Losung Aufgabe 68 Sei x € (—r, r) beliebig gewihlt. Gilt bereits f(x) = 0, so ist
nichts weiter zu zeigen. Im Fall f (x) # 0 nehmen wir ohne Einschrinkung f(x) > 0
an. Da f : (—r,r) — R eine ungerade Funktion ist, folgt somit wegen f(x) =
—f(—x) gerade f(—x) < 0. Mit dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen

125

21

—15

—51

-5 11 -2 T2 1 3 6

Abb.22.1 Darstellung der Funktion f : R — Rmit f(x) = x3 —15x — 1 und der drei Nullstellen
x1 ~ —3,8392, xo & —0, 0667 und x3 ~ 3, 9059 (rot)
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T T3 i) Tl )

(a) Funktion mit zusétzlicher Nullstelle, die Be-  (b) Nicht surjektive Funktion, die Bedingung
dingung (22.1) verletzt (22.1) verletzt

Abb.22.2 Geometrische Konsequenzen aus Bedingung (22.1)

erhalten wir schlieBlich wie gewiinscht die Existenz einer Stelle £ € (—r, ) mit

f(&)=0.

Losung Aufgabe 69 Wir beweisen die Behauptung mit einem Widerspruchsbeweis.
Angenommen es existiert eine stetige Funktion f : R — R derart, dass jedes
Element des Zielbereichs R genau zwei Urbilder besitzt, das heifl3t, fiir jedes y € R
gilt

{xeR| f(x)=y}|=2. (22.1)

Dann besteht damit insbesondere auch die Menge {x € R | f(x) = 0} aus genau
zwei Elementen. Die beiden Nullstellen der Funktion bezeichnen wir im Folgenden
mit x; und x, wobei wir diese so nummerieren, dass x; < xp gilt. Wir sehen
weiter, dass die Funktion auf jedem der drei Intervallen (—oo, x1), (x1, x2) und
(x2, +00) jeweils das gleiche Vorzeichen haben muss, denn andernfalls wiirde aus
dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen die Existenz einer dritten Nullstelle
folgen, was wegen Bedingung (22.1) nicht méglich ist (vgl. Abb.22.2 (a)). Wegen
der Bedingung muss die Funktion f aber zudem surjektiv sein, womit f(x) > 0
oder f(x) < O fiir alle x € R ebenfalls nicht moglich ist (vgl. Abb.22.2 (b)). Im
Folgenden werden wir daher ohne Einschrinkung annehmen, dass f(x) > O fiir
x € (—oo, xp]und f(x) < Ofiirx € (x2, +00) gilt. Da f nach Voraussetzung stetig
ist, folgt aus dem Satz von Weierstral (vgl. Aufgabe 107), dass die Einschriankung
Slixi.x ¢ [x1, x2] — R ein Maximum xy € (x1, x2) besitzt. Dabei sind xp = x;
oder x); = x nicht moglich, denn dies wiirde f|(y,,x,; = O bedeuten, was erneut
Bedingung (22.1) widersprechen wiirde. Wir setzen weiter fyy = f(xp). Wegen
fm > Ofolgt aus dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen, dass fj7/2 sowohl in
(x1, xpr) als auchin (x4, x2) ein Urbild besitzt. Da f surjektiv ist, gibt es zu 2 fjs ein
Urbild in (—o00, x1) oder (x2, +00). Im Intervall [x1, x3] kann das Urbild hingegen
nicht liegen, da wir bereits wissen, dass f(x) < fiy < 2fy fiir alle x € [x1, x2]
gilt. Sei nun ohne Einschrinkung x” € (—o0, x1) das Urbild von 2 fy, das heiBt, es
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2fm

fu

fa/2

/ S I TM T2
Abb.22.3 Konstruktion von drei Stellen mit Funktionswert fj/2

gilt f(x") = 2 fuy. Betrachten wir nun die Einschrinkung f| 7 ¢ [¥, x1] = R,
SO existiert wegen

f(X1)=0<f7M<f(x/)=2fM

gemiB dem Zwischenwertsatz eine Stelle x” € [x/, x;] mit f(x”) = fy/2 (vgl
Abb. 22.3). Jedoch besitzt f),/2 bereits zwei Urbilder, sodass wir schlie8lich wegen

Hx eR| f(x) = fu/2}| =3

einen Widerspruch erhalten. Somit kann es keine stetige Funktion von R nach R so
existieren, dass jedes Element aus R genau zwei Urbilder besitzt.

Anmerkung Die Funktion f : R — Rmit f(x) =x —nfirx e [2n—1,2n+1)
und n € Z besitzt fiir jedes y € R genau zwei Urbilder. Jedoch ist diese Funktion
offensichtlich nicht stetig.

Losung Aufgabe 70 Sei zunichst ¢ € (f'(a), /(b)) beliebig gewihlt. Im Fol-
genden untersuchen wir die differenzierbare Hilfsfunktion /4 : [a,b] — R mit
h(x) = f(x) —cx. Somit gelten 4’ (a) = f'(a) —c < Ound h'(b) = f(b) —c > 0.
Die Ungleichungen implizieren, dass es zwei Stellen s, t € (a, b) mit h(s) < h(a)
und h(t) < h(b) gibt. Insbesondere kann die Funktion 4 damit in den beiden Rand-
punkten kein Minimum besitzen —dabei ist die Existenz eines Minimums gewihrleis-
tet, da h stetig und [a, b] kompakt ist (vgl. Aufgabe 107). Damit besitzt 4 ein Mini-
mum & € (a, b), sodass wir wegen der notwendigen Bedingung gerade h'(§) = 0,
also f/(&) = c erhalten. Dies zeigt, dass die Ableitungsfunktion der Zwischenwert-
eigenschaft geniigt.
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Anmerkung Der Satz von Darboux ist auch als Zwischenwertsatz der Differential-
rechnung bekannt. Beachten Sie, dass die Stetigkeit der Ableitungsfunktion f’ weder
vorausgesetzt noch aus dem Satz von Darboux folgt. Die Funktion f : R — R mit

xZsin (L), x #0

fx) = 0. =0

ist ein prominentes Beispiel fiir eine differenzierbare Funktion, deren Ableitung der
Zwischenwerteigenschaft gentigt. Jedoch ist die Ableitung von f nicht im Nullpunkt
stetig.

Losung Aufgabe 71 Wir fithren den Beweis der Aussage in zwei Schritten.
(a) Zunéachst gilt trivialer Weise (a, b) x (c,d) C [a, b] x [c, d] und damit auch

[f, ) eR| (x, )T € (@,b) x (c,d)} S {f(x,y) €R| (x, )T € [a, b] x [¢,d]}.
(22.2)

Da die Funktion f : [a, b] X [c¢, d] — R nach Voraussetzung stetig und [a, b] x
[c, d] eine kompakte Teilmenge des R? ist, folgt aus dem Satz von Weierstra$
(vgl. Aufgabe 107), dass

max flx,y) = sup fx,y)
(x,y)T€la,b]x[c,d] (x,y)Tela,blx[c,d]

existiert und endlich ist. Wegen Gl. (22.2) folgt schlieBlich

sup flx,y) < sup [, y).
(x,y)Te(a,b)x(c,d) (x,y)T€la,b]x[c,d]

(b) Fiir die umgekehrte Ungleichung sei nun (xg, yo)T € [a, b] X [c, d] beliebig
gewihlt mit

f(x0, yo) = sup Flx, ).
(x,y)T€la,b]x[c.d]

Die Existenz eines solchen Punktes folgt erneut aus dem Satz von Weierstral3.
Weiter existiert eine Folge ((x,, y,)T), in (a, b) x (¢, d) mit lim, (x,, y,)T =
(x0, yo)T. Da fiir alle n € N aber insbesondere

Sup f(x,)’)Zf(xnv)’n)
(x,y)Te(a,b)x(c,d)
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gilt, erhalten wir wegen der Stetigkeit von f schlieBlich beim Ubergang zum

Grenzwert
Sup f(xv y) Z hm f(-xnv )’n)
(x.y)Te(a.b)x(c.d) n—>+oo
= f(x0, y0)
= sup S, y),

(x,y)T€la,b]x|[c,d]

womit wir wie gewlinscht die umgekehrte Ungleichung bewiesen haben.
Losung Aufgabe 72
(a) Die erste Aussage ist richtig, was wir uns wie folgt iiberlegen konnen: Seien
dazu x € R? und j € {1, ..., d} beliebig gewihlt. Um nachzuweisen, dass die
Funktion f; : R — Rmit f;(t) = f(x1,...,Xj—1,, Xj41, ..., Xg) stetig ist,
wihlen wir zunichst eine beliebige Folge (), € R mit lim, 7, = x;. Wegen

”(-xlv -"7-xj—17tl’la-xj+1a "-7'xd)T - (-x17"'5xd)T“1 = |tn _'xj|

(die beiden Vektoren unterscheiden sich lediglich in der j-ten Komponente)
konvergiert somit auch die mehrdimensionale Folge

d
((xl, ...,xj'—l,tnaxj-ﬁ-l’ ""xd)T)n = R

gegen den Vektor x = (xi, ..., x4)T. Da die Funktion f : RY — R nach
Voraussetzung stetig (!) ist, erhalten wir schlieBlich wie gewlinscht

lim f;(,) = lim X1y ooy Xiclo by Xid]y.ony X
n%+oofj(n) n%Jroof(l j=1ltn, XAj41 d)
0]
= fX1, e X1, Xy Xjdy e ey Xg)
= fi(x)),

also lim,, f;(#,) = fj(x;). Dies zeigt die Stetigkeit von f; im Punkt x;.
(b) Die Umkehrung von Aussage (a) istim Allgemeinen falsch. Wir betrachten dazu
die Funktion f : R — R mit

%7 (X], XZ)T ;é (07 O)T
fx1,x2) = Vita

0, (x1,x2)T = (0,0)7

aus Aufgabe 129. Dort haben wir bereits gezeigt, dass diese im Nullpunkt (0, 0)T
unstetig ist. Betrachten wir nun die beiden eindimensionalen Funktionen fi, f> :
R — R mit f1(r) = f(¢,0) und f2(r) = f(0, 1), so sind diese automatisch
stetig (und daher insbesondere in Null stetig), da fi(f) = f>(t) = O fiir alle
t € Rgilt.
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Losung Aufgabe 73 Wir erinnern zunichst daran, dass eine Funktion f : M — M’
zwischen den metrischen Riumen (M, d) und (M’, d") genau dann in einem Punkt
X € M stetig ist, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine Zahl § > 0 derart gibt, dass
d'(f(x), f(y)) < efiralle y € M mitd(x, y) < 8 gilt. Im Folgenden verwenden
wir die iiblichen Notationen

fA={fmeM|xeA) ud flA)={xeM]|fx) eA)

fiir das Bild und Urbild der Funktion f, wobei A C M beziehungsweise A" € M’
nichtleere Teilmengen sind. Bezeichnen wir fiir r > Ound x € M mit B, (x) = {y €
M | d(x,y) < r} die offene Kugel um x mit Radius » — analog werden natiirlich
die offenen Kugeln in (M’, d’) definiert — dann bedeutet die Stetigkeit der Funktion
f : M — M’ im Punkt x € M &quivalent, dass es zu jedem ¢ > 0 eine Zahl § > 0
mit

Bs(x) € f Be(f))) ={y e M| f(y) € Bo(f(x)}

beziehungsweise (dquivalent) mit

f(Bs(x)) € Be(f(x))

gibt. Dabei haben wir im letzten Schritt verwendet, dass fiir alle Mengen A € M und
A’ € M’ genaudann A C f~1(A’) gilt, wenn f(A) C A’ gilt (Galoisverbindung).

Losung Aufgabe 74 Zum Beweis der Charakterisierung der Stetigkeit miissen wir
zwei Richtungen beweisen — es handelt sich hier ja um eine Aquivalenzaussage.

(a) Wir nehmen daher zunichst an, dass die Funktion f : M — M’ stetig ist. Sei
A" € M’ eine offene Menge. Wir konnen dabei weiter annehmen, dass A" # @
und f~1(A’) # @ gelten. Wire A’ namlich leer, so wiirde gemiB der Definition
der Urbildfunktion auch f~'(A’) = ¢ folgen. Jedoch ist die leere Menge stets
offen, sodass wir nichts weiter zu zeigen hitten. Sei nun x € f ’1(A’ ), also
x € M mit f(x) € A’, beliebig gewihlt. Da die Menge A’ nach Voraussetzung
in M’ offen ist, gibt es ¢ > 0 mit B.(f(x)) € A’. Weiter finden wir wegen der
Stetigkeit von f eine Zahl § > 0 mit

F(Bs(x)) € Be(f(x)) € A

(vgl. Aufgabe 73). Jedoch gilt fiir alle Mengen A € M und A’ € M’ genau
dann A C f_1 (A"), wenn f(A) C A’ gilt, sodass wir weiter

Bs(x) € f71(A")

erhalten. Das bedeutet aber gerade, dass x ein innerer Punkt von f -1 (A)) ist,
womit wir wie gewiinscht gezeigt haben, dass die Menge f~'(A’) offen ist.
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(b) Seinun f : M — M’ eine Funktion derart, dass fiir jede offene Menge A’ € M’
die Urbildmenge f~!(A’) C M ebenfalls offen ist. Seien weiter x € M und & >
0 beliebig gewihlt. Da die offene Kugel B.(f(x)) = {y’ e M" | d'(f(x), ) <
¢} bekanntlich eine offene Teilmenge von M’ ist, folgt gemiB der getroffenen
Voraussetzung, dass auch

FHBe(f)) =1{y e M| f(3) € Bo(f(x))}

in M offen ist. Trivialer Weise gilt wegen f(x) € B.(f(x)) aber auch x €
F~Y(Bs(f (x))). Damit ist x ein innerer Punkt dieser offenen Menge, also finden
wir § > 0 mit

Bs(x) € [ (B (f(0))),

was dquivalent zu f(Bs(x)) € B (f(x)) ist (vgl. auch die Losung von Aufgabe
73). Mit der Charakterisierung aus Aufgabe 73 folgt schliellich, dass die Funk-
tion in x € M stetig ist. Da dieser Punkt aber beliebig gewihlt war, haben wir
wie gewlinscht nachgewiesen, dass die Funktion f in ganz M stetig ist.

Losung Aufgabe 75 Die Polynomfunktion f : R — R mit f(x) = x2 ist stetig
und A = (—1, 1) ist offensichtlich eine offene Teilmenge von R. Das Bild

fA) ={f) eR|xeA}={x*cR|xe(=1,D}=[0,1)
ist hingegen nicht offen, da O kein innerer Punkt von f(A) = [0, 1) ist.

Losung Aufgabe 76 Die Aussage ist im Allgemeinen falsch, was wir durch ein
geeignetes Gegenbeispiel beweisen werden. Dazu betrachten wir X = ¥ = R mit
deriiblichen Topologie. Definieren wir weiter die Menge A = (0, 1) und die Funktion
f:R— Rmit

k]

fx)=qx,

0
x <1
15

— = O
o O =
vV o IAN A

’

so sehen wir sofort, dass f stetig ist. Weiter folgen wegen A = [0, 1] (vgl. auch
Aufgabe 29) gerade

@) =xeR| fx)el0, 1} =R

und

fTHA) ={x eR| f(x) € (0, D} = (0, 1) = [0, 1].

Insgesamt erhalten wir also wie gewtiinscht f @A) £ F-1(A).
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Losung Aufgabe 77 Fiir die Losung dieser Aufgabe werden wir verwenden, dass
in einem metrischen Raum eine Menge genau dann kompakt ist, wenn sie Folgen-
kompakt (kompakt) ist [1, 3.4 Theorem]. Wir werden daher (dquivalent) zeigen, dass
das Bild f(M) = {f(x) € M’ | x € M} der kompakten Menge M eine Folgen-
kompakte Teilmenge von M’ ist. Sei dazu (y,), € f (M) eine beliebige Folge, das
heiit, zu jedem n € N finden wir ein Element x, € M mit f(x,) = y,. Die so
generierte Folge (x,), liegt vollstindig in M und besitzt folglich eine konvergente
Teilfolge (x,;); mitlim; x,; = x und Grenzwert x € M, da die Menge M kompakt
ist. Da die Funktlon f: M — M’ aber nach Voraussetzung stetig (!) ist, erhalten
wir

lim y,, = 11m f(xn])—f()

Jj——+o0

und f(x) € f(M). Wir haben somit gezeigt, dass jede Folge aus f (M) eine kon-
vergente Teilfolge mit Grenzwert in f (M) besitzt. Dies bedeutet aber gerade, dass
die Menge f (M) kompakt in M’ ist.

Losung Aufgabe 78 Um zu beweisen, dass die metrischen Raume (M, p) und
(M, p") hombomorph sind, miissen wir einen Homéorphismus f : M — M/,
das heil}t, eine stetige und bijektive Abbildung konstruieren, deren Umkehrab-
bildung ebenfalls stetig ist. Wir betrachten die Abbildung f : M — M’ mit
f(x) = x/(1 + |x]) (vgl. Abb.22.4). Diese ist offensichtlich wohldefiniert, das
heiBt, sie bildet die Menge M = R auf M’ = (0, 1) ab und ist zudem als Komposi-
tion stetiger Abbildungen stetig. Wir iiberlegen uns nun weiter, dass ¢ : M’ — M
mit g(x) = x/(1 —|x|) die Umkehrabbildung von f ist, also g = F! gilt. Mit einer
kleinen Rechnung folgt fiir x € M’ gerade

X
x| X

(fog)x)= ——H = =X

1—I_‘l—xlﬂ (1—|x|)(l+ﬁ[)

und analog fiirx € M

(8o NHHx) =

+\| _ X _
R TR ey

was zeigt, dass g die Umkehrabbildung von f ist. Da die Abbildung g aber offen-
sichtlich ebenfalls stetig ist, haben wir wie gewiinscht gezeigt, dass die metrischen
Rdume (M, p) und (M’, p") homomorph sind.

Losung Aufgabe 79 Sei A : V — W eine lineare Abbildung zwischen den nor-
mierten Rdumen (V, || -||y) und (W, || - lw). Aus Aufgabe 36 wissen wir, dass durch
l-lla:V — Rmit|x||a4 = |lx|lv + ||Ax]|lw eine Norm auf V definiert wird —
die sogenannte Graphennorm. Dabei bezeichnet Ax = A(x) die Auswertung der
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1 10

0 0

—1 —-10
-10 0 10 -1 0 1

Abb. 22.4 Darstellung der Abbildungen f : R — (—1, 1) mit f(x) = x/(1 + |x|) (links) und
g:(—1,1) > Rmit g(x) = x/(1 — |x|) (rechts)

Abbildung (des Operators) A an der Stelle x € V. Da der lineare Raum V jedoch
endlichdimensional ist, sind bekanntlich alle Normen in V #quivalent, das heift, es
gibt eine Zahl C > 0 mit ||x||4 < C||x||y fiir alle x € V. Damit folgt

[Axllw < llxlly + [[Axllw = lixlla < Clix]lv,

also ||Ax|lw < C|lx|ly fiirjedesx € V.Somitistdielineare Abbildung A beschrinkt
und folglich wegen Aufgabe 51 auch stetig.

Losung Aufgabe 80 Zur Ubersicht unterteilen wir die Losung dieser Aufgabe in
zwei Teile. Dabei werden wir im ersten Schritt zunéchst eine niitzliche Hilfsunglei-
chung herleiten und damit die gleichméBige Stetigkeit der Funktion beweisen.

(a) Wiriiberlegen uns zuerst, dass fiir alle positiven Zahlen s, ¢ > 0 die Ungleichung

s+t
S ———|
(T4 +12) ~

gilt. Fiir s > 0 gilt zunédchst 0 < (1 — )2 beziehungsweise dquivalent s <
(14 s%)/2 < 1/2 + s2. Damit erhalten wir fiir alle s, 7 > 0 wie gewiinscht

s+t <1442 <14+2+2+522=1+4sH0+12),

womit die Ungleichung automatisch folgt.

(b) Seien nun x, y € RY beliebig gewihlt. Dann folgt zuniichst mit einer kleinen
Rechnung

1 1
L+ x13 L+ 1yI3

F&x)—=f»

lIxll2 + l1yll>
I+ 1x13)A + lIy13)

113 = Ix 13+ X131+ Iy13) = Uyl = lIxll2)
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wobei wir im letzten Schritt die dritte binomische Formel verwendet haben.
Weiter gilt wegen Teil (a) dieser Aufgabe

Il + 0yl _
I+ x1HA +1yl3) ~

sodass wir schlieBlich mit Hilfe der umgekehrten Dreiecksungleichung (!) aus
Aufgabe 64 die Abschitzung

0]
|f ) = FOI < [yl = llxlz] < llx = yll2

erhalten. Wir haben somit nachgewiesen, dass die Funktion f : RY — R mit
fx)=1/+]x ||%) Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L = 1 und somit
insbesondere gleichmafig stetig ist [3, Aufgabe 118].

Losung Aufgabe 81 Wir unterteilen die Losung dieser Aufgabe in zwei Teile:

(a) Zunéachst iiberlegen wir uns, dass der Operator T : C ([0, 1], R) — C([0, 1], R)
mit

t
(T = - - f $2x(s) ds
2 Jo

wohldefiniert ist. Sei dazu x € C([0, 1], R) eine stetige Funktion. Offensichtlich
ist dann auch das Produkt [0, 1] — R, ¢ tzx(t) stetig, sodass wegen dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung die Stetigkeit von [0, 1] —
R, — fot s2x(s)ds folgt. Wir haben somit 7' (x) € C([0, 1], R) bewiesen,
das heif3t, der Operator T bildet Elemente aus C ([0, 1], R) auf Elemente in
C ([0, 1], R) ab und ist daher wohldefiniert.

(b) Wir beweisen nun, dass der Operator T gleichmiBig stetig ist. Seien dazu
x,y € C([0, 1], R) beliebige Funktionen. Offensichtlich gilt mit der Standar-
dabschitzung fiir Riemann-Integrale (!) fiir alle ¢ € [0, 1]

t
(T () (@) = (T()(®)] = l/o s*(x(s) — y(s)) ds

O [,
5/ 2lx(s) — y(s)| ds.
0

Weiter folgt aber auch gemif3 der Definition der Supremumsnorm || - || fiir
jedes s € [0, 1] gerade

s21x(s) — y(s)] < |x(s) — y(s)| < sup Ix(@) — y(O] =[x = Ylloos
tell,

sodass wir die rechte Seite des obigen Ausdrucks fiir # € [0, 1] wie folgt weiter
abschitzen konnen:

t t
/ s21x(s) = y(s)lds < [|lx — ylloo/ Ids =7]lx = ylloo = ¥ = Yoo
0 0
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Insgesamt erhalten wir also fiir jedes ¢ € [0, 1]

(TN (@) = (T O] < lIx = ylleo-

Gehen wir schlieBlich in dieser Ungleichung zum Supremum {iber, so folgt

IT@x) =T(Mlloo = Ix = yllco-

Wir haben somit bewiesen, dass der Operator T Lipschitz-stetig und damit ins-
besondere gleichmifig stetig ist.

Losung Aufgabe 82 Sei ¢ > 0 beliebig gegeben. Setzen wir § = ¢/2, so folgt fiir
alle Elemente (v, w), (x, y) € V x V des Produktraums

lladd(v, w) —add(x, v =llv+w—@x+ylv =llv-—x+w—ylv
und mit der Dreiecksungleichung speziell fiir d((v, w), (x, y)) < & gerade
lv—x+w—yllv <llv-xly +llw—yly =2d((v,w), (x,y)) <26 =¢,
also wie gewiinscht
ladd(v, w) — add(x, y)|lv < e.
Dies zeigt die gleichmiBige Stetigkeit der Additionadd : V x V — V.
Losung Aufgabe 83

(a) Die Funktion f : R\ {0} — R mit f(x) = x/||x||3 istals Quotient der beiden
stetigen Funktionen R — R, x > x und R \ {0} > R, x — ||x||% ebenfalls
stetig (vgl. auch Aufgabe 64).

(b) Um zu beweisen, dass die Funktion f nicht gleichméaBig stetig ist, geniigt es
zwei Folgen (x™),,, (y"), € RY \ {0} mit

lim [x"—=)"2=0 und  lim [If(") = f(")l2>0
n—+00 n——+o0o

anzugeben (vgl. auch [3, Aufgabe 111]). Dabei ist wieder zu beachten, dass man
alternativ auch jede andere Norm im R? verwenden konnte, da alle Normen
des R? dquivalent sind. Wir bezeichnen nun mite = (1,..., 1)T € R den
d-dimensionalen Vektor, deren Eintrige alle 1 sind. Weiter definieren wir die
beiden Folgen (x"),, (y"), < R? \ {0} durch x* = e/n und y" = e/(2n).
Wegen

1

(t-2)) -(2()) -2

1 j=1

d
€™ = y"ll2 =

J
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fiir alle n € N folgt offensichtlich lim,, [|x" — y"|» = 0. Weiter gilt fiir jedes
n € N mit einer kleinen Rechnung

sodass wir wegen e[|, = Jd wie gewlinscht

n n

Y
2 2
™z ly™ iz

n n

X y
d/n?2  d/(2n)?

&™) = fOMN2 = "

2 el
= — e25
d

2 2

1 n n . n
lim || f(x™) — fODl2= lim — =+o00
n——+00

n—>+00 /d o

erhalten. Dies zeigt, dass die Funktion f nicht gleichmifig stetig ist.
Anmerkung Die Schreibweise e/n steht fiir n~'e beziehungsweise (1 /n,. .., 1/n)T.
Losung Aufgabe 84

(a) Wir betrachten die Funktion f : [a, b] — R mit f(x) = x2. Mit der (dritten)
binomischen Formel folgt zunéchst fiir alle x, y € [a, b]

If(x) — fO)] = 5% = y* = |x — yllx + yl.

Folglich ist die Funktion f* Lipschitz-stetig ist, falls sup, (471X + | < 400
gilt, das heif3t, der zweite Faktor der rechten Seite ist beschrénkt. Das ist aber
gerade der Fall, denn es gilt

sup x4yl < sup (Jx|+ |yl) =2max{lal,|b]}.
x,y€la,b] x,y€la,b]

Wir haben somit wie gewiinscht nachgewiesen, dass die Funktion Lipschitz-
stetig mit Lipschitz-Konstanten L = 2 max{|a/, |b|} ist.

(b) Wir untersuchen nun die Funktion f : R — R mit f(x) = x2. Wire diese
Lipschitz-stetig, so gibe es eine Zahl L > 0 mit

SO = FODI _ L
lx — yl -

fiiralle x, y € Rmitx # y. Wahlen wir jedochn € N beliebig und setzenx = n
und y = 0, so folgt wegen der obigen Ungleichung mit einer kleinen Rechnung
n < L.Dadie linke Seite der Ungleichung aber natiirlich fiir » — +o0 beliebig
grof} wird wihrend die rechte Seite konstant bleibt, ist die Funktion f folglich
nicht Lipschitz-stetig.

Anmerkung Alternativ kann die differenzierbare Funktion f : R — R nicht
Lipschitz-stetig sein, denn wegen f’(x) = 2x fiir x € Rist die Ableitung von f
offensichtlich unbeschrinkt — das ist eine Konsequenz aus dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung [3, Schrankensatz, Aufgabe 150].
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Losung Aufgabe 85 Wir betrachten die sogenannte Abstandsfunktion dist(-, A) :
M — R mit

dist(x, A) = inf d(x, y).
yeA

Da (M, d) nach Voraussetzung ein metrischer Raum ist, gilt wegen der Positivitit
der Metrik d(x,y) > O fiir alle x, y € M. Folglich ist die Funktion dist(-, A)
wohldefiniert, da die nichtleere Menge {d(x, y) € R | y € M} fiir jedes x € M nach
unten beschrinkt ist und daher ein Infimum besitzt. Seien nun x, y, z € M beliebig
gewihlt. Zunichst gilt wegen der Dreiecksungleichung

d(x,z) <d(x,y)+d(y,2).

Gehen wir nun in dieser Ungleichung zum Infimum iiber alle Elemente in A iiber
(die Variablen x und y werden festgehalten), so folgt

dist(x, A) = inf d(x, z)
ZEA

< inf (d(x,y) +d(y,2))

d(x,y)+ ingd(y, 7) =d(x,y) +dist(y, A)
Z€E

und weiter durch Umsortieren
dist(x, A) — dist(y, A) < d(x, y). (22.3)

Wiederholt man die obige Argumentation und vertauscht die Rollen von x und y, so
erhalten wir wegen der Symmetrie der Metrik d genauso

dist(y, A) — dist(x, A) < d(x, y). (22.4)
Die Ungleichungen (22.3) und (22.4) lassen sich schlielich zu
| dist(x, A) — dist(y, A)| < d(x, y)

zusammenfassen, womit wir wie gewiinscht bewiesen haben, dass die Abstands-
funktion dist(-, A) Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstanten L = 1 ist.

Anmerkung Der Nachweis der Lipschitz-Stetigkeit erfolgte dhnlich wie in [3, Auf-
gabe 119]. Im Fall A = M ist die Abstandsfunktion konstant Null und daher trivialer
Weise Lipschitz-stetig.

Losung Aufgabe 86 Wir untersuchen die mehrdimensionale Funktion f : R — R
mit f(x) = Z?;ll sz + dxs. Um nachzuweisen, dass die Funktion nicht Lipschitz-

stetig sein kann betrachten wir die Folge (x"), C R? mit

=, x_ L x)T =, ..., n,0)T.
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Mit einer kleinen Rechnung folgen dann fiir jedes n € N

d—1 d—1
fO = fO) =Y N> +dxp)’ =) n*=n*d—1)
j=1 j=1

und

1
2

d—1
= an =nvd —1,
j=1

1
2

d
" =0l = | Y’
j=1

da die letzte Komponente jedes Folgenglieds Null ist. Wir erhalten somit

f& —fO _n*d-D _
lx" — 0]l nyd—1
fiir alle n € N. Da der Quotient fiir n — 400 unbeschrinkt ist, kann es folglich

keine Konstante L > 0 so geben, dass | f(x) — f(0)] < L||x — 0|, fiir alle x € R4
gilt. Dies zeigt, dass die Funktion f nicht Lipschitz-stetig ist.

d—1

Losung Aufgabe 87 Fiir diese Aufgabe werden wir zwei verschiedene Losungen
betrachten:

(a) Sei ¢ € (0, 1] beliebig gewdhlt. Um zu beweisen, dass die Funktion f :
[0, 4+00) — R mit f(x) = x* Holder-stetig mit Holder-Exponenten « ist,
miissen wir fiir eine geeignete Konstante C > 0 die Ungleichung

Lf() = fOI = x* = y*| = Clx — yI*

fiir alle x, y € [0, +00) nachweisen. Wegen f(0) = 0 ist die Ungleichung auto-
matisch erfiillt, falls x = 0 oder y = 0 gilt. Wir wihlen daher x, y € (0, 4+-00)
beliebig und nehmen ohne Einschrinkung x < y an. Da geméf Voraussetzung
0 < a < 1giltunddie Funktion f offensichtlich monoton wachsend ist, erhalten
wir zunéchst

xOl
1-= <1-

=03

-<{1-=) .
ey y
Multiplizieren wird die Ungleichungen weiter mit y* > 0 durch, so folgt wegen
0 < x < y wie gewlinscht [x¥ — y¥| < |x — y|¥, womit wir nachgewiesen
haben, dass die Funktion f Holder-stetig mit Holder-Exponenten « ist.
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(b) Alternativ konnen wir aber auch die Beziehung
X
FO) = () =x" =y = / w1 dr
y

verwenden. Mit dieser folgt wegen der Monotonie des Riemann-Integrals (!)
weiter

X0 [F Loy ey
/ a7 dr < / at —y)* dr < f as ' ds = ¢
y y 0

wobei wir in Schritt (!!) die lineare Substitution s(¢) = ¢t — y fiirt € [x, y] mit
ds = dt, s(x) = x — y und s(y) = 0 verwendet haben. Insgesamt folgt damit
erneut die Holder-Stetigkeit der Funktion f zum Holder-Exponenten c.

xX—y
=(x -y

0

Losung Aufgabe 88 Zunichst bemerken wir, dass die Funktion f : [0, 1/2] — R
mit f(x) = 1/In(x) fir x € (0, 1/2] und f(0) = 0 wegen

=0=f(0)

lim f(x) = lim
x—0t Fe) x—0t In(x)

in ganz [0, 1/2] stetig ist. Da [0, 1/2] eine kompakte Teilmenge von R ist, folgt mit
dem Satz von Heine [3, Aufgabe 113] automatisch die gleichmifBige Stetigkeit der
Funktion. Jedoch ist f nicht Holder-stetig, da es keine Zahlen o > O und C > 0 mit

|f(x) = f(O)] = Clx —0[*

fiir alle x € [0, 1/2] geben kann. Die obige Ungleichung wiirde ndmlich 1 <
C|x|%1In(x) fiir jedes x € (0, 1/2] bedeuten, was unméglich ist, denn mit dem
Satz von I’Hospital erhalten wir

. . In(x) 1'Hosp. . 1/x . x“
lim |x|%In(x) = lim e rHosp- o %:- lim — = 0.
x—0t x—>0t x~¢ x>0t —ax %" r—0t o

Dies zeigt, dass die Funktion f nicht Holder-stetig ist.

Losung Aufgabe 89 Da die Funktion f : [a, b] — R nach Voraussetzung Holder-
stetig mit Holder-Exponent « > 1 ist, gibt es eine Zahl C > 0 derart, dass

lf(x)— fO| < Clx —y|*

fiir alle x, y € [a, b] gilt. Seien nun x, y € [a, b] mit x < y sowie n € N belie-
big gewihlt. Definieren wir §; = x + j(y — x)/n fiir jedes j € {0,...,n}, so
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folgt mit Hilfe der Dreiecksungleichung (!) und der Holder-Stetigkeit (!!) gerade
(Teleskopsumme beachten)

170 = FO =D &) = FE-| S S 16D - &0l S €Y1 — 1.
j=l1 j=1 j=1
Da aber offensichtlich §; — &; 1 = (y — x)/n fiir alle j € {0, ..., n} gilt, folgt
insgesamt

lfx) = fl = Cilé‘j —&jl* < Cilx —y*= ¢ lx — yI*.
= no nafl

Gehen wir jedoch in der obigen Ungleichung zum Grenzwert n — oo liber, so
konvergiert die rechte Seite wegen @ — 1 > 0 gegen Null und wir erhalten f(x) =
f(y).Dadiebeiden Elemente x und y beliebig waren, haben wir somit wie gewtinscht
bewiesen, dass die Funktion f konstant ist.

Anmerkung Alternativ kann man fiir x, y € [a, b] mit x # y aber auch

‘f(x)—f(y)
x—y

<Clx —y*!

verwenden. Geht man nun in der obigen Ungleichung zum Grenzwert fiir x — y
iiber, so konvergiert die linke Seite gegen | f'(x)| wihrend die rechte Seite wegen
a — 1 > 0 verschwindet. Mit dem Konstanzkriterium aus [3, Aufgabe 148] folgt
somit, dass die Funktion f konstant ist.

Losung Aufgabe 90 Die Aussage ist richtig. Um dies einzusehen wihlen wir
x,y € Rbeliebig. Ohne Einschrinkung nehmen wir dabei wie iiblich x < y an. Gilt
f(x)f(y) = 0, das heifit, die Funktionswerte haben das gleiche Vorzeichen (sind
also beide positiv oder beide negativ), so gibt es wegen der Holder-Stetigkeit von
| f| zum Holder-Exponenten « € (0, 1] eine Konstante C > 0 mit

1f ) = D= [If@I=1fWI| < Clx = y|*.

Haben die Funktionswerte hingegen unterschiedliches Vorzeichen, so folgt aus dem
Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen beziehungsweise dem Nullstellensatz von
Bolzano die Existenz einer Stelle £ € [x, y] mit f(§) = 0. Damit erhalten wir
zunéchst

1F) = FO = IF@I+ 1D < [IF @1 = 1FEI| + |1 FE1 =1 f DI

und somit wegen der Holder-Stetigkeit von | f| und x < £ < y gerade

[f) = fODI = Clx —§]" + ClE — y|* <2Clx — y|*.
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Dies zeigt wie gewiinscht die Holder-Stetigkeit der Funktion f.

Losung Aufgabe 91 Sei f : M — M’ eine beliebige Holder-stetige Funktion, das
heiflt, es gibt « > O und C > 0 mit

d'(f(x), f(») < Cd(x, y)* (22.5)

firallex, y € M.Seinune > 0. Setzen wir§ = (¢/C)'/*, sofolgt fiirallex, y € M
mit d(x, y) < § mit Hilfe der obigen Ungleichung

d'(f(x), f(3)) < Cd(x, y)* < C8* =e.
Wir haben somit wie gewiinscht gezeigt, dass die Funktion f gleichméBig stetig ist.
Anmerkung Streng genommen ist sogar C = 0 moglich. In diesem Fall ist die

Holder-stetige Funktion dann aber wegen Ungleichung (22.5) konstant und daher
automatisch gleichmiafBig stetig.



Losungen Kompaktheit und 2 3

Zusammenhang

Losung Aufgabe 92 Fiir diese Aufgabe werden wir drei verschiedene Losungs-
moglichkeiten entwickeln:

(a) A istbeschrinkt und abgeschlossen. Gemil} dem Satz von Heine-Borel ist die
Menge A = {a, € C | n € N} U {a} genau dann kompakt, falls sie sowohl
beschrinkt als auch abgeschlossen ist. Da die Folge (a,), < C jedoch nach
Voraussetzung konvergent und damit auch beschrénkt ist [3, Aufgabe 49], ist
A bereits beschriankt. Wir miissen uns daher lediglich noch tiberlegen, dass die
Menge A abgeschlossen ist, das heil3t, der Grenzwert jeder konvergenten Folge in
A liegt ebenfalls in A. Sei dazu (x,,), C A eine beliebige Folge mit lim,, x,, = x
und x € C. Wir iiberlegen uns nun, dass x € A gilt. Zur Ubersicht unterscheiden
wir dazu die beiden folgenden Fille:

(o) Es gibt einen Index N € N derart, dass x, = a fiir alle n > N gilt — die
Folge ist also ab dem Index N konstant a. Damit konvergiert die Folge
(xn)n gegen a und wegen der Eindeutigkeit des Grenzwerts (vgl. auch
Aufgabe 21) erhalten wir x = a und somit wie gewiinscht x € A.

(B) Fiir unendlich viele Indizes n € N gilt x,, # a. Gehen wir also zu einer
geeigneten Teilfolge (x, j) j von (x,), iiber, so konnen wir sogar x;, ; #*a
fir alle j € N gewihrleisten. Wegen (x,,); S A \ {a} gibt es somit zu
jedem j € NeinenIndex k; € Nmitx,; = ai,. Indem wir gegebenenfalls
zu einer wachsenden Teilfolge von (k;) ; € Niibergehen, sehen wir direkt,
dass die Folge (akj) ; eine Teilfolge von (ay), ist. Diese konvergiert aber
nach Voraussetzung gegen a, womit insbesondere auch (x,;); und (xn)n
diesen Grenzwert besitzen. In diesem Fall folgt also erneut x € A.

Damit haben wir wie gewiinscht gezeigt, dass die Menge A kompakt ist.
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23 Loésungen Kompaktheit und Zusammenhang

(b)

(©)

A ist iiberdeckungskompakt. Wir iiberlegen uns, dass die Menge A iiberde-
ckungskompakt (kompakt) ist. Sei dazu (O))aeca eine offene iiberdeckung von
A, das heif3t, jede Menge O, C C ist offen und es gilt zudem

AC U 0;. (23.1)
LEA

Um nachzuweisen, dass A liberdeckungskompakt ist, miissen wir zeigen, dass
sich A lediglich durch endlich viele der offenen Mengen iiberdecken lésst (end-
liche Teiliiberdeckung). Zunichst gibt es wegen GI. (23.1) einen Index Ag € A
mita € Oy,. Damitist a ein innerer Punkt der offenen Menge O,,,, weshalb wir
eine Zahl ¢ > 0 mit B¢(a) € O,, finden. Wie iiblich bezeichnet dabei B, (a)
die offene Kugel um a mit Radius ¢. Da die Folge (a,), nach Voraussetzung
gegen a konvergiert gibt es definitionsgeméB eine natiirliche Zahl N € N, die
von ¢ abhingt, mit |a, — a| < ¢ beziehungsweise a, € B¢(a) fiir allen > N.
Das bedeutet aber gerade a, € O, fiir alle n > N — bis auf endlich viele Fol-
genglieder liegen also alle Glieder in der offenen Menge O;,,. SchlieBlich finden
wir wegen Gl.(23.1) zu jedem j € {1,..., N — 1} einen Index A; € A und eine
offene Menge O,, i mita; € O;, i Schreiben wir nun

A={ay,...,an_1}U{a, €e C|n e Nmitn > N}U {a},

so folgt mit unseren Uberlegungen wie gewiinscht
N-1
AC U 05, U Oy,
j=1

das heif3t, wir haben eine endliche Teiliiberdeckung der Menge A gefunden.

A ist Folgen-kompakt. In diesem Teil werden wir beweisen, dass die Menge

A Folgen-kompakt (kompakt) ist. Dazu miissen wir zeigen, dass jede Folge aus

A eine konvergente Teilfolge besitzt. Sei dazu (x,), C A eine beliebige Folge.

Wir unterscheiden die beiden folgenden Fille:

() Die Folge nimmt einen Wert in A beliebig oft an. Somit besitzt die Folge
(xn)n automatisch eine konstante Teilfolge, die offensichtlich konvergent
ist. In diesem Fall ist also nicht viel zu zeigen.

(B) Die Folge nimmt jeden Wert aus A nur endlich oft an. Definieren wir fiir
k € Ndie Menge Ay = {a; € C| j € {1,...,k}}, so gibt es zu jedem
k € N mindestens einen Index Ny € N mita, ¢ Ay, fiir alle n > N.
Sei nun ¢ > 0 beliebig. Da die Folge (a,), nach Voraussetzung gegen a
konvergiert, gibt es K € N mit |a, — a| < ¢ fiirallen > K. Fiirn > Ng
folgt somit

|Xn —al = lan —al <,

das heift, die Teilfolge (x,), konvergiert ebenfalls gegen a.
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Die beiden obigen Fille beweisen somit wie gewiinscht, dass die Menge A
Folgen-kompakt ist.

Losung Aufgabe 93 In dieser Aufgabe werden wir den Satz von Heine-Borel zur
Charakterisierung kompakter Mengen verwenden. Dieser besagt, dass eine Teil-
menge von R genau dann kompakt ist, wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist.
Setzen wir M = max{|a|, |b|}, so folgt fiir jedes x € [a, b] automatisch |x| < M,
womit wir bereits gezeigt haben, dass die Menge [a, b] beschridnkt ist. Sei nun
(xn)n < [a, b] eine beliebige konvergente Folge mitlim,, x, = x. Um nachzuweisen,
dass das Intervall [a, b] abgeschlossen ist, miissen wir x € [a, b], alsoa < x <D
nachweisen. Da x,, € [a, b], alsoa < x,, < b, fiir jedes n € N gilt, folgt mit dem
Sandwich-Kriterium fiir Folgen [3, Aufgabe 38 (d)] beim Grenziibergang n — +00
gerade a < lim, x,, < b und daher wie gewlinscht x € [a, b]. Das Intervall [a, b] ist
somit kompakt.

Losung Aufgabe 94 Zur Charakterisierung kompakter Mengen werden wir die drei-
dimensionale Version des Satzes von Heine-Borel verwenden: Eine Teilmenge des
R3 ist genau dann kompakt, wenn sie gleichzeitig abgeschlossen und beschrinkt
ist [2, 3.5 Theorem]. Insbesondere kann damit eine unbeschriankte oder nicht abge-
schlossene Menge im R3 auch nicht kompakt sein.

(a) Wir iiberlegen uns zunichst, dass die Menge M; beschrinkt ist. Gemal der
Definition der Menge folgt fiir jedes Element x € M gerade x16 + 3x§ + ng <
1, was insbesondere x16 <1, x% < 1/3 sowie x%‘ < 1/2 impliziert. Durch

Waurzelziehen erhalten wir somit gerade

1 1
2 2 2
xi<1, x3<- und xj<—,
1 2 3 3 \/E
womit schlieBlich
1
IxI3=x}+x3+x3 <14+ -4—<3

3 V2

folgt. Die Menge M ist demnach beschrinkt. Um weiter nachzuweisen, dass
M abgeschlossen ist, wihlen wir zunichst eine beliebige aber konvergente
Folge (x"), € Mj mit x" = (x{,x3,x3)7 fiir n € N, deren Grenzwert wir
mit x = (x1,x2,x3)7T € R bezeichnen. Dabei ist die Menge M| genau dann
abgeschlossen, wenn wir zeigen konnen, dass der Grenzwert x ebenfalls in M
liegt. Da die Glieder der Folge in M| liegen, gilt zunéchst fiir jedes n € N

()" +3 ()" +2(x2) < 1.
Da (x"), gegen x konvergiert, wissen wir jedoch auch, dass die drei Komponen-

tenfolgen (x;.’)n C R jeweils gegen x; € R konvergieren, wobei j € {1, 2, 3}.
Es ist daher moglich in der obigen Ungleichung zum Grenzwert n — 400
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iiberzugehen, sodass wir mit den Grenzwertsidtzen fiir konvergente Folgen
xlﬁ + 3x§ + 2x§ < 1, also gerade x € M erhalten. Wir haben somit bewiesen,
dass M| zudem abgeschlossen und folglich kompakt ist.

(b) Zur Ubersicht unterteilen wir diese Losung in zwei Teile:

(@)

02

Wir iiberlegen uns nun, dass die Menge M» unbeschréinkt und damit nicht
kompakt ist. Dazu betrachten wir beispielsweise die dreidimensionale
Folge (x™), € R mit x" = (n, 0, 0)T. Offensichtlich gilt x” € M, fiir
jedes n € N. Wegen ||x"||; = n fiir n € Nund lim, ||x"||; = +o00, kann
die Menge M> nicht beschrinkt sein, da es zu jeder beliebig vorgegeben
Schranke M > O stets ein Folgenglied gibt, dessen Norm groBer als M ist.
Somit ist die Menge M; unbeschrinkt und folglich auch nicht kompakt.
Um die Kompaktheit der Menge zu widerlegen, geniigt es nachzuweisen,
dass M3 nicht abgeschlossen ist. Dazu werden wir eine Folge konstruieren,
die vollstdndig in M3 liegt und deren Grenzwert nicht mehr in der Menge
selbst liegt. Eine solche Folge ist beispielsweise durch (x™), € R mit
x" =(0,2—1/n, 1)T gegeben. Wegen

1\2
—1<xf, x5<2 und ||x”||%:<2——> +1 <11
n

fiir alle n € N liegt die Folge (x"), in M3. Jedoch konvergiert diese
offensichtlich gegen x = (x1, x2, x3)T = (0, 2, 1)T und die zweite Kom-
ponente des Grenzvektors geniigt nicht der Bedingung x> < 2. Somit folgt
x ¢ M3 was zeigt, dass die Menge nicht abgeschlossen und damit auch
nicht kompakt sein kein.

Anmerkung. Man kann der Menge M3 = {x e R® | —1 < x1, x» < 2, ||x||% <
+/ 11} formlich ansehen, dass sie nicht abgeschlossen (und damit auch nicht
kompakt ist), da die zweite Ungleichung x, < 2 strikt ist.

Losung Aufgabe 95

(a) Die Menge M ist im Fall d = 1 kompakt. Dann gilt nimlich M; = {1} und
diese endliche Menge ist wegen Aufgabe 100 bereits kompakt. Sei nun d > 2.
In diesem Fall ist die Menge M jedoch nicht kompakt. Wir definieren dazu
die Folge (x"), € R4 mit x" = (n,1/n,1,..., DT fiir n € N. Offensichtlich

liegt jedes Folgenglied in M. Weiter gilt aber auch ||x"||.c = n und somit
lim, ||x"||cc = 400. Damit kann die Menge M| nicht beschrinkt sein, da es
keine reelle Zahl M > 0 so geben kann, dass ||x||c < M fiir alle Elemente

x aus M, gilt. Insbesondere kann M; gemidBl dem Satz von Heine-Borel nicht
kompakt sein.

(b) Die Menge M, ist nicht kompakt. Wir iiberlegen uns dazu, dass M, nicht
abgeschlossen ist. Dafiir betrachten wir die Folge (x"), < RY mit x" =
(1/m,0,...,0)T fir n € N. Wegen ||x"|| = 1/n sehen wir sofort x" € M
fiir jedes n € N. Jedoch konvergiert die Folge (x"), gegen den Nullvektor im
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R4, der offensichtlich nicht in M liegt. Wir haben somit eine (konvergente)
Folge in M, gefunden, deren Grenzwert nicht zur Menge M gehort. Dies zeigt,
dass die Menge M> nicht abgeschlossen und damit auch nicht kompakt ist.

(c) Die Menge M3 ist kompakt. Die Menge ist offensichtlich beschrinkt, denn fiir
alle x € Mj gilt ||x|l2 = 1. Sei nun (x"), eine beliebige Folge in M3 mit
lim,, x* = x und x € R?. Dadie Normfunktion |- || : R — R gemif Aufgabe
64 stetig ist, impliziert dies gerade lim, ||x" |2 = |lx|l2 = 1. Damit folgt, dass
die Menge M3 abgeschlossen ist, womit wir insgesamt gezeigt haben, dass die
Menge M3 kompakt ist (Satz von Heine-Borel beachten).

Losung Aufgabe 96 Wir iiberlegen uns nun, dass der topologische Raum (X, 7),
ausgestattet mit der kofiniten Topologie

T={ACX|A=0@oder X\ A istendlich},

kompakt ist. Dazu miissen wir beweisen, dass jede offene Uberdeckung von X eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt. Sei also (A;),ca eine offene Uberdeckung von
X, das heilit, fiir jedes 1 € A gilt A, € T und

X = U A;. (23.2)
AeA

Sei nun Ag € A beliebig mit A, # ¥. Offensichtlich gilt X = A;, U (X \ Ayx,).
Da A, aber offen ist, also zu T gehort, wissen wir bereits, dass das Komplement
X \ A;, eine endliche Menge ist. Wir finden also eine Zahl n € N und Elemente

Xl, .., X, € X mit X \ Ay, = {x1,...,x,}. Wegen GI.(23.2) gibt es dann aber
auch offene Mengen A;,,..., A;, € tmitAy,..., A, € Aund x; € A;\j fiir
j €{1,..., n}. Insgesamt erhalten wir damit gerade

n
X = A5 U(X\Az) =ApUlxr,....x) S A U A
j=1

das heif3t, wir haben eine endliche Teiliiberdeckung von offene Mengen gefunden.
Somit ist der topologische Raum (X, ) wie behauptet kompakt.

Losung Aufgabe 97 Seien (M, d) ein beliebiger metrischer Raum und (A;)yea
eine offene Uberdeckung der leeren Menge, das heiBt, die Menge A, ist fiir jedes
A € A offen in M und es gilt zudem

W C UA)“

reA

Da die leere Menge aber Teilmenge jeder Menge ist, gilt fiir jeden beliebig gewihlten
Index Ag € A bereits § € A,,. Wir haben somit eine endliche Teiliiberdeckung
gefunden, womit wie gewiinscht folgt, dass ¥ kompakt ist.
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Losung Aufgabe 98 Im Folgenden iiberlegen wir uns, dass eine Teilmenge von M
genau dann kompakt ist, wenn sie endlich ist. Sei also A € M eine beliebige kom-
pakte Menge. Wir wissen bereits aus der Losung von Aufgabe 26 (c), dass beziiglich
der diskreten Metrik jede Teilmenge von M offen ist. Damit ist das Mengensystem
{{a} € M | a € A} eine offene Uberdeckung von A, denn es gilt trivialer Weise

A= J{a).

acA

Wir sehen somit, dass es genau dann eine endliche Teilliberdeckung, also eine Uber-
deckung mit endlich vielen Mengen der Form {a} mita € A, geben kann, wenn die
Menge A selbst endlich ist.

Losung Aufgabe 99 Die Menge A ist offensichtlich nichtleer, denn wegend (a, b) <
1,d(a,a) = 0und d(b,b) = 0 geltena € A und b € A. Da der metrische Raum
(M, d) nach Voraussetzung kompakt ist, geniigt es nachzuweisen, dass A abge-
schlossen ist. Da die Metrik d : M x M — R wegen Aufgabe 63 stetig ist, sind auch
die beiden Funktionen f,, fp : M — R mit f,(x) = d(x,a) und fp(x) = d(b, x)
stetig. Ist nun (x,), € A eine konvergente Folge mit lim, x, = x und x € M, so
bedeutet dies gerade

Jaxn) + fo(xn) =d(xp,a) +d (b, x,) <1

fiir alle n € N. Gehen wir nun in der obigen Ungleichung zum Grenzwert n — 400
iiber, so erhalten wir wegen der Stetigkeit der beiden Funktionen

fax) + fo(x) =d(x,a) +db,x) < 1.

Das bedeutet aber gerade, dass der Grenzwert x der Folge in A liegt. Wir haben
somit wie gewiinscht nachgewiesen, dass die Menge A abgeschlossen und folglich
kompakt ist.

Losung Aufgabe 100 Fiir diese Aufgabe prisentieren wir zwei verschiedene
Losungswege:

(a) A ist Folgen-kompakt. Sei A eine endliche Menge im normierten Raum (X, || -
|lx), das heift, es gibt eine natiirliche Zahl k¥ € Nund Elemente ay, ..., a; € X
mit A = {ay, ..., a}. Sei nun (x,), € A eine beliebige Folge. Dann muss
mindestens eines der Elemente ay, ..., a; beliebig oft in der Folge auftauchen
— andernfalls wire die Folge endlich. Ohne Einschrinkung sei dies das Element
ai. Bezeichnen wir nun mit (xnj) ;j die konstante Teilfolge mit Xn; = Gk fiir
alle j € N, so konvergiert diese natiirlich gegen ax. Wir sehen somit, dass
jede Folge in A eine konvergente Teilfolge besitzt, das heif3it, die Menge A ist
Folgen-kompakt (und damit gerade kompakt).
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(b) A ist iiberdeckungskompakt. Ahnlich wie in Teil (a) dieser Losung schreiben
wir A = {ay,...,ax} mitk € Nund ay,...,a;r € X. Sei nun (A,),ca €ine
offene Uberdeckung von A, das heiBt, jede Menge A; C X ist offen und es gilt
A C U, cp As. Damit liegt offensichtlich jedes Element aus A auch in mindes-
tens einer Menge der Uberdeckung (A;)iea. Zu jedem Index j € {1,...,k}
finden wirdemnach 2 ; € A mita; € A, ;. Insgesamt erhalten wir damit schlief3-
lich

k
A={ay,...,ax} C UA)‘J”
j=1

womit wir eine endliche Teiliiberdeckung der Menge A gefunden haben. Somit
folgt wie gewiinscht, dass A iiberdeckungskompakt, also kompakt, ist.

Losung Aufgabe 101

(a) Die abgeschlossene Einheitskugel B1(0) = {f € CUO, ILR) [ 1 fllee = 1}
ist offensichtlich beschrinkt, da fiir jede Funktion f € B1(0) nach Definition
bereits || f|loo < 1 gilt. Weiter wissen wir aus Aufgabe 64, dass die Supremums-

norm || - |0 : C([0, 1], R) — R eine stetige Funktion ist. Weiter ldsst sich die
Einheitskugel als

B1(0) = | - =10, 11)

schreiben. Somit folgt, dass die Kugel als Urbild der abgeschlossenen Menge
[0, 1] ebenfalls abgeschlossen ist — der Beweis dieser Aussage erfolgt dhnlich
wie der von Aufgabe 74. Alternativ kann man die Folgen-Abgeschlossenheit
von B1(0) aber auch dhnlich wie in Aufgabe 99 zeigen.

(b) Wir iiberlegen uns nun, dass die Menge B1(0) nicht Folgen-kompakt ist. Dazu
geniigt es eine Funktionenfolge ( f,), € Bj(0) anzugeben, die keine in C ([0, 1],
R) konvergente Teilfolge besitzt. Dazu untersuchen wir die Folge (f};), mit
fn(x) = x". Offensichtlich ist die Funktion f,, : [0, 1] — R fiir jedes n € N

stetig und es gilt

| falloo = sup fu(x) = sup x"=1,
x€[0,1] x€[0,1]

also f, € §1(0). Weiter folgen fiir jedes x € [0, 1)

lim f,(x)= lim x"=0
n——+00 n——+00

und lim, f,(1) = 1, das heifit, die Funktionenfolge ( f;), konvergiert punkt-
weise gegen die Grenzfunktion f : [0, 1] — R mit

0, xe[0,1)

Feo= {1, x=1.
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Diese ist jedoch offensichtlich unstetig, sodass die Konvergenz nicht gleich-
mifBig sein kann [3, Aufgabe 220]. Daher konvergiert die Folge ( f;;), nicht in
C([0, 1], R), womit es insbesondere auch keine konvergente Teilfolge geben
kann. Wir haben somit wie gewiinscht gezeigt, dass die Einheitskugel in
C([0, 1], R) nicht kompakt ist.

Anmerkung Das obige Beispiel zeigt, dass der Satz von Heine-Borel im Allgemei-
nen nicht in unendlichdimensionalen Riumen giiltig ist. Obwohl die Menge B (0)
sowohl beschriinkt als auch abgeschlossen ist, haben wir in Teil (b) dennoch nach-
weisen konnen, dass die Kugel nicht Folgen-kompakt ist.

Losung Aufgabe 102 Wir beweisen die Aussage in zwei Schritten:

(a)

(b)

Wir betrachten zuerst den Fall, dass die Funktion f : [a, b] — R stetig ist.
Damit folgt insbesondere auch, dass die Funktion

F:la,b] > R> mit Fx)=(, f(x)T

stetig ist, da beiden Koordinatenfunktionen offensichtlich stetig sind. Aus Auf-
gabe 93 wissen wir bereits, dass das abgeschlossene Intervall [a, b] kompakt ist.
Somit ist wie gewiinscht auch die Bildmenge

F(la,b]) = {F(x) e R* | x € [a, b} = {(x, f(x)T € R* | x € [a,b]} = G

als Bild einer stetigen Funktion kompakt (vgl. Aufgabe 77).

Wir untersuchen nun umgekehrt den Fall, dass der Graph Gy der Funktion
f : [a,b] — R eine kompakte Teilmenge des R2 ist. Sei weiter (x,), <
[a, b] eine konvergente Folge mit lim, x, = x und x € [a, b]. Falls wir
lim, f(x,) = f(x) zeigen konnen, so ist die Funktion f im Punkt x ste-
tig. Angenommen, es gilt lim, f(x,) # f(x). Dann konvergiert ebenso auch
nicht die zweidimensionale Folge ((x,, f(x,))T), gegen den Vektor (x, f(x))T.
Wegen der Folgen-Kompaktheit von G ; finden wir eine konvergente Teilfolge
((xn;, f(xn;))T);, deren Grenzwert wir mit (x", y)T € Gy bezeichnen —insbe-
sondere gilt (x', y)T # (x, f(x))T. Jedoch ist (x,,) ; eine Teilfolge von (x,)n,
sodass wegen der Eindeutigkeit des Grenzwerts (vgl. auch Aufgabe 21) x = x’
folgt. Wegen (x’, y)T € G s erhalten wir aber auch y’ = f(x’) = f(x) und
somit (x’, y)T = (x, f(x))T, was offensichtlich ein Widersprich ist. Somit gilt
wie gewiinscht lim,, f(x;) = f(x), also ist die Funktion f stetig.

Losung Aufgabe 103 Fiir diese Aufgabe prisentieren wir zwei verschiedene
Losungsmoglichkeiten:

(a)

C ist beschrinkt und abgeschlossen. Da die Menge C; nach Voraussetzung
eine beschriinkte Teilmenge des R ist, ist somit auch jede Teilmenge — insbe-
sondere auch C — beschrinkt. Gemif3 dem Satz von Heine-Borel zur Charakte-
risierung kompakter Mengen im R miissen wir uns also nur noch iiberlegen,
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(b)

dass C abgeschlossen ist. Zunidchst folgt mit dem de-morganschen Gesetz (!)
gerade

RO C =R\ J ¢ 2 M@\ Cp.

j=1 j=1

Da jede Menge C; aber nach Voraussetzung kompakt und damit insbesondere
abgeschlossen ist, ist folglich auch jede der Mengen R? \ C ; offen. Wegen einer
Folgerung aus Aufgabe 31 (a) ist damit R\ C als Schnitt von endlich vielen offe-
nen Mengen ebenfalls offen — beachten Sie, dass eine Menge genau dann offen
ist, wenn Sie mit ihrem Inneren iibereinstimmt. Dies zeigt die Abgeschlossenheit
der Menge C, womit diese wegen unseren Voriiberlegungen kompakt ist.

C ist iiberdeckungskompakt. Wir gehen dhnlich wie in den Losungen der
Aufgaben 97 und 98 vor. Sei also (A;);ca eine beliebige offene Uberdeckung
von C. Da nach Voraussetzung jede der Mengen C; € C kompakt ist, gibt es
zu jedem j € {1,...,n} eine endliche (!) Indexmenge A; € A sowie offene

Mengen Ai fiir A € A mit

Cj - U A{.
)\EAJ'

Insgesamt folgt somit gerade
n n .
c=UecU U
j=1 j=1xeA;

das heif3t, wir haben nachgewiesen, dass sich die Menge C durch endlich viele
offene Mengen aus (A} ),ex iiberdecken ldsst. Daher ist C kompakt.

Losung Aufgabe 104 Eine Funktion f : X — Y zwischen den zwei topologi-
schen Raumen (X, tx) und (Y, ty) heiflit abgeschlossen, falls fiir jede abgeschlos-
sene Menge A € X die Bildmenge f(A) in Y abgeschlossen ist. Sei nun A € X
abgeschlossen. Da X nach Voraussetzung kompakt ist, folgt dass auch A kompakt
ist. Wegen Aufgabe 77 ist damit auch das Bild f(A) der stetigen Funktion f kom-
pakt. Jedoch ist ¥ ein Hausdorff-Raum, sodass kompakte Mengen automatisch auch
abgeschlossen sind. Damit ist die Behauptung gezeigt.

Losung Aufgabe 105 Wir beweisen das Cantorsche Durchschnittsprinzip mit einem
Widerspruchsbeweis. Wir nehmen dazu an, dass der Durchschnitt C = (1), C
aller Mengen leer wire. Setzen wir A, = C; \ C, fiir n € N, so folgt wegen der
getroffenen Annahme C = ) gerade

Ua=Uci\co=a\[(a=ci\c=ci.

neN neN neN
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Da C,, kompakt ist, ist A, fiir jedes n € N offen. Somit ist das Mengensystem
(Ap)nen eine offene Uberdeckung der kompakten Menge C1. Wir finden somit eine
endliche Indexmenge {Aq, ..., At} € N, wobei k € N eine natiirliche Zahl ist, mit

k
C = U A)L_/..
j=1

Wir nehmen dabei ohne Einschrinkung an, dass A} < ... < X gilt. Damit folgt aber
wegen C); 2 ... D (C;, gerade A, C ... € A;, und weiter Ul;zl ij = Ay,
also C| = Ay, . Dies ist aber unmdoglich, denn wir erhalten den Widerspruch

P#Cy, =Ci\(C1\Cy) =Ci1\ Ay, =C1\C1 =0.

Also ist die getroffene Annahme falsch und es gilt wie gewiinscht

() Cn#0.

neN

Losung Aufgabe 106 Seien (x,), € M eine beliebig gewihlte Cauchy-Folge und
e > 0, das heilit, es existiert eine natiirliche Zahl N € N mit d(x,, x,,) < &/2 fiir
alle m, n > Njp. Da jeder kompakte metrische Raum insbesondere Folgen-kompakt
ist, existiert eine konvergente Teilfolge (x,;); mit Grenzwert x € M. Wir finden
also N € N mit d(xn/., x) < g/2fiiralle j > Nj. Fiir N = max{Nj, N,} folgt dann
wegen der Dreiecksungleichung

&

£
d(xp, x) <d(x,, xy) +dxy, x) < 5 + 5

also d(x,, x) < ¢ fiir alle n > N. Wir haben somit nachgewiesen, dass die Cauchy-
Folge (x,), gegen x € M konvergiert was beweist, dass der metrische Raum (M, d)
vollstindig ist.

Losung Aufgabe 107 Da die Funktion f : M — R nach Voraussetzung stetig und
M kompakt ist, wissen wir bereits aus Aufgabe 77, dass das Bild f(M) = {f(x) €
R | x € M} ebenfalls kompakt ist. Insbesondere ist die Menge f(M) aber auch
beschrinkt (Satz von Heine-Borel), sodass wegen dem Vollstandigkeitsaxiom der
reellen Zahlen die beiden reellen Zahlen

a=inf f(x) und B =sup f(x)
xeM xXeM

existieren — o« = £o00 oder f = o0 ist also unmdoglich. Wir wissen aber aufgrund
des Satzes von Heine-Borel, dass f (M) auch abgeschlossen ist. Wir konnen daher
oben sogar das Infimum durch das Minimum beziehungsweise das Supremum durch
das Maximum ersetzen, das heifit, es gibt Stellen x € M (Minimum) mit ¢ =
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f(x) = mingepy f(x) sowie X € M (Maximum) mit 8 = f(X) = maxXyepm f(x).
Wir erhalten demnach wie gewiinscht

Fx) = fx) = f(X)
fiir alle x € M.

Losung Aufgabe 108 Definieren wir A, = [—n,n] fiir n € N, so ist jede der
Mengen wegen Aufgabe 93 kompakt. Die Vereinigung

UAn:R

neN

aller Mengen ist aber offensichtlich nicht kompakt (Satz von Heine-Borel), da R
nicht beschrinkt ist.

Losung Aufgabe 109 Wir betrachten die Funktion f : R \ {0} — S9! mit
f(x) = x/||x|l2, die jeden Vektor im R? \ {0} so streckt beziehungsweise staucht,
dass der resultierende Vektor die Euklidische Norm 1 besitzt. Die Funktion ist wohl-
erklirt, denn fiir jedes x € R? \ {0} gilt mit dem zweiten Norm-Axiom (absolute
Homogenitit)

X
llx1l2

_lixllz
2 xll2

also x/||x|» € S¢~!. Weiter ist f wegen Aufgabe 83 stetig. Wir iiberlegen uns nun
zum Schluss, dass die Funktion f surjektiv ist. Dazu wihlen wir y € S9! beliebig.
Setzen wir x, = ry fiir r > 0, so folgt wegen || y|>» = 1 wie gewiinscht

ry ry ry
f(xr) = = = — :y
lryllz rliylla 7

Da jedoch das stetige Bild der wegzusammenhingenden Menge R \ {0} wegzusam-
menhédngend ist (vgl. auch Teil (b) in der Losung von Aufgabe 116), haben wir wie
gewiinscht nachgewiesen, dass die Einheitssphire $~! wegzusammenhingend ist.

Losung Aufgabe 110 Sei A eine sternférmige Teilmenge des normierten Raumes
(X, |l - llx), das heif}t, es gibt ein sogenanntes Zentrum z € A derart, dass fiir alle
x € A die Verbindungsstrecke zx = {tx + (1 —t)z € X | t € [0, 1]} vollstindig
in A liegt. Seien nun a,b € A beliebig gewidhlt. Um zu zeigen, dass die Menge
A wegzusammenhingend ist, miissen wir einen stetigen Weg y : [o, ] — A mit
y(a) = a und y(B) = b konstruieren. Dazu betrachten wir zunichst die beiden
stetigen Wege y1, y2 : [0, 1] > Amity;(t) = tz+(1—t)aund y»(¢) = th+(1—1)z,
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die a und z beziehungsweise z und b durch eine Gerade verbinden. Definieren wir
nun den zusammengesetzten Weg y : [0, 2] — A durch

_ )tz + (1 =1, t €[0,1]
rO=nO&rO=1 i e—nz el

so folgen offensichtlich y (0) = a und y(2) = b. Der Weg y ist aber auch stetig, da
y1 und y; stetig sind und

lim y(t) = lim tz+4+ (1 —t)a =y(1), lim y()= lim (¢t — Db+ 2—-1t)z=yp(1)
t—1- =1~ t—1+ t—1+

gelten. Wir haben somit bewiesen, dass sich jedes beliebige Paar von Elementen in

A durch einen stetigen Weg verbinden ldsst, der vollstindig in der Menge liegt. Dies

zeigt, dass die Menge A wegzusammenhingend ist.

Losung Aufgabe 111 Zur Ubersicht unterteilen wir die Losung dieser Aufgabe in
mehrere Teile:

(a) Einelementige Teilmengen sind zusammenhéngend. Zunichst iiberlegen wir
uns, dass jede einelementige Menge in einem (beliebigen) topologischen Raum
(X, ) zusammenhiéngend ist. Seien also A C X eine Menge mit genau einem
Element und O1, O> C X offene Mengen mit O1 # @, O> # @und O1 N Oy =
. Damit besteht die Vereinigung O; U O, automatisch aus mindestens zwei
(verschiedenen) Elementen, womit offensichtlich stets A # O U O gilt — A
besteht ja nur aus einem Element. Somit ist jede einelementige Menge A wie
behauptet zusammenhingend.

(b) Teilmengen mit mehr als zwei Elementen sind nicht zusammenhingend. Wir
betrachten nun Q mit der iiblichen Topologie. Aus Teil (a) wissen wir bereits,
dass jede einelementige Teilmenge von Q zusammenhéngend ist. Da die leere
Menge offensichtlich nicht zusammenhingend ist, miissen wir folglich noch alle
Teilmengen von QQ untersuchen, die zwei oder mehr Elemente besitzen. Wir wer-
den uns nun auf zwei verschiedene Weisen iiberlegen, dass solche Teilmengen
von QQ nicht zusammenhéngend sein konnen.

() Seialso A € Q eine Teilmenge mit mindestens zwei Elementen. Wir
konnen somitx, y € Amitx # yfinden. Wir nehmen ohne Einschrinkung
x < y an. Wegen der Vollstiandigkeit der reellen Zahlen finden wir dann
& e Rmitx < & < y. Setzen wir also

Oi={xeA|lx<£& ud Or={xecAl|x>E}

so sind die Mengen O; und O3 nichtleer und disjunkt sowie beziiglich
der Teilraumtopologie von R offen. Da jedoch A = O U O, gilt, haben
wir somit wie gewiinscht gezeigt, dass jede Menge mit mindestens zwei
Elementen nicht zusammenhéngend sein kann.
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(B) Alternativ kdénnen wir auch die folgende niitzliche Charakterisierung aus
Aufgabe 114 verwenden: Eine Teilmenge A € Q ist genau dann nicht
zusammenhingend, falls es eine stetige Abbildung f : A — {0, 1} gibt,
die nicht konstant und damit gerade surjektiv ist. Dabei wird die Menge
{0, 1} mit der diskreten Topologie 7; = P ({0, 1}) ausgestattet (vgl. erneut
Aufgabe 114). Wir wihlen dazu wieder eine beliebige Teilmenge A von
Q, die mindestens zwei Elemente enthilt. Ist y € A beliebig, so definieren
wir die Abbildung f : A — {0, 1} durch

0, x=y

[ = :1’ 2y
Der Losung von Aufgabe 114 folgend sehen wir, dass f stetig ist, da das
Urbild jeder offenen Teilmenge von {0, 1} wieder eine offene Menge in
Q ist (vgl. auch Aufgabe 74). Da es laut Voraussetzung mindestens ein
Element y’ € A mit y’ # y gibt, ist die Abbildung wegen f(y) = 0 und
f (") = 1 nicht konstant und wir erhalten wie gewiinscht, dass die Menge
A nicht zusammenhéngend ist.

Insgesamt haben wir in den Teilen (a) und (b) nachgewiesen, dass eine Teilmenge

von Q genau dann zusammenhéngend ist, wenn sie einelementig ist.

Losung Aufgabe 112

(a) Die Menge A1 beschreibt einen Kreisring mit Innenradius ; = 1 und AuBlen-
radius r, = +/3. Wihlen wir nun x,y € A; mit x # y beliebig, so lassen
sich die beiden Punkte wie folgt stetig verbinden: Bewege den Punkt x so lange
(stetig) auf einem konzentrischen Kreis, bis x auf der Geraden durch y und 0
und zudem im gleichen Quadranten wie y liegt. Verschiebe dann den so resul-
tierenden Punkt (stetig) auf der Geraden in Richtung des Punktes y. Die so
beschriebene Methode beschreibt also eine stetige Abbildung des Punktes x auf
v, die vollstindig in A; liegt. Somit ist die Menge A; wegzusammenhingend
und damit auch zusammenhéngend [1, 4.8 Satz].

(b) Man kann sich die Menge A, wie ein dichtes Gitter im R? vorstellen. Wir
tiberlegen uns nun, dass A, wegzusammenhingend ist. Dazu wihlen wir x, y €
Ao mit x # y beliebig. Wir nehmen dabei ohne Einschrinkung x; € Q, xp ¢ Q,
vi ¢ Q, y» € Qsowie x; < y; und x» < y» an — alle verbleibenden Fille
lassen sich auf analoge Weise behandeln. Anschaulich kann man nun auf dem
Gitter wandernd von x zu y gelangen, indem man von x aus senkrecht nach
oben bis y, und dann bis y; nach rechts geht. Wir definieren dazu die Funktion
y : [0, 1] - A mit

V(1) = (x1, x2 4 2t(y2 — x2))7, 1 €0,1/2]
(1 + @t = Dy —x1), y2)T, te(1/2,1].
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(©)

Offensichtlich gelten y(0) = x und y(1) = y. Weiter ist es nicht schwer
einzusehen, dass die Funktion y stetig ist (vgl. die Losung von Aufgabe 110).
Somit ist die Menge A, wegzusammenhingend und folglich zusammenhingend
[1, 4.8 Satz].

Wir betrachten die Menge A3 = {x € R*> | x; € Qundx, € Q) = Q%
Angenommen A3 wire zusammenhingend. Da die Projektion proj : Q> — Q
mit proj(x, y) = x bekanntlich stetig ist, wire folglich auch proj(Q?) = Q
zusammenhingend, was jedoch wegen der Losung von Aufgabe 111 (Charakte-
risierung der zusammenhizngenden Teilmengen von Q) nicht der Fall ist. Damit
kann Q2 nicht zusammenhiingend sein. Genauso ist A3 aber auch nicht wegzu-
sammenhéngend, da Q nicht wegzusammenhingend ist. Sind ndmlich x, y € Q
mit x < y beliebig gewihlt, so kann es beispielsweise keine stetige Funktion
y :[0,1] > Qmit y(0) = 1 und y (1) = 2 geben. Wegen y (0) < V2 < y (1)
wiirde dann gemiiB dem Zwischenwertsatz eine Stelle £ € [0, 1] mit y (§) = /2
existieren. Das ist aber nicht moglich, denn die Funktion y nimmt lediglich Werte
in Q an und es gilt v/2 € R\ Q [3, Aufgabe 6].

Losung Aufgabe 113

(a)

(b)

Die Menge A = {(x, y)T € R2 |0 <x <1, y=sin(l/x)} ist als Graph
der stetigen Funktion f : (0,1] — R mit f(x) = sin(1/x) offensichtlich
wegzusammenhédngend und folglich zusammenhingend [1, 4.8 Satz].

Im Folgenden werden wir die Inklusionen AC SundS C A zeigen. Dies

beweist dann gerade A = S. Zur Ubersicht weisen wir die beiden Inklusionen

in zwei Schritten nach.

(o) Wir zeigen zuerst A C S. Da trivialer Weise wegen S = A U B bereits
A C S gilt, miissen wir uns lediglich {iberlegen, dass die Menge S abge-
schlossen ist. Wegen Aufgabe 32 (b) impliziert dies nimlich A C S sowie
S = S. Sei also ((xn, yn)T)n S S eine beliebige konvergente Folge
mit lim, (x,, y,)T = (x,y)T und (x, y)T € RZ Wegen x, > 0 und
yn € [—1, 1] fiir alle n € N folgen bereits x > O und y € [—1, 1]. Gilt
x = 0, so folgt (x, )T € B und wir sind fertig, da somit der Grenz-
wert insbesondere in S liegt. Falls jedoch x > 0 gilt, so finden wir wegen
lim, x, = x einen Index N € N mit x, > O fiir alle » > N. Somit
folgt (x,,, y,)T € A, also y, = sin(1/x,), fiir alle n > N. Die Funktion
(0, 1] = R, x > sin(1/x) ist jedoch stetig (!), womit wir insgesamt

1 1 1
y= lim y,= lim sin <—> O sin ( lim —) = sin (—)
n—+00 n—-+00 Xn n—+400 Xy X

und folglich (x, y)T € § erhalten. Wir haben somit wie gewiinscht gezeigt,
dass die Menge S abgeschlossen ist. Dies zeigt die erste Inklusion.

(8) Nun zeigen wir § € A. Wir miissen uns dazu iiberlegen, dass es zu jedem
(x, )T € § eine Folge ((xp, y»)Tn € A mit lim, (xp, )T = (x, )T
gibt. Gilt speziell x > 0, so folgt (x, y)T € A und die konstante Folge
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((n, Yy) T € S mit (x,, yu)T = (x, y)T konvergiert trivialer Weise
gegen (x, y)T. Gilt hingegen x = 0, so finden wir zu y € [—1,1]
einen Winkel ¢ € [0,27] mit y = sin(p). Da die Sinusfunktion 27-
periodisch ist, gilt somit insbesondere auch y = sin(p + 27n) fiir alle
n € N. Definieren wir also die Folge ((x, y,)T), durch (x,, y,)T =
(1/(¢ + 27n), sin(p + 27 n)), so liegt diese vollstindig in A und konver-
giert gegen (x, y)T. Somit folgt wie gewiinscht § C A.

(c) Da der Abschluss zusammenhéingender Mengen stets zusammenhéngend ist,
folgt aus den Teilen (a) und (b), dass die topologische Sinuskurve S zusammen-
hingend ist.

(d) Wir iiberlegen uns nun mit einem Widerspruchsbeweis, dass die Menge S nicht
wegzusammenhidngend ist. Dazu nehmen wir an, es gebe einen stetigen Weg
y :[0,1] - S mit y(0) € B und y(1) € A. Dabei konnen wir sogar ohne
Einschriankung y (0) = (0, 0)T annehmen, da die konvexe Menge B wegzusam-
menhédngend ist und wir daher jeden Punkt aus B stetig mit y (0) verbinden kon-
nen. Da y nach Annahme stetig ist, ist somit y~U(B)={t €[0,11| y(t) € B}
eine abgeschlossene Teilmenge von [0, 1], die ein Maximum 7y, in [0, 1) besitzt
—dabeiistty = 1 nicht moglich,da y (1) ¢ B gilt. Damit dieser Beweis nicht zu
uniibersichtlich wird nehmen wir ab jetzt ohne Einschriankung an, dass t3; = 0
gilt. Somit folgen

y1(0) =0, y1(#1) >0 und 9y (r) = sin ( ) (23.3)

y1(f)

fiir alle # € (0, 1]. Zu jeder natiirlichen Zahl n € N finden wir daher stets eine
Zahl 7, € R, die gleichzeitig

0< T <Y1 <%> und sin <l) = (_1)}1 (234)

Tn

erfiillt — solch eine Zahl ist zum Beispiel durch t,, = 1/((2n+ 1)7) gegeben. Da
y1(0) = 0 gilt, finden wir wegen der ersten Ungleichung in (23.4) gemil} dem
Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen eine Stelle &, € (0, 1/n) mit y1(§,) =
7,. Die auf diese Weise erzeugt Folge (§,), ist also wegen 0 < &, < 1/n
fir n € N sogar eine Nullfolge in (0, 1]. Da y» stetig ist und wir y»(0) = 0
angenommen haben, miisste damit auch lim, y»(§,) = O folgen. Jedoch gilt
wegen den GI.(23.3) und (23.4) gerade

1 1
y2(6n) = sin (Vl (fn)) = sin <E> = (="

fiir alle n € N. Dies Widerspricht der Stetigkeit von y», denn gehen wir in der
obigen Gleichung zum Grenzwert n — o0 liber, so existiert der Grenzwert auf
der rechten Seite nicht und ist damit insbesondere ungleich Null — Widerspruch!
Dies zeigt, dass die Menge S nicht wegzusammenhingend sein kann.
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Losung Aufgabe 114 Zur Ubersicht unterteilen wir den Beweis der Aquivalenzaus-
sage in zwei Teile:

(a) Sei der topologische Raum (X, 7) zunéchst zusammenhingend und f : X —
{0, 1} eine beliebige stetige Funktion. Da die Mengen {0} und {1} offensichtlich
in {0, 1} offen sind, das heiBt, sie liegen in

= P{0, 1) = {#, {0}, {1}, {0, 1}},

sind automatisch auch die beiden Urbildmengen A = f~!({0}) und B =
=1y wegen der Stetigkeit von f offen (vgl. auch Aufgabe 74). Des Weite-
ren folgen mit den iiblichen Rechengesetzen (sogenannte Operationstreue) der
Urbildfunktion

AUB = flqopu @y = oy u {1y = £71do, 1) = X

sowie
ANB=ftqopn iy = iqon ity = 1) = 0.

Da die Mengen A und B aber offen und X nach Voraussetzung zusammenhén-
gend ist, muss daher zwingend A = ¥ oder B = {J gelten, womit die Funktion
entweder konstant 0 oder konstant 1 ist.

(b) Wir zeigen nun die umgekehrte Implikation mit einem Widerspruchsbeweis.
Angenommen der topologische Raum (X, t) wire nicht zusammenhingend
wihrend jede stetige Funktion von X nach {0, 1} konstant ist. Dann gibt es
nichtleere Mengen A, B € tmit AN B = #und A U B = X. Wir definieren
weiter die Funktion f : X — {0, 1} durch

0, xeA
Feo = 1, x € B.

Wir sehen, dass die Funktion f wohldefiniert ist und nicht konstant ist, da die
Mengen A und B nichtleer und disjunkt sind. Jedoch gelten

=0, f'do,1p =X, (o) =A und f7'({1}) = B,

das heil3t, das Urbild jeder offenen Teilmenge von {0, 1} ist offen (vgl. Aufgabe
74). Das bedeutet aber gerade, dass die Funktion f : X — {0, 1} stetig ist, was
offensichtlich nicht der Fall ist. Das ist ein Widerspruch, was zeigt, dass der
topologische Raum (X, t) zusammenhéngend ist.
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Losung Aufgabe 115 Angenommen es wiirde eine stetige und bijektive Abbildung
f:R? — R mitd > 2 geben. Wegen der Bijektivitit von f wiirde dies gerade

FRIN{0}) = F(R)\ (SO} =R\ {f(©)} = (=00, £(0)) U (f(0), +00)

implizieren. Das ist aber nicht moglich, denn die Menge R? \ {0} ist offen-
sichtlich zusammenhingend, sodass auch das Bild unter der stetigen Abbildung
zusammenhingend sein miisste. Dies ist aber nicht der Fall, denn die Bildmenge
(=00, f(0)) U (f(0), +00) ist offensichtlich keine zusammenhingende Teilmenge
von R.

Losung Aufgabe 116 Zur Ubersicht unterteilen wir die Losung dieser Aufgabe in
zwei Teile:

(a) Zunichst zeigen wir, dass die Bildmenge f(G) = {f(x) € R4 | x € G} offen
ist. Dazu sei y € f(G) beliebig gewihlt, das heil3t, es existiert ein Element
x € G mit f(x) = y. Da die Funktion f : G — R? nach Voraussetzung
stetig differenzierbar ist und die Jakobi-Matrix in jedem Punkt invertierbar ist,
finden wir geméfl dem Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit (Umkehrsatz) eine
offene Umgebung U C G von x und eine offene Umgebung V < R? von y
mit f(U) = V. Wegen U C G folgt somit aber gerade V = f(U) € f(G)
was zeigt, dass die Menge V eine Teilmenge von f(G) ist. Da wir das Element
y € f(G) beliebig gewihlt haben folgt wie gewiinscht, dass die Bildmenge
f(G) offen ist.

(b) Wir bemerken zunichst, dass die offene Menge G genau dann zusammenhén-
gend ist, wenn sie wegzusammenhédngend ist [1, 4.11 Korollar]. Um zu bewei-
sen, dass die Menge f(G) ebenfalls zusammenhédngend ist, geniigt es daher
wegen Teil (a) dieser Losung nachzuweisen, dass diese wegzusammenhingend
ist. Seien dazu y1, y» € f(G) beliebig gewihlt, das heiflit, wir finden x1, x; € G
mit f(x1) = y; sowie f(x2) = y». Da G wegzusammenhingend ist existiert
ein stetiger Weg y : [0, 1] — G mit ¥ (0) = x1 und y (1) = xp. Damit ist aber
auch die zusammengesetzte Funktion g : [0, 1] — R? mit gx) = (foy)(x)
stetig und erfiillt

g0)=(foy)O0)=f(y®)=f(x1)=y1 undanalog g(1) = y:.

Damit definiert g einen stetigen Weg in f(G), der y; und y, verbinden. Wir
haben somit wie gewiinscht bewiesen, dass f(G) zusammenhingend ist.
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Differentialrechnung

Losung Aufgabe 117 Im Folgenden beweisen wir die Differenzierbarkeit der Funk-
tion f : R? — R2 mit f(x1, x2) = (x1 + x2, x1x2)T im Punkt (x1,%2)T = (1,2)T
mit Hilfe der Charakterisierung (a) aus Aufgabe 130. Zunichst folgt fiir alle
(x1, x2)T € R? mit (x1, x2)T # (1,2)T mit einer kleinen Rechnung

fx1,x2) — f(X1,X2) — Dyp(x1, X2)((x1, x2)T — (X1, X2)T)

lx1, x2)T — (1, X2) T2
- (W) (0)- G (R52)
- \/(xl _ 1)2 + (x3 — 2)2 X1X2 2 21 xp —2

1 0
Ve =D+ (- 2)? (m ~ Dl = 2>> '

Da die erste Komponente des obigen Vektors bereits Null ist sehen wir, dass lediglich
noch

(x1 = D(x2=2)

lim = (24.1)
L) =127 /(x; — 12 + (x — 2)2

gezeigt werden muss, um die Differenzierbarkeit der Funktion zu beweisen. Verwen-
den wir die bekannte Ungleichung xy < (x? 4+ y?)/2 fiir x, y € R, so konnen wir
den obigen Ausdruck wie folgt abschitzen:

W=D =-2) =1+ @—2)?

= — 12+ (x2 — 2)2.
o -2t m-22 2/a -1+ m_22 Ve =12+ (- 2)
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Da die rechte Seite der obigen Ungleichung aber offensichtlich gegen Null konver-
giert, wenn wir zum Grenzwert (x1, x2)T — (1,2)T tibergehen, folgt daraus wie
gewlinscht Gleichung (24.1). Gemill Aufgabe 130 ist die Funktion f damit wie
behauptet in (1, 2)T differenzierbar.

Losung Aufgabe 118 Sei y € R? beliebig gewihlt. Da das Euklidische Skalar-
produkt (-, ) : R? x R? — R eine Bilinearform ist, wissen wir bereits, dass die
Funktion f : R? — R mit f(x) = {(x,y) linear ist. Gemifl Aufgabe 120 mit
V = R? und W = R ist die Funktion f somit in ganz R¢ differenzierbar und die
Ableitungsfunktion Dy : R? — L(R?, R) lautet Dy = (-, y).

Anmerkung Dass die Funktion differenzierbar ist konnen wir uns auch wie folgt
iiberlegen: Zunichst schreiben wir f(x) = Zj{: 1 xjyjfirx € R¢. Wir erkennen,
dass f partiell differenzierbar ist mit dy, f(x) = y; fiirx € R und j €{l1,...,d}.
Da die partiellen Ableitungen offensichtlich stetig sind ist f somit differenzierbar
[2, 2.10 Theorem].

Losung Aufgabe 119 Wir betrachten die Funktion f : RY — R mit f(x) =
(x, Ax), wobei A € R9%4 eine symmetrische Matrix ist. Wir iiberlegen uns nun,
dass die Funktion f in jedem Punkt xo € R¢ differenzierbar ist. Zunichst folgt mit
einer kleinen Rechnung fiir alle x € R?

fxo+x) — fxo) = (xo +x, A(xo + x)) — {(x0, Ax0)
= (x0, Axo) + {x0, Ax) + (x, Axo) + (x, Ax) — (x0, Ax0)
= 2(x, Axo) + (x, Ax).

Dabei haben wir im zweiten Schritt verwendet, dass das Euklidische Skalarprodukt
(-, ) : RY x RY — R eine Bilinearform, also eine in beiden Komponenten lineare
Funktion, ist. Definieren wir nun Dy : R? — L([R4, R) durch (D NG =
2(Ay, x) (Ableitungsfunktion) sowie ¢ : RY — R durch ¢(x) = (x, Ax), so kénnen
wir die obige Gleichung fiir alle x € RY dquivalent als

fxo+x) = f(xo) + (Dy(x0))(x) + ¢(x)

schreiben. Wegen der Charakterisierung aus Aufgabe 130 (d) miissen wir somit
lediglich

@(x)
m =
lxlla—0 ||x]|2

zeigen, um die Differenzierbarkeit der Funktion f im Punkt xo zu beweisen. Dies ist
jedoch nicht schwer einzusehen, denn wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (!)
aus Aufgabe 58 und der Vertréglichkeit (!!) der Spektralnorm mit der Euklidischen
Norm folgt fiir alle x € R gerade

) ) 2
(x, Ax) < lixll2lAxll2 = [[All21lx 113,
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womit offensichtlich der obige Grenzwert gilt.

Losung Aufgabe 120 Sei A : V — W eine lineare Abbildung. Wihlen wir xg € V
beliebig, so folgt wegen der Linearitit fiir alle x € V

A(x) = A(xg) + A(x) — A(xp) = A(xo) + A(x — xp).

Definieren wirnun r : V. — W durch r(x) = Ow, so gelten trivialer Weise r(xg) =
Ow sowie

A(x) = A(xo) + A(x — x0) +r(x)[lx — xollv

fiir alle x € V. Somit garantiert Aufgabe 130 (c) die Differenzierbarkeit der linearen
Abbildung A im Punkt x¢. Da dieser jedoch beliebig gewihlt war, erhalten wir, dass
die Funktion in ganz V differenzierbar ist. Anhand der obigen Gleichung kdnnen wir
zudem ablesen, dass die Ableitungsfunktion D4 : V — L(V, W)durch D4(x) = A
gegeben ist. Das bedeutet also gerade, dass D4 jedem Punkt aus V die lineare
Abbildung A : V — W zuordnet.

Losung Aufgabe 121 Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit

ey | TR wyTROOT
| 0, (x, )T = (0,0)T.

Zunichst iiberzeugen wir uns kurz davon, dass f im Nullpunkt partiell differenzier-
bar ist. Wegen f(0,0) = O und f(¢,0) = O fiir alle r € R folgt direkt

. f(@.0)— f(0,0) . 0-0
lim =lim —— =0
t t—0 t t—0

0 £0.0) = lim f.0T +¢.0T) - f(0.0) _
t—

und analog 9y, f (0, 0) = 0. Angenommen, die Funktion f wire im Nullpunkt diffe-
renzierbar. Dann wire die Ableitungs-Matrix von der Form

Dy (0,0) = (3 £(0,0), 3, f(0,0)T = (0,0)7.
GemiB der Charakterisierung aus Aufgabe 130 (a) miisste somit gerade

f@.3) = £0.0) = Dy(0.0)((x, NT = 0.O)T) x|

lim = 1m =0
G NT—>0,07 ICe, T = (0,072 )T 0,07 x2 4 y2

(24.2)

gelten. Dies ist jedoch nicht der Fall, denn offensichtlich gilt

x|x| x2 . 1 1
im —_ = im —— =4 lim — ==4—.
(0, x)T—(0,00T x2 4 x2 (6, x)T— (0,007 x2 4 x2 (0,x)T—(0,0)T 2 2
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Da damit aber Gleichung (24.2) nicht erfiillt sein kann, folgt wie gewiinscht, dass
die Funktion f nicht im Nullpunkt differenzierbar ist.

Losung Aufgabe 122 Die Funktion f : R — R mit
f(x1, X2, x3) = x{ + x1x2x3 + exp(x; sin(x2)) cos(x3)

ist offensichtlich beliebig oft partiell differenzierbar. Fiir alle (xp, xp, x3)T € R3
folgen mit der Summen-, Produkt- und Kettenregel fiir differenzierbare Funktionen

Ox, f(x1, X2, X3) = 2x1 + x2x3 + sin(x2) exp(xy sin(x3)) cos(x3),

Ox; Oxy f (X1, X2, x3) = X2 — sin(x2) exp(xy sin(x2)) sin(x3)
sowie

B, 0, f (X1, X2, X3) = 2 + sin®(x2) exp(x sin(x2)) cos(x3),
Oy Ox; Oxy f (X1, X2, X3) = — sinz(xz) exp(xq sin(xy)) sin(x3).

Anmerkung Mit Hilfe der Multiindex-Notation kann die partielle Ableitung
Oy, Ox; Ox, f auch dquivalent als 30D £ geschrieben werden (vgl. Aufgabe 149).

Losung Aufgabe 123 Die Jakobi-Matrix der Kugelkoordinaten-Funktion

r sin(6) cos(g)
v (0, +00) x (0,7) x (0,27) — R mit W(r,0,p) = | rsin(9) sin(p)
r cos(0)

lautet

sin(@) cos(p) r cos(@) cos(p) —r sin(Q) sin(g)
Ju(r, 0, ) = | sin(0) sin(p) rcos() sin(e) r sin(0) cos(p)
cos(6) —r sin(@) 0

fiir (r,0, )T € (0, 400) x (0, 7) x (0,27). Mit der trigonometrischen Identitit
sin®(x) 4 cos?(x) = 1 (!) fiir x € R erhalten wir somit
det(Jy (r, 0, 9)) = r2 sin(8) cos2(6) cos®(¢) + r sin> (9) sin>(¢)
+r2 sin(6) sin? (¢) cos? ) + 2 sin3 ) cos? (p)
= 12 sin(0) cos?(0) (sin(¢) + cos>(¢)) + rZ sin> (0) (sin®(¢) + cos(¢))
9 12 in(0) cos2(6) + r2 sin3(0)
= 2 sin(0)(sin2(0) + cos2(9))

9 2 6ingo).
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Anmerkung Mit Hilfe der trigonometrischen Identitit kann man sich leicht davon

iiberzeugen, dass die drei Spaltenvektoren st = sl r,0,¢), s = sz(r, 0, ¢) und

s3 = s3(r, 0, ¢) der Jakobi-Matrix paarweise orthogonal (senkrecht) auf einander

stehen. Somit gilt

det(Jy (. 0. 9)) = det(s' | 52 [ s3) = s 2022312 1+ 7 - rsin@) = 2 sin(d).

Losung Aufgabe 124 Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit
S )T £ 0,07

fxp,x) = X+’ ’ ’
0, (x1,x2)T = (0,0)T.

(a) Die Funktion f : R? — R ist als Quotient der stetigen Funktionen (x1, x2)T
x13 und (x1, x2)T — x% +x% in jedem Punkt aus R? \ {(0, 0)T} stetig. Wir miissen
daher lediglich noch die Stetigkeit im Nullpunkt nachweisen. Da nach Definition
f(0, 0) = 0 gilt bedeutet dies, dass wir gerade

]' n n —

n—lr—ql—]oof(xl’xz) 0

fiir jede zweidimensionale Folge ((x{, x3)T), € R2 mitlim, (x{, x5)T = (0, 0)T
in R? beweisen miissen. Dazu bemerken wir zunichst, dass fiir alle (x1, x2)T €

R*\ {(0, 07}

il
x+ay T oa

|f(-x11x2) - f(ov O)' = |f(-xl’x2)| =

gilt. Istnun ((x{, x)T), C RR? eine beliebige Folge mit lim,, 7, x)T =(0,0)7,
so gilt insbesondere lim,, x{ = 0. Wir konnen damit direkt die Stetigkeit im Null-
punkt ablesen, da fiir n — +oo die rechte und damit auch die linke Seite der
obigen Ungleichung gegen Null geht.

Anmerkung Natiirlich kann man hier auch leicht einen Epsilon-Delta-Beweis
mit ¢ > 0 und § = ¢ fiihren. Dazu muss man lediglich beachten, dass die
Ungleichung || (x1, x2)T — (0, 0)T||» < § gerade |x1| < & impliziert um mit Hilfe
der obigen Ungleichung die Stetigkeit im Nullpunkt zu beweisen.

(b) Die Funktion f ist mit einer dhnlichen Begriindung wie in Teil (a) dieser Aufgabe
in jedem Punkt aus R\ {(0, 0)T} partiell differenzierbar. Mit der Quotientenregel
folgen

3x%(x% + x%) — 2x13
(x} +x3)2

2xfx2

Oy f(x1, x2) = - 5
: (f +x3)?

und Oy, f (X1, Xx2) =
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fiir alle (x1, x2)T € R?\ {(0, 0)T}. Die partielle Differenzierbarkeit im Nullpunkt
miissen wir jedoch getrennt untersuchen. Es gelten nach Definition der partiellen
Ableitung

— 37042 _
Ox f(0,0)=1imw=hmwzl
I =0 t t—0 t

und

f@©O,1)—f0,00 . 0-0
L~ lim—— =0,
t t—0 t

05,/ (0.0) = lim
was zeigt, dass die Funktion f in jedem Punkt aus R? partiell differenzierbar ist.
Da die partiellen Ableitungen 9y, f, dx, f : R?\ {(0,0)T} — R offensichtlich
stetig sind, ist die Funktion f zudemin R2\{(0, 0)T} stetig partiell differenzierbar.

Anmerkung Die in R? \ {(0, 0)T} partiell differenzierbare Funktion f : R> — R
ist im Nullpunkt nicht differenzierbar. Man kann sich zum Beispiel mit der Charak-
terisierung aus Aufgabe 130 (c) leicht iiberlegen, dass es keine stetige (!) Funktion
r: R?2 - R mit r(0,0) = 0 und

r(xi, x2)
/.2 2
Xi +x2

fiir alle (x1, x2)T € R? geben kann. Alternativ kann man sich aber auch iiberlegen,
dass die partiellen Ableitungen im Nullpunkt unstetig sind, um die Differenzierbar-
keit zu widerlegen.

fx1,x2) = £(0,0) + Dy(0,0)(x1, x2)T +

Losung Aufgabe 125 Die Funktion f : R? - R mit f(x1,x2) = xyexp(x2) +
sin(x1x;) ist als Komposition stetig partiell differenzierbarer Funktionen zweimal
(sogar beliebig oft) stetig partiell differenzierbar. Die partiellen Ableitungen zweiter
Ordnung stimmen daher gemif dem Satz von Schwarz [4, Abschn.2.3] in ganz R?
iiberein, was wir nun mit einer kleinen Rechnung bestitigen werden. Sei dazu stets
(x1,x2)T € R? beliebig gewihlt. Mit der Summen- und Kettenregel folgen dann
zunéchst

Oy f(x1,x2) = exp(x2) + xp cos(x1x2),  Ox, f(x1, X2) = x1 exp(x2) + x| cos(x1x2).

Die partiellen Ableitungen der Ordnung 2 kénnen wir mit der Produkt- und Ketten-
regel berechnen:

Ox; Oy, f (X1, x2) = exp(x2) + cos(x1x2) — x1x2 sin(x1x2)
und

Ox, Oxy f (X1, X2) = exp(x2) + cos(x1x2) — x1x2 sin(xx2).
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Diese sind offensichtlich identisch, womit wir wie gewlinscht den Satz von Schwarz
verifiziert haben.

Losung Aufgabe 126 Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit

2 2
X7 —X 2 2
xlxzx'zTX%, xp+x5 >0
1 2

0, (x1,x2)T = (0,0)T.

fx1,x) =

Auflerhalb des Nullpunktes ist f* offensichtlich partiell differenzierbar und es folgt
fiir (x1, x2)T € R%\{(0, 0)T} mit einer kleinen Rechnung (Quotientenregel beachten)

2 2 2 2 2 2
Bxjxz2 — xg’)(xl +x5) = 2x{x2(xy — x3)
2 2
(x7 +x3)?

_ x?xz + 4x]2x§ — xg

()cl2 + x%)2

a)qf(xl’ -xz) =

Wegen f(x1,x2) = — f(x2, x1) fiir alle (x1, x2)T € R? folgt analog
xls — 4x13x§ — xlxg
(x? +x3)2

O, f(x1,x2) =

fiir (x1, x2)T € R?\ {(0, 0)T}. Die partiellen Ableitungen im Nullpunkt lassen sich
wegen f(¢,0) = f(0,r) =0 fiirr € R gemil

= lim =0
t t—0 t

0, £(0.0) = lim

und

fO, - f0,00 . 0-0
= lim =0
t t—0 1

0, £(0,0) = lim
berechnen. Wir bestimmen nun noch die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung im
Nullpunkt. Aus der Darstellung der partiellen Ableitung lesen wir direkt ab, dass

Oy, f(t,0) =t fiirr € R\ {0} gilt. Damit folgt

Ox, f(2,0) — 0y, £(0, 0) . t—=20
= lim =1
t t—0

3,05,/ 0, 0) = lim
r—

und analog erhalten wir 0y, dy, f (0, 0) = —1 wegen 9y, f (0, ¢t) = —t fiirt € R\ {0}.
Da die Funktion f zweimal partiell differenzierbar ist, folgt wegen

axlaxzf(ov 0)=1 #—1= ax28x1f(07 0)
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aus dem Satz von Schwarz [4, Abschn.2.3], dass die partiellen Ableitungen
By, 0xy f+ 0y 0y, f : R? — R im Nullpunkt unstetig sind.

Losung Aufgabe 127 Wir betrachten die Polynomfunktion f : R? — R mit
f(x,v,2) = x + y?z, die Stelle (xo, y0,z0)T = (3,2, 1)T und die Richtung
(u, v, w)T = (1, 1,0)T. Fiir # # 0 gilt dann zunéchst mit einer kleinen Rechnung
fiir alle (x, y,z)T € R?

f(3.2,DT+1(1,1,00T) — f(3,2,1)  fGB+6,2+1,1)—f(3,2,1)
t t

5+t

Damit berechnet sich die Richtungsableitung im Punkt (3,2, 1)T in Richtung
(1,1,0)T zu

, 3,2, DT +1(1,1,00T) — (3,2, 1
Y107 /3.2, 1) = lim f« )T +1( t )T) — S« )
-

=1lim( +1)
t—0

=5.

Losung Aufgabe 128 In dieser Aufgabe betrachten wir die Funktion f : R? — R
mit

2
fx1,x) = x?:igﬂ (x1,x2)T £ (0,0)7

0, (x1,x2)T = (0,0)T.

(a) Wir tiberlegen uns nun, dass die Funktion f im Nullpunkt unstetig ist. Dazu
untersuchen wir die zweidimensionale Folge ((x}, x3)T), € R2 mit &, )T =
(1/n%,1/n)T. Die Folge erfiillt offensichtlich lim,, (x7,x5)T = (0,0)7T. Jedoch
folgt mit einer kleinen Rechnung

2 2

lim f(x",x2) = lim —1/2”2(1/") ;= lim _1

n=-+oo nroe (I/n2)2 + (1/n)* ~ n—to0 2~ 2

Damit kann die Funktion nicht im Nullpunkt stetig sein, da nach Definition
£(0,0) = 0 gilt, der obige Grenzwert aber von Null verschieden ist.

(b) Die Funktion kann in (0, 0)T nicht differenzierbar sein, da sie dort wegen Teil

(a) dieser Aufgabe nicht einmal stetig ist (vgl. Aufgabe 131).
(c) Wir iiberlegen uns nun, dass die Funktion f im Nullpunkt in jede Richtung
differenzierbar ist. Sei also v = (vy, v2)T € R? eine beliebige Richtung. GemiB



24 Losungen Mehrdimensionale Differentialrechnung 273

der Definition der Richtungsableitung gilt dann mit einer kleinen Rechnung

J(0,00T +1(vi, v2)T) — f(0,0)
t

3, £(0,0) = lim
t—0

. f(tvy, tvp)
m—

=1
t—0 t
M (U] UZ)T = Rz ] ;é 0

= Ji50 303505 ’ ’

0, sonst

v 2
_ U_l’ (v17v2)TeR , Ul #0

0, sonst.

Wir haben somit wie gewiinscht gezeigt, dass die Richtungsableitung 9, f (0, 0)
in jede Richtung v € R? existiert.

Losung Aufgabe 129 Im Folgenden untersuchen wir die zweidimensionale Funk-
tion f : R?> — R mit

ey | T T OO
’ 0, (x, )T = (0,0)7.

Zur Ubersicht unterteilen wir die Losung dieser Aufgabe in zwei Teile.

(a) Wir sehen sofort, dass die Funktion f in jedem Punkt aus R? \{(0, 0)T} bereits als
Komposition differenzierbarer Funktionen differenzierbar und damit insbeson-
dere auch stetig ist (vgl. Aufgabe 131). Wir miissen daher lediglich noch getrennt

den Nullpunkt (0, 0)T untersuchen. Zuniichst gilt bekanntlich xy < (x> 4+ y?)/2
fiir alle x, y € R und somit gerade auflerhalb des Nullpunkts

2 2
X X<+ 1
flx,y) = > < A —/x2+y2,
VaT+y? T 2/xT+y2 2

also wegen f(0, 0) = 0 gerade

lim f(x,y)= f(0,0).

(x,)T—=(0,0)7

Dies zeigt, dass die Funktion f auch im Nullpunkt (0, 0)T stetig ist. Wir berech-
nen weiter die partiellen Ableitungen in (0, 0)T. Mit einer kleinen Rechnung
folgen wegen f(0,0) = 0 und f (¢, 0) = O fiir alle ¢ € R gerade
fO.OT+ @0 - f0.0 _ . f@.0-f00 . 0-0_

= lim = lim =0
t t—0 t t—0 t

dx £(0,0) = lim
t—0



274

24 Losungen Mehrdimensionale Differentialrechnung

(b)

und dy f(0, 0) = 0 (analoge Rechnung). Wir kdnnen uns dhnlich wie in Aufgabe
121 davon iiberzeugen, dass die Funktion f nichtin (0, 0)T differenzierbar sein
kann. Dafiir miisste nimlich wegen der Charakterisierung aus Aufgabe 130 (a)

S, ) = 0,00 = VF(O0,0((x, T = 0,0T) xy

i lim —— =0
@, )T—(0,0T G, )T = (0,0)TIl2 T )T 0,07 x2 4 y2

gelten, was jedoch nicht der Fall ist (vgl. erneut die Losung von Aufgabe 121).
Alternativ kann man aber auch leicht zeigen, dass die partiellen Ableitung der
Funktion im Nullpunkt unstetig sind.

Wir schreiben v = (vy, v2)T = (cos(p), sin(p))T, wobei ¢ € [0, 277) beliebig
ist. Wegen vl2 + v% = sin? () + cos? (¢) = 1 (trigonometrischer Pythagoras)
folgt zunéchst

D, £(0.0) = tim LT 101120 — /0.0
11—

= lim 15in(p) cos() = sin(¢) cos(p) 11m —
=0 /12, /sin(¢) + cos2(p) v v | |’

Wir wissen jedoch, dass der Grenzwert lim;_,o #/|#| nicht existiert — der links-
seitige Grenzwert ist —1 wihrend der rechtsseitige Grenzwert 1 ist. Somit exis-
tiert die Richtungsableitung D, f (0, 0) genau dann, wenn sin(¢) = 0 oder
cos(p) = 0 gilt.

Anmerkung Die Uberlegungen in Teil (a) zeigen, dass die Umkehrung der Aussage
in Aufgabe 131 im Allgemeinen nicht gilt. Eine stetige Funktion muss also nicht
notwendiger Weise differenzierbar sein.

Losung Aufgabe 130 Im Folgenden sei xo € G beliebig gewihlt. Wir weisen die
Aquivalenz der vier Aussagen mit einen Ringschluss nach.

Anmerkung Beachten Sie, dass der Nullvektor des R bezichungsweise des R* mit
0 bezeichnet wird. Sie miissen also aus dem Kontext erkennen, welcher Nullvektor
jeweils gemeint ist.

()

Wir zeigen zuerst die Implikation (a) = (b). Sei also die Funktion f : G —
R¥ im Punkt xo € G differenzierbar, das heil3t, es gibt eine lineare Abbildung
A € L(R?, RF) mit

i S ) = flxo) —Alx —xp)
im =0.

X=X llx = xoll
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(2]

()

Hier ist zu beachten, dass es sich um einen Grenzwert im R¥ handelt. Schreiben
wirnun f = (f1,..., frx)Tund A = (Ay, ..., Ag)T so folgt aus der obigen
Grenzwertbeziehung gerade (dquivalent)

im fi(x) = fi(x0) — Aj(x — xo) _

li 0
X— X0 llx — xoll
fiir jeden Index j € {1, ..., k}. Gemil den Grenzwertsitzen folgt damit aber
wie gewiinscht
. fx) = fxo) — Alx = xo)l
lim =0,
X=X lx — xoll

womit wir Teil (b) gezeigt haben.
Nun beweisen wir die Implikation (b) = (c). Wir definieren dazu die nahe-
liegende Funktion r : G — RF gemiB

llx—xoll

S )= f(x0)—A(x—x0) , X € G \ {xO}
r(x) =
, X = X0,

wobei A € L£(R?, R¥) die lineare Abbildung aus Teil (b) ist. Offensichtlich
gilt mit einer kleinen Rechnung

f@x) = fxo) + A(x — x0) +r(x)lx — xoll

fiir alle x € G. Da nach Definition r(xg) = 0 gilt, miissen wir uns nur noch
iiberlegen, dass die Funktion r in x stetig ist. Wegen

) = fxo) — Alx —x0)ll )
m

lim |[r(x) —r(xo)|l = li =0,
X— X0 X—>X0

llx — xoll

also lim,_, x, 7 (x) = 7r(xp), ist die Stetigkeit in xo direkt erfiillt. Wir haben
somit wie gewiinscht Teil (c) nachgewiesen.

Nun zeigen wir (¢) = (d). Sei wieder A € L(R?, R¥) die lineare Abbildung
und r : G — R¥ die stetige Funktion aus Teil (c). Wir definieren die Funktion
¢ : G — RF durch

p(x) =r(x +xo) [l xIl,

die wegen r(xp) = 0 gerade ¢(0) = 0 erfiillt. Weiter gilt gemil} der Definition
von ¢

o (x — x0) . r(x = xo 4 xo)llx — xol .
—— = lim = lim r(x).
x=x0 flx —xoll  x—%0 lx — xoll X—xo
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Da die Funktion r : G — R¥ nach Voraussetzung im Punkt x stetig ist, gilt
lim,_, ,, 7 (x) = r(xp), sodass wir fiir den obigen Grenzwert wie gewiinscht

@(x — xo) _ 0
x—=x0 [lx — xol|

erhalten. Da gemif3 der Definition von ¢ insbesondere ¢(x — xg) = r(x)|lx —
xo|| fiir x € G gilt, konnen wir ablesen, dass

f(&x) = f(xo) + Alx — x0) + ¢(x — x0)
fiir alle x € G gilt, was bereits Aussage (d) zeigt.

(86) Zum Schluss beweisen wir die Implikation (d) = (a). Sind A € L(RY, RF)
und ¢ : G — R* derart, dass

Jf(x) = f(xo) + A(x — x0) + ¢(x — x0)
fiir alle x € G gilt, so folgt insbesondere

f(x) = f(xo) — Alx — x0) _ o(x — x0)
lx — xoll lx — xoll

fiirallex € G\ {xo}. Wegen der Grenzwertbeziehung der Funktion ¢ (vgl. Teil
(d)) konvergiert die linke Seite der obigen Gleichung wie gewiinscht gegen 0,
wenn x gegen xo geht. Damit ist Teil (a) bewiesen.

Wir haben somit in den obigen Schritten den Ringschluss

(@ = b = © = W@ = @
nachgewiesen, was die Aquivalenz der vier Aussagen (a), (b), (c) und (d) beweist.
Losung Aufgabe 131 Sei xg € R? beliebig gewiihlt. Da die Funktion f : R? — R*
nach Voraussetzung differenzierbar ist, gibt es nach Definition eine lineare Abbildung
A € LR, RF) mit

lim LX)~ fxo) — Alx —x0) _
m =

x=>x0 llx — xoll2

0

(vgl. Aufgabe 130 (a)). Somit folgt mit den Grenzwertsétzen

f&) = fxo) = Alx = x0) _

lx — xoll2

Jim (f() = f(x0) = AGx = x0)) = Jim |lx = xoll2 0.
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Da die Abbildung A aber insbesondere stetig ist (vgl. Aufgabe 131), gilt wegen
A(0) = 0 (vgl. Gleichung (21.1)) gerade

Iim A(x —x9) = A ( lim (x — x0)> =A0) =0.
0 xX—>X0

X—> X
Wir erhalten schlieBlich mit all diesen Uberlegungen
lim (f(x) — f(x0)) = lim (f(x) — f(x0) — A(x —x0)) + lim A(x —Xxo) =0,
X—>X0 X— X0 X—>X0

womit wir wegen lim,_, y, f(x) = f(xo) wie gewiinscht die Stetigkeit der Funktion
im Punkt xo bewiesen haben.

Losung Aufgabe 132 Wir iiberlegen uns zuerst, dass die Funktion f : R? — R
mit f(x, y) = yg(x) im Nullpunkt partielle Ableitungen besitzt. Zunzchst folgt

fE0) = F0.0 _ . 0-g()=0-5(0) _
= lim =

t t—0 t

3y £(0,0) = lim 0
t—0

und genauso erhalten wir

fO.H-f0.0 . 180 -0-20)

=1
ayf(07 0 tgr(l) t t—0 t

!
lim g(0) < g(0).

Dabei haben wir verwendet, dass die Funktion g : R — R im Nullpunkt stetig (!)
ist. Mit einer kleinen Rechnung folgt wegen V £ (0, 0) = (0, g(0))T gerade

FG,y) = £0,0) = V£(0,0((x, )T = (0,0)T) = yg(x) — yg(0) = y(g(x) — g(0))

firalle (x, y)T € RZ\{(0, 0)T}. Folglich ist die Funktion f genau dann im Nullpunkt
(0, 0)T differenzierbar, falls

[yllg(x) — g(0)] _

lim
ENT=00T  /x2 4 2

gilt (vgl. Aufgabe 130 (b)). Dies ist jedoch nicht schwer einzusehen, denn wir konnen
den obigen Ausdruck fiir (x, y)T € R?\ {(0, 0)T} zunichst wie folgt abschitzen:

0

IYllg@) — 8O _ [yllgtx) — g0
NN

Damit folgt schlieBlich

=|g(x) — g0)].

Iyllg(x) — g(0)]

lim
C)T=0.07  /x24 32

was schlieBlich zeigt, dass die Funktion f in (0, 0)T differenzierbar ist.

. )
< lim |g(x) — g(0)] 20,
x—0
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Losung Aufgabe 133 Zum Nachweis der Differenzierbarkeit der Funktion f :
G — R¥ werden wir die niitzliche Charakterisierung aus Aufgabe 130 (b) verwen-
den. Wir bemerken zunichst, dass aus Ungleichung (6.1) gerade f(0) = 0 folgt. Wir
erhalten somit wegen D ;(0) = 045 (Nullmatrix im R?*¥) fiir alle x € G \ {0}

If ) = fO) = DO =0l _ IF ()2 @ In(d + llx113)

llx —0l2 lxllz llxll2

Damit folgt weiter wie gewiinscht

i &) = fO) = D) — )2
1m

x—0 lx — 0]
In(l+xI3) . Wd+2H 2
< ————=" = lim ———— = lim =0,
x—0 [lx1]2 t—0+ t 1—0+ 1412

wobei wir im vorletzten Schritt den Satz von 1’Hospital verwendet haben. Wir haben
somit wie gewiinscht bewiesen, dass die Funktion im Nullpunkt differenzierbar ist
und die Ableitungsfunktion die Nullmatrix ist.

Losung Aufgabe 134 Der Beweis dieser niitzlichen Aussage ist nicht weiter kom-
pliziert. Sei xo € R? beliebig gewihlt. Im Fall v = 0 ist offensichtlich nichts weiter
zu zeigen. Wir konnen also v € R? \ {0} annehmen. Da die Funktion f : RY — R¥
nach Voraussetzung differenzierbar ist, folgt geméf der Charakterisierung aus Auf-
gabe 130

fxo+1v) = f(xo) + (Dy(x0)(v) + o(lltvll2) = f(x0) +1(D(x0))(v) + o(|t])

So+ 1) = flo) _
t 50

fiir t — 0 und weiter
. t(Dy(x0)(v)
m t

D, f(xo) = th_r)r(l) = (Dy(x0))(v).

Dabei haben wir verwendet, dass die Ableitungsfunktion D (xo) eine lineare und
eindeutig bestimmte Funktion von R? nach R¥ ist.

Anmerkung Das obige Resultat zeigt, dass differenzierbare Funktionen stets in
jeder Richtung differenzierbar und damit insbesondere partiell differenzierbar sind.

Losung Aufgabe 135

(a) Fiireinedifferenzierbare Funktiong : [0, 1] — RY mitg(t) = (g1(t), ..., ga(®)T
gilt gemil dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (mehrdimen-
sionale Version)

g1(1) — 1(0) Iy g ar

g(h) — g(0) = : -
ga(1) = ga(0) o gl dt
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(b)

und somit [8, G. Satz]

llg(1) — g2 < sup [[Jg(®)]l2.
tel0,1]

Seien nun x, y € G beliebig gewdhlt. Wir definieren weiter die Funktion g :
[0,1] — R4 gemif

gW)=fx+t(y—x)) — (x+1t(y —x)).

Da die Menge G nach Voraussetzung konvex ist, gilt x 4+ #(y — x) € G fiir
t € [0, 1], weshalb die Funktion g wohldefiniert ist. Wir berechnen nun mit Hilfe
der mehrdimensionalen Kettenregel die Ableitung von g:

Jo() = (Jr(x +1(y —x))(y — %) — Egxa(y — x)
= (Jr(x +1(y —x)) — Eqxa)(y — x).

Dabei bezeichnet E ;4 die Einheitsmatrix in R4%d 1pg gesamt erhalten wir somit

lg(1) =gz =1f(x) = f)— & —=»l2
<lx=yl2 S[l(l)p” IVr(x +1(y —x)) — Eaxall2
t€l0,

und weiter wegen || J5(z) — Egxqll2 < 1/2fiirallez € G

1
If @) = fO) = =Pl = Zllx = ylla- (24.3)

Anhand von Ungleichung (24.3) konnen wir nun direkt ablesen, dass die Funktion
f injektiv ist. Gilt ndmlich f(x) = f(y), so erhalten wir aus Ungleichung (24.3)
gerade

1
lx = yll2 = Zllx = yl2.

Diese Ungleichung ist aber lediglich erfiillt, falls x — y = 0, also x = y gilt.
Wir haben somit gezeigt, dass aus f(x) = f(y) stets x = y folgt. Damit ist f
injektiv.

Seien x,y € G mit f(x) = f(y) beliebig gewihlt. Um zu beweisen, dass
die Funktion f : G — R< injektiv ist, miissen wir x = y nachweisen. Wir
definieren dafiir zunichst die differenzierbare Funktion g : R — RY mit g(r) =
x +t(y — x). Offensichtlich gelten J, () = y — x fiirz € R sowie g(0) = x und
g(1) = x 4+ (y — x) = y. Wir definieren nun weiter fiir jedes j € {1, ..., d} die
Funktion /2; : R — Rdurch h;(t) = (fj 0 g)(t) = fj(g(®)). Da f(x) = f(y),
also fj(x) = f;(y) fir j € {1,...,d} gilt, folgt mit unseren Uberlegungen
h;j(0) = h;(1). GemdB dem Satz von Rolle finden wir daher zu jedem Index
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Jj €{l,...,d} eine Stelle §; € R mit h’j (¢;) = 0. Mit der mehrdimensionalen
Kettenregel folgt fiir jedes j € {1,...,d}undr € R

W) = (fj08) (1) = (Jp;(8(1)), Jg() = (Vfj(gt),y —x). (244

Wir setzen ab jetzt g/ = g(&)) fir j € {1, ..., d}. Somit erhalten wir fiir jeden
Index wegen Gleichung (24.4) gerade
(Vfi(gh),y—x)=0. (24.5)

Da nach Voraussetzung

ey f1(8") ... g f1(8h) vV fi(gh

det : : : = det : #0

O, fa(87) - Bxy fa(8 V fa(g")

gilt, wissen wir aus der linearen Algebra, dass die Vektoren V f1 (g1), ..., V fa(g%)

eine Basis im R? bilden. Gleichung (24.5) besagt also, dass der Vektor y —x ortho-
gonal zu allen Basisvektoren des R steht. Da die Menge { f1(g"). ..., V fs(g%)}
den ganzen RY erzeugt, impliziert Gleichung (24.5) gerade y — x = 0 und damit
wie gewiinscht x = y. Wir haben somit bewiesen, dass die Funktion f injektiv
ist.

Losung Aufgabe 136 Fiir d > 3 betrachten wir die Funktion f : RY — R mit
fx) = ||x||%7d. Um zu beweisen, dass f harmonisch ist, miissen wir

d
Af(x) = 3ydy f(x) =0
j=1

fiir alle x € R? zeigen. Zunichst folgt fiir jedes j € {1,...,d} und x € R? \ {0}
wegen dy; [|x]l2 = xjllx[ly ! mit Hilfe der (eindimensionalen) Kettenregel

Ay, () = 2 — d)xlx[|5
sowie mit der (eindimensionalen) Produktregel
0,0y, f(¥) = 2 — DIxll; 7> (x5 — dxF).
Somit erhalten wir wie gewiinscht

d d d
Af() =Y 00, f () =Q-dlxl; [ D IxI3—d ) x;
j=1 j=1

j=1
= Q2 —-d)lxl;97* (dllx)3 - dlx]I3)
= 0.
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Losung Aufgabe 137

(a) Wir berechnen zuniichst den Gradienten der Funktion V : R3\ {0} — R mit
1 1

L ’
(et x2, x3) T2 [x? + 52 + x2

Fiir jedes (x1,x2,x3)T € R3 \ {0} folgt zunichst mit der Kettenregel

V(x1, x2,x3) =

3, V(x1, X2, x3) = —x1(xF +x3 + x32)_3/2 und somit (Symmetrie der Funk-
tion V verwenden)
x X X T
VV(XI,Xst3):_< > 21 ) 3 5 22 D) 3 5 23 2 3) .
7+ x5 +x3)2 (] + x5 +x5)2 (x7 +x5 +x3)2

Damit folgt fiir jedes (x1, x2, x3)T € R\ {0} wie gewiinscht die Identitiit

2 2 2
X +x2+x3

((x1,x2, x3)T,VV(x1, %2, X3)) = ———F———~
(xF +x3 +x3)2

= —V(xy, x2, x3).

(b) Die partiellen Ableitungen erster Ordnung haben wir bereits in Teil (a) dieser
Aufgabe berechnet. Wir bestimmen nun die partiellen Ableitungen der Ordnung
2. Mit der Quotienten- und Kettenregel folgt fiir (x1, x2, x3)T € R3\ {0}

2_ 2.2

@ X1 2xt — x5 —x

Bxy 0xy V (X1, X2, X3) = Oy, (— —— 3) _ 21 22 235
(x7 + x5 +x3)2 ? +x3 +x3)2

und analog

2 2_,2 2_ .2 2
—xi +2x5 —x —Xxi — x5 +2x
By, Vxn w2, x3) = — =28 84,0V (01, a0, 03) = — 2%

(f + x5 +x3)2 (X7 +x5 +x3)2

Insgesamt erhalten wir damit wie gewiinscht

AV (x1,x2,x3) = Oy 0y, V (X1, X2, X3) + Ox, Ox, V (X1, X2, X3) + Ox30x3 V (X1, X2, X3)
_ (2)512 — x12 — xlz) + (2x% fx% — x%) + (2x§ fxg — x32)

5
OF +x3 +x3)2

=0

fiir alle (x1, x2, x3)T € R3\ {0}.
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Losung Aufgabe 138 Sei stets (¢, x)T € (0, +00) x R? beliebig gewihlt. Mit der
Produktregel folgt zunichst mit einer kleinen Rechnung

2 d 2 d
0,/ (t.x) = %f@, )= 5 flx) = (”:t”f - 2—t> .2,

Wegen 9y || x ||§ = 2x; folgen weiter mit Hilfe der Ketten- und Produktregel

2

Xj Ay 1
Oc; f(t.x) = == f(t.x) und 3y, 0; f(1x) = | 5 — o ) f(t. %)

fiir j € {1, ..., d}. Insgesamt erhalten wir somit wegen
d 2 2 2
)Y AR P /R LR il N
— \ 412 2t — 412 =2t 42 2t
j=1 j=1 j=1

wie behauptet

d IxI3  d d (xF
00 = Y005 [0 = |3 = ) [0 = 30| 25 = o | f60) =0.
J=1

j=1
Losung Aufgabe 139 Im Folgenden untersuchen wir die Funktionen f : R — R
und g : R? — R3 mit

2
fx1,x2,x3) = x1x2 +xpx3 —xjx3 und  g(xy, x2) = (x1 +x2,x1 + x5, x1 —x2) 7.

(a) Wir bestimmen zuniichst die zusammengesetzte Funktion f o g : R? — R mit
(f o g)(x1,x2) = f(g(x1,x2)). Fiir alle (x1, x2)T € R2 folgt mit einer kleinen
Rechnung

(f 0 9)(x1,x2) = f(x1 +x2, %1 + X3, X1 — x2)
= (x1 + x2)(x1 +x3) + (x1 + ¥ (x1 — x2)— (x1 4+ x2) (x] — x2)

= x7 4 2x1x5 4 x3.
Somit erhalten wir fiir (xy, x2)T € R? gerade

Jpog (X1, %2) = (2x1 + 2x3, 4x122 + 2x2) .
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(b) In diesem Teil werden wir die Ableitung J ., der Funktion f o g : R? — R mit
Hilfe der mehrdimensionalen Kettenregel bestimmen. Dazu miissen wir lediglich
die Jakobi-Matrizen J¢ € R3 und J o € R3*2 berechnen und dann miteinander
multiplizieren. Zunichst gilt offensichtlich

Jr(x1,x2,x3) = (x2 — x3, X1 +x3, x2 —x1)7

fiir alle (x1, x2, x3)T € R3. Insbesondere erhalten wir damit fiir alle (x1, x2)T €
RZ

Jr(g(x1, x2)) =(x1 + x5 — (x1 — x2), X1 + X2+ x1 — X2, X1 + x5 — (x1 + x2))T
=(x2 + x3, 2x1, x5 — x2)T.

Des Weiteren folgt fiir alle (x1, x2)T € R2 gerade

J (.xl xz) — 8X1g1 (lexz) axlgz(x], x2) 8)C|g3(-x],x2) _ 1 1 1
g(X1, Oy, 81(x1, X2) x,&2(X1, X2) 3y, 83(x1, X2) 12x2 —1)°

sodass wir mit der mehrdimensionalen Kettenregel (!) wie gewiinscht

|
Jrog(x1, x2) 9 Jr(g(x1, x2))Jg(x1, x2)
2 2 (1l 1 1
= (x2 + x5, 2x1, x5 —xz) (1 2% _1>
= (2x1 +2x3, dx1x2 + 2x2)7

fiir jeden beliebigen Vektor (x1, x2)T € R? erhalten. Das Ergebnis bestitigt damit
wie erwartet die Berechnung aus Teil (a) dieser Aufgabe.

Losung Aufgabe 140 Im Folgenden betrachten wir die Funktion ¥ : A — R? mit
V(r, @) = (Vi (r,9), Va(r, p))T = (r cos(p), r sin(p))T
und A = {(r,9)T € R? | r > 0, ¢ € (0,27)} sowie eine weitere Funktion

f € C%(R?%, R). Wir bestimmen zunchst die Jakobi-Matrix von W. Diese lautet fiir
(r, )T € A gerade

Jo(r.g) = (8r‘1’1(r, @) 3 W1 (r, <p)) _ <COS(</)) —r sin(w))_

OrWa(r, ) 0,Wa(r,¢)) — \sin(p) rcos(p)

Somit folgt wegen

Jf(x, y) = Vf(x? )’) = (axf(xv y)v 8yf(xv Y))T
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fiir (x, y)T € R2 (die Jakboi-Matrix beziehungsweise den Gradienten von f kdnnen
wir nicht niher bestimmen) mit Hilfe der mehrdimensionalen Kettenregel (!)

Trow(r,0) LV LU0, ) Iy (r, 9)
_ cos(g) —r sin(¢p)
= (Ox F(W(r, ), By F(U(r, )T (sm( ; ,COS(@)

_ ( Ox f(W(r, @) cos(p) + 8y f(W(r, ¢)) sin(p) )
—0x f(W(r, @))rsin(p) + 3y f (¥ (r, ¢))r cos(p)

_ Ox f (r cos(p), r sin(@)) cos(p) + dy f (r cos(p), r sin(p)) sin(p)
T\ =0y f(rcos(e), rsin(p))r sin(p) + dy f (r cos(p), r sin(p))r cos(¢)

fiir alle (r, )T € A.

Losung Aufgabe 141 Wir definieren zuniichst die Abbildung mult : R? — R
mit mult(x, x2) = x1x2 (Multiplikation). Offensichtlich gelten mult € C I(Rz, R)
sowie Vmult(xy, xp) = (xp, x1)7 fiir alle (x, x2)T € R2. Wir definieren weiter die
Funktion F : R — R geméil

F(x) = (multo(f, g))(x) = mult(f(x), g(x)) = f(x)gx).

Mit der mehrdimensionalen Kettenregel erhalten wir dann, dass ebenfalls F €
C'(R, R) gilt und die Ableitung von F gegeben ist durch

F'(x) = Vmult(f (x), g(x) (f'(x), §'(x))
= (g, FENT. (f'(), 8'NT) = f'(D)g(x) + f(0)g' (x)

fiir alle x € R. Wir erhalten somit wie gewlinscht die bekannte Produktregel
(f&)' = f'g+ f¢.

Losung Aufgabe 142 Da die Funktionen f : R — Rund g : R — R? nach
Voraussetzung differenzierbar sind, gelten

Jrxt, oo xg) = @O fOX1, .0 xa), oo, O f X1, xa)T
fiir (x1, ..., xq)7T € R sowie

To(x) = (g1 (), ... gg(x))

fiir x € R. Somit liefert die mehrdimensionale Kettenregel (!) fiir jedes x € R wie
gewiinscht

d
W) = (fog) () LTI = ax, f(g(x))g) (x).

j=1

Losung Aufgabe 143 Fiir diese Aufgabe werden wir uns zwei verschiedene Losungs-
wege tiberlegen:
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(a)

(b)

Sei zunichst x € R? beliebig gewihlt. Wir definieren die beiden Funktionen
g, h:R— Rmitg(t) = f(tx)und h(t) = tzf(x), die wegen der Homogenitét
von f identisch sind. Wir berechnen nun die zweiten Ableitungen von g und
h. Offensichtlich gelten fiir jedes r € R bereits 4'(r) = 2¢f(x) und A" (¢) =
2 f(x). Die Ableitung von g werden wir mit der mehrdimensionalen Kettenregel
(D) berechnen. Dazu bemerken wir, dass g = f o ¢ gilt, wobei die Funktion
¢ : R — R durch ¢(t) = tx definiert ist. Die Jakobi-Matrix von ¢ lautet
Jo(t) = xT, sodass wir insgesamt

' Oy f (1x) X1
g2 Jr(p(®)Jy(t) = (Vf(tx), x) = < : . >
Oy f (1) Xd

fiir + € R erhalten. Fiir die zweite Ableitung von g iiberlegen wir uns zunéchst,
wie die Ableitung der Funktion p : R — R4 mit p(t) = V f(tx) beziehungs-
weise p = (V f) o ¢ lautet. Da der Gradient einer Funktion von R nach R ein
Spaltenvektor ist, folgt mit der mehrdimensionalen Kettenregel gerade fiir alle
treR

Ip(t) = Jvr(p)Jp(t) = V(V f(1x))x
Ox; Oy, f(EX) ... Oy 0y, f(2X) X1
= : ; | = He(tx)x.
O O, (1) - BBy f(11) )\t

Mit den Ergebnissen der Aufgaben 118 und 120 folgt g”(r) = (Hy(t)x, x) =
(x, Hy(tx)x) fiir jedes t € R, sodass wir insgesamt fiir = 0 gerade

2f(x) =h"(0) = g"(0) = (x, Hy(0)x)

erhalten. Wir haben somit die gewiinschte Gestalt der Funktion f bewiesen.
Sei wieder x € R? beliebig gewihlt. Da die Funktion f : R — R nach
Voraussetzung zweimal stetig differenzierbar ist, gilt

1 12
lim — (f(tX) = f(0) = (Vf(0),x) — —(x, Hf(O)X>> =0.

=0t 2

Aus der Homogenitit von f folgen insbesondere f(0) = O und V f(0) = 0,

sodass wir wegen

2 2
Fex) = FO) — 1(Y £(0), x) — %<x, HpO)x) = 2 f(x) — %(x, Hy (0)x)



286 24 Losungen Mehrdimensionale Differentialrechnung

den obigen Grenzwert zu

2 2
0 = tim W = Elr Hy O
t—0 t

1
= f(x) = S {x. Hy(0)x)

vereinfachen konnen. Damit folgt also wie gewiinscht die behauptete Darstellung
der Funktion f.

Losung Aufgabe 144 Der Beweis der Leibnizregel fiir Parameterintegrale basiert
auf der Beobachtung, dass sich die Funktion F : I — R mit

h(x)
F(x) = / fx,0)de
g(x)

fiir jedes x € I als Komposition F(x) = (H o G)(x) schreiben lédsst, wobei die
Funktionen G : [ — R3und H : J x J x I — R durch

y
G() = (g(), h(x), x)T  und H(x,y,z):/ Fle.ndi

definiert sind. Im Folgenden werden wir ohne Beweis verwenden, dass G und H
differenzierbare Funktionen sind. Um mit Hilfe der mehrdimensionalen Kettenregel
die Ableitung von F beziehungsweise von H o G zu bestimmen, berechnen wir
zunéchst die Jakobi-Matrizen von H und G wie folgt:

y T
Jo(x) = (¢ (), h'(x), 1) und  Jp(x,y,2) = (—f(Z,X),f(Z,y),f 0z f (2, 1) dt) .

Dabei ergeben sich die partiellen Ableitungen o, H und 9y H aus dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung. Mit der mehrdimensionalen Kettenregel folgt
somit schlieBlich

F'(x) = (H o G)(x) = Jg(Gx))J(x),
wobei

JH(G()) G (x) = —3x H(g(x), h(x), x)g'(x) + dy H(g(x), h(x), x)h'(x) + 3 H(g(x), h(x), x)
h(x)
=—f(x, g(x)g'(xX) + f(x, h(x)A (x) +/ Ox f(x, 1) dt

g(x)
fiirx € I.Insgesamt haben wir damit die folgende niitzliche Formel fiir die Ableitung
eines Parameterintegrals nachgewiesen:

h(x)

F'(x) = fQ, )R (x) — f(x, g(x)g'(x) +/ O f (x, 1) dt.

g(x)
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Losung Aufgabe 145 Die mehrdimensionale Aussage lédsst sich geschickt mit dem
klassischen (eindimensionalen) Mittelwertsatz beweisen. Dazu wihlen wir x, y €
G mit x # y beliebig und betrachten die reelle Funktion 4 : [0, 1] — R mit
h(t) = f(x +t(y — x)). Da die Menge G nach Voraussetzung konvex ist, liegt die
Konvexkombination x + #(y — x) fiir jedes ¢ € [0, 1] in G, womit die Funktion A
wohldefiniert ist. Offensichtlich gelten 4(0) = f(x) und ~(1) = f(y). Des Weiteren
ist 4 in (0, 1) differenzierbar, da f nach Voraussetzung in G differenzierbar ist, und
in ganz [0, 1] stetig. Gemil3 dem Mittelwertsatz existiert daher eine Stelle & € (0, 1)
mit

h(1) = h(0) = 1'(§).

Wir berechnen nun die Ableitung von /. Da die Ableitung der inneren Funktion
R — R?, ¢+ x + 1(y — x) gerade y — x ist, folgt mit der mehrdimensionalen
Kettenregel fiir jedes ¢ € (0, 1)

B(t) = (Vf(x+t(y —x),y—x),
womit wir insgesamt
FO) = f) =h(1) =h0) =h'E) =(Vfx+&Q —x)),y—x)

erhalten. Definieren wir also z = x + &(y — x), so ist der mehrdimensionale Mittel-
wertsatz bewiesen.

Losung Aufgabe 146 Die Voraussetzungen des mehrdimensionalen Mittelwertsat-
zes (vgl. Aufgabe 145) sind offensichtlich erfiillt, denn R? ist sowohl offen als auch
konvex und die Funktion f : R? — R mit fx) = x12 + 2x; ist differenzierbar.
Weiter gilt natiirlich V f(x1, x2) = (2x1,2)7T fiir (x1, x2)7T € R2. Zua = (0, DT
und b = (1, 2)T gibt es daher stets einen Vektor z € R2, der auf der Verbindungs-
strecke zwischen a und b liegt, mit f(b) — f(a) = (V f(2), b — a). Zunichst gelten
fl@) =2, f(b) =5undb —a = (1,1)T. Wegen

la+tb—a)eR* [te O D) ={t,1+0)TeR* |1 e (0,1}
miissen wir somit & € (0, 1) mit
3=f0) - fl@=(VfE 1+8),1, D7) =(2&2T, (1, DT) =26 +2
finden. Vergleichen wir die linke und rechte Seite der obigen Gleichung, so kénnen
wir direkt £ = 1/2 ablesen. Somit erfiillt der Vektor z = (¢, 1 +&)T = (1/2,3/2)T
wie gewiinscht Gleichung (6.2).

Losung Aufgabe 147 Zunichst definieren wir die Hilfsfunktion 4 : [0, 1] — R mit

h(t) = f(t, 1, 1) =1 + 3t
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Da die Funktion 4 offensichtlich in [0, 1] stetig und in (0, 1) differenzierbar ist,
garantiert der eindimensionale Mittelwertsatz die Existenz einer Stelle £ € (0, 1)
mit

h(1) — h(0) = K/ (§). (24.6)

Wir bestimmen nun explizit die Ableitung von 4. Dazu bemerken wir,dassh = fog
gilt, wobei die Funktion ¢ : R — R3 gemil ¢(t) = (¢, t, t)T definiert ist. Mit Hilfe
der mehrdimensionalen Kettenregel folgt somit fiir alle r € (0, 1)

H(t) = (f o)) = Jr(pt)Jp(t) = (Vfp®), (1,1, DT).
Jedoch gilt

(Vf@®), (1, 1, DT) = (@ f(9@)), 3y f(9(1)), 0 f (@(NT, (1, 1, )T)
=0 f(t,t,0)+ 0y f(t,t,0) + 0, f(t,t,0),

sodass wir wegen h(0) = f(0,0,0), h(1) = f(1, 1, 1) und Gleichung (24.6) wie
gewiinscht die behauptete Gleichung bewiesen haben.

Losung Aufgabe 148 Seien x, y € G mit x # y beliebig gewihlt. Falls wir nach-
weisen konnen, dass f(x) = f(y) gilt, so ist die Funktion f : G — R konstant. Sei
weiter [x1, ..., x,] € G ein Polygonzug zwischen den Punkten x und y, das heif3t,
es geltenn > 2 sowie x; = x und x,, = y. Dabei liegt der Polygonzug vollstindig in
G, da das Gebiet als konvex vorausgesetzt ist. Gemil dem Mittelwertsatz fiir Funk-
tionen mehrerer Variablen (vgl. Aufgabe 145) finden wir zu jedem j € {1, ..., n—1}
eine Zahl ¢; € (0, 1) mit

f&) = fj) = (VG + (1 —x5)), Xj — Xjg1).

Jedoch giltnach Voraussetzung V f = 0in G, sodass wir weiter f(x;)— f(x;j4+1) =0
fiir jeden Index erhalten, da die rechte Seite der obigen Ungleichung stets verschwin-
det. Insgesamt folgt damit aber gerade

f)=fC1)=fx2)=...= fGxn-1) = f(xn) = fF(),
womit wir gewlinscht bewiesen haben, dass die Funktion f konstant ist.

Losung Aufgabe 149 Wir berechnen die gemischte Ableitung 0% f(x1, x2, x3, X4)
fiir den Multindex o = (1, 2, 0, 0)T Schritt fiir Schritt mit Hilfe der Produkt- und
Kettenregel, wobei immer (x1, x2, x3, x4)T € R* beliebig ist:

Ox; f (X1, X2, X3, X4) = xp exp(x2x3x4) — CO8(x1) cos(xz),
Ox; Oxy f (X1, X2, X3, x4) = (1 + x2x3x4) exp(x2x3x4) + cos(xy) sin(x2),

By, Oy Oy £ (X1, X2, X3, X4) = (2x3X4 4 X2X3x7) eXp(x2x3x4) + cos(x1) cOS(x2).
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Losung Aufgabe 150 Aus dem Satz von Taylor folgt, dass sich das zweite Tay-
lorpolynom der Funktion f € C?(G,R) an einer Stelle x° € G fiir jedes x € G
schreiben lésst als

¢ 0
CIOEDY %(x -2,

loe|<2

Da die Ordnung || = o1 +. .. + g des Multiindexs « € Ng ganzzahlig ist, besteht
die obige Summe aus drei wesentlichen Teilen.

(a) Fiir @] = 0 gilt zwingend « = (0, ..., 0)T und daher 0% f(x) = f(x) fiir alle
x eG.

(b) Gilt |a]| = 1, so ist dies nur moglich, wenn fiir genau einen Index j € {1, ..., d}
gerade o; = 1 gilt und alle anderen Eintrige von « gleich Null sind. Daher folgt
in diesem Fall 3% f'(x) = 0, f(x) fiir j € {1, ..., d} und x € G.

(c) Miteiner dhnlichen Uberlegung wie in den vorherigen Fillen folgtim Fall |a| = 2,
dass 9% f(x) = 0,0y, f(x) fir j,k € {1,...,d}und x € G gilt.

Mit der Definition des Gradienten und der Hesse-Matrix folgt somit wie gewiinscht
firallex € G

o 0 o 0 o 0
To(x) = Z 0% f(x )(x_xo)a+ Z 0% f(x )(x_xo)a+ Z 0% f(x )(x_xo)a

w0 wmt =2 @
oY 0 Y 0
= 1%+ Z };('x )(x_xO)a+ Z fa(’x )(x_xo)a
la|=1 : |a|=2 ’

d
1
=@+ 0y faN@; — D+ 5 D0 gan fe@; - aH0u )
j=1 1<j,k<d

1
= 1O VG0 x =20+ Sl —x? Hp (O (= x0),
wobei (-, -) wie iiblich das Euklidische Skalarprodukt im R4 bezeichnet.
Losung Aufgabe 151 Wir bestimmen zunichst alle partiellen Ableitungen (erster

Ordnung) der Funktion f : R2 x (0, 400) — R mit f(x,y,2) = xyln(z). Fir
(x,y,2)T € R? x (0, +00) gelten

Ox f(x,y,2) = yln(z), 0y f(x,y,2) = x1In(z), 0, f(x,y,2) = xZ_y

unddaher V £ (1, 2, 3) = (21n(3), In(3), 2/3)T. Wirerhalten somit wegen f (1, 2, 3) =
2 In(3) mit dem Satz von Taylor
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21n(3) x—1
Ti(x,y,2) =f(1,2,3)+< In(3) |,|y-2 >
2/3 z—3
2(z —3)
3

—2In(3) +2InB3)(x — 1) +1InG)(y — 2) +

2
= 242G + Iy + %

fiir alle (x, y,z)T € R? x (0, +00).

Losung Aufgabe 152 Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit f(x, y) =
x sin(xy). Die partiellen Ableitungen der Ordnung 1 lassen sich fiir (x, y)T € R? wie
folgt mit der Produkt- beziehungsweise Kettenregel fiir differenzierbare Funktionen
bestimmen:

oy f(x,y) = sin(xy) + xy cos(xy), oy f(x,y) = x2 cos(xy).

Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung lassen sich fiir (x, )T € R? mit einer
kleinen Rechnung &hnlich bestimmen:

30y f(x, y) = 2y cos(xy) — xy? sin(xy),
! .
0xdy f(x,y) g 0y 0y f(x,y) = 2x cos(xy) — xzy sin(xy),
0y0y f(x,y) = —x3 sin(xy).

Dabei haben wir den Satz von Schwarz (!) verwendet. Wir erhalten somit

V£(l,0) = (?) und  Hy(1,0) = <g (2)),

sodass mit Hilfe von Aufgabe 150 gerade

s (1T G

fiir jedes (x, y)T € R? folgt.

Losung Aufgabe 153 Die Tangentialebene an die Funktion f : (0, +00) X
(0, 400) — R mit f(x,y) = arctan(y/x) an der Stelle (xg, yo)T = (2, )T ist
der Graph der affin-linearen Funktion (Taylorpolynom 1. Ordnung) 77 : (0, +00) X
(0, +00) —> R mit

Ti(x, y) = f(x0, yo) + (V f(x0, Yo), (x — X0,y — yo)T)
= f(x0, y0) + 9x f (x0, Y0) (x — x0) + 9y f (x0, y0) (¥ — Y0)-
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Wir berechnen daher fiir jedes (x, y)T € (0, +00) x (0, 400) wie folgt mit Hilfe
der Kettenregel die partiellen Ableitungen erster Ordnung:

Tt sl hy ey = =
20+ oD - x4y YT A omn T 22

Ox f(x,y) =

Damit lautet die Tangentialebene in Koordinatenform gerade

x—2 20ky-1
5 5

1
(x,y,2)T e R*: z = Ti(x,y) = arctan (5) +

beziehungsweise

1 2
(x,y,Z)TeR3; arctan(§)+)5—c—?y_zz().

Aus der obigen Darstellung lésst sich direkt ablesen, dass der Normalenvektor der
Ebene durch (Koeffizienten in der Koordinatenform ablesen)

12 T
N=(z-2.-1
575

gegeben ist. Multiplizieren (normieren) wir diesen noch mit || N ||, =5 /~/30, so
erhalten wir wie gewiinscht den gesuchten Normaleneinheitsvektor.

Losung Aufgabe 154
(a) Da x¢ ein kritischer Punkt der Funktion f : G — R ist, gilt nach Definition

gerade V f (xg) = 0. Wegen f € C%(G, R) folgt daher mit dem Satz von Taylor
(vgl. auch Aufgabe 150)

1
fx) = f(x0) +(V f(xo), x — x0) + g(x — X0, Hy (x0)(x — x0)) + o(llx — xol13)
1
= f(x0) + 5 {x = x0, Hy (x0)(x = x0)) + o(lx — x0l13)

fiir x nahe xo. Da die Hesse-Matrix Hy(xo) nach Voraussetzung positiv definit
ist, finden wir eine Zahl o > 0 mit

2
(x = x0, Hf(x0)(x — x0)) > allx — xoll5
fiir alle x € RY. Fixieren wir nun weiter § > O derart, dass

2 o 2
|0(||x —XO||2)| < ZIIX —xoll3
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fiir jedes x € G mit ||x — xgll2 < § gilt, so folgt mit den beiden obigen Abschiit-
zungen

o (07 o
J0) = fxo) + S lx = xoll3 — 71 - xoll3 = f(x0) + 7l - xoll3

und daher

fx) = f(xo)

fiir jedes x € G mit ||x — xo|l2 < §. Wir haben somit gezeigt, dass die Funktion
f in xg ein lokales Minimum besitzt.

(b) Diese Aussage folgt direkt durch Anwenden von Teilaufgabe (a) auf die Funktion
— f, denn jedes (lokale) Maximum der Funktion f ist automatisch ein (lokales)
Minimum der Funktion — f.

Losung Aufgabe 155 Die Funktion f : RY - R mit fx) =@+ ... +x)™
ist ein mehrdimensionales Polynom vom Grad m. Daher stimmt das Taylorpolynom
T, vom Grad m mit der Funktion f iiberein, was wir uns im Folgenden iiberlegen
werden. Mit einer kleinen Rechnung folgt zunichst

5% £(0) = m!, |a|=m

0, sonst,

sodass wir mit dem Satz von Taylor und den Konventionen fiir Multiindizes

FO) m m
o= Y Lo s 3

! ! ol og!
le|<m loe|=m |o|=m 1 d

fiir x € R? erhalten. Der Multinomialkoeffizient m! /(1! ... - ag!) beschreibt aber
gerade die Anzahl der in (x| + ... + x4)" auftretenden Summanden der Form xf” .
... -ng‘i mitag +. ..+ oy = m, sodass wir schlielich mit dem Multinomialtheorem
[1, 8.5 Theorem]

m!

Z —x‘lxl ~...~xgd:(x1+...+xd)m,
ar! - ay!

loe|=m

also wie gewiinscht 7, (x) = f(x) fiir alle x € R erhalten.

Losung Aufgabe 156 Die Sinusfunktion ist bekanntlich eine analytische Funktion
mit

+0o (_1)nx2n+1

S Shrcray

n=0
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fiir x € R. Daher folgt fiir alle (x, y)T € R?

+00 (_1)n(xy3)2n+l B +00 (_1)nx2n+1y6n+3

f(x,y) =sin(xy’) = Zo en+ 1 ~ n + 1)!

Die rechte Seite der obigen Gleichung stellt aber gerade eine mehrdimensionale
Taylorreihe mit Entwicklungspunkt (xg, yo)T = (0, 0)T dar.

Losung Aufgabe 157

(a) Wir berechnen zunichst die partiellen Ableitungen der Funktion f : R*? — R
mit Hilfe der Produkt- und Kettenregel. Fiir alle (x;, x)T € R? gelten
_ 2 2 2 2 2 2
Oy, f(x1, x2) = 4x1exp(3x] + 2x3) + 6x1(2x7 + 3x3) exp(3xy + 2x3)
= x1(4 + 12x7 + 18x3) exp(3x7 + 2x3)

und

de, £ (X1, X2) = 6x2 exp(3x7 + 2x7) + 4x2(2x7 + 3x3) exp(3x7 + 2x3)
= x2(6 + 8x7 + 12x3) exp(3x] + 2x3).

Wegen
4412x7 +18x3 >0, 6+8x74+12x3>0 und  exp(3x? +2x3) >0

fir (x1,x2)T € R? sehen wir sofort, dass aus der notwendigen Bedingung
Vf(x1,x2) = (0,0)T direkt x; = 0 und x» = 0 folgen muss. Somit kann
die Funktion f hochstens im Nullpunkt (0, 0)T ein lokales Minimum besitzen.

(b) Die Funktion f kann kein lokales und damit auch kein globales Maximum besit-
zen, da sie unbeschrinkt ist. Offensichtlich gilt ndmlich fiir alle (x1, x2)T € R2
die Abschitzung

f(x1,x2) = 2x7 4 3x3) exp(3x] + 2x3)
> 2(x? + x3) exp2(x? 4 x3))
= 2[|(x1. x2) T3 exp(2]| (x1. x2)TII3)

2
> [[(x1, x2) T3,
womit insbesondere

lim fx1,x2) > lim ll(x1,x2)TI13 = +o0
[[Cx1,%2)T [l2—>+00 [Gx1,22) T |l2—>+00

folgt.
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(c) Die partiellen Ableitungen der Ordnung 2 lassen sich mit einer kleinen Rechnung
fiir jedes (x1, x2)T € R? wie folgt bestimmen:

By, 0ny f (X1, X2) = (4 + 60x7 + 72x7 4 108x7x3 + 18x7) exp(3x7 + 2x3),
Ox; 0y (X1, x2) = (52x1x2 + 72x1x§ + 48xf'x2) exp(3x% + 2x%),

Oxy Oy f (X1, X2) = Oy Ox, f (X1, X2),

ey Oy f (X1, X2) = (6 4 8x7 + 32x7x3 + 50x7 + 48x3) exp(3x7 + 2x3).

Wir erhalten somit

H;(0,0) = <axl dx, (0, 0) 8y, dx, £ (O, 0)) _ <g 2) ’

0y, 0x; £(0,0) 0x,0x, £(0,0)

sodass wir direkt ablesen konnen, dass die Hesse-Matrix die positiven Eigenwerte
A1 = 4 und A = 6 besitzt und daher positiv definit ist. Mit Hilfe von Aufgabe
154 folgt somit wie gewiinscht, dass die Funktion in (0, 0)T ein lokales Mini-
mum besitzt. Aus der Abschitzung in Teil (b) dieser Aufgabe folgt insbesondere
f(x1,x2) > O fiir alle (x1, x2)T € R%\ {(0, 0)T}, sodass wegen f(0,0) = 01im
Nullpunkt (0, 0)T sogar ein globales Minimum der Funktion vorliegt.

Losung Aufgabe 158 Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit f(x,y) =
x3 + y3 — 3axy, deren kritische Punkte wir in Abhingigkeit des Parameters o € R
klassifizieren wollen. Dazu werden wir die Kriterien aus dem Losungshinweis zu
dieser Aufgabe verwenden. Wir berechnen daher zunéchst alle partiellen Ableitungen
erster und zweiter Ordnung fiir (x, y)T € R? wie folgt:

df(x,y) =3x% =3ay, 3, f(x,y) =3y> —3ax
und
0x0x f(x, y) = 6x, Ox0y f(x,y) = 0y0x f(x,y) = —3a, 0ydy f(x,y) = 6y.

Zur Ubersicht unterteilen wir die Uberpriifung der notwendigen und hinreichenden
Bedingung wie folgt:

(a) Notwendige Bedingung. Die notwendige Bedingung V f = 0 bedeutet gerade
x? = ay und y?> = ax. Ist @ = 0, so konnen wir direkt ablesen, dass (x, y)T =
(0,0)T ein kritischer Punkt der Funktion ist. Im Fall o # 0 folgen y = x2/«
und somit y? = (x2/a)? = ax, was wir zu x (x> — &>) = 0 umstellen kénnen.
Wir konnen damit x = 0 oder x = « ablesen, das heifit, in diesem Fall sind
(x, )T =(0,0)T und (x, )T = (e, @) T kritische Punkte der Funktion.

(b) Hinreichende Bedingung. Mit Hilfe der Hesse-Matrix

_ (0x0x f(x,y) 00y fx,y)) _ [ 6x =3
He(x,y) = <8y3xf(x, y) 8y8if(x, y)) - (—3a 6y>
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werden wir nun die hinreichende Bedingung fiir die zwei ermittelten Punkte iiber-
priifen (vgl. auch Aufgabe 154).

() Wiruntersuchen nun (x, y)T = (0, 0)T und @ € R beliebig. Offensichtlich
gilt dann det(H (0, 0)) = —9a¢2 < 0, das heiBt, wegen 0,9, f(0,0) =0
ist die Hesse-Matrix weder negativ noch positiv definit. In diesem Fall liegt
also ein Sattelpunkt vor.

(B) Wir betrachten den kritischen Punkt (x, y)T = (¢, ®)T mit « € R. Dann
gilt stets det(Hy(a, ) = 2702 > 0. Fira > 0 folgt dann gerade
0x0x f (o, ) = 600 > 0, womit es sich in diesem Fall um ein lokales
Minimum handelt. Fiir « < 0 hingegen erhalten wir analog 9, 9 f (&, @) =
6 < 0, also liegt hier ein lokales Maximum vor. Den Fall « = 0 haben wir
bereits in Teil (a) behandelt.

Anmerkung Die Gleichung (x, y)T € R? : x? + y3 — 3axy = 0 beschreibt fiir
festes @ € R das sogenannte kartesische Blatt.

Losung Aufgabe 159
(a) Zunéchst folgt fiir jedes (x, y)T € R? mit einer kleinen Rechnung
Vfx,y) = (8x> —6xy,2y —3x3)T.

Offensichtlich ist dann (0, 0)T ein kritischer Punkt der Funktion, denn es gilt
Vf(0,0)=(0,0)T.

(b) Wir berechnen nun die zweiten partiellen Ableitungen der Funktion. Fiir jedes
(x, y)T € R? gelten

dxdy f(x,y) =24x> =6y, 0y f(r,y) = dyde f(r,y) = —6x,  dydy f(x.y) =2.

Wir erhalten also gerade

Hf(0,0) = <8 g)

Da die Hesse-Matrix eine Diagonalmatrix ist, konnen wir problemlos die Eigen-
werte A; = O und A, = 2 ablesen. Da H (0, 0) damit jedoch positiv semidefinit
ist, lasst sich das Kriterium zur Charakterisierung von lokalen Extrema aus Auf-
gabe 154 nicht anwenden — dazu miissten ndmlich alle Eigenwerte echt groler
oder kleiner als Null sein. Wir untersuchen daher die Hilfsfunktion g : R — R
mit g(x) = f(x,0) = 2x*. Offensichtlich gilt limy_, + o, g(x) = +00. Damit
kann die Funktion f kein Maximum (xps, yy)7T € R? besitzen, da wir stets eine
entsprechende Stelle x € R mit f(xpy, yu) < f(x,0) = g(x) finden koénnen.
Auf dhnliche Weise konnen wir uns aber auch iiberlegen, dass die Funktion f kein
lokales Minimum besitzt. Dazu miissen wir lediglich die Funktion 2 : R — R
mit h(x) = f(x,3/2x?) = —1/4x* betrachten, da lim,_, +o0 h(x) = —o0 gilt.
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Wir haben somit wie gewiinscht gezeigt, dass die Funktion f weder ein lokales
Minimum noch Maximum besitzt.

(c) Sei (x0, yo)T € R2 mit (xg, yo)T # (0,0)T beliebig. Wir untersuchen nun die
Funktion g : R — R mit

g(t) = f(txo, tyo) = (tyo — t*xD) (0§ — 262x3) = 2¢%x§ — 3°x3yo + 1233
Offensichtlich ist g ein Polynom und es gelten fiir jedes € R
g(1) =83x5 — 6t°x3yo +2tyo  und  g"(t) = 24r*xg — 12tx3y0 + 2y3.

Die notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum im Nullpunkt ist aber wegen
¢'(0) = Obereits erfiillt. Wegen yo # 0sehen wir g”(0) = 2y2 > 0 (hinreichende
Bedingung) und es liegt ein lokales Minimum in Null vor. Gilt hingegen yo = 0,
so vereinfacht sich die Funktion zu g(¢) = 2t4x(‘)1 , sodass auch in diesem Fall ein
Minimum im Nullpunkt vorliegt.

Losung Aufgabe 160 Natiirlich ist die Behauptung trivialer Weise erfiillt, falls die
Funktion f : R — R konstant Null ist. Wir konnen somit annehmen, dass es eine
Stelle xo € R mit f(xg) # O gibt. Da nach Voraussetzung

lil’il f(x)=0 und lim f(x)=0

x—>+00
gelten, finden wir eine Konstante C > 0 mit | f(x)| < | f(xp)| fiir alle x € R mit
|x| > C (Definition des Limes verwenden). Da die Ungleichung auch noch erfiillt
ist, wenn man die Konstante C vergroflert, konnen wir sogar ohne Einschrinkung
C > |xp| annehmen. Betrachten wir nun die stetige Hilfsfunktion 4 : [-C, C] — R

mit h(x) = |f(x)], so besitzt diese gemal dem Satz von Weierstral3 aus Aufgabe
107 ein Maximum x,y, das in [—C, C] liegt. Insbesondere folgt somit

|l = g(x) < glxm) = [f (xm)l

fiir alle x € [-C, C]. Umgekehrt gilt fiir jedes x € R mit |x| > C genauso

LfF O < f o)l < |f (xan)l-

Wir haben somit wie gewiinscht nachgewiesen, dass | f (x)| < | f(xp)|firallex € R
gilt, das heiflt, die Funktion | f| besitzt ein globales Maximum in x ;.

Losung Aufgabe 161 Da die Funktion f : RY — (0, +00) nach Voraussetzung
strikt positiv ist, existiert eine Stelle xo € R? mit f(x¢) > 0. Sei weiter r > 0 derart,
dass f(xg) > 1/r gilt. Damit folgt fiir alle x € R mit ||x|l2 > r gerade

1
fx) < <;<f(xo).

llx1l2
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Da die Funktion f stetig und die abgeschlossene Kugel B, (0) = {x € R? | ||lx||» <
r} kompakt ist, nimmt die Funktion f gemi3 dem Satz von Weierstraf3 (vgl. Aufgabe
107) ihr Maximum an einer Stelle x3; € B, (0) an. Jedoch folgt wegen | xp[l2 < r
aus der obigen Ungleichungskette f(x37) > f(xo), sodass ebenso f(x) < f(xp)
fiir alle x € RY mit ||x|2 > r folgt. Wir haben somit wie gewiinscht bewiesen, dass
die Funktion f an der Stelle x; ein globales Maximum besitzt.

Losung Aufgabe 162

(a) Die Niveaumengen (Niveaulinien) der Funktion f : R? — R mit f(x1,x2) =
x1 + x sind fiir A € R durch

N = {(x1, x)T e R? | f(x1,x2) =2} = {(x1, )T € R? | xp = A — x1}

gegeben. Wir sehen damit direkt, dass jede Niveaumenge Ny (1) lediglich eine
Gerade mit Steigung —1 darstellt, die die x,-Achse an der Stelle x; = X schnei-
det. Die Menge N = {(x1,x2)T € R2 | x% + x% = 8} beschreibt bekanntlich
einen Kreis mit Mittelpunkt (0, 0)T und Radius /8. Anhand von Abb.24.1 kon-
nen wir weiter ablesen, dass Nr(—4) und Ny (4) (blaue Geraden) die beiden
einzigen Niveaumengen sind, die tangential zur Menge N (Nebenbedingung) ver-
laufen. An jedem der beiden Tangentialpunkten (x{", x3")T = (=2, -2)T € N
und (x{” , xé” )T = (2,2)T € N liegt daher ein lokales Extremum der Funktion f
unter der Nebenbedingung N vor. Wegen f(x!", x4") = —4 und f(x, x/é[” y=4
handelt es sich bei (x{", x3")T um ein (lokales) Minimum und bei (x{*, x5")T um
ein (lokales) Maximum der Funktion unter der Nebenbedingung N.

(b) Wir bestimmen nun die lokalen Extrema mit Hilfe des Satzes von Lagrange.
Dazu miissen wir zunichst begriinden, dass alle notigen Voraussetzungen erfiillt

z2
o

Abb. 24.1 Darstellung der Niveaumengen (grau, blau), der beiden Extremstellen (griin) und der
Nebenbedingung (rot)
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sind. Daher schreiben wir die Nebenbedingung N zunichst dquivalent als N =
{(x1, x2)T € R2 | g(x1,x2) = 0}, wobei die stetig differenzierbare Funktion
g : R? - R gemiB g(xy, x3) = x12 + x% — 8 definiert ist. Da die Funktion
f : R? — R offensichtlich ebenfalls stetig differenzierbar und N eine kompakte
Teilmenge des R? ist (vgl. Aufgabe 95 (c) mit d = 2), folgt aus dem Satz von
Weierstrall (vgl. Aufgabe 107) die Existenz eines Minimums beziehungsweise
Maximums der Funktion unter der Nebenbedingung N. In anderen Worten: Es
gibt zwei Stellen (x7", x3) 7T, (xM, x¥)T € N mit

x" xI) = min X1, X und M My = max X1, X2).
f( 1 2) (xl,x2)TENf( 1 2) f( 1 2 ) (xl,xz)TeNf( 1 2)

Da alle Voraussetzungen des Satzes von Lagrange erfiillt sind, fithren wir weiter
die sogenannte Lagrange-Funktion L : R — R mit

L(x1,x2, %) = f(x1,x2) + Ag(x1,x2) = x1 + x2 + A(x] +x3 — 8)

ein. Die notwendige Bedingung VL = 0 fiir ein lokales Extremum ergibt somit
fiir (x1, x2, )T € R3 die folgenden drei Gleichungen:

(I 0y Lx1,x2,A) =1+2xx; =0,
(D) 3g,L(x1, x2,A) = 14 2ix; =0,
() & L(x1,x2,A) =x7 +x3 —8=0.

Dabei konnen wir anhand der Gleichungen (I) oder (II) direkt A # O ablesen. Mit
den Gleichungen (I) und (II) folgt somit x; = x, = —1/(2X). Einsetzen in Glei-
chung (III) liefert 1 = 1612, also & = +1/4. Die kritischen Punkte berechnen
sichdaher zu (x", x4)T = (=2, =2)Tund (xM, x})T = (2, 2)T. Zur Klassifika-
tion der beiden Punkte werden wir nun die sogenannte geridnderte Hesse-Matrix
(Hesse-Matrix der Lagrange-Funktion)

Ox, Ox, L 0y, 0x, L 0y, 03 L Ox, 0x, L 0x,0x, L Ox, &
Hp = | 05,05 L 0x,0x, L 05,03 L | = | 0,05, L 0x,0x, L 0x,8
8,\8le 3)L8x2L EM)AL 8x1g 3ng 0

verwenden, denn fiir jede kritische Stelle (xi, X2, X)T e R3 der Lagrange-
Funktion gilt:

() Gilt det(Hp (%1, X2, A)) < 0, so handelt es sich um ein lokales Minimum
der Funktion L.

(B) Im Fall det(H (X1, X2, 5\)) > 0 liegt in (X1, X2, ):)T ein lokales Maximum
der Lagrange-Funktion vor.

(y) Istweder Fall (o) noch (8) eingetreten, das heilit, es gilt det(H (x1, X2, 1)
= 0, so liegt ein Sattelpunkt vor.
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Mit einer kleinen Rechnung folgt also in dieser Aufgabe fiir (x{, x2, A)T € R3

20 0 2x
Hp(x;,x2,A)=| 0 2% 2x2 |,
2)61 2x2 0

womit wir schlieBlich fiir A”* = 1/4 und AM = —1/4

1/4 0 -4
det(HL(x{", x5, A") = | 01/4 4| =-16
—4 -4 0

und

—1/4 0 4
det (HL e, x aM) = 0 —1/44] =16
4 4 0

erhalten. Damit besitzt die Funktion L an der Stelle (x{", x5', A")T ein Minimum
und an der Stelle (x{W , xé"’ , AM)T ein Maximum. Die beiden Stellen (7", x3")T und
(xfW , xé” )T sind gemiB dem Satz von Lagrange aber gerade die lokalen Extrema der
Funktion f unter der Nebenbedingung N.

Losung Aufgabe 163 Der Flicheninhalt und Umfang eines Rechtecks mit den Sei-
ten a, b > 0 lauten bekanntlich A = ab beziehungsweise U = 2(a + b). Ist also
Up > 0 ein gegebener Umfang, so miissen wir das Maximum der Funktion f :
R? — R mit f(x, y) = xy unter der Nebenbedingung (x, y)T € R’ : g(x,y) =0
bestimmen, wobei g : R — R durch g(x, y) = Uy — 2(x + y) definiert ist. Dass
die Voraussetzungen des Satzes von Lagrange erfiillt sind, ist nicht weiter schwer
nachzupriifen. Wir betrachten daher die stetig differenzierbare Lagrange-Funktion
L :R3 - R mit

Lx,y,A) = f(x,y) +1g(x,y) =xy + AU — 2(x + y)).

Mit einer kleinen Rechnung folgt fiir die partiellen Ableitungen fiir alle (x, y, A)T €
R3

axL(xv Y, )\-) =y - 2)\'7

OyL(x,y,A) =x—2A,

HL(x,y,A) =Uy—2(x+y).

Aus der notwendigen Bedingung VL = 0 erhalten wir also gerade y — 2A = 0 und
x — 21 = 0 und damit x = y. Einsetzen in die dritte Bedingung 9, L = 0 liefert
somit

0=Up—2x+y)=Up—2(x +x) =Uy — 4x
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und damit x = y = Upy/4. Damit ist (Uy/4, Ug/4, 1)T fiir jedes A € R ein kritischer
Punkt der Lagrange-Funktion. Der Losung von Aufgabe 162 folgend (Klassifizierung
mit Hilfe der gerdnderten Hesse-Matrix Hy ) folgt

0x0xL 0,0yL 0,8 0 1-2
det(Hr (Uo/4, Up/4, 1)) = det | 9,0y L 9y0yL dyg | = det 1 0-2]=8,
oxg Odyg O -2-2 0

also liegt hier ein lokales Maximum der Funktion f in (Up/4, Ug/4)T vor. Wir haben
somit gezeigt, dass bei einem fest vorgegeben Umfang Up unter allen moglichen
Rechtecken gerade das Quadrat mit der Seitenldnge Uy /4 den groBten Fldcheninhalt
besitzt (vgl. auch Abb.6.3).

Losung Aufgabe 164 Die Polynomfunktion f : R¢ — R mit f(x) = Z?Zl ajx;
ist offensichtlich stetig. Da die Menge N = {x € RY | ||x||% = 1} gemil} Aufgabe
95 (c) kompakt ist, garantiert der Satz von Weierstral}, dass f sowohl ein Minimum
als auch ein Maximum in N annimmt.

(a) Wir fiihren zunichst die Funktion g : RY — R mit g(x) = Z?:l
Diese ist stetig differenzierbar mit Vg(x) = 2x fiir x € R?. Insbesondere gilt
somit Vg # 0in N, da der Nullvektor nicht in N liegt. Wir definieren weiter die
sogenannte Lagrange-Funktion L : R*t! — R mit

2 _ .
x; 1 ein.

d d
L i) = f0) +rg0) =Y ap+ 4| Y x—1
j=1 j=1

Damit ergeben sich fiir (x, A)T € R4l und j € {1,...,d}died +1 notwendigen
Bedingungen

d
dy,L(x,A) =a; +2ix; =0 und BAL(x,A):ijz-—lzo.
j=1

Aus der ersten Gleichung konnen wir direkt ablesen, dass A 7 0 gilt, da nach
Voraussetzung a; # 0 fiir j € {1, ..., d} gilt. Wir erhalten also x; = —a;/(2))
fiir j € {1, ..., d} und somit gerade mit der zweiten Gleichung

4, L a2 1 &, lall3
0=j;xf—1=j§(—ﬁ) —1=m;"f‘1=4m‘1

fira = (ay, ..., aq)7,also X = %||a|2/2. Einsetzen in die erste Gleichung liefert
schlieBlich x; = %aj/|lall> fiir jedes j € {1, ..., d}, das heilt, die Funktion f
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besitzt die beiden kritischen Stellen

T T
al aq aq aq
xm:_(_,...,_) und xM:(_,...,_) ,
lall2 lall2 lall2 lall2

die offensichtlich in N liegen. Da aber

QU

2

fe™ = Z

lall, ~ ||a||2

d 2

lal13
Z = = —lal2
= al

und analog f(x™) = ||a||; gelten, besitzt die Funktion in x” und x™ ein lokales
Minimum beziehungsweise Maximum.

(b) Die Funktion f : R? — R lisst sich fiir jedes x € R¥ dquivalent schreiben als
f(x) = {(a, x), wobei wir a = (ai,...,aq)T setzen und (-, -) das Euklidische
Skalarprodukt im R? bezeichnet. Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz (vgl.
Aufgabe 58) folgt daher

|f )] = a, x)| = llall2llx]l2

fiir alle x € RY. Beschrinken wir uns dabei weiter auf alle Punkte x € R? mit
llx]l2 = 1, so folgt fiir diese gerade | f (x)| < |la||2, also

—llall2 = f(x) < llall2.

wobei das lokale Minimum und Maximum der Funktion f unter der Nebenbe-
dingung x € R? : |lx|l» = 1 wie in Teil (a) dieser Aufgabe an den Stellen x™
und x™ angenommen wird.

Losung Aufgabe 165 Wir konnen (laut Aufgabenstellung) annehmen, dass die
Funktion f : (0, +00)? — R mit

d
f@) == xjlog(x))

j=1

ein Maximum unter der Nebenbedingung x € RY : Zd_ 1 Xj = 1 besitzt. Dieses
werden wir nun mit dem Verfahren der Lagrange- Multlphkatoren bestimmen. Wir
fiihren dazu die stetig differenzierbare Lagrange-Funktion L : (0, +00)? x R — R
gemal

d d
Lx,2) ==Y xjlogy(x))+r|> x;—1
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ein. Die notwendige Bedingung VL = 0 fiir ein Extremum lésst sich dann fiir j €
{1, ..., d} miteiner kleinen Rechnung (Produktregel beachten) wie folgt schreiben:

1
3y, L(x, 1) = —log, (x;) — ot A =0,

d
RL(x, 1) =) xj—1=0.
j=1

Dabei haben wir verwendet, dass log,(r) = In(z)/In(2) und somit log)(r) =
1/(¢tIn(2)) fiirr > O gilt. Multiplizieren wir die erste der beiden obigen Gleichungen
mit In(2), so folgt fiir jedes j € {1, ..., d} gerade In(x;) = AIn(2) — 1 und somit

2A
xj =exp(Aln2) — 1) = -

Setzen wir dies in die zweite Gleichung (Nebenbedingung) ein, so erhalten wir
2* = e/d und weiter

e> _ In(e/d) 1—1In(d)

b= logy (2) = o n2 1@

Somit folgt fiir jedes j € {1, ..., d} gerade

2 2o
_x]- = — = = —,
e e d
das heiBt, bei xM = (1 /d, ..., 1/d)T handelt es sich um einen kritischen Punkt der

Funktion f unter der Nebenbedingung N.

Anmerkung Die obige Rechnung zeigt, dass die Entropie (ohne iiberpriifbare Infor-
mationen) durch die diskrete gleichméBige Verteilung auf [0, 1] maximiert wird.

Losung Aufgabe 166 Wir betrachten die stetig differenzierbare Funktion f : R3 —
Rmit f(x,y,z2) = x2+ y2 +22, deren Minimum und Maximum wir unter den beiden
Nebenbedingungen (x, v, 2)T € R3 : x24+y2 =lund (x, y,2)T €e R?: x+y+z =
1 berechnen wollen.

(a) Um die Multiplikatorenregel von Lagrange (Satz von Lagrange) verwenden und
damit die Extremalstellen bestimmen zu konnen, miissen wir zunichst beweisen,
dass die Funktion f ein Minimum beziehungsweise Maximum in N besitzt. Dafiir
schreiben wir die Nebenbedingung zunéchst in der Form

NZ{(X’W)TGRS|x2+y2—1=x+y+z—1=0}.
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Die Menge N ist kompakt, denn sie ist beschrinkt und abgeschlossen (Satz von
Heine-Borel), wie wir gleich sehen werden. Dabei ist die Menge N beschrinkt,
denn fiir (x, y, z)T € N folgt wegen x4+ y2 = 1 gerade x, y € [—1, 1] weshalb
aus der zweiten Bedingung z = 1 —x — y insbesondere z € [—1, 3] folgt. Wegen
diesen Uberlegungen folgt also wie gewiinscht

[y, TR =x2+y2+22<1+149=11.

Die Menge ist aber auch abgeschlossen, da die beiden Funktionen g1, g2 : R? —
R mit g1 (x,y,z) = x>+ y?> — 1 und g(x, y,2) = x + y 4+ z — | stetig sind.
Alternativ kann man die Abgeschlossenheit der Menge N aber auch wie folgt
einsehen: Zunichst wihlen wir uns eine beliebige Folge ((xy, yu, 2n)T)n, die
vollstindig in N liegt und im R3 gegen ein Element (x, y, z)T € R> konvergiert.
Insbesondere konvergieren damit alle Komponenten der dreidimensionalen Folge
gegen die entsprechende Komponente des Vektors (x, y, z)T, das heif3t, es gelten
lim, x, = x, lim, y, = y und lim, z, = z. Da fiir alle n € N nach Definition
(Xns Yn, 2n)T € N und somit x,zl + y,zl — 1 =x, + yp + 2z, — 1 = 0 gilt, erhalten
wir mit Hilfe der Grenzwertgesetze fiir konvergente Folgen aus der Analysis I

x2+y2—1: lim x,%—}—y,zl—l: lim x;+y+zm—-1l=x+y+z—-1=0.
n——+o0o n——+o00

Das bedeutet aber gerade X2+ y2 —l=x+y+z—1=0,also (x,y,2)T €N,
womit wir gezeigt haben, dass die Menge N Folgen-abgeschlossen und damit
abgeschlossen ist. Da wir nun nachgewiesen haben, dass die Menge N kompakt
ist, folgt gemél dem Satz von Weierstral aus Aufgabe 107, dass die stetige Funk-
tion f sowohl ihr Minimum als auch Maximum iiber der Menge N annimmt.

(b) Wir berechnen nun Minimum und Maximum der Funktion f iiber der Menge N.
Dazu betrachten wir die Lagrange-Funktion L : R’ — R mit

L(x,y,z,A1,A2) = f(x,y,2) +218(x,y,2) +2A28(x,y,2)
=24y + 2+ M+ - D+ @ +y+z— .

Indem wir die partiellen Ableitungen der Funktion L bestimmen, kénnen wir die
notwendige Bedingung

@y 2 AT €RY: VL(x, .2, A1, 32) = (0,0,0,0,007
mit einer kleinen Rechnung wie folgt schreiben:

@D 0xL(x,y,2,A1,A2) =2(1 + Apx + 12 =0,
(I 9yL(x,y,z, A1, 42) =2(1 + A1)y + 12 =0,
WD 9 L(x,y,z,A1,A2) =22+ A2 =0,

(AV) O, L(x,y, 2, A1, A2) =x2 4+ y2 —1=0,
V) ,L(x,y,z,A, ) =x+y+z—1=0.
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Zur weiteren Berechnung machen wir folgende Fallunterscheidung:

(¢) Es gilt Ay = —1. In diesem Fall erhalten wir aus den Gleichungen (I)
oder (IT) gerade A, = 0 und somit z = 0 (dritte Gleichung verwenden).
Aus der letzten Gleichung folgt damit x = 1 — y, womit x> + y?> — 1 =
(1—y)2+y?>—1=0,also2y(y — 1) = 0 folgt. Dies ergibt also y = 0 oder
y = 1, womit wir insgesamt die beiden kritischen Stellen p1 = (1,0,0)7
und p? = (0, 1, 0)T erhalten.

(B) BEsgilt A1 # —1. Setzen wir nun die Gleichungen (I) und (I) gleich, so
erhalten wir 2(1 + A1)(x — y) = 0 und konnen direkt x = y ablesen, da
der erste Faktor 2(1 + A1) von Null verschieden ist. Einsetzen in die vierte
Gleichung liefert x> + y> — 1 = 2x> — 1 = 0, also x = +1/4/2 und
somit y = =41/+/2. Mit Hilfe von Gleichung (V) erhalten wir schlieBlich
z = 1 F +/2. Die kritischen Stellen lauten in diesem Fall also gerade p* =
(=1/3/2, =1/+/2,14++/2)Tund p* = (1/+/2, 1/+/2, 1 —+/2)T. Indem wir
nun dhnlich wie in den Aufgaben 162 und 163 die geridnderte Hesse-Matrix
bestimmen und die vier Kkritischen Stellen einsetzen, sehen wir, dass es sich
bei p! und p? um Minima und bei p3 und p* um Maxima der Funktion
f unter der Nebenbedingung N handelt. Alternativ kann man aber auch

die Funktionswerte f (p{ , pé, pé' ) fiir j € {1, ..., 4} bestimmen und so
entscheiden, an welcher Stelle ein Minimum beziehungsweise Maximum
vorliegt.

Losung Aufgabe 167

(a) Die Jakobi-Matrix der Funktion f : R® — R2 ist fiir (x, y, z)T € R3 durch

_ 3xf1(x,yvz) 8yfl(x’y’z) azfl(x’y’z)
Irxy. 2 = (3xf2(x, ¥,2) By fo(x, ¥, 2) 9, fo(x, ¥, z))

_(2x 1 cos(z)
T\ 1 2y —cos(z) ysin(z)
gegeben.

(b) Da wir die Auflosbarkeit des Gleichungssystem (x, y,z)T € R3: f(x,y,2) =
(0, 0)T beziiglich der x-Variablen untersuchen wollen, setzen wir im Hinblick auf
den Satz von der impliziten Funktiond = 1,k = 2,a = Ound (b1, b)T = (0,0)T
(vgl. den Losungshinweis zu dieser Aufgabe). Dann gilt f(a, by, b2) = (0,0)T
und wegen

_ 1 cos(hy) \ —-11\
det (D2f(a, b1, b2)) = det <—2b1 — cos(hy) by sin(bz)) = det (—1 o) =1

ist die quadratische Matrix D> f(a, b1, by) invertierbar. Somit existieren Umge-
bungen U’ € R und V' € R? von a bezichungsweise b sowie eine stetig dif-
ferenzierbare Funktion g : U’ — V' mit f(x, g1(x), g2(x)) = (0, 0)7 fiir alle



24 Losungen Mehrdimensionale Differentialrechnung 305

x € U’ gilt (Satz von der impliziten Funktion). Zudem folgt

~1
§'(0) = ((0)(0) = = (D2£(0,0,0) ™" D1 £(0,0,0) = - (_i (1)) (?) = (_}) .

Setzt man nun formal y = g; und z = g», so erhalten wir insgesamt y’(0) = 1
und 7'(0) = —1.

Anmerkung Fiir jede invertierbare Matrix A € R>*? mit A = (¢ Z ) gilt folgende
niitzliche Rechenregel fiir die Inverse A~

JEENCT N d-b\ 1 d —b
“\ed) T det(A)\—c a)  ad—bc\—c a)’
Losung Aufgabe 168 Wir werden dhnlich wie in Losung der Aufgabe 167 vorgehen.
Dazu definieren wir die Funktion f : R? — R? durch

[y, = (2cos(xyr) +yz —x — 1, (xy2)* +2 - 1)7.

Diese ist offensichtlich stetig differenzierbar. Setzen wir weiter a = 1 und b =
(b1, b2)T = (0, 1)T, so gilt natiirlich f(a, by, b2) = f(1,0, 1) = (0, 0)T. Mit einer
kleinen Rechnung folgen weiter fiir alle (x, y, 2)T € R3 gerade
_ (—2yzsin(xyz) — 1
Dif(x,y,2) = ( 2xy27

und

z —2xzsin(xyz) y — 2xy sin(xyz)
DZf(x’ Yy, Z) = ( 2x2yZ2 2)62)}2Z 41 ) .
Weiter gilt D> £ (1,0, 1) = E»y» (Einheitsmatrix im R?*?), das heiBt, die quadrati-
sche Matrix ist invertierbar und gemifl dem Satz iiber die implizite Funktionen gibt
es Umgebungen von a und b, in denen sich das Gleichungssystem in Abhéngigkeit
von y und z eindeutig nach x auflosen lisst. Die Auflosungsfunktion g : R — R?
mit g(x) = (g1(x), g2(x)T = (y(x), z(x))T ist zudem stetig differenzierbar und es
gilt wegen D1 f(1,0,1) = (—1,0)7T

-1
ren (YO _ _1 _ (10 -1\ _ (1
g(°>—<z/<o>>— (D2f (1,0, D)™ D1 f(1,0,1) = (01) <0>_(0>,

also y'(0) = 1 und 7/(0) = 0.
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Losung Aufgabe 169 Um den Satz von der impliziten Funktion anwenden zu kon-
nen, definieren wir zuniichst die stetig differenzierbare Funktion f : R3 — R?
mit

o x+2y2+323
f(x’yvz)_<ex+62y+e3z_3

Dann gilt £(0,0,0) = (0,0)T und fiir alle (x, y, 2)T € R3 folgen weiter mit einer
kleinen Rechnung

972

Dif(x,y,2) = (3632) und Dy f(x,y,2) = (elx 24eyy> )

Da die Determinante der Matrix D> f(0, 0, 0) von Null verschieden ist, ist diese
offensichtlich invertierbar und der Satz von der impliziten Funktion liefert wie
gewlinscht, dass sich das Gleichungssystem lokal eindeutig nach x und y als Funk-
tionen in z auflosen lisst. Die Ableitungen lassen sich wie folgt bestimmen:

O O 1o\ '/0\_ (o0

Losung Aufgabe 170 Sei A C G eine beliebige offene Teilmenge. Um zu beweisen,
dass die Abbildung f : G — R offen ist, miissen wir zeigen, dass das Bild f(A)
ebenfalls in R? offen ist. Wir definieren dazu die stetig differenzierbare Funktion

F:GxR! >R mit Fx,y)=f(x)—y.

Sei weiter xo € A beliebig gewihlt und yp = f(xp). Offensichtlich gelten dann
F(x0,y0) =0und Dy F(x,y) = Jy(x) fiiralle (x, y)T € G x R4, Da die Jakobi-
Matrix Jy von f aber nach Voraussetzung in jedem Punkt aus G invertierbar ist,
existieren somit wegen dem Satz iiber implizite Funktionen (offene) Umgebungen
U(xp) € G und V(yy) C R? von xo beziehungsweise yp mit f(U(xp)) = V (yo).
Damit folgt weiter

fA)={fxerR?|xeA}l=Jvw.

x€eA

womit die Menge f(A) als Vereinigung der offenen Mengen V (x) C R4, x € A,
wie behauptet offen ist. Wir haben somit gezeigt, dass f eine offene Abbildung ist.

Losung Aufgabe 171 Die Aussage in der Aufgabe folgt direkt aus dem Satz
tiber implizite Funktionen. Dazu miissen wir lediglich bemerken, dass die Funk-
tion f : R* — R mit f(x,a0,a1,a) = X taxt+tax + ay stetig differenzierbar
istund f(2, =2, 5, —4) = 0 erfiillt. Weiter gilt fiir alle (x, ag, aj, a2)7 € R4 gerade
D> f(x,ap,a1,a2) = 3x24+2arx+aj. Wegen D> (2, —2, 5, —4) = 1istdie Ablei-
tung (Ableitungsmatrix) invertierbar. Hier ist zu beachten, dass x = 2 eine einfache
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—0,15

1 9 1,9232 2

Abb.24.2 Darstellung der Nullstellen der Polynome P, P:R— Rmit P(x) = x> —4x24+5x—2
(rot) und P (x) = x3 — 3,99x2 + 5,02x — 2,01 (blau)

Nullstelle der Funktion R — R, x > x3 4+ a»x2 + ajx + ag ist. Somit gibt es eine
Umgebung des Punktes (x, a)T = (x, ap, a1, a2)7T = (2, —2, 5, —4)T und eine stetig
differenzierbare Auflosungsfunktion g derart, dass x = 2 genau dann eine Nullstelle
des Polynoms R — R, x > x> 4+ axx? + ajx + ag ist, wenn x = g(a) gilt. Man
kann sich damit also g als eine lokale Losungsformel vorstellen, die den Koeffizienten
eine eindeutige Nullstelle zuordnet. Daa = (ayp, a, a)T = (—2,01; 5,02; —3,99)7
nahe beia = (ap, ar, a2)T = (=2, 5, —4)T liegt — damit ist gemeint, dass der Eukli-
dische Abstand |la — a||; klein ist — wissen wir somit bereits, dass das Polynom
P :R — Rmit P(x) = x> —3,99x2 + 5,02x — 2,01 in der Niihe von x = 2 eine
Nullstelle besitzt. In der Tat, die Nullstelle X € [7/4, 9/4] liegt bei x ~ 1,9232 (vgl.
auch Abb.24.2).

Anmerkung Die obigen Uberlegungen zeigen, dass die einfachen Nullstellen eines
Polynoms lokal (beliebig oft) differenzierbar von den Koeffizienten abhidngen.
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Losung Aufgabe 172 Die Abbildung y : [0, 27] — R? ist ein stetig differenzier-
barer Weg, da die beiden Komponenten y1, y» : [0, 27] — R mit y;(f) = r cos(¢)
und y»(¢) = rsin(?) fiir jedes r > O stetig differenzierbar sind. Der Weg ist zudem
geschlossen, da fiir den Anfangs- und Endpunkt wegen der Periodizitit der Sinus-
und Kosinusfunktion y(0) = (r,0)T = y(27) folgt. Des Weiteren ist der Weg y
reguldr, denn es gilt

y(@) = (1), y2(0)T = (—rsin(t), r cos(t))T # (0,0)7
und somit ||y (¢)]|2 > 0 (Euklidische Norm) fiir alle ¢ € [0, 27].

Losung Aufgabe 173

() Beidem Bild von y; : [0, 2] — R? mit y; (1) = (cos>(¢), sin(¢))T handelt
es sich um die Asteroide aus Abbildung 7.1 (b), denn wegen

ly ()13 = 9sin®(r) cos*(r) + 9sin* () cos?(z)

= 9sin’(?) cosz(t)(sinz(t) + cosz(t)) =9 sinz(t) cos?(1)

fiirt € [0, 2] istder Weg nicht regulir, da fiir = O beispielsweise ||y (0)]2 =
0 gilt. Dass die Kurve y;([0, 27r]) nicht regulér ist, kann man an den vier
Sternspitzen erkennen.

(B) Der Weg y» lasst sich fiir ¢+ € [0, 2m] schreiben als y»(r) = (1, DT +
(2/3 cos(t), sin(?))T. Das Bild dieses Weges ist also gerade eine (gestauchte)
Ellipse mit Mittelpunkt (1, 1)T (vgl. Abb.7.1 (f)).
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(y) Das Bild des Weges y3 : [0,27] — R2 mit y3(t) = (tcos(t), sin(t))T =
t(cos(t), sin(r))T ist die Spirale aus Abbildung 7.1 (c). Das lésst sich bei-
spielsweise daran erkennen, dass y3 offensichtlich der einzige Weg ist, der
nicht geschlossen ist.

(6) Das Bild von y4 ist in Abbildung 7.1 (e) dargestellt.

(¢)  Schreiben wir (3 + cos(t), 2 4+ sin(?))T = (3,2)T + (cos(?), sin(z))T fiir ¢t €
[0, 27r], so erkennen wir direkt, dass es sich bei y5([0, 27r]) um einen Kreis mit
Mittelpunkt (3, 2) T und Radius 1 handelt, der in Abbildung 7.1 (a) dargestellt
ist.

(¢) Der Weg y5 : [0,27] — R? mit ys(r) = (cos(t) cos(21), sin(r) cos(2t))T
durchléduft den Nullpunkt (0, 0)T offensichtlich mehrfach. Damit kann es sich
bei dem Bild von yg lediglich um die Epizykloide aus Abbildung 7.1 (d) han-
deln.

Losung Aufgabe 174 Zur Ubersicht unterteilen wir die Losung in zwei Teile:

(a) Die Kurve y istfiirt € [—m/2, /2] in der folgenden Abbildung dargestellt (vgl.
Abb.25.1).

(b) DieKurve y : R — RZmit y (1) = (+/2(t2 — 1), 13 — 1) T besitzt in (0, 0)T einen
Doppelpunkt, da dieser sowohl fiir t = —1 als auch fiirt = 1 durchlaufen wird. Es
gilt ndmlich y (—1) = (0, 0)T = ¢ (1). Weiter ist y offensichtlich differenzierbar
mit y (1) = (242,312 — DT fiir t € R. Wegen y(—1) = (—2+/2,2)T und
y(l) = (2V2,2)7 folgt fiir den Schnittwinkel o € [0, ] gerade

GED M) —8+4 1
PEDRIP DI~ VBTavB+4 3

und somit @« = arccos(—1/3), was einem Schnittwinkel von circa 109,5° ent-
spricht.

cos(a) =

Losung Aufgabe 175

(a) Bekanntlich ist die Kreiskurve y; : [0,27] — R2 stetig differenzierbar mit
y1(t) = (—rsin(t), r cos(t))T fiir t € [0, 27r]. Somit folgt mit der Formel fiir die
Bogenlinge gerade

2 2 2
Ly = / lyi®l2dt = / \/r2 sin? (1) 4 r2 cos2(r) dt = r/ 1dr = 27r,
0 0 0

wobei wir die trigonometrische Identitit sin?(t)+cos?(t) = 1fiirr € R verwendet
haben. Das Ergebnis ist natiirlich nicht weiter iiberraschend, da y1 ([0, 277]) einem
Kreis mit Radius > 0 ist und L(y;) gerade dem Umfang entspricht.

(b) Auch y, : [—b, b] — R? ist stetig differenzierbar und es gilt wegen cosh’(¢) =
sinh(¢) fiir r € R gerade y»(t) = (1, sinh(¢/a))T fiir jedes t € [—b, b] (Kettenre-
gel beachten). Somit folgt
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-2 -1 0 1 2

Abb. 25.1 Darstellung der Kurve y (1) = (v2(:2 — 1), 1> — )7 fiir t € [—7/2, /2] (rot) mit
Doppelpunkt (grau)

b b t b t
L(y) :/ ||))2(t)||2dt:[ 1 + sinh? (-) dt:/ cosh (—) dr,
—-b —b a —b a

wobei wir diesmal die Identitit cosh®(s) — sinh?(r) = 1 fiir t € R verwendet
haben. Mit der Substitution y(¢) = t/a fir t € [—b, b] und dy = 1/a dt folgt

also
b ¢ “ . b
/ cosh (—) dr = a/ cosh(y) dy = a sinh(y) = 2a sinh (—)
b a ) _b a
(c) Die Ableitung der Zykloide y3 : [0,27x] — R? lautet y3(t) = (r(1 —

und daher L(y») = 2a sinh(b/a).
cos(t)), rsin(¢))T fiir t € [0, 2], sodass wir mit der Formel fiir die Bogenlénge

2
L(V3)=/O lys(6) 1l dt

2w
= / \/"2(1 — cos(1))? + % sin’ (1) dr
0

2
= r/ \/(1 — cos(1))? + sin?(r) dr
0

2
= r/ \/1 — 2cos(r) + sin?(r) + cos2(¢) dr
0

2w
=r V2 —2cos(t)dt
0
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erhalten, wobei wir im letzten Schritt erneut die trigonometrische Identitit
sinz(t) +cos?(t) = 1 firt € R genutzt haben. Das Integral auf der rechten
Seite konnen wir mit der Identitit 1 — cos(r) = 2 sin®(¢/2) fiir t € R (Halbwin-
kelformel fiir den Sinus) umschreiben, sodass wir

2 2
r/ V2 — 2cos(t)dt = ﬁr/ 1 — cos(t) dt
0 0

2 t T
= 2r/ sin (—) dr = 4r/ sin(z) dr = 8r
0 2 0

und somit L(y3) = 8r erhalten. Im vorletzten Schritt haben wir das Argument
des Sinus substituiert.

Losung Aufgabe 176 Eine Kurve y : [a, b] — R? heift rektifizierbar, falls sie
endliche Lange besitzt. Wir miissen also gerade

n
L) =sup i Iy —y@i-plplneN a<tg <t <...<ty_j <t b} <+o0

j=1

beweisen. Da y nach Voraussetzung Lipschitz-stetig (!) mit Lipschitz-Konstanten
T > 0 ist, folgt

n n

(O]
E ly@) —y@i-Dl2 <t E ltj —ti—1]l <t(b—a)
j=1 j=1

firallen e Nunda <fy <t <...<t,_1 <t, <b.Damit ist insbesondere auch
das Supremum iiber alle moglichen Zerlegungen des Intervalls [a, b] durch T (b — a)
beschrinkt, das heilit, es gilt wie behauptet

Ly)<t(—a) <+oc0.
Losung Aufgabe 177 Sein € N beliebig gewihlt. Wir betrachten die Zerlegung
Zy,={x;€l0,11|je(l,...,n}}U{0}

des Intervalls [0, 1], wobei wir x; = 1/ fiir j € {1, ..., n} definieren. Fiihren wir
zusitzlich x,+1 = 0 ein, so folgt

n+1 n+1

L) =Y Ny —y@-Dla = Y k) — vl

j=2 J=2
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wobei y; die zweite Komponente der Kurve bezeichnet. Da cos(n) = 1 fiir gerades
n € N und cos(nmw) = —1 fiir ungerades n € N gilt, erhalten wir wegen y»(¢) =
tcos(r/t) firt € (0, 1] und »(0) =0

n+1 n+l1 1 1 n+1 1
PIZIENESZICIENED (; + ]T1> >y -

Jj=2 Jj=2
und somit

n+1

1
Ly) = 27
j=1

fiir alle n € N. Da die Reihe Zj‘i‘f 1/j aber bekanntlich divergiert, konnen wir
direkt anhand der letzten Ungleichung ablesen, dass die Kurve nicht rektifizierbar
ist, da die rechte Seite der Ungleichung beliebig grofl wird, wenn wir zum Grenzwert
n — 400 iibergehen.

Losung Aufgabe 178 Zur Ubersicht unterteilen wir die Losung dieser Aufgabe in
zwei Teile:

(a) Wir definieren zunichst den stetig differenzierbaren Weg y : [a, b] — R2 durch

y(®) = @), )T =@, fO)T.

Damit entspricht die Linge des Funktionsgraphen von f zwischen den beiden
Punkten (a, f(a))T und (b, f(b))T gerade der Liange der Kurve I' = y ([a, b]).
Wegen y () = (1, f/(1))T fiir r € (a, b) folgt somit wie gewiinscht mit dem Satz
iiber die Lidnge einer Kurve

b b b
L(a,b) = L(y) =/ Iy ®ll2 dt =/ V10)? + (a)? de =f Y1+ (/@)% dr.

(b) Der Umfang eines Kreises mit Radius r > 0 ist von der Lage des Mittelpunktes
unabhingig, sodass wir ohne Einschrinkung annehmen konnen, dass der Kreis
den Mittelpunkt (0, 0)T besitzt. Wir untersuchen daher die stetig differenzierbare
Funktion f : [—r,r] — Rmit f(t) = ~/r? — 12 sowie den stetig differenzierba-
ren Weg y : [0, 2] — R mit

y(@) = @), )T =@, f)T =@, Vr? —12)T.

Dabei ist zu bemerken, dass y ([—r, r]) lediglich einen Halbkreis mit Radius r
darstellt — wir werden daher unser Ergebnis zum Schluss verdoppeln miissen.
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Dann gilt mit der Formel aus Teil (a) dieser Aufgabe gerade

r r 2
L<y>=f_r 1+<f'<r>>2dr=f_rmdt

r 2 2 2
— 1+t 1
Z/ ﬁdtzr —dt.
—r r<—t —r4/7'2—[2

Fiir das Integral auf der rechten Seite folgt schlieBlich mit der Substitution y(z) =
t/rfirt € [—r,r]und dy = 1/r dt gerade

r
r
—r

1 r 1 1 1
—dt:/ —dt:r/ ——dy
Vr? —t? —r 1= (t/r)? -1 V/1=y2
und somit

1
Liy)=r = r(arcsin(1) — arcsin(—1)) = 7r.

-1

y = rarcsin(y)

1
1
—=d
[—1 JV1—=y2
Die Linge der Kurve y ([0, 27r]) betridgt somit 77, womit wir bewiesen haben,
dass der Umfang eines Kreises mit Radius » gerade 27 r betrigt.

Losung Aufgabe 179 Seiy : [a, b] — R? eine reguldre Kurve. Wir definieren die
sogenannte Bogenldngenfunktion s : [a, b] — R durch

t
s(t) = L(Y|a1) = / v @2 dr,

die monoton wachsend sowie stetig differenzierbar und somit invertierbar ist. Ins-
besondere ist s : [a,b] — J ein Diffeomorphismus, wobei die Bildmenge
J = y(la, b]) wegen den Aufgaben 77 und 93 kompakt ist. Fithren wir also
die Umparametrisierung ¢ : J — [a, b] mit () = s~'(¢) ein, so folgt wegen
s(t) = ||y (®)]l2 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung verwenden) wie
gewiinscht mit der Kettenregel

_logl _
2 7 oel

_ H Yoo
2 ly ool

. . Yoo
Iy o) ll2= Iy o)l = ”—
sog@

womit wir die behauptete Aussage bewiesen haben.



25 Losungen Kurventheorie 315

Losung Aufgabe 180

(a) Wir betrachten die Funktion f : R?2 — R mit f(x1,x2) = x1x2 sowie den stetig

(b)

differenzierbaren Weg y : [0, 1] — R? mit y (1) = (¢, t2)T. Wegen y(t) =
(1,26)T und

Iy @Oll2 = V7@ + 720 = V1 + 422

fiir ¢ € [0, 1] gilt somit

1 1
ffds=fo f(V(t))IIP(t)Ilzdt=/0 31+ 42 dr.
14

Zur Berechnung des Integrals auf der rechten Seite substituieren wir nun y(¢) =
1 + 472 fiir t € [0, 1] mit dy = 8¢ dr und erhalten wegen > = r(y — 1)/4
1 1[5 1 (VYS V3P 1+2545
3./ 24 = — 3 /ydy = ARSI ‘P A
/ot 1+ 4t dt_32/1\/7 Jydy = ( )1_ 20

16\ 5 3

und damit insgesamt

1+ 2545
/ fds = 1425V5 0,47418.
y 120

Zundchst miissen wir den Weg y : [0, 1] — R? bestimmen, der den Rand
des Rechtecks mit den gegeniiberliegenden Eckpunkten (0,0)T und (3,2)7T
beschreibt. Das Rechteck besitzt also die Eckpunkte (0, 0)T, (3,0)T, (3,2)T und
(0,2)T. Wir bemerken dazu zunichst, dass sich y in die vier (disjunkten) Teil-
wege y1, ..., y4: [0, 1] — R? zerlegen lisst, die jeweils zwei der insgesamt vier
Eckpunkte des Rechtecks durch eine Gerade verbinden (vgl. Abb.25.2).

Die vier Wege, die jeweils lediglich eine Konvexkombination von zwei Punkten
sind, lassen sich fiir jedes ¢ € [0, 1] wie folgt angeben:

1) =1t(0,0)T+ (1 -=1)(3,00T = (31 —1),0)T,
@) =t3,0T+ (1 -13,2)T=3,2(1 —1)T,
y3() =13, 2)T+ (1 —1)(0,2)T = (3t,2)T,
ya(®) =1(0,2)T + (1 —1)(0,0)T = (0,2)T.

Wirerhalten somitwegeny = y1®...®yssowie||y1(¢)|l2 = 3(1—1), 1122 =
VIO 4 — )2, |ly3(D)l2 = /4 + 92 und ||y4(¢) |2 = 2t fiir ¢ € [0, 1] gerade

/fds: fds~|—/ fds+ fds+ fds
Y g 72 V3

V4

1 1 1 1
:3/ l—tdt—}-f \/9+4(l—t)2dt+/ \/4+9t2dt+2/ tdt
0 0 0 0

~ 8,3086,
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y —_
3__
T T
02T . 32
9 ¢ R ——
14+ Y4 Y2
| | | | Q —m88 8 0
O
1 1 ? — "
1 2 3 4 = 0,0)7 (3,0)T

Abb. 25.2 Darstellung des Rechtecks und der vier Randkurven yy, ..., y4 1 [0, 1] > R?

wobei wir jeweils die iibliche Definition

1
/ fds=/0 Flri)llyj @2 de
v;

fir j € {1, ..., 4} verwendet haben.
(c) Zunichst gelten mit einer kleinen Rechnung

f(y(0) =sin®(t) + cos>(t) + > und  y(t) = (—sin(?), cos(r), )T

fiirt € [0, 27 ]. Mit der bekannten trigonometrischen Identitit sin(¢) +cos2(r) =
1 fiir ¢ € R erhalten wir damit insgesamt

1
/ fds = / (sin*(t) 4 cos® (1) + 1) \/sinz(t)+cosz(t)+ldt
y 0

1
=«/§f 1+¢2de
0
£3 !
=«/§(—+t>
3 0
_ 42
=5

Losung Aufgabe 181
(a) Wir betrachten das Vektorfeld F : R3 — R3 mit

—X
1 2
X1

F(xi,x2,x3) = ————
1+x12+x% O
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und die Kurve y : [0,1] — R3 mit y(t) = (rcos(t), rsin(t), 0)T. Mit der
Identitiit sin? (t) +cos?(t) = 1 firt e R folgen

rsin(t) rcos(t)
1+72° 14¢2°

T
F(y@®) = (— 0) und  y(t) = (—rsin(t), r cos(z), 0)T

fir + € [0,2m]. Damit folgt (Skalarprodukt im R3, vgl. auch Aufgabe 33)
(F(y (1), y(®) =r?/(1 + r?) und somit

o r2 2 2mr?
F.ds = F(y(@), y(@))dt = ldt = ——.
/y s /0 (Fr (1)), 7)) 1+r2/0 o

(b) Fiir alle ¢ € [0, 2] folgen mit einer kleinen Rechnung zunéchst
F(y(t)) = (sin(t), —cos(t), DT und  y(t) = (—sin(1), cos(r), DT
sowie
(F(y (1)), y (1)) = —sin*(t) — cos®() + 1 = 1 — (sin*(¢) + cos* (1)) = 0.

Damit gilt offensichtlich
2
fF-ds=f0 (F(y (1), 7(1)) di = 0.
Y

(c) Wir bestimmen zunichst die Verbindungsstrecke y : [0, 1] — R3 der beiden
Punkte (1,0, 1)T und (1, 0, 27)T. Diese ist fiir r € [0, 1] gegeben durch

y(@) =t(1,0, DT + (1 —1)(1,0,27)T = (1, 0,27 + (1 = 2m)1)T
(vgl. Abb.25.3). Weiter folgen mit einer kleinen Rechnung y () = (0, 0, 1 —27x),

Fy@®)=(0,2r4+1-2m)t, —1)Tund (F(y (1)), y(t)) = 2z —1fiirt € [0, 1],
womit wir insgesamt

1 1
/F~ds:/ (F(y(t)),))(t))dt:/ 27 —1dt =27 — 1
y 0 0

erhalten.
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9 (1,0,2m)7

27 [

z3
3

1

Z1

x2

Abb. 25.3 Darstellung der Verbindungsstrecke der beiden Punkte (1,0, 1)T und (1, 0, 27)T
Losung Aufgabe 182

(a) Die Linge des Weges y : [0,1] — R mit y(t) = (1, (e’ + e )/2)T =
(t, cosh(#))T ldsst sich gemal

1 1 1
L(y)=f ||)>(t)||2dz=/ \/l—l—sinhz(t)dt:/ cosh(r) dt = sinh(1)
0 0 0

berechnen. Dabei haben wir verwendet, dass coshz(t)—sinh2 (r) = 1furr € [0, 1]
gilt.

(b) Zur Berechnung des Kurvenintegrals 2. Art bemerken wir zunéchst, dass y (f) =
(1, sinh(#))T, F(y(t)) = (¢, cosh(¢))T und (F (v (1)), y (t)) = t +sinh(¢) cosh(¢)
fiir jedes ¢ € [0, 1] gelten. Somit folgt

1 1
/F~ds=/ (F(y(t)),;)(t))dt:/ t + sinh(z) cosh(z) dz.
14 0 0

Das Integral auf der rechten Seite ldsst sich mit Hilfe von partieller Integration
bestimmen. Wegen sinh’(r) = cosh(z) und cosh’(z) = sinh(z) fiir r € [0, 1] folgt

1

1 1
/ sinh(z) cosh(z) dt = coshz(t) — / sinh(z) cosh(z) dt,
0 0

0

also

cosh? (x)
2

' cosh(1) — 1
0 2 ’

1
/ sinh(¢) cosh(¢) dr =
0
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(vgl. auch den Trick (19.1) aus der Losung von Aufgabe 1), sodass wir insgesamt

! ! 1 h%(1) — 1 h?(1
/ F -ds :/ tdr —l—/ sinh(#) cosh(?) dt = = + cosh™(1) — @)
y 0 0 2 2 2

erhalten.
Losung Aufgabe 183
(a) Im Folgenden untersuchen wir das Vektorfeld F : R?* — R3 mit
F(x1, x2,x3) = (3x12x2, x13 +x3,x+ DT.

Um zu entscheiden, ob F ein Gradientenfeld ist, werden wir die (dreidimensio-
nalen) Integrabilititsbedingungen

Ox; Fr(x1, x2, x3) = 0y, Fj(x1, X2, x3)

fiir j, k € {1,2,3}und (xq, x3, x3)T € R3 iiberpriifen. Wegen

By, F1(x1, X2, x3) = 3x7, e, Fa(x1, x2, x3) = 3x7,
Oy F1(x1, X2, x3) =0, Oy F3(x1, x2,x3) =0,
Oxy F2(x1, X2, x3) =1, Ox, F3(x1,x2,x3) =1

und da die Menge R? sternfrmig ist — die Integrabilititsbedingungen sind also
sowohl notwendig als auch hinreichend — konnen wir direkt ablesen, dass die es
sich bei F um ein Gradientenfeld handelt.

Anmerkung Die dreidimensionalen Integrabilititsbedingungen sind natiirlich
dquivalent zu rot(F) = 0.

(b) Aus Teil (a) dieser Aufgabe wissen wir bereits, dass F ein (stetig differenzierba-
res) Gradientenfeld ist. Somit existiert eine Potentialfunktion G : R3 — R mit
F(x1,x2,x3) = VG(x1, x2, x3) fiir alle (x1, xp, x3)T € R3. Da jede Kreiskurve
y :[0,27] — R3 auf einer dreidimensionalen Kugel mit Radius r > 0 automa-
tisch geschlossen ist, also y (0) = y (2m) erfiillt, folgt gemal dem Hauptsatz der
Kurventheorie (!)

/ F-ds2 Gy (@m) - Gy (0) = 0.
14

Man kann sich hier also jegliche Rechnung sparen.
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Losung Aufgabe 184

(a) Wir untersuchen das Vektorfeld F : R? \ {(0,0)T} — R? mit

T
X2 X1
F(x11x2)= _ﬁ3ﬁ .
Xy +xy xp+x;

Dann gilt fiir alle (x1, x2)T € R?\ {(0, 0)T} mit der Quotientenregel gerade

3 Fi( - X3 x% — x%
xo L1 X1, X2) = x2 | T 2 2 = - 2
xi +x3 (X7 + x2)?
sowie
2 2 2 2
X1 Xy — X Xy — X5
aXIFZ(xlvxz) = 8)62 = = - 9
x? 4 x5 (x] + x2)? (x] + x2)?

das heiflt, die Integrabilitdtsbedingungen sind erfiillt.

(b) Um nachzuweisen, dass es keine stetig differenzierbare Funktion G : R2 \
{(0,0)T} - R mit F = VG gibt, konnen wir uns dquivalent iiberlegen, dass
die Funktion F : R?\ {(0, 0)T} — R? kein Gradientenfeld ist. Dazu geniigt es
einen geschlossenen und stetig differenzierbaren Weg y : [a, b] — R? derart zu
finden, dass das Kurvenintegral 2. Art f Y F - ds nicht verschwindet. Wir betrach-
ten dazu die Kreiskurve y : [0, 27] — R2 mit y(t) = (cos(t), sin(?))T. Wegen
y(t) = (—sin(¢), cos(z))T und

sin? (1) cos2(t) _
sin2(t) + cos2(¢)  sin?(¢) +cos2(t)

(F(y@®),y®) =

fiir ¢ € [0, 27 ] folgt schlieBlich wie gewiinscht

2 2
f F-ds =f (F(y (1)), (1)) dt =/ 1dt =27
v 0 0

Wir haben somit gezeigt, dass F kein Gradientenfeld sein kann, womit es insbe-
sondere in R? \ {(0, 0)T} keine Potentialfunktion G zu F geben kann.

Anmerkung Sie sollten beachten, dass die Menge R?\ {(0, 0) T} nicht sternformig
ist. Daher sind die Integrabilititsbedingungen nicht hinreichend.
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Losung Aufgabe 185

(a) Die Arbeit W ist genau dann vom Weg unabhingig, wenn das Kraftfeld F :
R? — R? mit F(x,y) = (2xy, x> + 3y*)T ein Gradientenfeld ist (Hauptsatz
der Kurventheorie beachten). Wir untersuchen daher, ob die zweidimensionalen
Integrabilititsbedingungen erfiillt sind. Diese sind aber sofort erfiillt, denn mit
einer kleinen Rechnung folgen 9, Fi(x, y) = 2x und 0, F>(x, y) = 2x fiir alle
(x, )T € R2.

(b) Die Bestimmung eines Potentials (Stammfunktion) G : R? > Rmit VG = Fin
RR? ist nicht sonderlich schwer. Die Existenz einer solchen Funktion ist durch Teil
(a) dieser Losung gesichert. Dabei ist der R? offensichtlich sternformig, sodass
die Integrabilitdtsbedingungen notwendig und hinreichend fiir die Existenz eines
Potentials sind. Dazu miissen wir lediglich die Gleichung d, G = F; unbestimmt
integrieren und schlieBlich mit Hilfe von dy,G = F> die unbestimmte Funktion
bestimmen:

G(x,y>=/axc<x,y)dx =/F1(x,y)dx=x2y+c(y)
und

#G(x,y) =x2+c'(y) = x% +3y* = Fa(x, y).

Dabeiistc : R — R eine zunéchst unbestimmte stetig differenzierbare Funktion.
Aus der zweiten Gleichung kénnen wir jedoch

c(y) = /c’(y) dy = /3y2dy =y

ablesen, womit wir insgesamt G(x, y) = x2y + y? fiir (x, y)T7 € R? erhalten.

(c) Wir berechnen nun die verrichtete Arbeit W, also das Kurvenintegral f Y F - ds.
Gehen wir hier naiv vor, das heiit, wir berechnen die Ausdriicke y (t) = (cos(¢) —
tsin(t), 1)T und

2 _ .
(Fly ), 7(0) = < <t2 Cfszigs$)3t2> | <cos(r> 1t51n(t)>>

=3t? cosz(t) - 27 sin(t) cos(t) + 32

fiir r € [0, 27], so folgt
2
W= / F - ds =/ 3t% cos?(1) — 2¢7 sin(z) cos(t) + 3¢> dt.
y 0

Das Integral auf der rechten Seite ist zwar nicht kompliziert zu berechnen, aber
dennoch sehr aufwendig — man kann mit mehrfacher partieller Integration zeigen,
dass der Wert des Integrals 16:73 betriigt. Beachten wir jedoch, dass wir aus Teil (a)
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dieser Aufgabe wissen, dass die Arbeit vom Weg unabhingig ist, so konnen wir die
Kurve y durch jede andere (stetig differenzierbare) Kurve ersetzen, die die beiden
Punkte (0, 0)T und (27, 277)T verbindet um damit W zu bestimmen. Wir wihlen
daher die direkte Verbindungsstrecke y : [0,27] — R? mit 7(r) = (¢,1)T7.
Damit folgt wegen y (t) = (1, 1)T fiir ¢ € [0, 27r] ohne grolen Aufwand

2
= 167°.
0

2 2
W:/F- ds:/ (F(;?(t)),;i(t))dz:/ 612 dt = 213
1 0 0
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Losung Aufgabe 186 Wir betrachten die stetige Funktion f : [0,1]> — R mit
f(x,y) = xy sowie fiir beliebiges n € N die dquidistante Zerlegung

Zy={(xj,y0T €0, 117 | j, k€ 1{0,...,n}}

von [0, 1]? mit xj = j/nund yy = k/n fiir j, k € {0,..., n}. Dadurch wird das
Quadrat [0, 1]? in n? viele Teilquadrate der Form Q jx = [xj_1, x;] X [yk—1, Y]
mit den Seitenlédngen 1/7 und Volumen vol(Q ;) = 1 /n? zerlegt. Im Folgenden
bezeichnen wir weiter mit

0, ={0jx C10,11*| j,ke(l,...,n}}

die Menge aller n? Teilquadrate von [0, 1]?, die sich mit den Zerlegungspunkten
aus Z, wie oben dargestellt bilden lassen. Ahnlich wie im eindimensionalen Fall
[3, Aufgaben 186 und 187] sehen wir sofort, dass die Funktion f das Infimum und
Supremum (sogar Minimum und Maximum) iiber jedem Teilquadrat Q ;; jeweils
am linken unteren beziehungsweise rechten oberen Eckpunkt des Quadrats Q jx

annimmt. Somit gelten fiir alle j, k € {1, ..., n} gerade
. (G—-Dk&-1
mjp = inf X,y = fxj—1,yk-1) = ——F5——
j ()TE0 flx,y S bi Yi—1) 2
sowie
jk
Mjr= sup  fx,y) = f(xj, ) = =.
(x,))Te€Q ik n
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Damit lassen sich die Untersumme S( f, Z,) und die Obersumme S( f, Z,) fiir jedes
n € N wie folgt bestimmen:

S(f 2= ) vol(Q) inf f(x.y)

00, yTee
n n

= vol(Qix) inf  f(x,y)
;; / (Xsy)Terkf

:%ZZ(j—l)(k—l).

j=1k=1

Die Doppelsumme lédsst sich nun auf Grund ihrer besonderen Gestalt als Produkt
von zwei gewohnlichen Summen schreiben, deren Summenwerte sich dann direkt
mit der Gaullschen Summenformel (!) [3, Aufgabe 31 (a)] berechnen lassen:

1 n n 1 n n
=D G=Dk=D== (> G-D (Z(k— 1))
" Jj=lk=1 " j=1 k=1
nn—1) nn—1)

n 2 2

Wir erhalten somit S(f, Z,) = (n — 1)2/(4n?) fiir jedes n € N. Mit einer dhnlichen
Rechnung lisst sich auch die Obersumme bestimmen:

S(f,Z0) =) vol(Q) sup f(x,y)

€0, (x,)TeQ
1 n n
=D > ik
j=1k=1
1 n n
- (2) ()
j=1 k=1
o (n+1)?
T 42
Da aber offensichtlich
_ o =D 1 = o+ 1
n—ly—lt-looﬁ(f’ Zn) = n—1>lr-lr—100 4n2 - Zl und n—1>lr-lr—100 SU> 20 = n—l:I—IG-loo 4n2 - Z
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gelten, folgt aus dem Riemannschen Integrabilititskriterium, dass die Funktion f
iiber dem Quadrat [0, 1]? integrierbar ist mit

1
// F,y)dx, y) = .
[0’1]2 4

Anmerkung Dass das Doppelintegral wirklich den Wert 1/4 besitzt kann man wie
folgt mit dem Satz von Fubini fiir stetige Funktionen bestitigen:

1 1 1 1
[7 fu,wdu;w==/’</’xwu)dy=i/ Yay=1,
[0,112 0 0 0o 2 4

Losung Aufgabe 187

(a) Die Funktion f : R*> — R ist beschriinkt, denn fiir alle (x, y)T € R? gilt
f(x,y) < 1.Somitist f wie gewlinscht Riemann-integrierbar.

(b) Die Funktion g : R2 — R ist zwar nicht beschriinkt, aber offensichtlich als
Komposition stetiger Funktionen ebenfalls stetig. Mit Aufgabe 189 folgt somit,
dass die Funktion g Riemann-integrierbar ist.

Losung Aufgabe 188 Dass die Funktion f : [0, 1]> — R mit

_ )0 yeQ
f(xvy)_ x’ yeR\(@

nicht iiber [0, 1]2 Riemann-integriebar ist, konnen wir uns dhnlich wie in [3, Auf-
gabe 188] iiberlegen. Wir verwenden dazu fiir jedes n € N die Zerlegung

Zy={xj,y0)T €0, 117 | j k€ {0,...,n}}

mit x; = j/nund yy = k/n fiir j, k € {0, ..., n} aus Aufgabe 186 und bezeichnen
mit Q i das Teilquadrat [x;_1, x;] X [yk—1, yx]. Dann gilt

inf (x,y) =0,
X, )70k Fley

denn das Intervall [y;_1, yx] enthilt natiirlich mindestens eine gebrochen-rationale
Zahl und die Funktion f ist auf Q j; positiv. Die Untersumme S(f, Z,) ist somit fiir
jedes n € N gleich Null. Weiter folgt

D
sup fuoo=f<§;>=i,

(x,))T€Q ik n
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sodass fiir jedes n € N mit einer kleinen Rechnung

S(f, 2= Y vol(Q) sup f(x,y)
0€Q, x,y)TeQ

=YY vol(Qjr)  sup  f(x,y)

j=1k=1 x,)T€Q ik
l . 1 & n+l
== D i==>i=
j=1k=1 j=1

folgt. Dabei haben wir verwendet, dass das Volumen vol(Q ;) jedes Quadrats aus der
Gesamtheit aller moglichen Quadrate Q,, gerade 1/n? betrigt und (GauBsche Sum-
menformel) Z?:l j =nm+1)/2 gilt [3, Aufgabe 31 (a)]. Wihlen wir schlieBlich
e = 1/3, so gilt fiir jedes n € N gerade

n+1 n 1

S(f.20) = S(f, Zy) = 2 2

Dies zeigt, dass das Riemannsche Integrabilititskriterium verletzt ist, womit wir wie
gewiinscht bewiesen haben, dass die Funktion nicht Riemann-integrierbar ist.

Losung Aufgabe 189 Das d-dimensionale Quader [a, b] = [a1, b1] X ... X [aq, b4]
ist bekanntlich eine kompakte Teilmenge des R?. Da die Funktion f : [a, b] — R
nach Voraussetzung stetig ist, ist diese beschriankt und sogar gleichmifig stetig. Sei
nun ¢ > 0 beliebig gewihlt. Dann gibt es wegen der gleichméBigen Stetigkeit eine
Zahl § > 0 derart, dass | f(x) — f(y)| < &/ vol([a, b]) fiir alle x, y € [a, b] mit
[x — ylloo < & gilt. Sei nun Z eine Zerlegung von [a, b] in (abgeschlossene) und
disjunkte Teilquader, deren Kantenlédngen echt kleiner als § sind. Da jedes Teilquader
Q € Z ebenfalls kompakt ist, nimmt die stetige Funktion gemif3 dem Satz von
Weierstrall (vgl. Aufgabe 107) ihr Minimum und Maximum auf Q an, das heifit, es
gibt zwei Stellen x , X € Q mit

fag)=minf(x) und f(T¥g) = max f(x).
xeQ xeQ
Da die Kantenldngen jedes Quaders nach Konstruktion echt kleiner als § sind,

gilt somit insbesondere [lx, — Xpllo < & und folglich [f(xy) — f(Xo)l <
&/ vol([a, b]). Mit diesen Uberlegungen erhalten wir schlieBlich wie gewiinscht
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Q4
Qs
Q1
Qs
ag — .
| | |
I I !
al bl

Abb. 26.1 Zerlegung des zweidimensionalen Quaders [a, b] = [a1, b1] X [az, b2] in sechs Teil-
quader

S(f,2)=S(f, 2) =) vol(Q) (‘}Laé f (@) — min f(x))

QeZ
< Y vol(Q) [ f(Fo) — flxp)]
QeZ
£
< Vot 5D 2
= 8,

also S(f, Z) — S(f, Z) < e. Dabei haben wir im letzten Schritt verwendet, dass
die Summe aller Volumen von Teilquadern in Z dem Volumen von [a, b] entspricht.
Da ¢ > 0 beliebig gewihlt war, folgt wie gewiinscht mit dem Riemannschen Inte-
grabilitéitskriterium die Riemann-Integrierbarkeit der Funktion (vgl. Abb.26.1).

Losung Aufgabe 190 Zunichst sehen wir, dass die Funktion f : [0, 1] — R mit
f(x) =x"Y2fiirx € (0, 1]und £(0) =0 wegen

(0,11 € B([0,1]), ~>0

(x eR| f(x) = A} = {[0, 11€B([0.1). A <0

fiir jedes A € R messbar ist. Firn € Nund k& € {1, ..., 2"} definieren wir weiter
das abgeschlossene Intervall A} = [(k — 1)/2", k/2"] sowie die Folge (¢,), von
einfachen Funktionen (Stufenfunktionen) ¢, : [0, 1] — [0, +00) mit

2" k 2" on
o)=Y f (2—n> Xar) =,/ 7 Xap (),
k=1 k=1
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wobei x An R — {0, 1} die Indikatorfunktion der Menge A} bezeichnet. Weiter gilt

(O
—d ] (x) dA
[, e tim (O]wx) @)

= lim ,/ XA»z(x)dA(x)
n——+00 Ol]k 1
2 \/7

= im 3T [, o

Wegen
n 1
xar (x)dAa(x) = Ldi(x) = A(Ap) = 5~
©.1] Ay 2

(Lange des Intervalls) folgt schlieBlich

2}1
[2n . 1 I @
—di(x) = hm —AAY) = lim — =2
/(01 Vx Z st \/anx/ﬁ

Wir haben somit wie gewiinscht gezeigt, dass die Funktion f Lebesgue-integrierbar
ist. Zum Schluss sollten wir kurz erkldren, warum die Schritte (!) und (!!) gerecht-
fertigt sind:

(a) In der Umformung (!) haben wir den sogenannten Satz von der monotonen
Konvergenz (auch bekannt als Satz von Beppo Levi) verwendet. Das ist moglich,
da fiir jedes n € N die Funktion ¢, : [0, 1] — [0, +00) messbar ist und die
monotone Funktionenfolge (¢,,), nach Konstruktion gegen f konvergiert.

(b) Wir iiberlegen uns noch kurz, dass

 m f Z

gilt. Dazu bemerken wir zunéchst, dass fiir jedes k € N gerade

(W T =V (VEk+T+Vk) 1
Vi1 - k= N T RN T

(dritte binomische Formel verwenden) und somit

«/k+1—x/E<L<«/k— —Vk
2k
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gilt. Sei nun n € N beliebig. Da die linke Ungleichung fiir jede natiirliche Zahl
k € N giiltig ist, konnen wir iiber diese Ungleichung summieren und erhalten
(Teleskopsumme)

2 2Wn¥1-1 p - 1 &1
- < T o SN k1 —Vhk<—=) —. (261
N i <L @D

Genauso folgt bei Summation tiber die rechte obige Ungleichung (Teleskop-
summe)

1 n 1 ) n Zﬁ
—Z— —Z‘/_k_l_*/%: =2. 26.2
Jn =k T = Jn (262)

Gehen wir nun in den Ungleichungen (26.1) und (26.2) zum Grenzwert n —
~+o0 iiber, so folgt die Behauptung.

Anmerkung Der Satz von der monotonen Konvergenz liefert bereits die Messbar-
keit der Funktion f, da der Grenzwert messbarer Funktionen ebenfalls messbar ist.

Losung Aufgabe 191 Die Funktion f : [0, 4+00) — R mit
sin(x)
_ — x>0
o=

ist bekanntlich stetig [3, Aufgabe 192 (a)] und damit messbar. Die Funktion | f| ist
jedoch nicht Lebesgue-integrierbar, denn wir werden zeigen, dass der Positivteil
fF = max{f, 0} nicht Lebesgue-integrierbar ist, also

/ T (x) di(x)
[0,+00)

nicht endlich ist. Da die Sinusfunktion auf jedem Intervall [2ar, (2n + 1)) positiv
ist (vgl. Abb. 1.1) gilt nach Definition des Positivteils von f

ffx) = {Smxﬂ x € 2nm, 2n + Dm)

0, sonst
fiir n € Ny und weiter

@n+DHm sin(x)

+00
Tx)da(x) = / da
/[O’m)f (x) d2(x) ; - —— i)

+00  Q2n+D)m SiIl(.X)
/2 2n+ Dr

>

dr(x)

n=0 ni

nn:02n+1
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Die Reihe auf der rechten Seite ist jedoch divergent, denn wegen

+o00 1 +00 1 1+OO 1 1 +ool
> = — = — l —_

Z2n+1_22n+2 ZZn—I-l 2(+Zn>

n=0 n=0 n=0 n=1

ist die harmonische Reihe eine divergente Minorante (Minorantenkriterium fiir Rei-
hen). Dies zeigt wie gewiinscht, dass £ und folglich | f| nicht Lebesgue-integrierbar
iiber [0, +00) ist.

Loésung Aufgabe 192 Wir iiberlegen uns zuerst, dass das Lebesgue-Mal} der Menge
[0,1]1 N Q € B(R) Null ist. Da die gebrochen-rationalen Zahlen Q bekanntlich
abzdhlbar sind, finden wir eine Abzéhlung (a,), < [0,1] N Q mit [0,1]NQ =
U:[f]’ {a,}. Wegen der o-Additivitidt von A folgt somit wegen A({a,}) = O fiir jedes
n € N gerade

+o00 +o0
A(10, 11N Q) = 2 (U{an}) =Y r({a)) =0
n=1

n=1

und somit A ([0, 11N Q) = 0. Wir bemerken weiter, dass sich die Dirichlet-Funktion
als f(x) = x[o,1jn@x) fiir x € [0, 1] schreiben lésst, wobei x[o,1jn@ die charakte-
ristische Funktion der Menge [0, 1] N Q bezeichnet. Somit folgt

/ FO0) dar) = / X010 () dAG) = / 1dA(x) = A([0. 11N Q) = 0.
[0,1] [0,1] [0,11NQ

Loésung Aufgabe 193 Wir bemerken zunéchst, dass wir ohne Einschrinkung f > 0
annehmen konnen. Da f : [a, b] — R Riemann-integrierbar ist, existieren nach
Definition zwei Folgen (g,), und (h,), von Treppenfunktionen mit g, < f < h,
in [a, b] und

b
m/ hn(x)d)»(x):/ f(x)dx.
[a.b] a

li
n—-+o0o

lim gn(x)di(x) =
b]

n——+00 la

Die beiden Folgen konnen so gewihlt werden, dass (g,), monoton wachsend und
(hn), monoton fallend ist, das heifit, es gelten g, < g,4+1 und h, > h,4 fiir alle
n € N—notfalls betrachtet man namlich die modifizierten Folgen (g, ), und (ﬁ n)p Mit
gn = max|<;<, g; beziehungsweise ﬁn = min; <<, g;. Da beide Folgen monoton
und beschrinkt sind, konvergieren sie punktweise gegen messbare Grenzfunktionen
g, h:[a,b] > Rmit

g(x)= lim g,(x) und h(x)= lim h,(x).
n—-+00 n—-+400

Gemif dem Satz von der monotonen Konvergenz folgen daher

b
/ f(x)dx = lim / gn(x)di(x) = / g(x)dr(x) (26.3)
a n—+00 [a,b] [a,b]
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und

b
/ fx)dx = Er}rloo hy(x)di(x) :/ h(x)dAi(x). (26.4)

[a,b] [a,b]

Da g, < h, firn € N gilt, erhalten wir # — g > 0 und somit wegen den beiden
Gleichungen (26.3) und (26.4)

/[b]h(X)—g(X)d/\(x) /bh(X)d?»(x) / g(x) da(x)

]
/f(x)dx—/ f(x)dx

Dies bedeutet h — g = 0 fast iiberall in [a, b]. Wegen g < f < h erhalten wir somit
f = g = hfastiiberall in [a, b], womit wir gezeigt haben, dass f messbar ist. Da die
Funktion f aber nach Voraussetzung beschrinkt ist, folgt wie gewiinscht die Inte-
grierbarkeit iiber [a, b]. Dass das Riemann- und Lebesgue-Integral iibereinstimmen
konnen wir schlielich aus Gleichung (26.3) oder (26.4) ablesen.

Anmerkung Das Resultat zeigt, dass man das Lebesgue-Integral als eine Erweite-
rung des Riemann-Integrals verstehen kann.

Losung Aufgabe 194 Zur Ubersicht unterteilen wir die Losung dieser Aufgabe in
zwei Teile.

(a) Die Funktion f : [1,3] x [0,1] — R mit f(x,y) = 2x — 7y? ist offen-
sichtlich stetig. Mit dem Satz von Fubini fiir stetige Funktionen ldsst sich das
zweidimensionale Integral wie folgt schreiben:

// 2x — 7y2 d)»z(x, y)
[1,3]x[0,1]

1 3 3 1
:/ (/ 2x—7y2dx(x)> dx(y)z/ </ 2x—7y2dk(y)) da(x).
0 J1 J1 0

Dabei miissen wir in diesem speziellen Szenario die Grenzen der iterierten
Integrale nicht weiter anpassen, da wir iiber das zweidimensionale Rechteck
[1, 3] x [0, 1] integrieren. Mit einer kleinen Rechnung folgt fiir das erste innere
Integral fiir jedes y € [0, 1] gerade

3

3
/ 2x — Ty*da(x) = (x* = 7y%x) | =9—21y* — (1 = 7y%) =8 — 14y?
1 1
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und somit weiter

1 3 1 3 1
/ (/ 2x —7y2dx(x)> dr(y) =/ 8 — 14y2 dr(y) = (Sy— My) ‘ _ 10
0 1 0 3 0 3

Insgesamt erhalten wir damit also gerade

10
// 2x — 7y2 dA2(x, y)=—.
[1,3]x[0,1] 3

Alternativ konnten wir natiirlich auch das zweite iterierte Integral berechnen.
Fiir jedes x € [1, 3] gilt

1 7y3
/ 2x — 7y2 da(y) = (ny — T)
0

und somit weiter

3 1 3
1 0 1 3 3

womit wir die obige Rechnung bestitigen konnen.

(b) Die Funktion f : [1,2] x [0, 1] x [3,4] — R mit f(x, y,z) = z°/(x + 5y)?
ist wohldefiniert (der Nenner ist stets von Null verschieden) und natiirlich als
Quotient stetiger Funktionen ebenfalls stetig. Durch zweifache Anwendung des
Satzes von Fubini folgt daher gerade

3
< 3
————dA7(x, y,
///11’2JX10,11><[3,41 (x +5y)2 (x, v, 2)
_/1 </2(/4 7z dA( )) da( )) da(y)
“Jo U s sy ™ x y).

Es ist selbstverstdandlich moglich, die Reihenfolge der iterierten Integrale anders
zu wihlen. Jedoch bietet es sich hier gerade an zuerst beziiglich der dritten
Variable zu integrieren, wie wir im Folgenden feststellen werden. Zunichst gilt
fiir alle (x, y)T € [1, 2] x [0, 1] mit einer kleinen Rechnung

310
1 3,

4 Z3 1 4 3 Z4
/3 G+ 592 @ (x+5y>2/3 D= Sy

und somit weiter

1 "2 4 Z3 o1 2 175
/0 (/1 </3 @ +57)2 dm)) dm)) ) :/0 (/1 4(x + 5y)2 dm)) o).

Yrs
5 4(x +5y)?
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Das innere Integral auf der rechten Seite ldsst sich fiir jedes y € [0, 1] mit der
Substitution #(x) = x + Sy fiir x € [1, 2] berechnen:

2175 245y 175 175 |25y 175 1 1
——— drx) = A = ——— e )
1 4(x +5y) 145y 4t 4t 145y 4 14+5y 2+5y

Damit folgt weiter

175 (11

35
- di(y) = = (In(|1 + 5y]) — In(|2 + 5
Ty Tisy " 2gsy PO =7 (145D —In(2 + 5yD)

I 35 < 12>
=—In{—),

0 4 7

wobei wir die iiblichen Rechengesetze fiir den natiirlichen Logarithmus verwen-

det haben (vgl. auch Aufgabe 6). Insgesamt erhalten wir schlielich

3
35 12
/// Z—zd)\‘?,('x’y’Z):_ln(_)'
[1,2]x[0,1]x[3,4] (X +5) 4 7

Anmerkung Da die Integrationsbereiche der beiden Integrale lediglich zwei- bezie-
hungsweise dreidimensionale Quader waren, lassen sich die iterierten Integral — im
Gegensatz zu den Integralen in den Aufgaben 195 und 198 — besonders leicht auf-
stellen und man muss nicht aufwendig die Grenzen der iterierten eindimensionalen
Integrale bestimmen.

Losung Aufgabe 195 Seiena, b, ¢ € R\ {0} beliebig. Wir erinnern zunéchst daran,
dass eine Ebene (in Koordinatenform), die durch die drei Punkte (a, 0, 0)T, (0, b, 0)T
und (0,0, ¢)T geht, gemdB (x, y,2)T € R3 : x/a + y/b + z/c = 1 beschrieben
wird. In unserem Fall gelten also a = 3, b = 4 und ¢ = 2, sodass das Tetraeder
durch

<1}

gegeben ist. Da die Voraussetzungen des Satzes von Fubini offensichtlich erfiillt sind,
gilt zuniéchst (eine andere Integrationsreihenfolge ist natiirlich ebenfalls moglich)

K @ (x) ¥(x,y)
/// 1d23(x, v, 2) =/ (/ (/ 1dk(z)> dk(y)) da(x),
T 0 0 0

wobei wir noch die obere Grenze k € R beziehungsweise die Grenzfunktionen ¢ :
R — Rund ¢ : R? — R bestimmen miissen. Indem wir die (vierte) Ungleichung in
der Definition von T nach z umstellen, konnen wir zunéchst ¥ (x, y) =2 —2x /3 —
y/2 fiir x > 0 und y > 0O definieren. In der x-y-Ebene, das heifit fiir z = 0, folgt
aus der Ungleichung x/3 + y/4 < 1, sodass wir durch Umstellen nach y gerade
@(x) =4 —4x/3 fiir x > 0 definieren konnen (vgl. Abb.26.2). Firy =0undz =0
konnen wir weiter 0 < x < 3 und damit k = 3 als obere Grenze ablesen. Mit diesen

T:{(X’V’Z)TG]R@HZQy20,z20, +£+

W =
(SR
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r/3+y/d=1

| |
I I I !
1 2 3 T
Abb.26.2 Darstellung des Dreiecks, dass durch die x-Achse, y-Achse und die Gerade x /3+y/4 =

1 (rot) eingeschlossen wird

Uberlegungen kénnen wir nun die iterierten Integrale aufstellen und berechnen. Fiir
jedes x > Ound y > 0 gilt

¥ (x,y) 2-% -3
/ 1dA(z) = / 1dA(z) =z
0 0

Damit folgt fiir jedes x > 0 mit einer kleinen Rechnung

o) [ Uy =F oy
/ / 1dA(z) | dA(y) = / 2 — — — =dA(y)
0 0 0 302

2xy  y?
=(2y - 2L L
( T3 g
Insgesamt erhalten wir damit

3 _i : a2 _ﬁ
///Tldk (x,y,z)—g/o(x 3)“dAa(x) = >

Anmerkung Da das Tetraeder im Koordinatenursprung liegt und die Eckpunkte
A= @3,0,00T, B =1(0,4,0)T und C = (0,0, 2)T besitzt, ldsst sich die obige

Rechnung mit der Formel
3 0
y_laBxa_1/fo 4] « _1 ’ _3:840+0 _,
6 6 0 0 6 6

bestitigen.

_x_y
=33

P
O 3

N <

F 43y
0 9 .

3
=4.
0

N OO

3
0
0

S O
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Losung Aufgabe 196 Die Funktion f : R2 — R mit f(x, y) = ye~ 1+ jgt
offensichtlich auf [0, +00) x [0, 4-00) nichtnegativ. Weiter ist die Funktion stetig und
damit insbesondere messbar, sodass mit dem Satz von Fubini bereits die Gleichheit
der beiden iterierten Integrale, also

+00 +o0 +oo +00
/ (/ ye— (a2 dx(x)) 00 :/ (/ ye~(1%)y? dk(y)) )
0 0 0 0

folgt. Wegen (e“’z)’ = 2ate?” fiir t € Rund o € R erhalten wir mit einer kleinen
Rechnung fiir jedes x > 0

/+oo e*(]+x2)y2 dr(y) ! /+Oo 2(1 + 2) e,(1+X2)y2 dr(y)
== — X
o y y 20+ Jo y y

ef(l+x2>y2 +o0
T20+xY) |
_ 1
T 2(1+4x2)
und somit
+o00 +00 +00 +oo
—(1+x)y? _ 1/ 1 _ arctan(x) _n
/0 (/0 ye dk(y)) dAa(x) = 2 ), 72 dAa(x) = 5 . =7

Das zweite iterierte Integral schreiben wir als

+00 400 +o0 +00
/ (/ ye—(l+x2)y2 d)»(x)) di(y) =/ e—yZ (/ ye—(xy)z d)»(x)) 4(y)
0 0 0 0
' +00 +00
U] e’ ( / e dk(z)) da(y)
0 0
+oo

R 2
= (/ e ? dA(z)) ,
0

wobei wir in (1) fiir festes y > 0 die Substitution z(x) = xy fiirx > Omit dz = y dx,
z(0) = 0 und z(4+00) = 400 verwendet haben. Da wir aber bereits wissen, dass das
iterierte Integral auf der linken Seite den Wert 7 /4 besitzt, haben wir wie gewlinscht
die bekannte Identitét

+00
/ e di(x) = ﬂ
0 2

bewiesen (vgl. auch Aufgabe205).

Losung Aufgabe 197 Wir berechnen zunéchst das zweite iterierte Riemann-Integral

s
/ (/ f(xl,xz)dxz) dxj.
o \Jo
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Den Wert des anderen Integrals erhalten wir dann mit einem einfachen Symmetrie-
argument. Fiir x; € (0, 1] gilt wegen xl2 —x% = 2x12 — ()c]2 +x§) fiir jedes xp € [0, 1]

gerade
1 )C2 _ )C2 1 2)C2 1 )C2 +x2
/ 21 222dx2=/ 2 122dxz—/ 21 222dxz
0o (7 +x3) 0o (x7+x3) 0o (x7+x3)

:/lidxz—/l;dxz
0 (xF +x3)2 0 X +x3

Wir berechnen nun die beiden Integrale auf der rechten Seite getrennt. Zunéchst folgt
mit der Substitution z(x2) = x3/x fiir xo € [0, 1] mit dz = 1/x1 dx2, z(0) = 0 und
(1) =1/x

1 252 1 252 2 I 1
/—2 122d)62=/ 7 ! 22dxz:—/l—(1 2)2dz
0o (x7 +x3) 0 x}(1+ (x2/x1)?) x1 Jo +z

und weiter

1

2 [x 1 o 2 (arctan(z) z ) X7 1 ( 1 ) 1
— — = —arctan{ — | — .
2 20+2%) ) o 1 x1 1+x?
Die Gleichung (!) erhalten wir, indem wir geschickt 1 = (1 +z%) — z2 schreiben, das
Integral als Differenz von zwei Integralen schreiben und partielle Integration ver-

wenden. Weiter folgt mit dem Resultat in [3, Aufgabe 201] oder mit der Substitution
z(x2) = x2/x1 fir xo € [0, 1] mit dz = 1/x; dx»

LS| 1 1
- dxo = —arctan { — |,
0 'xl +X2 X1 X1
womit wir insgesamt

Pxiox ! I 1 1 1 I
—5——5 5 dxy = —arctan | — | — | —arctan { — | — 5| = -
0o (x7+x3) Xj Xi Xj X1 1+ x 1+ x

erhalten. Folglich gilt somit wegen arctan(l) = /4

1 L2 2 1
/ / 1 =2 dxy | dx; = / dx; = arctan(x;)
o \Jo (?+x3? o 1+x?

Da aber fiir alle (x, y)T € [0, 172 gerade f(x,y) = — f(y, x) gilt, folgt wegen der
Symmetrie der Funktion f mit einer analogen Rechnung

1 1 .2 .2
/ / le—szzdxl dx; = —z.
o \Jo (x7+x35) 4

PR —_— Z =
xtJo  (1+422)2 x1

1

0
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Obwohl die iterierten Integral verschieden sind, stellt diese Beobachtung keinen
Widerspruch zum Satz von Fubini fiir stetige Funktionen dar, denn die Funktion f
ist im Nullpunkt unstetig.

Losung Aufgabe 198 Zunichst bemerken wir, dass die Funktion f : R?> — R
wohldefiniert ist, da es keinen Punkt (x, y)T € R? gibt, der gleichzeitig0 < x < y <
1und 0 < y < x < 1 erfiillt. Dies kann man beispielsweise geometrisch einsehen,
denn die Ungleichungen beschreiben zwei disjunkte (offene) Dreiecke im R? — die
Eckpunkte des ersten Dreiecks lauten (0, 0)T, (1, 0)T und (1, 1)T wihrend die des
Zweiten (0,0)T, (0, 1)T und (1, 1)T lauten. Wir berechnen nun das erste iterierte
Integral. Dabei ist zu beachten, dass die Funktion f auBerhalb von (0, 1) x (0, 1)
konstant Null ist. Somit gilt fiir y € (0, 1)

“+o00

1
£ y) dAx) = /0 £ ) dAGH)

/yldxu /lldxu al
= — x) — — X)) = —
) 'z 32

—00
y
=1

1
+ —
xy

0
und damit gerade
+o0 +00 1
/ ( F,y) dA(x)) dr(y) = / 1dA(y) = 1.
—00 —00 0
Das zweite Integral berechnen wir dhnlich. Fiir x € (0, 1) gilt

+00

1
f(x,y)d)\(y)=/o Jx, y)dA(y)

= i dx " dxr = 1
—/XF ()’)—/Ox—z ()’)——;
+o00 400

/ (/ f(x,y)dk(y)> di(x) = —1.

Wir haben somit gezeigt, dass die beiden iterierten Integrale existieren, jedoch nicht
tibereinstimmen. Geméil dem Satz von Fubini kann die Funktion demnach nicht iiber
R? Lebesgue-integrierbar sein.

X

und somit

Losung Aufgabe 199 Das Prinzip von Cavalieri ist im Prinzip ein Spezialfall des
Satzes von Fubini. Dem Beweis des Satzes folgend ist daher klar, dass die Menge
A, fiir jedes y € R? eine A”-messbare Menge und die Funktion R? — R mit
y = AP(A,) messbar ist. Da die Menge A nach Voraussetzung messbar ist, ist auch
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die charakteristische Funktion x4 : R?T¢ — {0, 1} messbar und der Satz von Fubini
(1) impliziert wie gewlinscht

AP (A) = / xa e, ) dAPH (x, y) & / ( / m(x,y)dﬂ’(x)) a9 (y)
Rp+a R4 RP

= / < / xAy<x)dM’(x)> drd (y)
R4 RP

- / AP (A,)dAY ().
R4

Dabei haben wir im vorletzten Schritt verwendet, dass fiir alle (x, y)T € R”™¢ genau
dann (x, y)T € A gilt, falls x € Ay.

Losung Aufgabe 200 Zur Ubersicht unterteilen wir die Losung dieser Aufgabe in
zwei Teile.

(a) Fiir y € R definieren wir zunichst den Querschnitt Ay = {x eR| (x, 7 €

A}. Da sich die Funktionen R — R mit y — y? und y + 2 — y an der Stelle
y = 1 schneiden, erhalten wir zunichst

[)’272_}’], y€[07 1]
Ay = /
, sonst.

Wir verwenden hier also gerade, dass es keine Zahl x € Rmit y> <x <2 —y
geben kann, falls y > 1 gilt. Somit ldsst sich der Flacheninhalt der Menge A
mit Hilfe des Prinzips von Cavalieri (!) wie folgt bestimmen:

L7

0 6

2,40 O (! > _ vy
2@ [ rapam = [ 2-y-ram= (-2 -2
R 0

Dabei entspricht A(Ay) fiir jedes y € [0, 1] gerade der Linge des Intervalls
[y2v 2- )’]

(b) Im Folgenden bezeichnen wir mit B,(0) = {(x, y)T € R? | [|(x, »)T|2 < r}
wie iiblich die abgeschlossene Euklidische Kugel mit Mittelpunkt 0 € R* und
Radius » > 0. Fiir z € R definieren wir den Querschnitt B, = {(x, y)T €
R? | (x,y,2)T € B}. Indem wir die Menge B als B = {(x,y,2)T € R3 |
e, T2 < (1 —2)/2, 0 <z <1/2} umschreiben, sehen wir sofort, dass

B. — B(1-5,2(0), z€[0,1/2]
.=
Q)a sonst

gilt. Wegen XZ(BZ) =n(l-— z)2 /4 (Flacheninhalt einer Kreisscheibe) erhalten
wir somit mit dem Prinzip von Cavalieri (!)
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%_771

1 3
3,50 O 2 LA PN T, _ 2% m
A (B)_/Rk (Bz)dk(z)—4/o 1-2) dA(z)—4 (z z +3) =%

Das Volumen der Menge B betrigt somit circa 0,07772 Volumeneinheiten.

Losung Aufgabe201 Der Rotationskorper der stetigen Funktion f : [a,b] —
[0, +00) um die x-Achse ist gerade die dreidimensionale Menge

R={(x,y,2TeR | /x2+y2 < f(2), a <z <b}.

Definieren wir nun fiir z € R die Querschnittsmenge R, = {(x, y)T € R? |
(x,y,2)T € R}, so gilt offensichtlich R, = Ef(z) (0) falls z € [a, b] giltund R, = @
andernfalls. Der Flicheninhalt der zweidimensionalen Kreisscheibe B 7 ;) (0) betréigt
natiirlich 7w (f(z))?, sodass mit dem Prinzip von Cavalieri (!) wie gewiinscht die
bekannte Identitit

\ - b
»muu=ﬁun24}%&MM@=AQ%BWNMde=/zﬂﬂAVMQ>

a

folgt.

Losung Aufgabe202 Im Folgenden wollen wir fiir d € N das Volumen bezie-
hungsweise das Lebesgue-Mal} V; = )»d(F? (0)) der d-dimensionalen Euklidischen

Einheitskugel Ef (0) = {x € R? | ||x|l» < 1} bestimmen. Wir werden dazu mit dem
Prinzip von Cavalieri eine Rekursionsformel fiir V,; beweisen und dann die itera-
tive Folge mit einem Induktionsprinzip auswerten. Zur Ubersicht unterteilen wir die
Losung dieser Aufgabe in mehrere Teile:

~

(a) Zunichst untersuchen wir wegen RI = RI-1 xR (Isomorphie) fiir beliebiges
t € [—1, 1] den Querschnitt

B 0)n (R x (1)) = {(x,nT e RY | (x, )T € B (0))
[, T eRY |xf+ ... +xF_ +12 <1}

= {x e R | Ix] = V1 - 12

—d—
= B0),

das heiBt, der Querschnitt ist gerade eine Kugel im R?~! mit Radius r =
V1—12

(b) Wir erinnern zunichst daran, dass fiir jede lineare und bijektive Abbildung ¢ :
R4~! — R~ und jede Borelmenge A € R¢~! die Bildmenge ¢(A) ebenfalls
eine Borelmenge ist und 1= H(A)) = |det(p)|A?~1(A) gilt. Setzen wir r =
V1 —12fiirt € [—1, 1], dann ist die Abbildung ¢ : R*~! — R~ mit p(x) =
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rx offensichtlich linear und bijektiv und es gilt det(J, (x)) = r¥~! fiirx € R?~!
(Funktionaldeterminante). Wir erhalten somit

1

o(BY' ) =B )= B ©)
und
W BEN ) = BT ) = (=T V.

(c) Mit den Uberlegungen aus den Teilen (a) und (b) folgt nun mit dem Prinzip von
Cavalieri

1 d—1
Va= (4" @) (B 0”/#’1 0) i) 2, /1_2de,
a=( (() (\/—() = Va1 ]( ) Q)
also gerade
Vg =Vi_1ly (26.5)

fiir
1
2,41
Idz/ (I —1t%) 2 dA(r).
-1

(d) Wirbestimmen nun fiir jedes d € N den Wertdes Integrals /;. Dazu substituieren
wir zundchst 7(x) = sin(x) fiir x € [—1, 1] und erhalten dann mit der Identitét
sin®(x) 4 cos?(x) = 1 fiir x € R [3, Aufgabe 67]

1 d—1 %
1d=/ (1-5H7 d/\(t)z/ cos? (x) da(x).
-1 s

2

Das Integral kann nun mit den selben Techniken wie in [3, Aufgabe200]
bestimmt werden. Mit partieller Integration kann man dabeidl; = (d — 1)15_»
fiir d > 2 nachweisen. Natiirlich gelten /o = 7 und I} = 2, sodass wir mit Hilfe
von vollstindiger Induktion (iteratives Einsetzen)

Lo 2dQd-2) ___2d@d-2)-..2
WA= S M T A — ) 3T T 2y p@d—1) ... 3!

und

M-l @d-D@d=3) - DQd-3)...3
MZ g T T d—2) MTtYT T T a@d—2) ... 2 0

erhalten. Alternativ lassen sich die obigen Ausdriicke auch fiir d > 2 mit der
sogenannten Doppelfakultét als

Qd)!! @d — D!
I =2. — d bhi=7 —m
24+1 Qd+nn M T T L

schreiben.
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(e) Mit den Resultaten der vorherigen Schritte und Formel (26.5) folgen somit mit
einer kleinen Rechnung

v _v (27.[)11 B od+1,d
W= 0 D T 2d+ D
und
zdn,d—l (Zﬂ)d
Voa = V5 - =

Q! T QI

Dabei haben wir natiirlich verwendet, dass Vi = 2 und V, = 7 gelten. Wegen

31! = 3 konnen wir mit Hilfe der obigen Formel insbesondere das Volumen
der dreidimensionalen Einheitskugel bestimmen, das V3 = 2%27/3!! = 47/3
betragt.

Losung Aufgabe 203

(a) Wir beweisen nun, dass die Polarkoordinatenabbildung
W (0, +00) x (=7, ) = R*\ {(x, )T e R* | x <0, y =0}

mit W(r, ¢) = (rcos(p), rsin(p))T ein C l-Diffeomorphismus ist. Zur Ver-
einfachung der Schreibweise definieren wir dafiir die beiden Mengen U =
(0, +00) x (=7, ) und V =R?\ {(x, »)T e R? | x <0, y =0}.

() Wir iiberlegen uns nun, dass die Abbildung W wohldefiniert und bijektiv,
also injektiv und surjektiv ist. Ist ndmlich (r, )T € U beliebig, so ist
entweder ¢ # 0 und damit wegen r > 0 auch r sin(¢p) 7# 0 oder ¢ = 0 und
somit r cos(¢) = r > 0. Somit gilt also stets W (r, ¢) € V, das heil}t, die
Abbildung ist wohldefiniert. Sei nun (x, y)T € V beliebig gegeben, also
entweder x > 0 oder y # 0. In jedem Fall ist damit r = /x2 + y2 > O und
mit einer kleinen Rechnung folgt (x/r)? + (y/r)> = 1. Wegen (y/r)*> > 0
folgt somit insbesondere |x/r| < 1. Hingegen muss stets x /r #= —1 gelten,
denn andernfalls wiirde dies wegen der obigen Gleichung zu y/r = 0, also
wegen r > 0, zu x < O und y = O fithren, was wegen (x, )T € V nicht
moglich ist. Somit gilt y = 0 genau dann, wenn x/r = 1 ist, womit wir
stets einen eindeutig bestimmten Winkel ¢ € (—m, ) mit cos(p) = x/r
und sign(¢) = sign(y) finden. Wegen sin? (¢) + cos?(¢) = 1 folgt damit

sin(¢p) = sign(sin(p)) sin?(p) = sign(y)v/1 — cos?(g).

Da aber natiirlich sign(y)|y| = y gilt, vereinfacht sich die Gleichung
schlieBlich zu

sin(p) = sign(y)y/ 1 - ()rf)2 — sign(y),/ (%)2 =2,
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0e))

das heiflt, es gilt W(r,9) = (x, y)T. Wir haben somit wie gewiinscht
gezeigt, dass W surjektiv ist. Fiir die Injektivitit seien zunichst
r, )T, (s, Yv)T € U mit U(r,p) = (x,y)T = W(s, ). Wieder folgt
mit der trigonometrischen Identitit

52 = s2(sin®(¥) + cos? () = x> +y* = r?,

also wegen r, s > 0 gerade r = s. Folglich erhalten wir damit aber auch
sin(p) = y/r = y/s = sin(y) und cos(p) = x/s = x/r = cos(y¥).
Wegen der Voraussetzung ¢, € (—m, ) folgt aus cos(p) = cos(y)
zundchst erst ¢ = . Damit ist aber auch sin(¢) = sin(£y) = % sin(p)
und schlieBlich ¢ = . Dies zeigt aber gerade (r, )T = (s, )T, womit
wir wie gewiinscht bewiesen haben, dass die Abbildung W injektiv und
weiter bijektiv ist.

Zum Schluss begriinden wir noch kurz, dass W ein C!-Diffeomorphismus
ist. Offensichtlich ist W stetig differenzierbar. Weiter gilt aber auch fiir alle
(r,pTelU

cos(p) —r sin(p)
sin(p) rcos(¢)

Ju(r,¢) = <
und folglich gerade
det(Jy (r, ) = r(sin®(¢) + cos>(¢)) = r > 0.

Die Jakobi-Matrix von W ist somit invertierbar und W : U — V ein C!-
Diffeomorphismus [2, 7.7 Theorem].

Anmerkung Da die Menge V (isomorph) mit C \ (—oo, 0] identifiziert werden
kann, redet man bei V hidufig von der sogenannten geschlitzten Ebene.
(b) Im Folgenden werden wir das Doppelintegral

// Flx,y)dad(x, y)
A

iiber der Menge A = {(x, y)T € R? | x2 + y2 < 9} mit Hilfe des Trans-
formationssatzes und dem Satz von Fubini bestimmen. Dabei ist die Funktion
f :R? — [0, +00) gemiB f(x,y) = x>+ xy + y? definiert. Wir verwenden
dazu die Polarkoordinatenabbildung

U:U—>R\N mit W, e) = (@cos(p),rsin(@)T

aus Teil (a) dieser Losung, wobei wir erneut U = (0, 3) X (—z, 7) und N =
{(x, T € R2 | x <0, y =0} setzen. Da W ein Cl—Diffeomorphismus mit
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W(U) = A\ N und N eine Lebesgue-Nullmenge (!) ist, folgt gemill dem
Transformationssatz (!!) zunichst

//f(x,y)dﬁ(x,y)Q// Flx,y)daZ(x, y)
A A\N

=/ ) B2, y)
W)
) //U FOUQ, @) ety (r, ) dA2(r, 9),

das heif3t, die Funktion f ist genau dann auf der Bildmenge W (U) Lebesgue-
integrierbar, wenn f (V)| det(Jy)| auf U integrierbar ist. Wir berechnen nun das
transformierte Integral auf der rechten Seite. Fiir alle (v, ¢)T € U folgen mit
einer kleinen Rechnung

SU(r, @) = f(rcos(p), rsin(p))
= r2(sin2(<p) + cosz(go)) +r? sin(g) cos(p) = r2 +r? sin(g) cos(¢p)

und Jy (r, ¢) = r (vgl. Teil (a) dieser Losung). Wir erhalten somit

// FU(r, )| det(Jy (r, )| dA(r, ¢) = / 3 + 13 sin(p) cos(p) dA(r, @).
U

(0,3)x (—m,m)
Da U — [0, +00) mit (r, 9)T — r3 + r3 sin(p) cos(¢) eine nichtnegative und

messbare (stetige) Funktion ist, ldsst sich das Integral wie folgt mit dem Satz
von Fubini berechnen:

// PRI sin(g) cos(¢p) dkz(r, )
0,3)x(—m,m)

T 3
- / < / 3+ 3 sin(g) cos(¢) dk(r)) dr(p)
— 0

T 3
= (/ 1 + sin(g) cos(¢) d,\(go)) (/ P d,\(r))
— 0

_8171
==

wobei wir im letzten Schritt ffn sin(g) cos(¢) dA(¢) = 0 verwendet haben.
Insgesamt erhalten wir also

81
// Fen @2y =
A
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Losung Aufgabe204 Zur Ubersicht wird die Losung dieser Aufgabe in mehrere
Abschnitte unterteilt.

(a) Wir bemerken zunichst, dass der Integrand f : A — Rmit f(x, y) = x2/2y3)
wohldefiniert ist (keine Division durch Null), da fiir jedes Element (x, y)T € A
insbesondere y # 0 gilt. Dies konnen wir mit Hilfe der vierten Ungleichung in
der Definition von A sehen, denn wire y = 0, so wiirde aus y > 3x? gerade
x = 0 folgen, was nach Definition der Menge nicht moglich ist.

(b) Mit den formalen Substitutionen u = y/x und v = y/x? kénnen wir die Menge
A wie folgt umschreiben (vgl. Abb.26.3):

A={E T eR (0,072 =212

==

y y
’)?52’ 1§x—2}
={wvTeR*|1<u<2 1<v<2}

=[1,21%

Weiter folgen (formal) mit einer kleinen Rechnung — hier werden x und y als
Funktionen in # und v aufgefasst —

_y/x /0 P
x = V2 =3 und

T oy/x2

sowie

2 2 22 2
det Oy X OpX — det 1/v uz/vz _ W[ =u_'
8uy 8vy 2u/v —u /v v3 1)3 1)3
Mit dem Transformationssatz (!) und dem Satz von Fubini (!!) folgt somit wegen
x2/(2y%) = v/(2u*) gerade

x? 10} voou?
= dA(x, y) = — . da¥(u,
//A T //m]z S @)
1// L 02w, v)
== U, v
2 [12]2”21)2
“—”1/21 /21dx(> diw)
_2 1 U2 1 u2 " v
1/ /21 2
= — dx
2(/1 2 (“)>
2
1 2
u iy
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(¢) Zum Schluss sollten wir uns noch kurz klarmachen, warum das formale Vor-
gehen aus Schritt (b) gerechtfertigt ist. Zunédchst haben wir die Menge A mit
Hilfe der Substitutionen # = y/x und v = y/x? formal zu [1, 2]> umgeschrie-
ben. Genauer gesagt, haben wir ®(A) = [1, 2]? gezeigt, wobei die Abbildung
®: A — [—1,1]* durch ®(x,y) = (y/x, y/x*)T gegeben ist. Weiter kann
man zeigen, dass @ die Menge A bijektiv auf das Quadrat [1, 2]? abbildet und
die Umkehrabbildung ®~! : [1,2]> - A durch ®~'(u, v) = (u/v, u*/v)T
gegeben ist. Fiir die weiteren Uberlegungen miissen wir beachten, dass Isomor-
phismen lediglich auf offenen Mengen definiert sind — die Mengen A und [1, 2]?
sind aber nicht offen. Dazu setzen wir

=int(A) = {(x,y)T e R? |y <2x, x<y,y <2x%, x? <y}

und definieren die bijektive Abbildung W : A’ — (1,2)? mit ¥ = &~ 1. Wegen

(8, ) B, ) (v —u?
det(Jy (4, v)) = (8M\D2(u, v) W (u, v)) - <2u/v —u2/v2> =n70

fiir alle (u, v)T € A’ ist ¥ sogar ein Diffeomorphismus von A’ nach (1, 2)2. Da
der Rand von A eine Lebesgue-Nullmenge ist, gilt

J renaren = [ remaiey

fir f: {(x, )T € R? | y # 0} — Rmit f(x, y) = x2/(2y?). Die Transforma-
tionsformel (!) liefert somit gerade

// Fx,y)daZ(x, y) 2 // f (W (u, v))| det(Jy (u, v)| dA*(u, v)
A

// u? A2 (u, v).
— . u,
1 2]2 2M 'U3

Dabei haben wir im letzten Schritt erneut verwendet, dass der Rand des Quadrats
[1,2]? ebenfalls eine Lebesgue-Nullmenge ist. Da die stetige Funktion f ins-
besondere messbar ist und f > 0 auf [1, 2]? gilt, kénnen wir das obige Integral
mit dem Satz von Fubini (!!) berechnen. Mit diesem folgt dann

w1 2] 2
// V) = —/ - </ —Zd)»(l/l)) dAa(v)
1,2]2 1 v 1 u
_ ! g da "1 di
=5 ([ o) ([ o0)

2

1 21dA
—z(/lu—z “”)’
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Yy - P
5__
P P2/ /93
u
Tr=—
4 — v
[ —
_
3T = 3T
P4
2 —— 2 ——
1—T 1—T
| | | ) | | | )
[ [ [ ' [ [ [ '
1 2 3 T 1 2 3 u

Abb. 26.3 Darstellung der Menge A (rot), die durch die vier Funktionen ¢i, @2, @3, ¢4 :
(0, 4+00) — R mit ¢1(x) = 2x2, ¢m(x) = 2x, p3(x) = x2 und @4(x) = x eingeschlossen
wird sowie das Quadrat [1, 2] (griin)

Anmerkung Der Beweis, dass die Abbildung ® : A" — (1, 2)2 mit d~(x, y) =
(y/x, y/x*)T bijektiv ist, ist nicht weiter kompliziert, aber ein wenig aufwendig
(vgl. beispielsweise auch die Losung von Aufgabe203 (a)). Ein guter Indikator,
dass ® bijektiv ist beziehungsweise die vorgeschlagene Substitutionen erlaubt sind,
ist dass sich bei der formalen Berechnung von ®~! in Teil (b) dieser Losung und
der Anwendung des Transformationssatzes in (!) alle (x, y)-Variablen als (u, v)-
Variablen umschreiben lassen.

Losung Aufgabe205 Zur Ubersicht unterteilen wir die Losung dieser Aufgabe in
mehrere Teile:

(a) In Schritt (o) haben wir lediglich die Definition des Integrals / verwendet und
das Produkt 12 = I - I ausgeschrieben.

(b) Fiir Schritt (8) miissen wir uns kurz iiberlegen, dass das Integral I endlich ist,
denn dann folgt wegen der Linearitit des Integrals gerade

+00 2 +00 2 +00 2 +00 2
(/ e " dx> (/ e ” dy> :/ e " (/ e ” dy) dx.
0 0 0 0

Wir schreiben dazu geschickt

oo 2 1 2 +oo 2
I:/ e dx:/ e dx+/ e dx.
0 0 1

Dabei ist das erste Integral auf der rechten Seite endlich, denn die Menge [0, 1]
ist kompakt und der Integrand ist eine stetige Funktion. Fiir das zweite Integral
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©)

(d)

.2 _
kann man verwenden, dass wegen x > 1 gerade x2 > x und somite™ <e~*

folgen. Weiter erhalten wir mit einer kleinen Rechnung

+o00 5 +00
/ e ¥ dx < / e Ydx = —e™*
1 1

sodass auch das zweite Integral gemafl dem Majorantenkriterium fiir Integrale
(absolut) konvergent ist.

Wir iiberlegen uns nun, dass Schritt (y) gerechtfertigt ist. Zunéchst schreiben
wir

+00 2 +00 2 n ) n N
/ e " </ e dy) dx = lim e " </ e dy) dx.

Da die Funktion f : R? — Rmit f(x, y) = e~®" ™) stetig ist, folgt gemih
dem Satz von Fubini gerade

n n
/ e </ e’ dy) dx = // e g(x, y)
0 0 [0,n]x[0,n]

fiir alle n € N, sodass wir beim Ubergang zum Grenzwert n — +00 wie
behauptet

+o0 2 +o0 2 2 2
/ e (/ e dy) dx = // e T d(x, y)
0 0 [0,400) x[0,+00)

erhalten.
Wir begriinden zum Schluss die verbleibenden Schritte () und (¢). Definieren
wir fiir jedes n € N den Viertelkreis im ersten Quadranten

+oo 1 ' . 1
=—-— lm e = -,
0 e a—>+00 e

B 0)={(x.»NTeR*|x*+y* <n’ x>0, y=0},

so gilt wegen |,y B;F(0) = [0, 400) x [0, +00) offensichtlich

// ef(xzﬂz)d(x,y): lim // ef(xzﬂz)d(x,y).
[0,+00) x[0,+00) n—>+00 J/p+0)

Wir berechnen nun fiir jedesn € Ndas Integral auf der rechten Seite. Dazu fiihren
wir die Polarkoordinatenfunktion W : (0,n) x (0, 7/2) — R? \Nmit N =
{(x, T € R2 | x <0, y=0}und ¥(r, p) = (rcos(p), rsin(p))T ein (vgl.
auch Aufgabe 203). Da es sich bei den Mengen B, (0) lediglich um Viertelkreise
handelt, variiert der Winkel ¢ zwischen O und 7 /2. Mit dem Transformationssatz
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folgt somit wegen det(Jy(r, ¢)) = r und sin2((p) + c0s2(<p) = 1fir¢g e
0,7/2)

// =) 4(x, y) = // re SR @) 4 )
B (0) 0.1)x(0,%)

= // rf:*r2 d(r, ¢).
©0.mx(0,%)

Das Integral auf der rechten Seite ldsst sich nun erneut mit dem Satz von Fubini
. 2 2 .
berechnen. Damit folgt wegen (e™"") = —2re™" fiirt € R

T

2 2 n 5
// re” " d(r,(p):/ / re”" dr ) de
(0,n)x(0,%) 0 0
S e 71 e
= / — d(p = — _- — s
0 2 o 2\2 2
womit wir insgesamt

7 +oo 2 . 2
/ / re " dr) dp = lim // re”" d(r, @)
0 0 =400 JJ (0.m)% (0, %)
b4 —n?

. 1 e
= lim —|=--—
n—+o0 2 \ 2 2

v

4 ’

also 12 = /4 erhalten.

Losung Aufgabe 206

(a)

Die Menge A = {(x, y)T € R? | 1 < x? 42y, x? + y? < 1} beschreibt eine
zweidimensionale Kreisscheibe mit Mittelpunkt (0, 0)T und Radius 1, aus der
das Innere der Ellipse (x, y)T € R? : x? 4 2y? = 1 herausgeschnitten wurde.
Die Menge A ist damit sowohl zur x-Achse als auch zur y-Achse symmetrisch.
Wir betrachten nun die vier Mengen

Al ={x,»T€A|x>0,y>0}, A={(x.y»TeA|x=<0,y>0},
Ay={(x,»)T€A|x<0,y=0}, As={x,»Te€A|lx=0,y<0},

also den Schnitt von A mit jeweils einem der vier Quadranten (vgl. Abb.26.4).
Offensichtlich gilt A = A1 U Ay U A3 U A4. Weiter folgen xy3 > 0 fiir (x, y)T €
Ajund (x, y)T € Az beziehungsweise xy3 < Ofiir (x, y)T € Ay und (x, y)T €
Ay, sodass wir schlieBSlich mit einem einfachen Symmetrieargument
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Y

Abb.26.4 Darstellung der Menge A = A} U Ay U A3 U Ay

//xy3d?»2(x,y)=// xy3dk2(x,y)+// xy? dat(x, y)
A Aq A
+// xy3dk2(x,y)+// xy dat(x, y)
A3z Ay
=// xy3dk2(x,y)—// xy3dA2(x,y)
A] Al
+ // x5 di2(x, y) — // o d2(x, y)
A3 A3

=0

erhalten. Dass dabei wirklich

// xy3 d)»z(x, y) = —// xy3 d)»Z(x, y)
Ay Ay

gilt (den anderen Zusammenhang zeigt man analog), kann man sich natiir-
lich wieder mit dem Transformationssatz iiberlegen. Dazu muss man lediglich
beachten, dass W : int(A;) — int(A2) mit W(x,y) = (—x, y)T ein C'-
Diffeomorphismus mit det(Jg (x, y)) = —1 fiir (x, y)T € int(A) ist. Damit
folgt wie gewiinscht
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// xy3 dr2(x, y) = // xy3 da2(x, y)
An W(Ay)
= [ vt e idetcn e aier.y)
Aj
=— // xy3 dA2(x, y).
Ay
(b) Die Menge A, das heift, das Parallelogramm mit den Eckpunkten a! = (1, )T,

a’> = (3,3)T,a> = (4,2)7 und a* = (6,4)T ist in Abb.26.5 dargestellt. Die
Idee dieser Losung ist es nun ein Koordinatentransformation ¥ so zu konstru-
ieren, dass das Bild W(A) ein Rechteck im R2 ist. Das transformierte Integral
iiber das Rechteck lisst sich dann problemlos mit Hilfe des Satzes von Fubini
berechnen. Zur Konstruktion der Transformation W ist es zunéchst ratsam jede
der vier Seiten des Parallelogramms als (Teilstiick des) Graphen einer Gera-
den zu beschreiben. Wir konnen ablesen, dass die Gerade <p1’2 R - R,
die durch die Punkte a! und a? geht, eine Steigung von 1 besitzt und die y-
Achse im Nullpunkt schneidet. Somit folgt ¢'?(x) = x fiir x € R. Auf gleiche
Weise konnen wir auch die Geradengleichungen fiir die verbleibenden Funktio-
nen ¢34, 924, 13 . R — Raufstellen, die 9> *(x) = x =2, p>*(x) = x/3+2
und ¢"3(x) = x/3 +2/3 fiir x € R lauten (vgl. Abb. 26.6). Damit lisst sich das
Parallelogramm &quivalent schreiben als

A={ T eR 92 2y, ¢ @) 2y, 020 =y, () <y}
:{(x,y)TeR2|x—y20, x—=3y>—-6, x —3y < -2, x—y§2}.
Wegen dieser Darstellung der Menge A untersuchen wir nun die lineare Trans-
formation W : A — R? mit W(x,y) = (x — y,3y — x)T beziechungsweise

Y(x,y) = (J *é )(x, ¥)T (Matrix-Schreibweise). Fiir diese kann man aus der

[T—

Abb. 26.5 Darstellung des Parallelogramms A mit Eckpunkten al = (1, DT, a? = 3,3)T,
a’ = (4,2)Tund a* = (6,4)7T
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3T 301’3
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1 —

| | |
| !
1 2 3 4 5 6 %

Abb. 26.6 Darstellung des Parallelogramms A, das durch die vier Geraden @2, ¢34, ¢** und

@13 eingeschlossen wird

obigen Darstellung von A gerade W (A) = [0, 2] x [2, 6] ablesen, das heil3t, das
Bild ist ein Rechteck im R? (vgl. Abb.26.7). Da det(_{ ~3) = 4 gilt, definiert
W eine Bijektion von A auf [0, 2] x [2, 6]. Folglich bildet die Umkehrabbildung
w~1:10,2] x [2,6] — R? mit

—1
vy =( ] X\ _ (3/4 174\ (x\ _ (3x/4+y/4
-3 y 174174 \y /4 + 74
das Rechteck [0, 2] x [2, 6] auf das Parallelogramm A ab. Offensichtlich ist W

nicht die einzige Transformation, die die Menge A auf ein Rechteck abbildet.
Beispielsweise ist ¥* : A — R? mit

. 1=1\ (172 0 (x 0 x/2 = y/4
v (x’y)z(—l 3)(0 1/4) (y>+(—2)=(—x/2+3y/4—2)’

Y
6

Abb. 26.7 Transformation des Parallelogramms A auf ein Rechteck
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eine affine Abbildung, die A zunéchst auf das Rechteck [0, 2] x [2, 6] abbildet,
dann die Seiten dieses zum Quadrat [0, 1] x [2, 3] staucht und anschlieBend auf
der y-Achse zum Einheitsquadrat [0, 1] x [0, 1] verschiebt. Zur Berechnung des
zweidimensionalen Integrals

// X — ydkz(x, y).
A

werden wir nun den oben definierten C!-Diffeomorphismus W~ : [0, 2] x
[2,6] — RZ mit W1([0, 2] x [2, 6]) = A verwenden. Dass es sich dabei um
einen C!-Diffeomorphismus handelt folgt aus unseren Voriiberlegungen und
det(Jy-1(x,y)) = 1/8 fiir alle (x, y)T € [0,2] x [2, 6] — streng genommen
ist w1 lediglich ein Diffeomorphismus zwischen (0, 2) x (2, 6) und int(A).
Der Transformationssatz (!) liefert somit wegen W, Yx,y) = 3x/4 + y/4 und

\Ilz_l(x, y)=x/4+y/4

// x—yde(x,y)z// x—yd)»Z(x,y)
A w=1([0,2]x[2,6])

(!)// -1 -1 2
= W (e, y) — Wy T (x, y) ) [ det(Jyg -1 (x, y)[dAT(x, y)
[0,2J><[2,6J< ! 2 ) v
1 // 3x y x oy 2
== T — (S +2) dAi e,y
8 JI10.21x12,6] 4 4 (4 4) Y

1
= — // xd)LZ(x, y).
16 J/10,21x[2,61

Das Integral konnen wir nun schlieflich dhnlich wie in Aufgabe204 mit dem
Satz von Fubini (!!) berechnen:

1 2 6 2

’ a1 1 1
— xdAt(x,y) = — xdAi(y) | di(x) = — dxdi(x) = =.
16 J/[0,21x[2.6] 16 Jo \J2 16 Jo 2

(c) Wir untersuchen zunichst die Menge A, die durch die drei Geraden y = x/2,
y = 2x und x + y = 2 eingeschlossen wird. Ahnlich wie in Teil (b) dieser
Aufgabe gilt (vgl. Abb.26.8)

2, X
A={e )T eR T =y 202y x4y <3

={, T eR* 2y —x>0, 2x—y >0, x+y <3}.

Somit wird A durch die Transformation ® : A — R? mit ®(x,y) = 2y —
x,2x — y)T auf das Dreieck ®(A) = {(x, )T € R? x>0, y>0, x+y<
3} abgebildet. Wir konnen nun dhnlich wie in Teil (b) vorgehen und mit dem
Transformationssatz das Integral der Funktion f : R — Rmit f(x, y) = x+y
iiber der Menge A zu bestimmen. Wir wollen jedoch noch einen alternativen
Losungsweg verfolgen, der es ermdglicht, das Einheitsdreieck A" = {(x, y)T €
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y =2z

[
a 1 2 3 T

Abb. 26.8 Darstellung des Dreiecks A, das durch die Geraden y = x/2, y =2xundx +y =3
eingeschlossen wird

Abb.26.9 Transformation des Standarddreiecks A’ = {(x, y)T € R? [x>0,y>0, x+y<=<1}
(blau) auf das Dreieck A (rot)

R? | x>0, y>0, x+y < 1} auf jedes beliebige Dreieck mit den Eckpunkten
a = (a;,a)T,b = (b1,b)7T,und ¢ = (c1, ¢2)Tzu transformieren. Dies leistet
die Abbildung ¥ : A’ — A mit

ay + (by —ap)x + (c1 — a1)y) _ (Zx + y)

Y(x,y) = (az + (by — a2)x + (c2 — a2)y x+2y

die A’ bijektiv auf A abbildet (vgl. Abb.26.9). Wegen
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det(Jy (x, y)) = det G ;) —4-1=3

fiir (x, y)T € A’ ist W sogar ein C'-Diffeomorphismus, sodass schlieBlich mit
der Transformationsformel (!) sowie dem Satz von Fubini (!!)

//x+ydx2<x,y>=// Flx, y)dad(x, y)
A W(A")

0] //A/ F(W(x, y))|det(Jy (x, y)|dr%(x, y)

=// 9(x + y) d22(x, y)
A/
1—x

" 1
@ / ( / 9<x+y>dx<y>) dh(x)
0 0

9 1

:-/ 1 —x2dA(x)
2 Jo

=3

folgt. Dabei haben wir in der obigen Rechnung verwendet, dass (¥ (x, y)) =
Wy (x,y) + Walx, y) = 3(x + y) fiir jedes (x, y)T € A’ gilt.

(d) Das Volumen einer dreidimensionalen Kugel mit Radius r = 2 ist offensichtlich
unabhiingig von der Lage der Kugel. Diese elementare Beobachtung kann man
sich beispielsweise mit dem Transformationssatz iiberlegen. Wir konnen somit
im Folgenden das Volumen der (zentrierten) Kugel ‘B> (0) mit Mittelpunkt 0 =
(0,0,0)T und Radius r = 2 bestimmen. Diese ist gegeben durch B;(0) =
{(x,y,2)T € R¥ | x2 4+ y2 4+ z2 < 4}. Weiter gentigt es lediglich den Teil von
B> (0) zu betrachten, der im ersten Orthanten liegt, also

B, (0) = B2(0) N [0, +00)°
={, 3, 0T eR x>0, y>0, 220, x>+ +22 <4}.

Am Ende miissen wir unser Ergebnis lediglich noch mit 8 multiplizieren.

Das Volumen von E; (0) werden wir nun mit Hilfe von Kugelkoordinaten
W (0,7/2) x (0,7/2) x (0,2) — R mit

V(r,0,¢) = (r sin(@) cos(p), r sin(9) sin(p), r cos(G))T

berechnen. Dabei lauft der Winkel 6 von 0 bis 77 /2 und erzeugt so bei konstantem
anderen Winkel ¢ und konstantem Radius r einen Viertelkreis. Auf gleiche
Weise durchliuft ¢ das Intervall (0, /2) und erzeugt dabei eine Kreisschale.
Da der Radius r schlieBlich von 0 bis 2 l4uft, wird auf diese Weise die gesamte
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Kreisschale E; (0) ausgefiillt. Weiter gilt fiir jedes (r,0, )T € (0,7/2) x
(0, m/2) x (0, 2) mit einer kleinen Rechnung

sin(0) cos(g) r cos(@) cos(¢) —r sin() sin(¢p)
Jy(r, 0, p) = | sin(0) sin(p) rcos(P) sin(g) rsin(f) cos(¢)
cos(6) —r sin(f) 0

Mit der Identitiit sin®(x) + cos2(x) = 1 fiir x € R konnen wir leicht zeigen,
dass

det(Jy(r, 6, )) = r’sin(d)

(vgl. auch Aufgabe 123) und somit det(Jy (r, 6, ¢)) # O fiir alle (r, 0, )T €
0,m/2) x (0,7/2) x (0,2) gilt, was insbesondere zeigt, dass W ein cl-
Diffeomorphismus von (0, 7/2) x (0, 7/2) x (0,2) nach E; (0) ist. Mit der
Transformationsformel und dem Satz von Fubini folgt schlielich

—+
23 (B, (0)):///7+ 1dA3(x, y,2)
B3 (0)
=/// r2sin(0) dA3(r, 6, @)
0.3)x(0,3)x(0.2)

bd z 2
= /2 (/2 (/ r? sin(e)d,\(r)> dx(9)> da(e)
0 0 0
8 (1 ( [2
= _/ (/ sin(é))d}\(@)) dr(p)
3 Jo 0

s

8 2
25/0 LdA(g)

_ A
=5
womit das Volumen der Kugel A gerade

13(4) = B (Br0) =8-23(B, (0) = 327”

betrigt.
Anmerkung Mit der bekannten Volumenformel V = 47r3/3 kann man fiir
r = 2 das obige Ergebnis sofort bestitigen.
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Losung Aufgabe 207

(a) Wir bestimmen zuerst das geschlossene Kurvenintegral per Hand. Dazu miissen
wir beachten, dass es sich bei der Menge A um den Einheitskreis handelt, dessen
Rand wir bekanntlich durch y : [0, 27] — R? mit (1) = (cos(z), sin(¢))T
parametrisieren konnen. Damit folgt nach Definition (Kurvenintegral 2. Art,
vgl. Aufgabe 181)

2
75 F~ds=§l§F-ds=/ (F(y (). 7)) dr.
A y 0

Beachten wir nun weiter, dass y| () = cos(?), y1(t) = —sin(z), y»2(t) = sin(z)
und y»(t) = cos(¢) fiir ¢ € [0, 2] gelten, so folgt wegen Fi(x, y) = xy und
Fr(x,y) =x — yfiir (x, y)T € R2 schlieBlich mit einer kleinen Rechnung

2
d Fas= [ RO@0H0 + RO 050 d
9A 0
2
= / —cos(t) sinz(t) + (cos(t) — sin(¢)) cos(t) dt
0
2w 2 2
= / cosz(t) dr — / sinz(t) cos(z)dr — / sin(z) cos(t) dt
0 0 0
=.
Dabei haben wir zur Berechnung der letzten drei Integrale die folgenden bekann-

ten Resultate [3, Aufgabe 196] verwendet, die man sich beispielsweise mit Hilfe
von partieller Integration oder einer geeigneten Substitution herleiten kann:

2 1 2
/ cosz(t) dt = = (¢ 4 sin(¢) cos(?)) =7
0 2 0
sowie
2 i3 2 2 2 27
/ sin(r) cos(r) dr = SO |7 o, / sin(r) cos(rydr = 25O [T o,
0 0 0 0

(b) Im zweiten Schritt berechnen wir das Kurvenintegral mit Hilfe des Satzes von
Green. Dieser besagt, dass

b Feas= | amen - o R @
A A
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gilt — wir miissen somit lediglich ein zweidimensionales Lebesgue-Integral
berechnen. Bestimmen wir weiter die partiellen Ableitungen 9, F>(x,y) = 1
und 9y Fy (x, y) = x fiir (x, y)T € R?, so folgt direkt

//asz(x,y)—ByFl(x,y)dkz(x,y)=// 1 —xda%(x, y).
A A

Da der Integrationsbereich A eine Kreisscheibe ist, bietet es sich an (vgl. auch
Aufgabe 203) Polarkoordinaten zur Berechnung des obigen Integrals zu verwen-
den. Wir betrachten also den C 1-Diffeomorphismus v:0,1)x (—m,m) >
int(A) mit W(r, ¢) = (r cos(e), r sin(p))T und det(Jy (r, ¢)) = r fiir (r, )T €
(0, 1) x (—m, ). Mit dem Transformationssatz (!) und dem Satz von Fubini (!!)
folgt somit gerade

//l—xdkz(x,y)Q// r(1 = r cos(¢)) di2(r. )
A O, D) x(—m,m)

" T 1
& / < / r — 12 cos(¢) d,\(r)> dr(g)
—7 0

_ [T 1 cos(g)
_/_7, 7 3 di(e)

=T,

was das Ergebnis aus Teil (a) dieser Aufgabe bestitigt.

Losung Aufgabe 208 Da der Rand von A, hier also das Bild der Kurve y, geschlos-
sen und positiv parametrisiert ist und das zweidimensionale Vektorfeld F : R* — R?
mit F(x, y) = (F1(x,y), Fa(x, y))T = (yz, yz—xz)T stetig differenzierbar ist, folgt
gemil dem Satz von Green

%F-ds:// BXFz(x,y)—ByFl(x,y)dAZ(x,y)z—Z//x+yd)»2(x,y).
Y A A

Das zweidimensionale Integral auf der rechten Seite werden wir nun mit Hilfe des
Transformationssatzes berechnen. Zunichst gilt (vgl. die Losung von Aufgabe 34 fiir
p = +oo und Abb.26.10)

A={GNTeR 1, NTloo =2} = {0r, T € R | x| + 1yl <2}

und somit mit einer Fallunterscheidung fiir die auftretenden Betrige

A={, T eR? [x+y<2, —x+y<2 —x—y<2 x—y=<2}

[ )T eR? |x+y<2 y—x<2, x+y=2 y—x>2}

Alternativ kann man die Menge A auch in jedem der vier Quadranten untersuchen,
um die obige Darstellung zu erhalten. Die neue Darstellung von A motiviert die



358 26 Losungen Integrationstheorie und Integralsatze

v

Abb.26.10 Darstellung der Transformationen W und W~! zwischen den Mengen A und [—2, 212

Substitutionen # = x + y und v = y — x beziehungsweise die Transformation
U A= [=2,2 mit W(x,y) = (x +y,y — x)T (vgl. Abb.26.10). Um den
Transformationssatz verwenden zu konnen, benotigen wir jedoch einen Abbildung
von [—2, 2]% nach A. Dies leistet gerade die Inverse von W, die wir nun bestimmen
werden. Dazu kann man beispielsweise die formalen Rechnungen

und y= + = -+

u
2 2 2

| <

u
2 2 2

nutzenund somit W1 : [=2, 212 — A gemil Uy, v) = w/2—v/2,u/24+v/2)7
definieren oder man verwendet

-1 -1
1 (vt (11 w\ _ L (1 =1\ (u) _ (u/2-v/2
v (u’v)_<\112_1(u,v) T \-11 v) " 2\1 1) \w) " \up2+v/2)"
Dass es sich hierbei wirklich um die Inverse von W handelt kann man leicht nach-
rechnen. Weiter ist W~! wegen

det(Jy-1(u, v)) = det(J\;l(u, v)) = %

ein Cl—Diffeomorphismus von (—2, 2)2 nach int(A) und der Integrand f : RZ > R
mit f(x,y) = x + y stetig, womit alle Voraussetzungen des Transformationssatzes
erfiillt sind. Da der Rand von A eine A2-Nullmenge ist folgt

—2// Flxy)da?(x,y) = —2// FT v, w3, v) [ det(Jg  (u, v)[ A2 (u, v)
A w—1l4)

= - u dkz(u, v),
[-2,21
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wobei wir £ (W (u, v), Wy ', v)) = u/2 — v/2 4+ u/2 + v/2 = u fiir (u, V)7 €
[—2, 2]* verwendet haben. Mit dem Satz von Fubini folgt

2 2
— // udkz(u, v) = —/ </ udk(u)) di(v) =0
[—2,2]? -2 -2

und somit insgesamt
515 F-ds=0.
Y

Anmerkung In diesem Beispiel ist die Berechnung des Kurvenintegrals mit dem
Satz von Green genauso aufwendig wie die direkte Berechnung. Schreibt man ndm-
lichy = y?2 @ y>? @ y>* @ y*!, wobei y/* fiir j, k € (1,2, 3,4} die Verbin-
dungslinie von zwei verschiedenen Eckpunkten a/ und a* steht, so folgt mit einer
kleinen Rechnung

95 F-ds:—% F.-ds und 515 F~ds=—§l§ F -ds
yl,Z V3.4 J,2.3 ),4,1

Die vier Kurven lassen sich dabei dhnlich wie in Aufgabe 180 (b) aufstellen. Insge-
samt folgt damit also

¢F~ds=§£ F~ds+y§ F‘ds—i—% F~ds+§£ F.ds=0.
y },1,2 }/2'3 V3,4 ),4,1

Losung Aufgabe209 Die Sektorformel von Leibniz ist eine direkte Konsequenz
aus dem Greenschen Satz. Wir betrachten dazu das stetig differenzierbare Vektorfeld
F:R?> - RZmit F(x,y) = (Fi(x, y), F>(x, y))T = (—y, x)T. Mit dem Satz von
Green (!) folgt dann

1 1 1
—/ xdy —ydx = —/ Fods2 —// A Fa(x, y) — 8y Fi(x, y) dA2(x, y).
2 Jaa 2 Jaa 2 /A

Indem wir die partiellen Ableitungen auf der rechten Seite berechnen, erhalten wir
somit wie gewiinscht

1 1
—/ xdy—ydx:—//2dk2(x,y):k2(A).
2 Jaa 2 ))a

Losung Aufgabe 210 Offensichtlich handelt es sich bei der Menge A um ein Jordan-
Gebiet, dessen Rand sich durch die beiden Kurven y1, 32 : [0, 1] — R? mit y1(t) =
(t, )T und y2(t) = (1 —t, 1 — )T parametrisieren ldsst. Mit der Sektorformel von
Leibniz (vgl. Aufgabe209) folgt

1 1
kz(A):—/ xdy—ydx:—/ xdy — ydx.
2 Jaa 2 Jnen
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Wir miissen somit lediglich das Kurvenintegral 2. Art auf der rechten Seite bestim-
men. Wegen (1) = (1,413)T fiir r € [0, 1] folgt mit der Schreibweise aus Auf-
gabe 209

1 1
/xdy—ydx:/ F-ds:/ (F(yl(t)),)}l(t))dtz/ 3t4dt=§.
Y1 71 0 0 5

Das Vektorfeld F ist dabei durch F : R? — R? mit F(x, y) = (—y, x)T gegeben.
Analog erhalten wir wegen (F (y2(t)), y2(t)) = O fiir r € [0, 1] gerade

1
/xdy—de=/ F- dS=/ (F(r2(1)), y2(1))dr = 0
2 2 0

und somit insgesamt

1 1/3 3
M(A) = = dy—ydx==(=+40)=—.
“ 2/}/1®sz Yoy 2<5+> 10

Anmerkung Da die Menge A ein Normalengebiet (schlichtes Gebiet) ist, folgt mit
dem Satz von Fubini

1 X 1
Az(A):// 1dA2(x,y):/ (/ 1dx(y)> d)\(x):/ x—x4dk(x):i.
A 0 x4 0 10

Losung Aufgabe211 Beider Fliche A = {(x, y, 2)T € R3 | x2+y2 =2z, z <2}
handelt es sich um ein nach oben geoéffnetes Paraboloid. Der (orientierte) Rand 0 A
beschreibt somit eine Kreisscheibe mit Radius » = 2, die in der Ebene (x, y, 2)T €
R3: 7z =2 liegt.

(a) Wir berechnen zunéchst das Kurvenintegral 2. Art per Hand. Wegen den obigen
Voriiberlegungen lisst sich der Rand von A durch die (verschobene) Kreiskurve

y : [0,27] — R3 mit y(t) = (2cos(t),2sin(t), 2)T parametrisieren. Nach
Definition des Kurvenintegrals 2. Art (vgl. Aufgabe 181) erhalten wir somit

2 2
% F- ds:/ (F(y (@), y(®))dt = —/ 24sin’(r) + 16 cos® (1) dt,
A 0 0

denn fiir alle ¢ € [0, 2] gelten

12 sin(¢) —2sin(r)
F(y(t)) = | —=8cos?(r) und  y(@) =] 2cos(r)
4 sin(t) 0

Wegen fozn sin’(7) dr = 0 und foh cos3(r) dr = 0 folgt somit insgesamt

/ F-ds=0.
9A
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(b) Gemil dem Stokesschen Integralsatz gilt

56 F.ds= #(rot(F),N) ds,,
0A A

das heif3t, wir miissen nun ein vektorielles Oberflachenintegral berechnen. Die
Rotation rot(F) : R? — R3 des Vektorfeldes F : R3 — R3 mit F(x, y, z) =
(3y2, —x2z, yz)T lautet

0y F3(x,y,2) — 0, F2(x, y,2) x?+z
rot(F)(x, y,2) = | 0;F1(x, y,2) — 0 F3(x,y,2) | = 0
0xFa(x,y,2) — 0y F1(x,,2) —2xz — 6y

Das Paraboloid A lasst sich durch die Abbildung W : [0, 2] x [—7, 7] — R3 mit
W(r, ) = (rcos(p), rsin(p), r2/2)T parametrisieren. Das Oberflachenintegral
ist dabei wie folgt definiert:

# (rot(F), N)dS$; = // (rot(F(¥(r, 9))), N(r, 9)) dA*(r, ).
A [0,2]x[—m,7]

Dabei sind fiir jedes (r, )T € [0, 2] x [—m, 7] die Vektoren 9, V¥ (r, ¢) und
9, W (r, ) Spannvektoren der Tangentialebene im Punkt W (r, ¢), das heil3t, das
Kreuzprodukt N (r, ¢) = 0, ¥ (r, @) X 9, W (r, @) steht senkrecht auf den beiden
Vektoren 9,V (r, ¢) und 9, ¥ (r, ¢). Mit einer kleinen Rechnung erhalten wir
fiir alle (r, )T € [0, 2] x [—m, 7] gerade 0, ¥ (r, ) = (cos(p), sin(p), r)T,
9,V (r, ¢) = (—rsin(p), r cos(¢), 0)T und das Normalenfeld

cos() —r sin(¢) —r2 cos(g)
N(r.p) = |sin(p) | x | rcos(p) | = r?sin(p)
r 0 r

Setzen wir dies in das Integral auf der rechten Seite ein und berechnen das
Skalarprodukt, so erhalten wir schlieBlich mit dem Satz von Fubini

// (Tt (F(W(r, 9))), N(r, 9)) di2(r, @)
[0,2]x[—m,7]
3r 4 3 2 2
= —// —— cos(@) + r* cos”(¢) + 6r- sin(p) dA“(r, @)
(0.21x[-m,7] 2

2 T 3,.4 4 3 5 .
:/ / 7cos(<p)+r cos”(¢) + 6r<sin(p) di(r) | dA(r)
0 -7

=0,

. . T . T
wobei wir (erneut) [” sin(p)di(p) = 0, [* cos(¢)di(¢) = O und
f fﬂ cos>(¢) dA(p) = 0 verwendet haben. Wir kénnen somit wie erwartet das
Ergebnis aus Teil (a) dieser Losung bestitigen.
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Losung Aufgabe 212 Seiim Folgenden R > 0 beliebig gewihlt. Da Ag = Br(0)N
R x R x [0, +00) ein glattes Flachenstiick und das Vektorfeld F : R3 — R3 mit
F(x,y,2) = 4y, 2x, —z2)T stetig differenzierbar ist, liefert der Rotationssatz von
Stokes gerade

# (rot(F), N)dS, :55 F - ds,
AR JAR

wobei d A g die Oberfliche der oberen Halbkugel A ist. Bei der Oberflidche handelt
es sich offensichtlich um einen Kreis in der x-y-Ebene mit Mittelpunkt (0, 0, 0)T
und Radius R. Eine Parametrisierung von d Ay ist also gerade y : [0, 277] — R> mit
y(t) = (Rcos(t), Rsin(t), 0)T. Damit erhalten wir fiir das Kurvenintegral 2. Art

2
/ F- ds:/ (F(y(@),y())dt
9AR 0
2 4R sin(t) —Rsin(?)
:/ < 2Rcos(t) |, R cos(1) > dt
0 0 0
2
= 2R2/ cos?(t) — 2 sin®(¢) dt
0
= 2R%*(7 — 27),

also I(R) = —2m R%. Beachten Sie, dass foh sin?(7) dr = fozn cos>(t) = m gilt [3,
Aufgabe 196].

Losung Aufgabe213 Bei der Fliche A handelt es sich um ein Dreieck mit den
Eckpunkten (1,0,0)T, (0, 1,0)T und (0, 0, 1)T. Bezeichnen wir die geschlossene
Randkurve mit y, so lasst sich die verrichtete Arbeitdurch W = | v F - dsberechnen.
Wegen dem Satz von Stokes geniigt es dquivalent das Integral

ﬂ (rot(F), N)dS$;
A

zu bestimmen. Dies ist aber besonders einfach, denn fiir alle (x, y, z)T € R? gilt

Oy F3(x,y,2) — 0, F(x,y,2) X7 —Xxz 0
rot(F)(x,y,z2) = 0 F1(x,y,2) — o F3(x,y,2) | = yz —yz =101,
O F2(x,y,2) — 8y F1(x, y,2) 22/2 —2%)2 0

womit wir insgesamt W = 0 erhalten. Die verrichtete Arbeit ist also Null.

Anmerkung Die verrichtete Arbeit W lisst sich natiirlich auch ohne den Rotati-
onssatz von Stokes berechnen. Wegen rot(F) = 0 handelt es sich bei F um ein
Gradientenfeld. Da die Kurve y stiickweise stetig differenzierbar und geschlossen
ist, liefert der Hauptsatz der Kurventheorie, dass das Kurvenintegral 2. Art Null ist.
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Losung Aufgabe 214 Wir berechnen zunichst die Divergenz des Vektorfeldes F :
R3 — R3 mit F(x,y,2) = 2xz,xyz, —z2)T. Mit einer kleinen Rechnung folgt

div(F)(x,y,2) = Ox F1(x,y,2) + 0y Fa(x, y,2) + 0; F3(x, y,2) = 2z + xz — 2z = x2

fir (x, y,2)T € R3. Der GauRsche Integralsatz liefert somit gerade

ﬁf (F,N)dsz=///diV(F)(x,y,z)dk3(x,y,z)
0A A
=/// xzdd3(x, y,2)
[0,13

o ! 1 1
i/ </ (/ Xz dk(y)) d)»(x)) dr(z)
0 0 0

=1,

wobei wir in (!) zweimal den Satz von Fubini angewandt haben um das Dreifachin-
tegral geschickt umzuschreiben.

Anmerkung Ohne den Integralsatz von Gauf hétten wir sechs Oberflichenintegrale
berechnen miissen — je eines fiir jede Wiirfelseite. Das ist zwar nicht sonderlich

kompliziert, aber doch sehr aufwendig.

Losung Aufgabe215 Wir betrachten das stetig differenzierbare Vektorfeld F :

R3 — R3 mit
X1+ x2
F(x1,x2,x3) = | x2 + x3
X1+ x3

und die Menge

A:{(xl,xz,X3)T eR3 |x12+x§ <9, 0<ux3 59—x12—x§}.

Zur Ubersicht unterteilen wir die Losung dieser Aufgabe in zwei Teile:

(a) Die Menge A beschreibt ein elliptisches Paraboloid, dessen Grundfidche eine
Kreisscheibe in der x1-x2-Ebene mit Radius » = 3 und Mittelpunkt (0, 0, 0)T
ist und sich in positiver x3-Richtung weiter verschlankt (vgl. Abb.26.11). Zur
Berechnung des Oberflachenintegrals miissen wir somit die Bodenkreisfliche B
und die Paraboloidenoberfliche O geeignet parametrisieren und die beiden ent-
sprechenden Integrale bestimmen. Eine Parametrisierung der Bodenkreisfliche
ist offensichtlich durch Wg : (0, 3) x (0, 277) — R3 mit

r cos(¢)
Vg (r,p) = | rsin(p)
0
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Abb. 26.11 Darstellung der Paraboloidenoberfliche (links) und Bodenkreisfliche in der xj-x;-
Ebene (rechts)

gegeben. Wegen (Kreuzprodukt der partiellen Ableitungen, vgl. Aufgabe 33 (b))

cos(p) —r sin(¢) 0
W (r, ) x d,Wp(r,p) = | sin(p) | x | rcos(p) | =|0
0 0 r

und

r cos(p) + r sin(p)
F(Wp(r,p) = r sin(p)
r cos(¢)

fiir (r, )T € (0,r) x (0, ¢) folgt zunichst nach Definition des (vektoriellen)
Oberfldchenintegrals

# (F,N)dS, = // (F(Wp(r, @), 0 Wp(r, ¢) x 3p¥p(r, 9)) d2*(r, p)
9B (0,3)x(0,27)

= // r2 cos(p) dAZ(r, Q).
(0,3)x(0,27)

Das verbleibende Integral konnen wir nun mit Hilfe des Satzes von Fubini
bestimmen:

3 2
// r2 cos(p) dA2(r, @) = < / rzd)\(r)) ( / cos(p) dA((p)) =0.
(0,3)x(0,2m) 0 0

Die Paraboloidenoberfliche O kionnen wir durch Wy : (0, 3) x (0, 27) — R3
mit

r cos(¢)
Vo(r,¢) = | rsin(e)
9 — 2
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parametrisieren. Die ersten zwei Komponenten beschreiben einen Kreis mit
Radius r, der gemif der dritten Komponente in x3-Richtung verschoben und
dabei bei zunehmenden Radius r verkleinert wird. Ahnlich wie im vorherigen
Teil folgt somit wegen

cos(p) —r sin(g) 2r2 cos(p)
HWo(r,p) x ,Wo(r,p) = | sin(p) | x | rcos(p) | = | 2r2sin(p)
—2r 0 r

und

r sin(g) + r cos(¢)
F(Wo(r,¢)) = | rsin(p) +9 —r2
rcos(p) +9 — r2

fiir (r, )T € (0, r) x (0, 27) gerade mit einer kleinen Rechnung
# (F,N)d$; = // (F(Wo(r,9),0:¥o(r,9) x 3,Wo(r, 9)) da2(r, ¢)
00 (0,3)x(0,2m)

= // r 4+ 9r 4+ (1872 — 2r% sin(gp)
(0,3)x(0,2m)

+ 2 cos(p) + 273 sin(¢g) cos(p) d)\z(r, ),

wobei wir die bekannte Identitiit sin®(¢) + cos?(¢) = 1 fiir ¢ € (0, 27) ver-
wendet haben um den Integranden ein wenig zu vereinfachen. Wegen

27 2 2
/ sin() di(g) = 0, / cos(¢) dA(g) = O, / sin(p) cos() di(@) = 0
0 0 0

folgt schlieBlich mit dem Satz von Fubini (!)

(F,NYdS, =27 r’ +9rdi(r) =27 +
20 0 4 2

Summieren wir also beide Oberflichenintegrale, so erhalten wir insgesamt

2431
ﬂ (F,N)d52=# <F,N>dsz+5[j§ (F,N)dS, = 257
3A 3B 90 2

(b) Nun berechnen wir das Oberflachenintegral mit dem Satz von Gauf3. Wir berech-
nen zunichst die Divergenz des Vektorfeldes. Fiir alle (x1, x2, x3)T € R3 gilt
offensichtlich

3 2437

0 2

div(F)(x1, x2, x3) = Oy, F(x1, x2, x3) + 0x, F(x1, X2, X3) + 0x3 F(x1, X2, x3) = 3.
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Damit folgt weiter

/// div(F)(x) dA3(x) :3/// 1dA3(x)
A A

9 2
an/ 9— rdi(r) =37 <9r—r—>
o 2

wobei wir in (!) verwendet haben, dass sich die Menge A als Rotationskorper
der Funktion f : [0,9] — R mit f(r) = +/9 — r schreiben ldsst (vgl. auch
Aufgabe 201).

? 2437

0 2

Die Ergebnisse unserer Berechnungen sind natiirlich nicht iberraschend, denn geméaf
dem GauB3schen Integralsatz gilt

/// div(F)da® = # (F,N)dS,.
A dA

Losung Aufgabe216 Der Fluss des Vektorfeldes F : R? — R3 mit F(x, y, z) =
(x, xy, z)T durch den Zylinder A ist gegeben durch (vektorielles Oberfliicheninte-

gral)
# (F,N)dS,.
0A

Da die Menge A offensichtlich kompakt (beschrinkt und abgeschlossen) und F
stetig differenzierbar ist, ist das Oberflichenintegral gemadf dem Integralsatz von
Gaul dquivalent zu

///div(F)(x,y,z)dk3(x,y,z)=/// 1+x42zd23(x, y, 2),
A A

wobei wir div(F)(x, y, z) = 1 + x + 2z fiir (x, y,z)T € R3 gerechnet haben. Da
A ein Zylinder ist (vgl. Abb.8.2), nutzen wir Zylinderkoordinaten ¥ : (0, 4) x
(0, 27) x (0, 8) — R3 mit

r cos(¢)
W(r,p,z) = | rsin(p)
z

Dabei ist zu beachten, dass die Grundfliche von A eine Kreisscheibe mit Radius 4
ist, wihrend die Hohe des Zylinders 8 betrigt. Wegen

cos(p) sin(p) 0O
det(Jy (r, ¢, z)) = det [ —rsin(p) rcos(p) 0 | = rsin®(¢) + r cos®(p) = r
0 0 1
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vereinfacht sich das Integral wie folgt mit dem Transformationssatz (!) und dem Satz
von Fubini (!!):

# 1+x+ 2zd)»3(x, v,2) (2 /// r+ 2 cos(p) + 2rz d)\3(r, ©,2)
A (0,4)x(0,2) % (0,8)

) 8 4 27

) / (/ (/ r 412 cos(p) + 2z dk(go)) dA(r)) da(z)

JO JO JO
8 [ r4
= 2;1/ (/ r(1+22) dxm) dr(2)
0 0

8
= 167r/ 1 +2zdA(z)
0

= 11527.

Losung Aufgabe217 Seien stets a,b,c > 0 die Halbachsen des Ellipsoiden
E(a,b,c).

(a) Mit dem GauBschen Integralsatz 1dsst sich das Integral sehr leicht bestimmen.
Die Divergenz des Vektorfeldes F : R3 — R3 mit F x,y,2) = (x,y,2)7T ist
offensichtlich konstant 3. Mit dem Satz von Gauf} (!) folgt daher

I(a,b,c):# (F,N)d$S;
dE(a,b,c)
S /// div(F)(x, y,2) dA3(x, . 2)
E(a,b,c)
= 3/// 1da3(x, y, 2)
E(a,b,c)

=313(E(a, b, 0)

=4dmabc.

Dabei haben wir im letzten Schritt verwendet, dass das Volumen A3 (E (a, b, ¢))
des Ellipsoiden gerade 4w abc/3 betrigt.
b) Wir berechnen nun das Oberflachenintegral per Hand. Nach Definition gilt

# (F,N)d52=//(F(‘I’(G,w)),N(9,<ﬂ)>d)»2(9,<p),
dE(a,b,c) A

wobei W : A — R3 eine geeignete regulire Parametrisierung des Ellipsoiden
E(a,b,c)istund N : A — R3 mit N8, 9) = W0, ¢) x W,(0, ¢) das
Normalenfeld bezeichnet. In diesem Fall ist A = (0, 7) x (—m, 7) und die
Oberflache des Ellipsoiden kann fiir (6, ¢)T € A durch

a sin(@) cos(¢)
V@, ) = | bsin(0) sin(¢p)
ccos(f)
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parametrisiert werden. Die partiellen Ableitung von W lauten

a cos(9) cos(p) —a sin(0) sin(¢p)
W (@, ) = | bcos(0) sin(p) und I,V (0, )= b sin(0) cos(p) | ,
—csin(9) 0

sodass wir mit einer kleinen Rechnung (Kreuzprodukt der partiellen Ableitun-
gen)

a cos(0) cos(e) —a sin(0) sin(¢) bc sin(0) cos(p)
N, ¢) = | bcos(0)sin(p) | x bsin(@) cos(p) | = | acsin(@) sin(¢p)
—csin(0) 0 ab cos(0)

fiir alle (0, )T € A erhalten. Somit folgt

I(a,b, C)=//A<F(‘P(6,§0)),N(9,¢)>dkz(9,w)

= abc // sin3(8) cos® (¢) + sin> (0) sin?(p) + sin(®) cos2(0) dA2 (8, ¢)
0,7)x(—m,7)

= abe // sin®(8) + sin(®) cos2(6) da2 (8, ¢)
0,7)x(—m,7)

= abc // sin(@) dA2(8, ¢).
0,m7)x(—m,m)

Dabei haben wir dhnlich wie in der Losung von Aufgabe 123 den Integranden
zweimal mit Hilfe der trigonometrischen Identitét sin? (x) + cos? (x) = 1 fiir
x € R vereinfacht. Das verbleibende Integral konnen wir nun wie folgt mit dem
Satz von Fubini (!) bestimmen:

abe // sin(6) dA2(0, @) < abe / i ( / ' sin(e)d,\(q))) dr(0)
0,7)x(—m,m) 0 -

= 2mabc / ! sin(0) dA(0)
0

=4dmabc.

Die obige Rechnung bestitigt somit wie gewiinscht das Ergebnis aus Teil (a)
dieser Losung.
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updates

Losungen Gewohnliche 2 7
Differentialgleichungen

Losung Aufgabe 218 Seienstetsa, b, yo € R beliebige Konstanten mita, b, yg > 0
und a > byp. Um zu zeigen, dass die differenzierbare Funktion y : R — R mit

Y(?C)
b 1 b —ax
a (y() d)e

eine Losung der logistischen Differentialgleichung ist, miissen wir zunéchst die erste
Ableitung bestimmen. Mit der Quotienten- oder Kettenregel fiir differenzierbare
Funktionen folgt fiir jedes x € R gerade

<£ B b) e_ax
Yo

N
b 1 b _
(E+(H-8)e)

Weiter gilt mit einer kleinen Rechnung

y(x) =

ay(x) — by?(x)
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1 - 3
2
1 /—
. _J . A
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(a) Darstellung der logistischen Funktion fiir a = (b) Darstellung der logistischen Funktion fir a =
1,b=1,y0=1/2 (rot),a=2,b=2,y0=1/10 4, b = 4, yo = 1/2 (rot), a = 6, b =3, yo = 1
(blau) und @ =3, b =3, yo = 7/8 (griin) (blau) und a =12, b =4, yo = 2 (griin)

Abb.27.1 Darstellung von Losungskurven der logistischen Differentialgleichung fiir verschiedene
Parameter a, b, yg € R

fiir jedes x € R, sodass wir schlieBlich wegen

1
y(0) = m =)0

direkt ablesen konnen, dass y eine Losung der logistischen Differentialgleichung
y'(x) = ay(x) — by*(x), x € R, y(0) = yp ist (vgl. Abb.27.1).

Losung Aufgabe219 Die Funktion y : R — R mit y(x) = arctan(sin(x))
ist offensichtlich differenzierbar und es gilt (Kettenregel verwenden) y'(x) =
cos(x)/(1 + sin?(x)) fiir x € R. Damit ist bereits

Yo =—20 R
1 + sin“(x)

eine, wenngleich auch sehr einfache, Differentialgleichung, die von der Funktion y
gelost wird. Mit Hilfe verschiedener trigonometrischen Formeln kann man zeigen,
dass

1

2 ; -
cos”(arctan(sin(x))) = 1+ sin(x)

fiir jedes x € R gilt. Wir sehen somit, dass die Funktion damit auch eine Losung der
Differentialgleichung

y'(x) = cos(x) cos?(y(x)), x € R
ist.

Losung Aufgabe 220 Zur Ubersicht unterteilen wir den Beweis des Existenzsatzes
fiir autonome Differentialgleichungen in zwei Teile:
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(a) Existenz einer Losung. Gemil dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung ist die Funktion

F:la,b]—> R mit F(x):fx f()dt
xo

eine Stammfunktion der Funktion f : [a, b] — R. Insbesondere gilt F’ = f in
[a, b] und somit y'(x) = f(x) fiir alle x € [a, b]. Wegen F(xp) = 0 haben wir
somit bewiesen, dass die Funktion y : [a, b] — R mit y(x) = yo + f;; f(@)dr
eine Losung des Anfangswertproblems ist.

(a) Eindeutigkeit. Wir zeigen nun mit einem Widerspruchsbeweis, dass die Losung
des Anfangswertproblems eindeutig ist. Angenommen es gibt eine weitere Funk-
tion y : [a, b] — R mit y # y, die das Anfangswertproblem 16st. Dann gilt fiir
x € [a, b] gerade

F') = y'(0) = f(x) = f(x) =0,

sodass aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Konstanzkriterium, [3,
Aufgabe 148]) die Existenz einer Zahl ¢ € R mit y(x) = y(x) + c fiir alle x €
[a, b] folgt. Daaber wegen der Anfangsbedingung ¢ = ¥(0)—y(0) = yo—yo = 0,
also ¢ = 0 folgt, zeigt dies, dass die beiden Funktionen y und y in ganz [a, b]
iibereinstimmen. Das ist aber ein Widerspruch, da wir y # y angenommen haben.
Dies zeigt wie behauptet, dass das Anfangswertproblem eine eindeutige Losung
besitzt.

Losung Aufgabe 221

(a) Zur Ubersicht unterteilen wir die Losung dieses Aufgabenteils in zwei Teile.

(o) Zunichst iiberlegen wir uns, dass das Anfangswertproblem
Y@ =y@)/(1+2%), xR, y()=2

eine eindeutige Losung besitzt. Wir setzen dazu I = R und J = (0, 4-00)
und betrachten die beiden stetigen Funktionen f : I/ — Rund g : J —
R\ {0} mit f(x) = 1/(1 + x?) und g(y) = y (vgl. den Losungshinweis
zu dieser Aufgabe). Definieren wir xg = 1 und yg = 2, so ist das Anfangs-
wertproblem offensichtlich von der Form

Y = f()gy(x), x €1,  y(xo) = yo.

Somit folgen wegen arctan(1) = /4

X X 1 T
F(X)=/x0 f(t)dl‘=/1 mdr:arctan(x)—z
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(b)

(©)

und

r 1
G(y)zfyo %dtzfz —dr =In(y) ~In(2)

fir alle x € [ und y € J. Weiter gilt wegen lim,_, + arctan(x) =
+m/2 gerade F(I') = (—3m/4,7/4) fir I’ = R. Analog folgt aus
limy_, o+ In(y) = —o0 und limy_, ;oo In(y) = +o00 gerade G(J) = R,
womit wir schlieBlich F(I") € G(J) erhalten. Wenden wir nun den Satz
tiber die Trennung der Variablen an (eine Formulierung finden Sie in dem
Losungshinweis zu dieser Aufgabe), so haben wir schlieB3lich wie gewiinscht
gezeigt, dass das Anfangswertproblem in I’ = R eine eindeutige Lésung
besitzt.

(B) Wir bestimmen nun die Losung des Anfangswertproblems. Wegen G (y) =
In(y) — In(2) fiir y € (0, +00) sehen wir direkt, dass die Umkehrfunktion
G~ ! : R — Rdurch G™'(x) = exp(x + In(2)) = 2exp(x) gegeben ist.
Damit lautet die eindeutige Losung y : R — R des Anfangswertproblems
gerade

y(x) = (G*1 o F)(x) =2exp (arctan(x) — %) .

Wir bestimmen die Losung des Anfangswertproblems y’(x) — y(x) =0, x € R,
y(0) = 2 mit Hilfe der Merkregel (vgl. den Hinweis zu dieser Aufgabe). Zunéchst
gilt wegen y' — y = 0 gerade y’/y = 1 und daher

1
ln(|y|)=f;dy:/ldx:x+c

mit einer zunichst unbestimmten Konstante ¢ € R. Fiir y > 0 konnen wir die
Gleichung zunichst zu y = exp(x + ¢) umstellen. Im Fall y < 0 folgt In(]y|) =
In(—y) und somit y = — exp(x+-c), sodass insgesamt y(x) = ¢ exp(x) mit¢ € R
fiir jedes x € R folgt. Wegen der Anfangsbedingung y(0) = cexp(0) =¢ = 2
ist die Losung des Anfangswertproblems somit gerade die Funktion y : R — R
mit y(x) = 2exp(x).

Schreiben wir die Differentialgleichung zunichst formal als y'/4/1 — y2 = 1, so
folgt

1
arcsin(y):/—dy:/ldx:x+c
N

und weiter y = sin(x + ¢) fiir eine Konstante ¢ € R. Eine Losung der Differenti-
algleichung ist somit gerade y : (—m/2—c, t/2—c) - Rmity(x) = sin(x+c).
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(d) Wir bemerken zunichst, dass sich die Differentialgleichung wegen y’ = xy> +
x = x(1 + y?) formal als y'/(1 4+ y*) = x schreiben lisst. Damit folgt gerade

1 x2
arctan(y):/ 1_+_y2dy=/xdx=7+c

fiir eine Konstante ¢ € R. Umstellen liefert weiter y = tan(x2 /24c),das heilit, die
Funktiony : {x e R | —/2 < x2/24¢ < 7/2} — Rmit y(x) = tan(x?/2+c¢)
ist eine Losung der Differentialgleichung.

Losung Aufgabe222 Den Inhalt des Tanks konnen wir durch die Funktion I :
[0, 4+00) — R mit

I(t) = Ip + 8t — 5t = 1000 + 3¢

beschreiben, da dieser initial also zum Zeitpunkt = 0, /(0) = 1000 L Wasser enthilt
und jede Minute 8L hinzugefiigt und 5L abgelassen werden. Nach beispielsweise
20 min enthélt der Tank also genau 7(20) = 1060 L. Wasser. Den Salzgehalt, also die
Menge des geldsten Salzes (Konzentration), beschreiben wir ebenfalls durch eine
Funktion S : [0, +00) — R. Die Verdnderung des Salzgehaltes zu einem Zeitpunkt
t € [0, +00) ist gerade

55() 8S()  3S() _ 3S(t)
Ity 1@ty 1@ 1000 + 3t

(Differenz von Zufluss- und Abflusskonzentration). Da der Tank zum Zeitpunktt = 0
genau 80kg Salz enthilt, geniigt die Funktion S dem folgenden Anfangswertpro-
blem:

35()

S'(t) = =,
1000 + 3¢

t € [0, 4+00), S(0) = 80.

Dieses konnen wir dhnlich wie in Aufgabe 221 mit Hilfe von Trennung der Variablen
(Separationsmethode) 16sen. Wir erhalten also

t o
In(S(#)) — In(80) = / (@) dr = In(1000) — In(1000 + 3¢)

ro3
dr=— | —2>
b S °F /0 1000 + 37

beziehungsweise mit den Logarithmusgesetzen

S(t) 1000
In|—)=In{—
80 1000 + 3¢
fiir t € [0, 400). Indem wir die obige Gleichung nach § auflésen, erhalten wir als
Losung des Anfangswertproblems gerade

80.000

St) = ———.
@ 1000 + 3¢
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Abb.27.2 Darstellung der Salzkonzentration S(¢) fiir ¢ € [0, 1000] (rot)

Nachdem wir eine explizite Darstellung der Funktionen / und S hergeleitet haben,
konnen wir die beiden Teilaufgaben problemlos l6sen.

(a) Nach 3h, also 180 min, enthilt der Tank S(180) ~ 51,95kg Salz.

(b) Fiir die zweite Frage miissen wir uns iiberlegen, nach wie vielen Minuten ¢ der
Salzgehalt S(¢) kleiner als 40 kg ist. Losen wir die Ungleichung S(#) < 40 bezie-
hungsweise 80.000/(1000 + 37) < 40 nach ¢ auf, so erhalten wir + = 1000/3.
Somit hat sich der Salzgehalt im Tank nach r &~ 334 min halbiert (vgl. auch
Abb.27.2).

Losung Aufgabe 223

(a) Zur Ubersicht unterteilen wir die Losung dieser Teilaufgabe in zwei Teile: Wir
iiberlegen uns zuerst, dass die beiden Anfangswertprobleme (9.1) und (9.2) dqui-
valent sind, das heif}t, jede Losung von Problem (9.1) erzeugt eine von (9.2) und
umgekehrt. Im zweiten Schritt beweisen wir dann mit dem Satz von der Tren-
nung der Variablen, dass das Anfangswertproblem (9.2) und damit auch (9.1) eine
eindeutige Losung besitzt.

(o) Aquivalenz der Anfangswertprobleme. Sei zunichst ¢ : I — R eine
Losung des Problems (9.2). Wir iiberlegen uns nun, dass die Funktion ¢ :
I — Rmit p(x) = x¢(x) eine Losung des Anfangswertproblems (9.1) ist.
Mit der Produktregel fiir differenzierbare Funktionen folgt fiir jedes x € [

o) = ) + 26" 2 ) +x (M) = fC) = f (@) .
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Weiter gilt

@(x0) = xo¢ (x0) @@ Y0,

das heif3t, wir sehen direkt, dass die Funktion ¢ das Problem (9.1) 16st. Ist
umgekehrt ¢ : I — R eine Losung des Anfangswertproblems (9.1), so
ist die Funktion ¢ : I — R mit ¢(x) = ¢(x)/x wegen (Quotientenregel

verwenden)
/ x@'(x) —p(x) @' (x)  @x)
gy = e T
_ ! < : </>(X)> ©.n f@K) —d &)
=—-|¢t)— =
x x X

fir x € I und ¢(xg9) = @(x9)/x0 = yo/xo eine Losung des Anfangswert-
problems (9.2).

(B) Eindeutige Losbarkeit. Aus Teil () dieser Losung wissen wir bereits,
dass das Anfangswertproblem (9.1) genau dann eine Losung besitzt, wenn
Problem (9.2) eine Losung besitzt. Es geniigt daher lediglich zu beweisen,
dass Problem (9.2) eine eindeutige Losung besitzt. Dies folgt jedoch direkt
aus dem Satz iiber die Trennung der Variablen (vgl. auch den Losungs-
hinweis von Aufgabe221). Definieren wir ndmlich die stetigen Funktionen
f:I > Rund g : R\ {0} - R\ {0} mit f(z) = f(z) — z und
g(x) = 1/x, so ist das Anfangswertproblem (9.2) offensichtlich dquivalent
zu dem (separablen) Problem

Z(x) = f@)EgW), x €I, z(x0) = yo/xo

und der Satz iiber die Trennung der Variablen garantiert die Existenz eines
Intervalls / € R\ {0} sowie einer eindeutig bestimmten Losung ¢ : I — R.

(b) Die stetige rechte Seite f : R — R des Anfangswertproblems ist offensichtlich
durch f(x) = x 4+ exp(—x) gegeben, denn damit folgt

y’(x) =f (M) — M + exp <_M) .
X X X

Wir betrachten daher zunichst — dhnlich wie in Teil (a) dieser Losung — das
separable Problem

_ fe&) —z(x) _ exp(—z(x))
X

X

7(x) , x eR\ {0}, z(1)=0.

Mit Hilfe der Methode der Trennung der Variablen (vgl. Aufgabe 221) folgt

exp(z) — 1 = /Z exp(t)dt = /Z ! dr = /x ldt = In(x),
0 0 exp(—1) 1t
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alsoexp(z) = In(x)+1 und damit z = In(In(x)+1). Dies zeigt, dass die Funktion
¢ : (exp(—1), +00) — R mit ¢(x) = In(In(x) + 1) die eindeutige Losung des
obigen Anfangswertproblems ist. Mit dem Resultat aus Teil (a) folgt somit wie
gewiinscht, dass ¢ : (exp(—1), +00) > Rmit ¢(x) = x¢(x) = x In(In(x) + 1)
die eindeutige Losung des Ausgangsproblems

y%x)z@—i—exp(—%), x € R\ {0}, y(1) =0

ist.

Losung Aufgabe 224

(a)

(b)

Die Differentialgleichung y'(x) = (1 + x + y(x))? lisst sich mit Hilfe der Sub-
stitution z(x) = 1 + x + y(x) I18sen. Mit dieser folgt nimlich z'(x) = 1 + y'(x),
sodass sich das obige Problem zu z/(x) — 1 = Z22(x) beziehungsweise

dx)
1+22(x)

umschreiben ldsst. Losungen dieser separierten Differentialgleichung lassen sich
wie tiblich mit der Methode der Trennung der Variablen (Separationsmethode)
bestimmen:

1
arctan(z):/l+ 2dz:/ld)c=)c+c.
z

Hierist ¢ € R eine beliebige Konstante. Damit ist z(x) = tan(x + ¢) eine Losung
des separierten Problems und folglich (Riicksubstitution beachten)

yx)=z(x) —(1+x)=tan(x +c¢)—1—x

eine Losung des Ausgangsproblems.
Schreiben wir die Differentialgleichung in der Form

2y (x)y(x) + 1 = y*(x) + x,

so ist die linke Seite offensichtlich gerade die Ableitung der rechten Seite. Daher
bietet sich die Substitution z(x) = y?(x) 4+ x an. Wegen z’(x) = 2y’ (x)y(x) + 1
(Produktregel beachten) erhalten wir das vereinfachte Problem z'(x) = z(x). Eine
allgemeine Losung ist bekanntlich durch z(x) = cexp(x) mit einer Konstanten
¢ € R gegeben (vgl. die Losung von Aufgabe 221 (b)), womit

y(x) = £V/z2(x) —x = £/cexp(x) — x

eine Losung der urspriinglichen Differentialgleichung ist.
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Losung Aufgabe 225

(a) Wir betrachten zunichst die lineare Differentialgleichung y’(x) + 2y(x) = e™*.
Die homogene Differentialgleichung lautet dabei y’ (x)+2y(x) = 0. Mit Hilfe von
Trennung der Variablen konnen wir direkt y; (x) = ce ™ firx e R (homogene
Losung) mit einer Konstanten ¢ € R ablesen. Wir variieren nun die Konstante, das
heif3t, wir ersetzen die Konstante durch eine differenzierbare Funktionc : R — R.
Mit der Ketten- und Produktregel folgt dann

Y (x) = (x)e™F = 2c(x)e™ = (' (x) — 2c(x))e .
Setzen wir dies in die lineare Differentialgleichung ein, so folgt
Y () 4+ 2y(x) = ('(x) = 2c(x))e™> + 2c(x)e ™ = (x)e > =e 7,

also ¢/(x) = e*. Wir kénnen somit c(x) = e*, also y,(x) = c(x)e ™ = e ¥
(partikuldre Losung), ablesen, womit die Losung der Differentialgleichung

)’*(X) = yh(.x) + yp(x) = cefzx + e*X

lautet. Setzen wir schlieBBlich die Anfangsbedingung ein, so muss zwingend
y«(0) = ¢ + 1 = 4, also ¢ = 3, gelten. Dies zeigt schlielich, dass y.(x) =
3e~2* + ¢ * die eindeutige Losung des Anfangswertproblems ist.

(b) Wir bestimmen zunéchst eine allgemeine Losung der homogenen Differential-
gleichung

y(x)

Y +=——==0.
X

Mit Hilfe von Trennung der Variablen folgt direkt

! 1 1
ln(|y(x)|)=/);((;c)) dx:—/;dx:—ln(lxb—i—c:ln (m>+c,

also y,(x) = c¢/x fiir alle x € R\ {0} (homogene Losung), wobei ¢ € R eine
beliebige Integrationskonstante ist. Wir ersetzen nun die Konstante durch eine
differenzierbare Funktion ¢ : R — R (Variation der Konstanten). Mit der Quoti-
entenregel folgt dann

/ c@))  d@)x —cx)
y(x)=( . ) = )

x2
Einsetzen in die inhomogene Differentialgleichung liefert weiter

') _ )x - c(x) n iﬁ) — Y+ ye) _ cos(x),
X X

X X
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also ¢’(x) = x cos(x). Mit partieller Integration erhalten wir
c(x) = /c’(x)dx = /xcos(x) dx = xsin(x) + / cos(x) dx = x sin(x) + cos(x).

Damit ist y,(x) = c(x)/x = sin(x) + cos(x)/x die partikulire Losung. Die
Losung der Differentialgleichung lautet damit

cos(x)

$ul®) = () + () = = +sin(o) +
fir x € R\ {0}.
Losung Aufgabe 226 Die Differentialgleichung lésst sich dquivalent in der Form
P, y(0) +q(x, y(x)y' (x) =0

schreiben, wobei die Funktionen p,q : R> — R durch p(x,y) = 2xy> und
g(x,y) = 3x2y? definiert sind. Offensichtlich sind die Funktionen p und ¢ par-
tiell differenzierbar mit 0y p(x, y) = 6xy? und d,q(x, y) = 6xy> fiir (x, )T € R?,
was zeigt, dass die Differentialgleichung exakt ist. Somit existiert eine stetig dif-
ferenzierbare Potentialfunktion ® : R?*> — R mit 9, D (x, y) = p(x,y) und
0y ®@(x,y) = q(x,y) fiir (x,y)7 € RZ. Integrieren wir die beiden Gleichungen,
so folgen

D(x,y) = / e p(x,y)dx = /2xy3 dx = x2y3 + p(y)

und analog ®(x, y) = x%y® + §(x) fiir alle (x, y)T € R?, wobei p,§ : R — R
differenzierbare Funktionen sind. Gleichsetzen liefert

O(x,y) = x2y3 +c

mit einer Konstanten ¢ € R. Wir kdnnen somit weiter ablesen, dass jede Losung
vy : R\ {0} — R der exakten Differentialgleichung 23 =¢ beziehungsweise
y(x) = cx~2/3 fiir x € R\ {0} erfiillen muss.

Losung Aufgabe 227 Im Folgenden untersuchen wir das Anfangswertproblem

sin(cos(1 + y(x)))

/ =1+
Y 14 x?

, x €[0,2], y(1) =0, (27.1)

dessen rechte Seite durch die Funktion f : [0, 2] x R — R mit

sin(cos(1 + y))

’ =1
f,y)y=1+ T
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beschrieben wird. Offensichtlich ist die Funktion stetig, sodass wir gemal dem Satz
von Picard-Lindeldf lediglich noch die globale Lipschitz-Bedingung beziiglich der
zweiten Komponenten nachweisen miissen, um die Existenz einer globalen Losung
von Problem (27.1) zu garantieren. Dies iiberlegen wir uns nun auf zwei verschiedene
Weisen:

(a) Wir wissen, dass die trigonometrischen Funktionen Sinus und Kosinus Lipschitz-
stetig (!) mit Lipschitz-Konstante L = 1 sind — das ist beispielsweise eine Kon-
sequenz aus dem eindimensionalen Mittelwertsatz [3, Aufgabe 151]. Seien nun
x € [0,2] sowie y, § € R beliebig gewihlt. Dann folgt wegen 1/(1 + x2) < 1
gerade

N i 1+ i I+y
S = fx, ) = | THEEE T SR e

< [sin(cos(1 + y)) — sin(cos(1 + ¥))]

o) s
< |cos(1+y) —cos(l + y)]

©) -
=ld+y) =1+

also ist f ebenfalls Lipschitz-stetig mit Konstanten L = 1.

(b) Alternativ kdnnen wir aber auch zeigen, dass die partielle Ableitung 9y, f beschrinkt
beziehungsweise dquivalent stetig ist (vgl. Aufgabe51). Die partielle Differen-
zierbarkeit der Funktion f beziiglich der zweiten Variablen ist offensichtlich und
mit einer kleinen Rechnung folgt

sin(1 + y) cos(cos(1 + y))
1+ x2

8yf(x7 }’) =

fiir (x, y)T € [0, 2] x R. Da die Sinus- und Kosinusfunktion aber im Betrag durch
1 beschrinkt sind, sehen wir direkt

| sin(1 + y)|| cos(cos(1 + y))| - 1
1+ x2 T 14x2 "

10y f (x, y)| = :
was wie gewiinscht die Beschrinktheit der partiellen Ableitung zeigt.
Losung Aufgabe 228 Wir betrachten das Anfangswertproblem
Y =iyl x eR,  y(0) =0. (27.2)

Zur Ubersicht unterteilen wir die Losung dieser Aufgabe in zwei Teile.
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(a) Losungen des Anfangswertproblems. Offensichtlich ist die Nullfunktion y :
R — R mit y(x) = 0 eine Losung. Weiterhin gilt allgemein, dass mit jeder
Losung y auch die gespiegelte Funktion y : R — R mit y(x) = —y(—x) eine
Losung von Problem (27.2) ist, denn fiir alle x € R folgt mit Hilfe der Kettenregel
(1) gerade

70 2y (0 iyl = Vi — y0l = Vi)

sowie y(0) = —y(0) = 0. Die obige Beobachtung reicht jedoch noch nicht
aus um zu beweisen, dass das Anfangswertproblem keine eindeutige Losung
besitzt, denn die Spiegelung der Nullfunktion ist die Nullfunktion selbst. Jedoch
konnen wir uns wegen diesen Uberlegungen im Folgenden bei der Berechnung
weiterer Losungen auf nichtnegative Losungen beschrinken, das heif}t, es geniigt
das Anfangswertproblem

yx) =0, y() =y, xeR,  y(0)=0

zu untersuchen. Mit Hilfe von Trennung der Variablen (vgl. auch Aufgabe221)
folgt

vy /yl /x d
0 \/; 0

Dies liefert uns die weitere Losung y(x) = x2/4, was sich leicht durch eine
Probe bestitigen ldsst. Durch Zusammensetzen der beiden Losungen kann man
sich aber auch iiberlegen, dass die Funktion y, : R — R mit

_ 0, X <o
ya(x)_ (%)2’ o <x

fiir jedes o« > 0 eine Losung von Problem (27.2) ist. Entsprechend 16st damit
gemil unseren obigen Uberlegungen auch fiir 8 < 0 die gespiegelte Funktion
y# : R — R mit

()
0, B <x

W) =

das Anfangswertproblem. Die beiden Losungskurven lassen sich erneut kombi-
nieren, womit auch y}‘i :R — R mit

x—y2
- , X<y

NACOERAY
(

:
x—;‘s)z, x >4
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(b)

fiir alle y,6 € Rmit y < 0 < § eine Losung ist (vgl. Abb.27.3). Dass es
sich bei den obigen drei parametrisierten Kurven in der Tat um Losungen des
Anfangswertproblems handelt kann man leicht durch Einsetzen dieser in das
Anfangswertproblem verifizieren. Dabei ist zu beachten, dass alle Funktionen in
ganz R differenzierbar sind, was wir wie folgt einsehen konnen (die Differenzier-
barkeit von y# und y]‘f zeigt man analog): Die Funktion y, ist natiirlich bereits
in (—o00, @) und (o, +00) differenzierbar, sodass wir lediglich noch den Punkt
X0 = « untersuchen miissen. Mit einer kleinen Rechnung folgen

- 0-0
(@) = lim 2 Y@ -0
Xx—o~ X — O x—>a” X — O
und
2
_ _ 4-0 _
+yo (@) = lim Ya(X) = Yal0) _ lim & —a)’/ — 1im ~—% —y,
x—at X —o x—o~ X —«o x—=a~

das heiflt, der links- und rechtsseitige Grenzwert der Funktion y, stimmtin xg = o
iiberein. Somit ist y, in ganz R differenzierbar.

Satz von Picard-Lindelof. Der Satz von Picard-Lindelof (globale Version) lédsst
sich nicht auf das Anfangswertproblem (27.2) anwenden und stellt damit auch
keinen Widerspruch dar, da die rechte Seite, das heifit, die Funktion f : RZ >R
mit f(x,y) = 4/[y] nicht in der zweiten Variablen Lipschitz-stetig ist. Dies
konnen wir dhnlich wie in der Losung von Aufgabe 84 (b) einsehen. Fiir alle
x € Rfolgtfiry >0Qundy =0

[ —fEn vy _ 1

ly — 3 y oy

Der obige Ausdruck lisst sich jedoch nicht uniform durch eine Konstante L > 0
nach oben abschitzen, denn der Ausdruck (rechte Seite beachten) wird beliebig
grof3, wenn y gegen Null geht.

Losung Aufgabe 229 Unter den Voraussetzungen des Existenzsatzes von Picard-
Lindelof [6, Satz 2.8] lasst sich das Picard-Lindel6fsche Iterationsverfahren wie folgt
angeben: Fiir jede Funktion pg € C(I, R) (Startwert der Folge) konvergiert die
Funktionenfolge (p,), € C(I, R) mit

Pn+1(x) =yo+/ f(t, pa(1))dr
x0

fir t € I und n € N gleichméBig auf I gegen die eindeutige Losung des Anfangs-
wertproblems

Y = fx,y(x), xel,  y(xo) = o
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und § = 2 und § =1

Abb. 27.3 Darstellung des Richtungsfelds (blau) und verschiedener Losungskurven (rot) des
Anfangswertproblems (27.2)

In dieser Aufgabe sind also I = [—1, 1], xo = 0, yo = 1 und die Funktion f :

I x R — R durch f(x, y) = Axy gegeben. Die Funktion f geniigt offensichtlich
der globalen Lipschitz-Bedingung, da

|f (. y) = fx )] = [Axy — Axy| < Mx[ly — J| < Aly — JI

firallex € I und y, y € R gilt. Die Folge (p,), € C(I, R) mit

Pn+1(x) =yo+/ f(l,pn(t))dt=1+?»/0 tp (1) dt
X0

konvergiert somit gleichmifig gegen die eindeutige Losung y : I — R mit y(x) =

exp(Ax?/2) des Anfangswertproblems (Trennung der Variablen verwenden). Wir
bestimmen nun die ersten vier Iterationen pg, p1, p2, p3 der Folge, wobei wir pg = 1
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setzen:
X X )LXZ
pl(x):l-i-kf tpo(t)dt:1+A/ tdt =1+ —,
0 0 2
X X MZ )"x2 )L2X4
ppx)=14+2x tp1(H)dt =14+ 21 t{1+—)dt=14+—+
0 0 2 2 8

x x a2 a2 ax2 a2 33,6
=14+A tpr(t)dt =1+ A t|{14+ — dt =14 — .
p3(x) + /0 p2(t) + /0 +to to e T g

Induktiv folgt somit also gerade fiir jedesn € Nund x € [

Ax2 Al x 2 " Aix% "L (ax2/2))
e T Dl D Dl e

j=0 j=0

Das Picard-Lindelofsche Iterationsverfahren konvergiert damit wie erwartet gleich-
miBig gegen die eindeutige Losung

2

2\ X 2/9)
exp (Ax > . Z (Ax .{2)1
= 7

(Reihendarstellung der Exponentialfunktion beachten) des Anfangswertproblems.
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Ubungsklausuren Ubersicht 28

Der vierte Teil dieses Buches enthilt fiinf Ubungsklausuren mit verschiedenen Auf-
gaben und Aufgabentypen aus der Analysis II. Beachten Sie bitte, dass es sich bei
diesen Klausuren nicht um echte Klausuren handelt, das heif3t, diese wurden in der
vorliegenden Form noch nicht gestellt und sind eigens fiir dieses Buch entworfen
worden. Die folgende Tabelle enthilt einige Informationen iiber die Klausuren, die
Ihnen zur Orientierung dienen sollen — Sie kdnnen sich also tiberlegen, welche Klau-
sur fiir Sie geeignet und relevant ist ohne diese vorher einsehen zu miissen.

© Der/die Autor(en), exklusiv lizenziert an Springer-Verlag GmbH, DE, ein Teil von 387
Springer Nature 2022
N. Hebestreit, Ubungsbuch Analysis I, https://doi.org/10.1007/978-3-662-65832-1_28


http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1007/978-3-662-65832-1_28&domain=pdf
https://doi.org/10.1007/978-3-662-65832-1_28

388 28 Ubungsklausuren Ubersicht

Klausur | Max. Zeit| Hilfsmittel | Methoden, Begriffe und Resultate

Metrischer Raum, offene Menge, kompakte Menge,
Maximumsnorm, surjektive Funktion, injektive Funk-
tion, lokal invertierbare Funktion, Umkehrfunktion
(inverse Funktion), Anfangswertproblem, Wellenglei-
chung, mehrdimensionaler Mittelwertsatz, mehrdimen-
sionale Kettenregel

Sternformige Menge, wegzusammenhingende Menge,
konvexe Menge, kompakte Menge, Minkowski-
Summe, abgeschlossene Menge, Fixpunktsatz von
Banach, metrischer Raum, Vollstindigkeit, differen-
zierbare Funktion, stetige Funktion, Satz von Lagrange,
Vektorfeld, Oberflachenintegral, Integralsatz

Lokales Extremum, zweimal differenzierbare Funk-
tion, Hesse-Matrix, konvergente Folge, Norm, abge-
schlossene Menge, Rand einer Menge, kompakte
Menge, beschrinkte Menge, offene Menge, metrischer
C 120 min Keine Raum, Héaufungspunkt, unendliche Menge, Menge der
beschrinkten Folgen, Metrik, stetige Funktion, diffe-
renzierbare Funktion, Satz von Lagrange, Vektorfeld,
Gradientenfeld, Kurvenintegral 2. Art, Linge einer
Kurve

Abgeschlossene Menge, beschrinkte Menge, offene
Menge, konvexe Menge, kompakte Menge, wegzu-
sammenhédngende Menge, sternformige Menge, ste-
tige Funktion, Homogenitit vom Grad 2, Bild einer
Funktion, differenzierbare Funktion, partiell diffe-
D 90 min Keine renzierbare Funktion, Schraubenlinie, Linge einer
Kurve, Schwerpunkt einer Kurve, Arbeit, Poten-
tial (Stammfunktion), Raum der stetigen Funktio-
nen, Cauchy-Schwarz-Ungleichung, metrischer Raum,
offene Kugel, abgeschlossene Kugel, Abschluss einer
Menge

Eindimensionales Riemann-Integral, Jakobi-Matrix,
Hesse-Matrix, Taylorpolynom erster Ordnung,
Anfangswertproblem, Oberflichenintegral, Gaul3-
scher Divergenzsatz

A 90 min Keine

B 120 min Keine

E 60 min Keine
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Name: Matrikelnummer:

Vorname: Studiengang:

Die Bearbeitungszeit fiir die Klausur betrigt 75 min. Es sind keine Hilfsmit-
tel, das heiBit, keine (programmierbaren) Taschenrechner, Computer, Aufzeich-
nungen der Vorlesung etc. erlaubt. Geben Sie bei allen Antworten einen Beweis
beziehungsweise ein Gegenbeispiel an.

Aufgabe 1] 2
Mogliche Punkte| 4| 5| 9| 5
Erzielte Punkte

w
N
[}

6 (Zusatz)| Summe
5 2845

(9]

Aufgabe 1 (4 Punkte) Seien (M, d) ein metrischer Raum, O € M eine offene und
C < M eine kompakte Menge. Beweisen Sie, dass dann die Menge C \ O ebenfalls
kompakt ist.

Aufgabe 2 (5 Punkte) Beweisen Sie, dass die Maximumsnorm || - [ : R — R
mit ||x|lcc = maxj<;j<g |x;| €ine Norm auf R4 definiert.

Aufgabe 3 (9 Punkte) Gegeben sei die Funktion f : R? — R2\ {(0, 0)T} mit
fx,y) = (e"sin(y), e* cos(y)T.

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion f surjektiv aber nicht injektiv ist.
(b) Beweisen Sie, dass die Funktion f lokal invertierbar ist.

© Der/die Autor(en), exklusiv lizenziert an Springer-Verlag GmbH, DE, ein Teil von 389
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(c) Berechnen Sie (£~ (x, y) fiir (x, y)T € R?\ {(0, 0)T}.

Aufgabe 4 (5 Punkte) Berechnen Sie die Losung des folgenden Anfangswertpro-
blems:

(X)) =ykx)—2, xeR, yl)=0.

Aufgabe 5 (5 Punkte) Sei u € C%(R, R) beliebig. Zeigen Sie, dass dann fiir jedes
¢ e R die Funktion f¢ : R?2 — R mit fe(@,x) = u(6t — x) eine Losung der
zweidimensionalen Wellengleichung

30y f (t, x) = E20, 0y fe (2, x)
fiir (7, x)T € R? ist.

Aufgabe 6 (Zusatz, 5 Punkte) Fiir zwei Vektoren x, y € R¥ sei das Geradensegment
S={x+1tyeR?|te(0,1)) gegeben. Sei weiter f : R — R eine stetig dif-
ferenzierbare Funktion. Beweisen Sie mit dem mehrdimensionalen Mittelwertsatz,
dass es z € S mit

fx+y) = fx)=(Vf@),y)

gibt.



®

Check for
updates

Lésung Ubungsklausur Analysis Il (A) 30

Losung Aufgabe 1 Die Aufgabe lisst sich auf verschiedene Weise 16sen. Wir pré-
sentieren daher zwei Losungsmoglichkeiten:

(a) Die Menge C \ O ist offensichtlich als Komplement der offenen Menge abge-
schlossen (1 Punkt). Somit sehen wir, dass wegen C\ O = CN M\ 0) (1
Punkt) die Menge C \ O als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge
C selbst kompakt ist (2 Punkte).

(b) Alternativ kdnnen wir uns auch (dquivalent) iiberlegen, dass die Menge C \ O
iiberdeckungskompakt ist (1 Punkt). Sei dazu A = (Aj)sca eine offene Uber-
deckung von C \ O. Folglich ist auch B = A U O eine offene Uberdeckung der
kompakten Menge C (1 Punkt). Wir finden somit eine endliche Teiliiberdeckung
B’ € BmitC C B’ (1 Punkt). Damitist B'\ O aber wegen C\ O C B’\ O eine
endliche Teiliiberdeckung von C \ O. Wir haben somit wie gewiinscht gezeigt,
dass die Menge C \ O iiberdeckungskompakt ist (1 Punkt).

Anmerkung Selbstverstindlich miissen Sie lediglich einen Beweis fiir diese Auf-
gabe entwickeln.

Losung Aufgabe 2 Wir miissen beweisen, dass die Funktion | - [loo : R — R
mit || x|l = maxj<;<g |x;| den folgenden drei Norm-Axiomen geniigt: Definitheit,
absolute Homogenitit und Dreiecksungleichung.

(a) Definitheit. Ist x = 0 der Nullvektor im R4, das heiBt, fiir alle jell,...,d}
gilt x; = 0, so lesen wir direkt [|x]lo = O ab. Gelte nun umgekehrt [[x[joo =0
fiir ein x € R¢. Da nach Definition der Abbildung | - ||so Stets [ x]loo > |xj| >0

gilt, folgt damit bereits x; = O fiiralle j € {1, ..., d}. Dies zeigt die Definitheit
(1 Punkt).

© Der/die Autor(en), exklusiv lizenziert an Springer-Verlag GmbH, DE, ein Teil von 391
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(b) Absolute Homogenitiit. Wegen max(AA) = A max(A) fir A C Rund 2 > 0
folgt direkt die absolute Homogenitit (1 Punkt).
(c) Dreiecksungleichung. Seien x, y € R beliebig gewihlt. Aus der gewdhnlichen
Dreiecksungleichung folgt fiir alle j € {1, ..., d} (1 Punkt)
lxj + yil < lxjl+ 1yl

womit wir beim Ubergang zum Maximum wie gewiinscht

X = max |X; i
lx + ylloo 1§j§d| ]‘i‘}’]l

< max xi|+ i

15/Sd(l il |yj|)
< max |x;|+ max il = ||X
_1§j§d|']| 15j§d|yj| Ixlloo + 1Yo

(2 Punkte) erhalten.
Aus den Teilen (a), (b) und (c) folgt, dass || - ||co €ine Norm im R9 definiert.
Losung Aufgabe 3

(a) Zur Ubersicht unterteilen wir die Losung dieses Teils in zwei Abschnitte:

(o) Zunichst tiberlegen wir uns, dass die Funktion f nicht injektiv ist. Da der
Sinus und Kosinus 27 -periodische Funktionen sind, folgt (1 Punkt)

(e sin(2m + 1)

e cos(2m + 1)) = f(,27 +1).

1) = (e sin(l))

e cos(1)

Da natiirlich (1, 1)T # (1, 2z + 1)T gilt, haben wir wie gewiinscht gezeigt,
dass f nicht injektiv sein kann.

(B) Seinun (u,v)T € R2 \ {(0, 0)T} beliebig gewihlt. Um zu zeigen, dass die
Funktion f surjektiv ist miissen wir (x, y)T € R? mit f(x,y) = (u, v)T
beziehungsweise e* sin(y) = u und e cos(y) = v finden. Dies leisten
gerade y = arctan(u/v) und x = In(u? + v?)/2 (1 Punkt), denn mit einer
kleinen Rechnung erhalten wir wegen

24,2
¥ — eln(u +v9)/2 _ /uz + vz’

sin(y) = sin (arctan (%)) = 7 _:‘/(Z/v)z _ \/uzu_i_ =.
cos(y) = cos (arctan (Z» = ! = v
v VIt @/v?  Vur+?
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wie gewiinscht (1 Punkt)
u
e'sin(y) =vVul +1v: ———==1u
Ju? +0?
und

e’ cos(y) = vu? +v? —  __

Vu? +v?

Anmerkung Quadriert man die Gleichungene® sin(y) = uunde* cos(y) =

v und addiert diese, so erhilt man

e sinz(y) + e cosz(y) =X (sinz(y) + cosz(y)) = =u? 412

und somit x = In(v/u2 + v2) = In(u? + v?) /2. Dividiert man hingegen die

beiden obigen Gleichungen, so erhélt man

e sin(y) u
S any) = 5,
e* cos(y) v

also y = arctan(u/v).

(b) Fiir diesen Teil werden wir uns tiiberlegen, dass alle Voraussetzungen des
Umkehrsatzes (Satz von der inversen Funktion, Satz von der Umkehrfunktion)
erfiillt sind. Dazu miissen wir uns iiberlegen, dass die Funktion f stetig dif-
ferenzierbar ist und die Jakobi-Matrix J¢ in jedem Punkt des R? invertierbar
(reguldr) ist (1 Punkt). Da f offensichtlich partiell differenzierbar ist und die
partiellen Ableitungen stetig sind, miissen wir nur noch die Invertierbarkeit der

Jakobi-Matrix priifen. Fiir (x, y)T € R? lautet diese gerade (1 Punkt)

_(e“sin(y) e*cos(y)
Jpx,y) = <ex cos(y) —e” sin(y)) '

Somit folgt (1 Punkt)

det(J; (x, )) = det (ex sin(y) e* cos(y))

e’ cos(y) —e”*sin(y)

= —e*(sin’(y) + cos(y)) = —e** #0

in R2, womit die Matrix J invertierbar ist.
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(c) Aus Teil (b) dieser Aufgabe wissen wir bereits, dass f invertierbar ist (Umkehrs-
atz verwenden). Zu jedem (x,y)T € R? finden wir somit eine Umgebung
U < R? von (x, y)T und eine Umgebung V C R2 \ {(0,0)T} von f(x,y)
derart, dass die Inverse f -l.y 5 yUu stetig differenzierbar ist und (1 Punkt)

Jp1(u,v) = (Jp@x, y)7~!

fir (x, y)T € U und (u,v)T = f(x,y) gilt. Die Jakobi-Matrix der inversen
Funktion f~! entspricht also in einer Umgebung gerade der Inversen der Jakobi-
Matrix von f. Fiir (x, y)T € U folgt somit wegen f~!(u, v) = (x, y)T gerade
(2 Punkte)

e*sin(y) e* cos(y))l

— -1 _
Jf*1 (l/t, U) = (Jf(x’ )’)) = (ex cos(y) _e* Sil’l(y)

e*sin(y) e*cos(y)

— e—2x
e* cos(y) —e” sin(y)
_ 1 u v
T w402 \v—u)’
wobei wir erneut die Bezeichnungen aus Teil (a) verwendet haben.

Anmerkung Fiir jede invertierbare Matrix A € R?>*? mit A = (¢ Z) gilt fol-
gende niitzliche Rechenregel fiir die Inverse A~

JERN TN d-b\ 1 d —b
“\ed) " dettA)\—c¢ a)  ad—bc\—c a)’

Losung Aufgabe 4 Bei dem Anfangswertproblem

@) =yx) -2, xR, y1)=0
handelt es sich um eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Im Folgenden

werden wir mit Hilfe von Variation der Konstanten eine Losung bestimmen. Dazu
betrachten wir zunichst die homogene Differentialgleichung

xy'(x) = y(x),
dessen Losung wegen (Trennung der Variablen verwenden)

y'(x)
y(x)

In(ly())) = dx :/ Ly = In(lx|) + ¢

x

gerade yj,(x) = cx mit einer Konstanten ¢ € R lautet (1 Punkt). Wir variieren nun
die Konstante, das heiflt, ersetzen diese durch eine stetig differenzierbare Funktion
¢ : R — R, um die Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu berechnen.
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Zunichst folgt mit der Produktregel y'(x) = (c(x)x)’ = ¢’(x)x + c(x) (1 Punkt)
und somit (Einsetzen in die urspriingliche Differentialgleichung)

(/x4 e(0) 2 e)yx) —2

fiir x € R. Wir kénnen somit ¢/(x) = —2/x2 ablesen (1 Punkt) und erhalten weiter

c(x):/c’(x)dx:—/%dx:z—f-ﬁ
x x

mit einer Konstanten ¢ € R. Insgesamt erhalten wir die Losung (1 Punkt)

2
ye(x) = (—+E)x:5x+2.
X

Wegen der Anfangsbedingung y,(1) = 0 folgt ¢ = —2 und schlieBlich y,(x) =
2 — 2x (1 Punkt).

Losung Aufgabe 5 Seien stets (¢, x)T € R? sowie & € R beliebig. Mit der Ketten-
regel (1 Punkt) folgen o,u(§t — x) = Eu(ét — x) und 9, 0,u(ét — x) = E2u(Er —x)
(1 Punkt). Dabei haben wir verwendet, dass die Ableitung von R — R, t +—
&t — x lediglich £ ist (1 Punkt). Analog folgen d,u(ét — x) = —u(§t — x) und
0y 0xu(ét —x) = u(&t — x) (1 Punkt). Die Funktion f¢ ist damit offensichtlich eine
Losung der Wellengleichung (1 Punkt).

Losung Aufgabe 6 Seien x,y € R? beliebig. Wir definieren die Funktion g :
[0, 1] — R mit (1 Punkt)

gt) = f(x +1ty).

Dieseistin [0, 1] stetig und in (0, 1) differenzierbar (1 Punkt). Weiter gelten g(0) =
f(x)und g(1) = f(x+y).Mitder mehrdimensionalen Kettenregel sehen wir weiter,
dass

g®)=(Vix+1y),y)

fir r € (0, 1) gilt (1 Punkt). Gemil3 dem Mittelwertsatz (!) fiir eindimensionale
Funktionen existiert somit eine Stelle & € (0, 1) mit (1 Punkt)

1) —g(©
f(x-i—y)—f(x):g(l)—g(O):% g (Vfx+&y),x+y—x)=(Vf@).y),

wobei wir z = x + &y (1 Punkt) gesetzt haben. Wir haben somit wie gewiinscht die
behauptete Gleichung bewiesen.
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Name: Matrikelnummer:

Vorname: Studiengang:

Die Bearbeitungszeit fiir die Klausur betrigt 120 min. Es sind keine Hilfsmittel,
das heiBit, keine (programmierbaren) Taschenrechner, Computer, Aufzeichnun-
gen der Vorlesung etc. erlaubt. Insgesamt konnen 46 Punkte erreicht werden.
Geben Sie bei allen Antworten einen Beweis beziehungsweise ein Gegenbeispiel
an.

Aufgabe 1 2 13|14 |5 |6 | Summe
Mogliche Punkte| 8 | 9 | 8 | 7 | 7 | 7 46
Erzielte Punkte

Aufgabe 1 (8 Punkte) Seien B' und B? zwei abgeschlossene Kugeln im R> mit
B! N B? + (. Entscheiden Sie (mit Begriindung), ob dann die Vereinigung B! U B>
der beiden Kugeln

(a) sternformig, (b) wegzusammenhangend, (c) konvex, (d) kompakt

ist.

Aufgabe 2 (9 Punkte) Seien A, B € R? zwei beliebige nichtleere Mengen und
bezeichne

A+B={x+yeR!|xecA, yeB)}
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die sogenannte Minkowski-Summe. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Ist A offen, so ist A + B ebenfalls offen.

(b) Ist A kompakt und B abgeschlossen, dann ist A + B abgeschlossen.
(c) Sind A und B kompakt, dann ist auch A + B kompakt.

Aufgabe 3 (8 Punkte)
(a) Formulieren Sie den Fixpunktsatz von Banach.
(b) Gegeben sei der metrische Raum (M, d) mit M = (0, +00) und der Metrik

d: M xM — Rmitd(x,y) = |In(x/y)|. Zeigen Sie mit dem Banachschen
Fixpunktsatz, dass die Gleichung

xeM: x=./x
eine eindeutige Losung besitzt.

Aufgabe 4 (7 Punkte)

(a) Geben Sie an, wie die Differenzierbarkeit einer Funktion f : RY — R in einem
Punkt xo € R? definiert ist.
(b) Untersuchen Sie die Funktion f : R? \ {0} — R? mit

fay=—
X) = ——

Ix 113
auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit.

Aufgabe 5 (7 Punkte) Bestimmen Sie mit dem Satz von Lagrange sowohl Mini-
mum als auch Maximum der Funktion f : R> — R mit f(x, y) = xy unter der
Nebenbedingung (x, y)T € R?: x? 4+ y? = 1.
Aufgabe 6 (7 Punkte) Gegeben sei das Vektorfeld F : R3 — R3 mit

F(x,y,2) = (2x(x* + y* + 29, 2y(x* + y* + 29, 2z(x2 + y> + 29) 7.
Bezeichne weiter 3 B5(0) die Oberfliche der dreidimensionalen Kugel Bs(0) mit

Radius » = 5 und Mittelpunkt 0 = (0, 0, 0)T. Bestimmen Sie mit einem geeigneten
Integralsatz das Oberflachenintegral

9B5(0)

wobei N € R3 der duBere Normaleneinheitsvektor ist.
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Losung Aufgabe 1

(a) Die Menge B! U B? ist sternférmig (1 Punkt). Die Kugeln B' und B? sind
bekanntlich sternférmig. Dabei ist jeder Punkt der Kugel auch ein Sternzentrum
dieser. Insbesondere ist daher jeder Punkt aus B' N B? ein Sternzentrum der
Mengen B! sowie B? und damit auch von B! U B%, womit die Vereinigung
sternformig ist (1 Punkt).

(b) Die Menge B' U B? ist wegzusammenhingend (1 Punkt). Da sternformige
Mengen wegen Aufgabe 110 wegzusammenhéngend sind, folgt aus Teil (a) dass
B' U B? wegzusammenhiingend ist (1 Punkt).

(c) Die Menge B! U B? istim Allgemeinen nicht konvex, denn die Verbindungsstre-
cke der Nordpole von B! und B liegt nicht vollstindig in B' U B2 (1 Punkt). Wir
betrachten dazu die beiden Mengen B! = B (x") = {x e R? | |[x — x|» < 1}
und B> = B1(x") = {x € R? | lx —x”|2 < 1} mit x’ = (1,1, 1)T und
x"” = (=1, 1, 1)7. Dann liegt der Mittelpunkt

-1
Ij=11

N =
N =

1
I+
2

wegen [xM — x/|l; > +/2 und |[x” — x”||2 > +/2 nicht in B! U B2, obwohl
die Nordpole (1, 1,2)T und (—1, 1, 2)T offensichtlich zu B! U B? gehoren
(1 Punkt).

(d) Die Menge B! U B? ist kompakt (1 Punkt). Die abgeschlossenen Kugeln sind
bekanntlich wegen dem Satz von Heine-Borel kompakte Teilmengen des R3. Da
die Vereinigung endlich vieler kompakter Mengen wegen Aufgabe 103 ebenfalls
kompakt ist, ist damit auch B' U B> kompakt (1 Punkt).
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Losung Aufgabe 2

(a)

(b)

(©)

Wir bemerken zunichst, dass wir

A+B =]+
beB

schreiben kénnen. Da jede beliebige Vereinigung offener Mengen wieder offen
ist, miissen wir uns daher lediglich iiberlegen, dass die Menge A + {b} fiir jedes
b € B offen ist (1 Punkt). Seien also b € B sowie x € A + {b} beliebig. Somit
gibtes a € A mit x = a + b. Da die Menge A nach Voraussetzung offen ist,
finden wir ¢ > O mit Bg(a) € A (1 Punkt). Somit folgt aber auch trivialer Weise
Be(a) +{b} C A+ {b}, also ist x ein innerer Punkt von A 4 {b} (1 Punkt). Dies
zeigt, dass die Menge A + {b} offen ist. Folglich ist auch A + B offen.

Wir zeigen, dass die Menge A + B (Folgen-)abgeschlossen ist. Sei dazu (x,), <
A+ B eine beliebige konvergente Folge mit lim,, x, = x und x € R?. Somit gibt
es Folgen (a,), € Aund (b,), € Bmitx, = a,+b, firn € N (1Punkt). Da A
nach Voraussetzung kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (a,;); mitlim; a,; = a
und a € A. Folglich ist auch die Teilfolge (bnj) j wegen bnj = Xp; — dn; fiir
Jj € N (Differenz von zwei konvergenten Folgen) konvergent (1 Punkt). Es
gibt also b € B mit lim; b,; = b. Die Rechengesetze fiir konvergente Folgen
implizieren schlielich

lim x,; = lim (an; —by;) =a+b
j=+oo Jj—+00

und (Eindeutigkeit des Grenzwertes beachten) x = a+b. Da die Teilfolge (xnj )j
beliebig ist, konvergiert die gesamte Folge (x,), gegen x € A + B (1 Punkt).
Somit ist die Menge A + B wie gewiinscht abgeschlossen.

Sei (x,), € A+ B eine beliebige Folge. Wir finden somit zwei Folgen (a,), € A
und (), € B mitx, = a, +b, fiirallen € N (1 Punkt). Da A und B kompakt
sind, existieren konvergente Teilfolgen (ay;); und (b, )k, die gegen Elemente
a € Aund b € B konvergieren (1 Punkt). Indem wir, falls notig, erneut zu einer
Teilfolge (ay,); beziehungsweise (b,,); ibergehen, folgt schlieBlich

lim x, = lm a, +b, =a+b
l—>+00 l—>+o0

(1 Punkt). Wir haben somit wie gewiinscht gezeigt, dass (x,), eine konvergente
Teilfolge besitzt, deren Grenzwert in A + B liegt. Somit ist die Menge A + B
kompakt.

Losung Aufgabe 3

()

Eine mogliche Formulierungen (vgl. auch Aufgabe46) des Banachschen Fix-
punktsatzes (3 Punkte) lautet wie folgt:
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(Fixpunktsatz von Banach). Seien A eine nichtleere und abgeschlossene Teil-
menge des vollstindigen metrischen Raums (M, d) sowie T : A — A eine
t-kontraktive Abbildung, das heiflit, es gibt 7 € [0, 1) mit

d(T(x), T(y)) < td(x, )
fiir alle x, y € A. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(@) Die Abbildung T besitzt genau einen Fixpunkt x € A mit 7' (x) = x.

B Die rekursive Folge (x,), € A mit x,4+1 = T(x,) fir n € Ny kon-
vergiert fiir jeden beliebigen Startwert xo € A gegen den Fixpunkt
von T'.

(b) Wir bemerken zunichst, dass die Gleichung dquivalent zum Fixpunktproblem
xeM: T(x)=x

ist, wobei die Abbildung 7 : M — M durch T(x) = /x definiert ist. Um
den Fixpunktsatz von Banach anwenden zu kdnnen, miissen wir uns somit noch
davon iiberzeugen, dass der metrische Raum (M, d) vollstindig und T eine 7-
Kontraktion mit T € [0, 1) ist (1 Punkt). Der Raum ist tatsédchlich vollstindig,
denn ist (x,), € M eine beliebige Cauchy-Folge, so finden wir zu jedem ¢ > 0
nach Definition eine natiirliche Zahl N € N mit

d(xp, xpm) =

In C—”)‘ = |In(x,) — In(xp)| < &

m

fiir alle n > m > N. Insbesondere zeigt die obige Ungleichung, dass die loga-
rithmierte Folge (In(x;)), eine Cauchy-Folge im vollstdndigen metrischen Raum
(R, p) ist (1 Punkt), wobei p : R x R — R mit p(x, y) = |x — y| die Stan-
dardmetrik bezeichnet. Somit konvergiert (!) die Folge (In(x,)), beziiglich p
gegen ein Element y € R. Wir iiberlegen uns nun, dass (x;), somit beziiglich
der Metrik d gegen x = exp(y) konvergiert:

lim d(x,,x)= lim [In(x,) —In(x)| = lim |In(x,) —y| 20
n——+00 n— 400 N—> 00

Wir haben somit wie gewlinscht gezeigt, dass jede Cauchy-Folge in M konver-
giert, das heilit, (M, d) ist ein vollstandiger metrischer Raum (1 Punkt). Zum
Schluss miissen wir die Kontraktionseigenschaft der Abbildung 7' beweisen.
Dies konnen wir jedoch leicht einsehen, denn fiir alle x, y € M folgt mit Hilfe
der Logarithmusgesetze (2 Punkte)

1 1
In (ﬁ)‘ = [In(y) = In(y3)]| = 3| In(x) = In)] = 3dCx. ).

d(T(x), T(y)) = Nii
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Somit sind alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt und
das obige Fixpunktproblem besitzt eine eindeutige Losung.
Anmerkung. Beachten Sie bitte, dass die Aufgabe nicht zu zeigen verlangt, dass
die Abbildung d eine Metrik auf M definiert.

Losung Aufgabe 4

(a) Eine Funktion f : R — R* heiBt in einem Punkt xo € R? differenzierbar, falls
es eine Abbildung A € £(R4, R¥) mit

lim L&) = f&o) = Ax = x0) _
im =

X% llx = xoll2

0

gibt (2 Punkte).
Anmerkung. Selbstverstindlich konnen Sie auch eine der dquivalenten For-
mulierungen aus Aufgabe 130 angeben. Da der Raum der linearen und stetigen
Abbildungen von R nach R¥ isomorph zum Raum der Matrizen R¥* ist, kann
man die Abbildung A in der obigen Definition mit einer Matrix identifizieren.
(b) Wir wissen bereits, dass die Normfunktion || - ||, stetig ist (1 Punkt) (vgl. Auf-
gabe 64). Somit ist die Funktion f : R? \ {0} — R als Komposition stetiger
Funktionen ebenfalls stetig (1 Punkt). Wir bemerken weiter, dass sich die Funk-
tion fiir x € RY \ {0} schreiben lisst als

T
Fx) = (fix), ..., fa(x)) —( ""x12+...+x§> '

x12 +...+ x5 ’
Mit der Quotientenregel folgt (1 Punkt)

8 fi(x) 2x,3 2x,§
Jrk(X) = =
v (2. +x2)7 Ixl3

firalle j,k € {1,...,d} mit j # k und (1 Punkt)

XA a2 xl3 24

J
(4. +x2)° Ix113

0y, £(x) =

fir j € {1,...,d} und x € R?\ {0}. Wir sehen somit direkt, dass alle partiellen
Ableitungen stetig sind, womit die Funktion f differenzierbar ist (1 Punkt).

Losung Aufgabe 5 Wir definieren zuniichst die Funktion g : R> — R durch
g(x,y) = x>+ y* —1sowie N = {(x,y)T € R? | g(x,y) = 0}. Die Menge
N beschreibt also die Nebenbedingung unter der wir Minimum und Maximum der
Zielfunktion f : R> — Rmit f(x, y) = xy bestimmen wollen. Es ist bekannt, dass
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N kompakt und f stetig ist (1 Punkt). Der Satz von Weierstral} (vgl. Aufgabe 107)
besagt somit, dass

(x’r}%lTneN Sx,y) und (X,Tﬁ)ézv Sy
existieren (1 Punkt). In anderen Worten: Die Funktion f besitzt Minimum und
Maximum unter der Nebenbedingung N. Zur Bestimmung dieser werden wir den
Satz von Lagrange verwenden, den wir anwenden konnen, da f,g € C 1(IR2, R)
gelten und der Gradient von g nicht auf der Menge N verschwindet. Wir fiihren
daher weiter die sogenannte Lagrange-Funktion L : R?> — R mit L(x, y, 1) =
f(x,y) 4+ Ag(x, y) ein (1 Punkt). Dann folgen fiir alle (x, y, )T € R3 mit einer
kleinen Rechnung

oxL(x,y, ) =y + 2Ax,
OyL(x,y,A) =x+2Ay,
WL(x,y, ) =x>4+y>—1

(1 Punkt), sodass notwendiger Weise y 4+ 2Ax = 0, x + 24y = Ound x> + y*> = 1
gelten. Addieren wir die ersten beiden Gleichungen, so folgt

Y4200 +x + 24y = (1 +20)(x +y) =0, (32.1)

alsoentwederx = —yoderA = —1/2 (1 Punkt). Dabei giltimFallA = —1/2 wegen
der ersten Gleichung gerade x = y, sodass wir aus Gleichung (32.1) schlieBlich
x = =y erhalten. Setzen wir dies in die Nebenbedingung ein, so folgen x = 41/+/2
und y = £1/+/2. Insgesamt erhalten wir damit die folgenden vier kritischen Stellen:
pl= (=1/V2 = VDT. p* = (= 1/NV2 1/VDT. p* = (1/5/2.~1/¥/2)T und
p* = (1/4/2,1/+/2)T (1 Punkt). Wegen

(CONCEE
und
ETRCENE

liegt in den Punkten p! und p* ein Maximum sowie in p? und p3 ein Minimum vor
(1 Punkt).

Lisung Aufgabe 6 Da das Vektorfeld F : R* — R? offensichtlich stetig diffe-
renzierbar und die dreidimensionale (abgeschlossene) Kugel B5(0) kompakt ist,
erhalten wir mit dem Integralsatz von Gauf} gerade (1 Punkt)

I :ﬂ— (F,N)dS, :ﬂ div(F)(x, y, 2) A3 (x, v, 2).
JdB5(0) Bs(0)
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Wir miissen also lediglich ein Volumenintegral (beziehungsweise ein dreidimensio-
nales Lebesgue-Integral) berechnen. Die Divergenz von F hat in dieser Aufgabe eine
hiibsche Darstellung, denn fiir alle (x, y, )T € R3 gilt (1 Punkt)

div(F)(x,y,2) = 0x F1(x,y,2) + dy F2(x, y,2) + 3, F3(x, ¥, 2)
=202+  + ) +ax? 1262 +y2 + 2D + 47 1207 + 7 + 22 + 42
=6(x2+y>+7%).

Zur Berechnung des Integrals

I :6///7 X2+ y P+ 22dA 3 (x, y, 2)
B5(0)

bietet es sich an Kugelkoordinaten zu verwenden. Diese sind durch die Abbildung
(0,5 x (0,27) x (0, 7) > R3 mit W (r, 0, ¢) = (rcos(d)sin(p), r sin(@) sin(g), r cos(p)) T
gegeben (1 Punkt). Da wir wissen, dass det(Jy (r, 6, ¢)) = —r? sin(¢) (1 Punkt)

fiir (r, 0, ¢)T € (0,5) x (0,27) x (0, ) gilt (vgl. die Losung von Aufgabe 123),
folgt mit dem Transformationssatz (!) und dem Satz von Fubini (!!) wegen (1 Punkt)

F(¥(r,6,9)) = r*cos*(0) sin’(¢) + r? sin?(0) sin®(p) + r* cos’(¢)
= r?sin® (<p)( sin? )+ cos? (9)) + 12 cos? (p)

=72 sin2(<p) + 72 cos? (9)

:}"2

fiir (r, 0, )T € (0,5) x (0, 27) x (0, w) gerade (2 Punkte)

///7 x2+y2+zzd/\3(x,y,z)
Bs(0)
0]

= /// F(W(r, 6, )| det(Jy (r, 0, 9))| dr3(r, 0, 9)
(0,5)%(0,27) % (0,7)

= /// r sin(¢) a3 r,0, )
(0,5)x(0,27)x(0,7)

) b4 21 5 4
=/0 /0 /Or sin(g) dA(r) | dA(@) | di(p)

= 2500m.

Insgesamt erhalten wir also I = 6 - 2500 = 15.0007.
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Name: Matrikelnummer:

Vorname: Studiengang:

Die Bearbeitungszeit fiir die Klausur betrigt 120 min. Es sind keine Hilfsmit-
tel, das heiBit, keine (programmierbaren) Taschenrechner, Computer, Aufzeich-
nungen der Vorlesung etc. erlaubt. Geben Sie bei allen Antworten einen Beweis
beziehungsweise ein Gegenbeispiel an.

Aufgabe 1 21314 5]| 6| Summe
Mogliche Punkte| 16 | 6 | 6 | 8 | 8 | 9
Erzielte Punkte

Aufgabe 1 (16 Punkte) Entscheiden Sie mit Begriindung, ob die folgenden Aussa-
gen wahr oder falsch sind.

(a) Die Funktion f : RY — R mit f(x) = x; exp(x% + ...+ x[%) besitzt keine
lokalen Extrema.

(b) Sei f : RY — R zweimal differenzierbar. Dann ist die Hesse-Matrix H (x) stets
in jedem Punkt x € R? symmetrisch.

(©) Ist (x™), < R? eine konvergente Folge, so gilt

lim x"

tim [, = | im_

n——+00

(d) Ist A € R eine abgeschlossene Menge und gibt es M > 0 mit || x| < M fiir
alle x € A, so ist die Menge A kompakt.
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(e) Eine Menge A C R ist genau dann kompakt, wenn ihr Rand d A kompakt ist.

(f) Die Menge A = {(x, y,2)T € R? | x? + y? — z2 = 1} ist beschrinkt.

(g) Sind A, B C RY offene Mengen, so ist auch A N B offen.

(h) Es gibt keine nichtleere Teilmenge des R?, die sowohl offen als auch abgeschlos-
sen beziiglich der Euklidischen Metrik ist.

Aufgabe 2 (6 Punkte) Seien (M, d) ein metrischer Raumund A C M eine beliebige
Menge mit Haufungspunkt. Beweisen Sie, dass A nicht endlich ist.

Aufgabe 3 (6 Punkte) Sei M die Menge aller beschridnkten reellen Folgen. Zeigen
Sie, dass die Abbildungd : M x M — R mit

d(x,y) = sup|x, — yal
neN

fiir reelle Folgen x = (x,), und y = (y,), eine (wohldefinierte) Metrik auf M
definiert.

Aufgabe 4 (8 Punkte) Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit

y>x

0,
X,y) =
S,y .y <x.

(a) Untersuchen Sie die Funktion f auf Stetigkeit.
(b) Untersuchen Sie, ob die Funktion im Nullpunkt (0, 0)T differenzierbar ist.

Aufgabe 5 (8 Punkte)

(a) Ermitteln Sie mit dem Satz von Lagrange das Maximum der Funktion f :
(0, 400)? — R mit f(x) = xy - ... xq unter der Nebenbedingung x € R? .
X1 4+ ...+ x4 = 1. Sie miissen dabei nicht begriinden, warum ein Maximum
existiert.

(b) Folgern Sie dann die (verallgemeinerte) Ungleichung zwischen dem geometri-
schen und arithmetischen Mittel: Fiir jedes d € Nund xy, ..., xg > 0 gilt

X1+ ...+ xq
xl-...-xdfT.

Aufgabe 6 (9 Punkte) Gegeben sei das Vektorfeld F : R3 — R3 mit
F(x1,x2,x3) = (x1 + x3, —=x2 — x3, x1 —x2 + DT.

(a) Entscheiden Sie, ob F ein Gradientenfeld ist und bestimmen Sie gegebenenfalls
eine Stammfunktion.



33 Ubungsklausur Analysis Il (C) 407

(b) Berechnen Sie das Kurvenintegral

/F-ds
Y

ldangs der Kurve y : [0, 7] — R3 mit y (1) = (cos(¢), sin®(¢), 1)T.
(c) Welche Lénge hat y?
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Losung Aufgabe 1

Anmerkung Beachten Sie bitte, dass die Verweise auf die verschiedenen Aufgaben
in diesem Buch lediglich zur Orientierung und Recherchemoglichkeit dienen.

(a) Die Aussage ist richtig (1 Punkt). Damit ein lokales Extremum an einer Stelle
x € R? vorliegen kann, muss notwendiger Weise V f(x) = 0 gelten. Jedoch
sehen wir sofort, dass

Bxlf(x):exp(x§+...—|—x§) >0

fiir x € R? gilt. Der Gradient von f verschwindet also in keinem Punkt des RY
(1 Punkt).

(b) Die Aussage ist im Allgemeinen falsch (1 Punkt). Die Funktion f : R* — R
mit

2 2
XX 2 2
XX xt+x5>0
12x12 x%’ 1 2

0, (x1, x2)T = (0,0)T

fx1,x) =

aus Aufgabe 126 ist zweimal differenzierbar, aber es gelten

Ox1 Ox, f (0, 0) 7 0x, 9y, £(0, 0),

womit die Hesse-Matrix H ¢ (0, 0) nicht symmetrisch ist. Die Aussage wird aber
richtig, wenn die Funktion zweimal stetig differenzierbar ist. Dann folgt aus dem
Satz von Schwarz, dass die Hesse-Matrix symmetrisch ist (1 Punkt).
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Anmerkung Es kann hier auf ein explizites Gegenbeispiel verzichtet werden.
Es muss jedoch erklédrt werden, dass die Symmetrie der Hesse-Matrix wegen
dem Satz von Schwarz gegeben ist, falls f € C?(R2, R) gilt — die Stetigkeit der
zweiten partiellen Ableitungen ist also entscheidend.

(c) Die Aussage ist richtig (1 Punkt), denn wir wissen aus Aufgabe 64, dass jede
Norm-Funktion und damit insbesondere auch || - || (Euklidische Norm) stetig
ist (1 Punkt).

(d) Die Aussage ist richtig (1 Punkt). Da es eine Zahl M > 0 mit ||x|, < M
fiir alle x € A gibt, ist A beschrénkt. Da die Menge zudem als abgeschlossen
vorausgesetzt ist, folgt aus dem Satz von Heine-Borel bereits die Kompaktheit
der Menge A (1 Punkt).

(e) Die Aussage ist im Allgemeinen falsch (1 Punkt). Wir betrachten dazu die
Menge

A=RI\Bi(0) = {x e RY | ||x[|]2 > 1}.

Der Rand von A ist gerade A = {x € R? | ||x|l, = 1} und somit kompakt.
Jedoch ist die Menge A nicht kompakt (Satz von Heine-Borel), da sie unbe-
schrinkt ist (1 Punkt).

(f) Die Aussage ist falsch (1 Punkt). Die Folge ((xy,, yn, 2,)T), mit (x,, yu, 2,)7T =
(1, n, n)T liegt offensichtlich vollstindig in A, aber wegen

lim (| (xn, Yus 22) Tl = lim_ |xu] + |yul + |zal = lim_(2n 4+ 1) = +o0
n—+oo n—+o00 n——+00

ist die Menge A unbeschrinkt (1 Punkt).

(g) Die Aussage ist richtig (1 Punkt). Sei dazu x € A N B beliebig gewihlt. Da die
Mengen A und B offen sind, finden wir ¢’ > 0 und ¢” > 0 so, dass die offenen
Kugeln B,/(x) und B, (x) vollstindig in A beziechungsweise B liegen. Setzen
wir nun ¢ = min{¢’, &}, so liegt B.(x) in A N B (1 Punkt). Somit ist x ein
innerer Punkt von A N B und daher wie behauptet offen.

(h) Die Aussage ist falsch (1 Punkt). Der gesamte Raum R ist sowohl offen als
auch abgeschlossen (1 Punkt).

Losung Aufgabe 2 Wir bezeichnen mit ¢ € A den Héaufungspunkt der Menge A,
das heif3t, jede Umgebung von a enthilt (nach Definition) mindestens einen von a
verschiedenen Punkt aus A (2 Punkte). Da a ein Haufungspunkt von A ist, finden
wir also zu & = 1 ein Element x; € M mit x| € B, (@) = {x e M | d(x,a) < &1}
und x; # a (2 Punkte). Genauso finden wir zu &, = d(x1,a)/2 ein Element
X2 € Bg,(a) mit xp # a und x2 # x; (1 Punkt). Das so beschriebene Vorgehen
lasst sich nun induktiv fortsetzen, wodurch wir beliebig viele verschiedene Elemente
in A konstruieren konnen. Somit kann die Menge nicht nur endlich viele Elemente
besitzen (1 Punkt).

Losung Aufgabe 3 Zur Ubersicht unterteilen wir die Losung dieser Aufgabe in zwei
Teile:
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(a) Wir iiberlegen uns kurz, dass die Abbildungd : M x M — R mitd(x,y) =
Sup,cn |Xn — yn| wohldefiniert ist, das heif3t, fiir alle beschrinkten Folgen x, y €
M gilt d(x, y) < +oo. Dies ist nicht weiter schwer, denn es gibt wegen der
Beschrinktheit der beiden Folgen zwei Zahlen C, C' € R mit |x,| < C und
|ya| < C’ fiir alle n € N. Wegen

|xn — Ynl < |xal + lynl < c+cC’

ist damit auch die Differenzfolge beschrinkt und es folgt beim Ubergang zum
Supremum wie gewiinscht d(x, y) < C + C’ < +00 (1 Punkt).
(b) Wir weisen nun nach, dass die Abbildung d allen drei Metrik-Axiomen geniigt:
() Positive Definitheit. Sind x, y € M beliebig, so folgt |x, — y,| > 0 fiir
alle n € N und damit auch d(x, y) > 0. Im Fall x = y konnen wir zudem
direkt ablesen, dass dann bereits d(x, y) = 0 gilt. Fiir die umgekehrte
Implikation seien nun x, y € M zwei beschrinkte Folgen mit d(x, y) =0
beziehungsweise sup, <y [X, — ¥»| = 0. Dies bedeutet aber gerade |x, —
yn| = O fiir alle n € N und folglich x = y. Somit ist die Abbildung d
positiv definit (1 Punkt).
() Symmetrie. Da die Standardmetrik p : R x R — Rmit p(x, y) = |x — y|
symmetrisch ist, folgt fiir alle x, y € M wegen |x, — y,| = |y, — x| fiir
n € Ndirekt d(x, y) = d(y, x) (1 Punkt).
(y) Dreiecksungleichung. Seien nun x, y,z € M beliebig gewihlte Folgen.
Mit der Dreiecksungleichung der Standardmetrik p folgt fiir alle n € N

|Xn — znl = |G — yn) + n — 2| < |xn — Yul + |yn — 24

(1 Punkt) und somit beim Ubergang zum Supremum iiber alle natiirlichen
Zahlen

d(x,7) = sup |x, — zn|

neN

< sup (|xy — yul + 1yn — zal)
neN

< sup |xp — yul +sup [yn — zal =d(x, y) +d(y, 2).
neN neN

Anmerkung Selbstverstindlich konnen Sie in den Teilen («), (8) und (y) auch
lediglich auf die grundlegenden Eigenschaften der Betrags-Funktion | - | : R — R
aus der Analysis I verweisen.

Losung Aufgabe 4
(a) Die Funktion f : R*> — R ist offensichtlich in den beiden Bereichen A; =

{(x, )T € R? | x < y}und Ay = {(x, )T € R? | x > y} stetig (1 Punkt). Wir
miissen somit nur noch den verbleibenden Bereich
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A3 =R*\ (A|UA) = {(x, )T e R? | x =y}

untersuchen. Dort ist die Funktion ebenfalls stetig (1 Punkt), denn ist (x, y)T €
Ajz beliebig und ((x,, y,)T), € Az eine Folge mit lim, (x,, y,)T = (x, y)T, so

folgt wegen x,, = y, fiir alle n € N — die gesamte Folge liegt ja gerade in der
Menge Az — wie gewiinscht (1 Punkt)

Hm  f (o, yo) = m f(u, x,) = lim x2 =x? = f(x,x) = f(x,).
n——+00 n——+o00 n—+00

Somit ist f in ganz R? stetig.

(b) Um die Differenzierbarkeit der Funktion f nachweisen oder widerlegen zu kon-
nen, bendtigt man einen Kandidaten fiir die Ableitungsmatrix, hier also fiir
J (0, 0). Wir iiberlegen uns kurz, dass die Funktion im Nullpunkt partiell dif-
ferenzierbar ist (1 Punkt). Wegen f(0,0) = O und f(¢,0) = O fiirz > O
folgt

07 £(0,0) = tim LSOOy 070
t—>0t t t—0t 1

und wegen f(0, 1) = 0 fiir # < 0 analog 9" f(0, 0) = 0. Insgesamt folgt damit
(1 Punkt)

3y £(0,0) = 37 £(0,0) = 3, £(0,0) = 0.

Mit einer dhnlichen Rechnung erhalten wir ebenso 9y, £ (0, 0) = 0, das heifit, es
gilt

J£(0,0) =V f(0,0) = (3 (0, 0), 9y f(0,0)T = (0, 0)T.

Um nachzuweisen, dass f im Nullpunkt differenzierbar ist, miissen wir bei-
spielsweise (1 Punkt)

im f(xvy)_f(ovo)_<]f(070)7(x1y)T_(070)T> =0
xNT— (0,07 [1CGe, )T —(0,0)7]2

(vgl. Aufgabe 130) beziehungsweise dquivalent (Zidhler und Nenner vereinfa-
chen)

. Sx,y)
lim —_— = O
x,)T—>0,00T /52 + y2

nachweisen. Wegen 0 < (x2 4+ y?)/2 und xy < (x> + y?)/2 firx,y € R
erhalten wir fiir alle (x, y)T € R?\ {(0, 0)T} gerade (1 Punkt)

fey) x2 4 y? zl/x2+y2_
Var4+y2 T 2yxai 4y 2
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Wir sehen also, dass der obige Grenzwert in der Tat erfiillt ist (vgl. auch die
Losung von Aufgabe 129). Somit ist f in (0, 0)T differenzierbar (1 Punkt).

Anmerkung Wegen Aufgabe 131 folgt aus Teil (b) dieser Teilaufgabe bereits die
Stetigkeit der Funktion. Die Differenzierbarkeit der Funktion kann man aber natiir-
lich auch beweisen, indem man sich kurz iiberlegt, dass die partiellen Ableitungen
stetig sind.

Losung Aufgabe S

(a) Wir definieren die stetig differenzierbaren Funktionen g : RY - Rund L :
0, +00)4 x R — Rmitg(x)=x1+...+x4 —1lund

Lx,\)=f(x)+rgx)=x1-...-xg+2(x1+...+x5—1).

Wegen Vg(x) = (1,..., DT fiir x € R? ist gemiB dem Satz von Lagrange
jedes Maximum von L ein Maximum der Funktion f unter der Nebenbedingung
x € R?: g(x) = 0 (1 Punkt). Wir bestimmen nun das Maximum von L. Aus
der notwendigen Bedingung VL = 0 erhalten wir zunéchst fiir alle (x, A)T €
(0, +00)? x Rund j € {1, ..., d} die d + 1 notwendigen Gleichungen

8ij(x,)»):x1-...-xJ-_1~x(,~+1~...-xd+)u:O,
HL(x,\)=x1-...-xg—1=0

(1 Punkt). Dabei konnen wir direkt A = O ausschlieen (1 Punkt), denn in
diesem Fall wiirde die erste Gleichung gerade x7 - ... - x4 = 0 implizieren, was
nicht moglich ist. Multiplizieren wir die erste Gleichung fiir jedes j € {1, ..., d}
mit x; > 0, so folgt mit Hilfe der zweiten Gleichung x; - ... - xq4 + Ax; =
14+Ax; = 0,alsox; = —1/A (1Punkt). Einsetzen in die Nebenbedingung liefert
schlieBlichA = —d und somitx; = 1/dfirj € {1, ..., d}.Damitliegtian =
(1/d,...,1/d)T ein Maximum der Funktion f unter der Nebenbedingung x €
R? : g(x) = 0 vor (1 Punkt).

Anmerkung Dass es sich bei dieser kritischen Stelle wirklich um ein Maximum
handelt kann man entweder durch eine geometrische Betrachtung der Funktion
f bestitigen oder nachweisen, dass die Determinante der (gerdnderten) Hesse-
Matrix H; (xM, —d) negativ definit ist.

(b) Die Ungleichung zwischen dem geometrischen und arithmetischen Mittel ist
offenbar automatisch erfiillt, wenn x; = O fiir mindestens einen Index j €
{1,...,d} gilt. In diesem Fall ist die linke Seite der Ungleichung namlich Null
wihrend die rechte Seite strikt positiv ist. Esist daher ausreichend x1, ..., xg > 0
zu betrachten. Offensichtlich geniigt dann der Vektor

(= )
X = e
xX1+...+xq4 X1+...+x4
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der Nebenbedingung g(x) = 0, da die Summe aller Eintréige 1 ergibt (1 Punkt).
Mit den Uberlegungen aus Teil (a) dieser Aufgabe folgt somit f(x) < f(xp)
fir x™ = (1/d, ..., 1/d)7, also (1 Punkt)

d
Xl *... Xq S(l)
X1+ ... +x9)4 d
und schlielich wegen der Monotonie der Wurzelfunktion [0, +00) — R mit
x > I/x wie gewiinscht (1 Punkt)

Losung Aufgabe 6

(a) GemaiB der Integrabilititsbedingung ist das stetig differenzierbare Vektorfeld F :
R? — R? genau dann ein Gradientenfeld, falls die folgenden drei Bedingungen
in R? erfiillt sind:

Ox, F1 = 0y, 2, 0 F1 =04 F3 und Oy 2 = 0y, 3.
Mit einer kleinen Rechnung folgen fiir alle (x1, x2, x3)T € R3 gerade (1 Punkt)

Ox, F1(x1, X2, x3) = 0y, F2(x1, X2, x3) =0,
Opy F1(x1, X2, X3) = Oy F3(x1, X2, x3) = —1,
Oxy Fo(x1, X2, X3) = O, F3(x1, X2, x3) = —1.

Folglich handelt es sich in der Tat um ein Gradientenfeld (1 Punkt). Wir wis-
sen somit, dass es eine Stammfunktion G : R3 — R mit VG(x1,x2,x3) =
F(x1, x2, x3) fir (x1, x2, x3)T € R3 gibt. Diese werden wir nun in mehreren
Schritten bestimmen, wobei ab jetzt (x1, x3, x3)T € R3 beliebig ist:

(o)  Wegen dy, G(x1, x2, x3) = F1(x1, x2, x3) gilt

2
G(x1, x2, x3) = / Fi(x1, x2, x3) dx1 + c(x2, x3) = %1 + x1x3 + c(x2, x3),
wobei ¢ : R? — R eine zunichst unbestimmte (stetig differenzierbare)
Funktion ist (1 Punkt).
(B) Da G eine Stammfunktion von F ist, gilt natiirlich ebenfalls 9y,
G(x1, x2, x3) = F2(x1, x2, x3), also wegen Teil () gerade dy,c(x2, x3) =
—X) — X3.
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(y) Weiter folgt

c(x2,x3) = / Ox,c(x2, x3) dx2

2
~ X ~
= / —xz — x3dxy + &(x3) = —?2 — xpx3 + E(x3),
wobei ¢ : R — R eine zunidchst unbestimmte (stetig differenzierbare)
Funktion ist (1 Punkt).
(6) Aus den Schritten () und (y) folgt (1 Punkt)

X2 X2 )C2
1 1 2 ~
G(x1,x2,x3) = > + x1x3 + c(x2, x3) = > + x1x3 — o XX + c(x3).

(e)  Wegen 9,,G(x1, x2, x3) = F3(x1, x2, x3) folgt aus Schritt (§)
x1—x2+¢(x3) =x1 —x2+1,

womit wir ¢’ (x3) = 1 beziehungsweise ¢(x3) = x3 ablesen konnen. Insge-
samt erhalten wir somit (1 Punkt)

2 2 2 2
1 ) < 1 )
G(x1,x2,x3) = > + x1x3 — > —x2x3 +¢(x3) = > + x1x3 — > — Xx2x3 + x3.

Anmerkung Dass wir uns hier nicht verrechnet haben, kann man natiirlich noch
einmal iiberpriifen, indem man nachrechnet, ob VG (x1, x2, x3) wirklich mit
F(x1, x2, x3) libereinstimmen. Die obige Vorgehensweise kann zur Berechnung
der Stammfunktion jedes dreidimensionalen Gradientenfeldes genutzt werden.

(b) Die Berechnung des Kurvenintegrals ist sehr einfach, denn mit dem Hauptsatz
der Kurventheorie folgt (ohne irgendeine Rechnung)

/ F-ds=G(y(m) — G(y(0) =0,

Y

da die stetig differenzierbare Kurve wegen y (0) = y(r) = (1,0, 1)T geschlos-
sen ist und wir aus Teil («) dieser Losung wissen, dass F' ein Gradientenfeld ist

(1 Punkt). Alternativ kann man das Kurvenintegral natiirlich auch wie folgt per
Hand bestimmen (vgl. auch Aufgabe 181):

/F.ds=f (Fr (1)), y(0)) di
y 0

T cosz(t) +1 —25sin(z) cos(?)
= / < —sin%(r) — 1 .| 2sin() cos(r) > dr
0 cos2(t) — sin®(¢) + 1 0

=2 f " sin(?) cos(#) (=2 — (sin®(¢) + cos>(¢))) dt
0

=0,
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wobei wir zuerst sin?(r) 4+ cos2(¢) = 1 fiir # € [0, ] verwendet und dann den
vereinfachten Integranden partiell integriert haben [3, Aufgabe 196].

(c) Wegen sin?(¢) 4 cos2(¢) = 1 fiir ¢ € [0, 7] handelt es sich bei der Kurve y um
eine Gerade in der Ebene (x1, x2, x3)T € R3: x3 = 1, die die Punkte (1,0, 1)T
und (0, 1, 1)T verbindet (1 Punkt). Der Euklidische Abstand dieser Punkte ist
offensichtlich /2. Da y die Gerade zweimal durchliuft, folgt L(y) = 22
(1 Punkt). Alternativ kann man die Linge der Kurve natiirlich auch per Hand
berechnen. Wegen y (t) = (—2sin(¢) cos(t), 2sin(t) cos(t), 0)T fiir r € [0, ]
folgt

L(y) = /ﬂ ly(@®|2dt = fﬂ \/8sin?(z) cos2(¢) dr = \/gfn | sin(¢) cos(¢)| dt.
0 0 0

Wegen sin(t) cos(¢) > 0 fiir ¢ € [0, 7/2] und sin(z) cos(¢) < 0 fiir r € [7/2, 7]
konnen wir den Integrationsbereich des obigen Integrals aufteilen und erhalten
(Betrag auflosen)

T

/n | sin(¢) cos(¢)|dt = /7 | sin(t) cos(t)| dt —i—/ | sin(z) cos(z)| dt
0 0 z

2
i3

= fj sin(¢) cos(t) dr — /n sin(z) cos(t) dt
0 n

2

(Lo V(L
—( 2cos (t)) '0+<2COS (t))

1.

Ve

T
2

Insgesamt folgt damit also ebenfalls L(y) = /8 = 2+/2.

Anmerkung Wie Sie bereits in den Teilen (b) und (c) dieser Losung gesehen
haben, ist es oft hilfreich aufwindige Rechnungen durch die Verwendung von
geeigneten Resultaten oder geometrischen Anschauungen zu vermeiden.
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Name: Matrikelnummer:

Vorname: Studiengang:

Die Bearbeitungszeit fiir die Klausur betrigt 90 min. Es sind keine Hilfsmittel,
das heiBit, keine (programmierbaren) Taschenrechner, Computer, Aufzeichnun-
gender Vorlesung etc. erlaubt. Insgesamt konnen 42 Punkte und 4 Zusatzpunkte
erreicht werden.

Aufgabe 11213 4 5 | 6 (Zusatz)| Summe
Mogliche Punkte| 7 | 9 | 9 | 12 | 5 4 42 +4
Erzielte Punkte

Aufgabe 1 (7 Punkte) Ist die Menge

A={xeR||xll = 1} n{x e R® | x| = x5}

(a) abgeschlossen, (b) beschrinkt,
(c) offen, (d) konvex,
(e) kompakt, (f) wegzusammenhingend,

(g) sternformig?

Beantworten Sie dabei die Fragen lediglich mit ja oder nein.

Aufgabe 2 (9 Punkte) Sei f : R? — R eine stetige Funktion mit f(rx) = > f (x)
firallet € Rund x € R4 (Homogenitit vom Grad 2) sowie f(x) > O fiir x €
R4\ {0}.
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(a) Bestimmen Sie das Bild f(R9).
(b) Beweisen Sie, dass es zwei Konstanten «, 8 € R mit

allxl3 < f(x) < Blxl3

fiir alle x € RY gibt.
(c) Untersuchen Sie, ob die Funktion f im Nullpunkt 0 differenzierbar ist.

Aufgabe 3 (9 Punkte) Sei g : R?> — R eine beschriinkte Funktion. Zeigen Sie kurz,
dass die Funktion f : R? — R mit

fx,y) =xyg(x,y)
im Nullpunkt
(a) stetig, (b) partiell differenzierbar, (c) differenzierbar
ist.

Aufgabe 4 (12 Punkte) Gegeben sei die Schraubenlinie y : [0,27] — R3 mit
y(t) = (cos(t), sin(z), /5)7T.

(a) Berechnen Sie die Linge von y.
(b) Berechnen Sie den Schwerpunkt der Schraubenlinie.

Entlang der Kurve y ([0, 2 ]) wir ein Massepunkt vom Punkt a = (1,0, 0)T zum
Punkt b = (1,0, 27/5)T durch das Kraftfeld F : R? — R3 mit F(x1, x2, x3) =
(2x1 + x3,2x2, x1)T bewegt und dabei die Arbeit W = f v F - ds verrichtet.

(c) Entscheiden Sie (mit Begriindung), ob die Arbeit W vom Weg unabhéngig ist.
(d) Bestimmen Sie, falls moglich, ein Potential von F.

(e) Berechnen Sie die verrichtete Arbeit.

Aufgabe 5 (5 Punkte) Sei V = C([0, 7/2], R) der Raum der stetigen Funktionen
und {-,-) : V x V — R mit

(f.g) = fo * g0 dx

das tiibliche Skalarprodukt in V. Schitzen Sie mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung den Wert des Integrals

1= /7 v/ x cos(x) dx
0

nach oben ab.
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Aufgabe 6 (Zusatz, 4 Punkte) Geben Sie einen metrischen Raum sowie eine offene
Kugel an, deren Abschluss nicht mit der entsprechenden abgeschlossenen Kugel
iibereinstimmt.
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Losung Aufgabe 1 Im Folgenden setzen wir
Ar={xeR|xl2>1} und Ay={xeR|x =x},
das heif}t, es gilt A = A1 N Aj.

(a) Ja,die Menge ist abgeschlossen (1 Punkt). A ist als Schnitt der abgeschlossenen
Mengen A1 und A» selbst abgeschlossen.

(b) Nein, die Menge A ist nicht beschrankt (1 Punkt). Weder A; noch A; ist
beschriankt. Man kann namlich die Folge ((xy, yn, 2,)T), mit (x,, yn, 2,)T =
(1, 1, n)T betrachten. Wegen ||(x,, Yu, 22)Tll2 = v/n +2 > 1und x,, = y, fiir
n € N liegt die unbeschrinkte Folge in A = A; N Ay, womit A unbeschréinkt
ist.

(c) Nein, die Menge ist nicht offen (1 Punkt). Beispielsweise ist (0,0, 1)T € A
kein innerer Punkt, da fiir jedes O < ¢ < 1 der Punkt (0,0, 1 — &)T nichtin A
und damit auch nicht in A liegt.

(d) Nein, die Menge A ist nicht konvex (1 Punkt), da A nicht konvex ist. Betrach-
tet man ndmlich die beiden Punkte (0, 0, —1)T und (0, 0, 1)T, so liegen diese
offensichtlich in A. Jedoch liegt beispielsweise der Mittelpunkt (0, 0, 0)T wegen
[1(0,0,0)T|| = 0 nicht in A; und damit auch nicht in A.

(e) Nein, die Menge ist nicht kompakt (1 Punkt). Aus Teil (b) wissen wir bereits,
dass A nicht beschrénkt ist, sodass die Menge wegen dem Satz von Heine-Borel
auch nicht kompakt sein kann.

(f) Nein, die Menge ist nicht wegzusammenhingend (1 Punkt). Das liegt daran,
dass es nicht moglich ist die beiden Punkte (0, 0, —1)T und (0, 0, 1)T durch eine
stetige Funktion f : [0, 1] - A mit f(0) = (0,0, —1)Tund f(1) = (0,0, )T
zu verbinden.
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(g) Nein, die Menge ist nicht sternformig (1 Punkt). Aus Aufgabe 110 wissen wir

bereits, dass sternférmige Mengen stets wegzusammenhingend sind. Jedoch
ist die Menge A wegen Teil (f) nicht wegzusammenhingend und folglich auch
nicht sternférmig.

Anmerkung Beachten Sie, dass von Ihnen die Begriindung der Antworten nicht ver-
langt wird. Diese dienen hier lediglich zur Nachvollziehbarkeit der obigen Losungen.

Losung Aufgabe 2

(a)

(b)

Zunichst sehen wir direkt, dass aus der Homogenitit f(0) = 0 folgt. Sei nun
x € R?\ {0} beliebig gewihlt. Wir definieren die stetige Hilfsfunktion g :
R — R mit g(r) = tzf(x). Wegen f(x) > 0 folgt offensichtlich g(R) <
[0, +00) (1 Punkt). Ist umgekehrt s € [0, +00) beliebig gewihlt, so finden
wir wegen g(0) = 0 und lim;_, 40 g(f) = +00 gemdl dem Zwischenwertsatz
fiir stetige Funktionen stets eine Stelle #yp € R mit g(f9) = s. Dies bedeutet
[0, +00) € g(R) (1 Punkt) und somit wegen der vorherigen Uberlegung gerade
g(R) = [0, +00). Insgesamt erhalten wir (2 Punkte)

fRY) ={f(x)eR|x R’}
={fO}U{ftx) eR |t R, x e R?\ {0}}
={0u{Pf(x)eR|reR, x e R\ {0}}
= {0} Ug@®)
= [0, +00),

also f(R?) = [0, +00).
Sei erneut x € R? \ {0} beliebig gewihlt. Da die Funktion f homogen vom
Grad 2 ist (!) folgt

_ X YO 2 X
fx)y=r (IIXllz —) = lxll5 f (—) (36.1)

llxl2 llxl2

Wir wissen weiter, dass die Einheitssphire

Sd_lz{xeRdHIxIIz:l}:{ﬁGRdﬂceRd\{o}}

aus Aufgabe 95 (c) kompakt ist (1 Punkt). Wegen dem Satz von Weierstraf (vgl.
Aufgabe 107) finden wir somit zwei Konstanten o, 8 € Rmita < f(x) < g fiir
allex € $9~! (1 Punkt), sodass aus Gl. (36.1) wie gewlinscht « || x ||% < f(x) <
Blix|5 fiir alle x € RY \ {0} folgt — hier verwenden wir erneut die Stetigkeit
der Funktion f (1 Punkt). Die Ungleichung gilt aber wegen f(0) = O auch
trivialer Weise fiir x = 0, womit die Behauptung gezeigt ist.
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(c) Die Funktion f ist in 0 differenzierbar. Wir wissen bereits, dass f(0) = 0 gilt.
Definieren wir D 7 (0) = 0gxg4, so folgt offensichtlich (1 Punkt)

. fx) = f(0) = Ds(0)(x —0) . f)
im = lim

x>0 llx —Oll2 x=0 [lx]l2”

Wegen Teil (b) dieser Losung gibt es jedoch Konstanten ¢, 8 € R mit

allxl2 < ((_”) < Bllxl

fiir alle x € R?\ {0}. Dies impliziert (1 Punkt) beim Ubergang zum Grenzwert
(Sandwich-Kriterium beachten)

f@x

im
=0 [lxll2

womit wir wie gewlinscht nachgewiesen haben, dass die Funktion f im Null-
punkt differenzierbar ist.

Losung Aufgabe 3

(a) Da die Funktion g : R> — R nach Voraussetzung beschrinkt ist, gibt es eine
Konstante M > 0 mit |g(x, y)| < M fiir alle (x, y)T € R? (1 Punkt). Um die
Stetigkeit im Nullpunkt nachzuweisen, bemerken wir zunéchst, dass

M
If (e, ) = f0,0)] = |xyllg(x, y)| = M|x[|y| = ?(x2 +y%)

fiir alle (x, y)T € R? gilt (1 Punkt). Hier verwenden wir erneut die bekannte
Ungleichung |x||y] < (x2 + y%)/2. Damit folgt wie gewiinscht

fx,y) = f(0,0)

(x, y)T%(O 0T

sodass wir wie gewiinscht die Stetigkeit in (0, 0)T gezeigt haben (1 Punkt).
(b) Wegen f(0,0) = Ound f(¢,0) = f(0,¢#) = O fir t € R (dies gilt nach
Definition der Funktion) folgt (1 Punkt)

f(t 0) — f(0,0) =lim0_0 _o.

= lim
0:/(0,0) = t t—=0 t

Mit einer analogen Rechnung erhalten wir ebenso 9y, £ (0, 0) = 0 (1 Punkt).
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(¢) Um zu beweisen, dass die Funktion f im Nullpunkt differenzierbar ist, miissen
wir zum Beispiel

lim |f(x,y) = £(0,0) = (Vf(0,0), (x, y)T — (0,0)T)]
(xr)T=0.0)T /x2 + 32
nachweisen (1 Punkt). Da wir in Teil (b) jedoch bereits V f(0,0) = (0,0)T

gezeigt haben (1 Punkt), reduziert sich der obige Grenzwert auf der rechten
Seite zu

=0

S lxyllg(x, y)

lim =
@ENT=>0.07 (/x2 432 GeNT=>0.0T | /x2 4+y2

(1 Punkt). Verwenden wir nun die Abschitzung aus Teil (a) dieser Losung, so
folgt fiir alle (x, y)T € R\ {(0,0)T}

2 2
PollsC I M T4y M fhT

/x2+y2 -2 x2+y2 2

(1 Punkt). Da die rechte Seite aber fiir (x, y)T — (0, 0)T gegen Null konver-
giert, zeigt dies wie gewiinscht die Differenzierbarkeit der Funktion f im Punkt
(0,0)T (1 Punkt).

Losung Aufgabe 4

(a) Wegen y (t) = (—sin(z), cos(t), 1/5)T fiir t € [0, 2] folgt (2 Punkte)

27 2 1 2 [76 2726
L(y):/ H})(I)llgdt:/ \/sinz(t)+cosz(t)+—dt=/ \ sz dt = ——m.
0 0 25 0 25 5

Dabei haben wir sinz(t) + cos2(r) = 1 fir t € [0,27] (trigonometrischer
Pythagoras) verwendet.

(b) Der Schwerpunkt der Schraubenlinie y : [0, 27] — R3 lautet (xf , xg , x_;? )T e
R3 mit

sl OOl 1

T Iplhd L)

2
/0 YOy ()2 dr

fir j € {1, 2,3} — die Koordinaten des Schwerpunktes ergeben sich also als
gewichtete Kurvenintegrale. Aus Teil (a) dieser Aufgabe wissen wir bereits,
dass L(y) = 24/267/5 und ||y (t)|l2 = +/26/5 fiir ¢t € [0, 2] gelten. Damit
folgen (2 Punkte)
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T3

1 -1 xTo
z1

Abb. 36.1 Darstellung der Schraubenhme y : [0,27] —> R3 mit y(t) = (cos(t), sin(t), t/5)T
(rot) und Schwerpunkt ()cl R x2 )T = (0,0, /5)T (griin)

s 5 2 1 2
Xy = ONy@®|2dr = —/ cos(r)dt =0,
N Yily @l 2 Jo

1 27
YO 17 Oz dt = —— / sin(t) dr = 0,

5
Xy = ——
N T /o

2nt

Ol )12 dr = —/ ta=T

S

5
X3 = ——
3 226 /o
also (xl,xz, YT = (0,0, 7/5)T.

Anmerkung Das Ergebnis ist nicht weiter {iberraschend und hitte auch wie
folgt ohne jegliche Rechnung ermittelt werden konnen. Die Schraubenlinie ist
eine (gleichmifig) um die x3-Achse gedrehte Kurve, die zwischen der x1-x2-
Ebene und der um x = 27/5 verschobenen Ebene liegt (vgl. Abb. 36.1). Somit
gelten xls = x‘zg = 0und xgq =«/2=m/5.

(c) Die Arbeit W ist genau dann vom Weg unabhiingig, wenn das stetig differen-
zierbare Vektorfeld F : R? — R3 mit F(x1, x2, x3) = (2x1 4+ x3, 2x2, x1)7 ein
Gradientenfeld ist. Dazu geniigt es die Integrabilititsbedingung (1 Punkt) zu
iiberpriifen. Mit einer kleinen Rechnung folgen fiir alle (x1, x2, x3)T € R3

O, F1(x1, X2, x3) = 0 = 0y, F2(x1, X2, X3),
Oz F1(x1, X2, x3) = 1 = 0y, F3(x1, X2, X3),
Ox3 F2(x1, X2, x3) = 0 = 0y, F3(x1, X2, X3)

(1 Punkt). Die Integrabilititsbedingung ist also erfiillt.

(d) Ein Potential, also eine Stammfunktion G : R3 — R von F, kénnen wir wie
folgt in mehreren Schritten bestimmen, wobei (x, x2, x3)T € R3 stets beliebig
sei:
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() Wegen 3y, G(x1, x2, x3) = Fi(x1, x2, x3) gilt
G(x1,x2,x3) = /Flocl,xz,xg)dxl + ¢(x2, x3) = xF + x123 + c(x2, x3),

wobei ¢ : R? — R eine zuniichst unbestimmte (stetig differenzierbare)
Funktion ist.

(B) DaG eine Stammfunktion von F ist, gilt 9y, G (x1, x2, x3) = F2(x1, X2, X3),
also wegen Teil (o) gerade dy,c(x2, x3) = 2x2 (1 Punkt).

(y) Weiter folgt (1 Punkt)

c(xp,x3) = / Oxyc(x2, x3)dxp = /sz dxy +¢ = x% +c

fiir alle ¢ € R.
(8) Aus den Schritten () und (y) folgt (1 Punkt)

G(x1,x2,x3) = x12 +x1x3 + c(x2, x3) = x12 +x1x3 +X§ +c= x12 +x1x3 +X%,
wobei wir ¢ = 0 gewihlt haben.
Dass wir uns nicht verrechnet haben, also wirklich VG = F in R? gilt, kann

man gegebenenfalls noch mit einer kurzen Rechnung bestétigen.
(e) Wir berechnen nun das Kurvenintegral 2. Art:

2
W=fF.ds=/0 (F(y (1)), 7)) di
Y

2 [ [(2cos(t) + % — sin(t)
=/ < 2 sin(t) , cos(t) >dt
0 cos(t) %

1 2
= 3 / cos(t) — ¢t sin(t) dt
0

() tcos(r) m
5 o

_ 2w

s

(3 Punkte). Dabei folgt (!) entweder aus der Beobachtung, dass (¢ cos(z))’ =
cos(t) — tsin(r) fiir ¢ € [0, 2] gilt (Produktregel fiir Ableitung verwenden)
oder man bestimmt das Integral f02 ™ t sin(r) d¢ mit Hilfe von partieller Integra-
tion. Die verrichtete Arbeitet betridgt somit W = 27/5.

Anmerkung Da die verrichtete Arbeit W wegen Teil (c) dieser Aufgabe unab-
hiingig vom Weg ist, kdnnen Sie natiirlich auch alternativ W = |. 5 F -dsfiir jeden

beliebigen stetig differenzierbaren Weg y : [0, 2] — R3 mit y(0) = (1,0,0)7
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und y 27) = (1,0, 27 /5)T bestimmen. Zum Beispiel y () = (1,0, t/5)7T fiir
t € [0, 2] ist solch ein Weg. Fiir diesen gilt (ohne komplizierte Rechnungen)

27{1 2
/F~ds=f “dr =2
7 o 5 5

Losung Aufgabe S Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung besagt, dass

Kl < flivigly

fiir alle f, g € V gilt (vgl. Aufgabe 58). Dabei bezeichnet | - ||y die durch das
Skalarprodukt induzierte Norm, das heift, fiir jede stetige Funktion f € V gilt

1l = Vs f) = (/0 f2<x>dx)

(2 Punkte). Zur Abschitzung des Integralwerts I definieren wir die beiden stetigen

Funktionen f, g : [0, 7/2] — R mit f(x) = 4/x und g(x) = +/cos(x) (1 Punkt).
Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefert somit wegen I = (f, g) die Abschitzung

1 n 1 x 1 - 1

i, 2 /72 27/7 2 /7 2 x

1 d d = d d -
||§</0 f(x) x) (0 g (x) x) (0 xdx A cos(x) dx 7

(2 Punkte). Der Wert des Integrals kann damit im Betrag nicht groBer als 7/+/8
sein.

Losung Aufgabe 6 (Zusatz) Wir betrachten den metrischen Raum (R, d), wobei
d:R xR — Rmit

0, x=y
dx,y) = {1, sonst
die diskrete Metrik ist (1 Punkt). Dann gilt B{(0) = {x € R | d(0, x) < 1} = {0}
(offene Einheitskugel), da die Metrik lediglich die Werte O und 1 annimmt (1 Punkt).
Da aber jede Teilmenge von R beziiglich der diskreten Metrik abgeschlossen ist (vgl.
Aufgabe 26), folgt (1 Punkt) somit B(0) = {0} (Abschluss der Menge B(0)).
Jedoch gilt B1(0) = {x e R|d(,x) <1} = R (abgeschlossene Einheitskugel),
da jedes Element x € R der Ungleichung d(0, x) < 1 geniigt (1 Punkt). Insgesamt
gilt somit wie gewiinscht

{0} = Bi1(0) # B1(0) = R.
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Anmerkung Verschiedene topologische Eigenschaften der diskreten Metrik konnen
Sie beispielsweise in Aufgabe 26 finden. Beachten Sie, dass B;(0) den Abschluss
der (offenen) Kugel B;(0) bezeichnet, wihrend B{(0) die abgeschlossene Kugel
bezeichnet — die Notationen sind in diesem speziellen Fall also ein wenig ungliicklich
gewihlt.
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Name: Matrikelnummer:

Vorname: Studiengang:

Die Bearbeitungszeit fiir die Klausur betrigt 60 min. Es sind keine Hilfsmittel,
das heiBit, keine (programmierbaren) Taschenrechner, Computer, Aufzeichnun-
gen der Vorlesung etc. erlaubt.

Aufgabe 112|345 | Summe
Mbgliche Punkte; 3 | 6 | 5 | 7 | 5 26
Erzielte Punkte

Aufgabe 1 (3 Punkte) Berechnen Sie das eindimensionale Integral
23 2
! ﬁ + 3 + cos(l + mx) dx.
Aufgabe 2 (6 Punkte) Bestimmen Sie die Jakobi-Matrix der Funktion f : R3 — R3
mit
xysin(z) — 2

fx,y,2)=|x>4+e =22
x — ycos(2z)

und die Hesse-Matrix der Funktion g : R2 — R mit g(x, y) = 6x2y>.
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Aufgabe 3 (5 Punkte) Bestimmen Sie das Taylorpolynom erster Ordnung beziiglich
des Entwicklungspunktes (xo, yo)T = (0, 0)T fiir die Funktion f : R> — R mit
f(x, y) — 62x+3y_

Aufgabe 4 (7 Punkte) Bestimmen Sie alle Losungen der folgenden Anfangswert-
probleme:

(@ y'(x) =22, x e R\ {0}, y(I) = 1,
(b) y'(x) + y(x) = sin(x) + cos(x), x € R, y(r) = e ".

Aufgabe 5 (5 Punkte) Gegeben seien der Zylinder
A={, 3, 9TeR |- D>+ + D> <1, -1 <z<3}

und die Funktion F : R3 — R3 mit

1

Fx,y,0=1\vYy
2z

Ermitteln Sie mit Hilfe des Gaulschen Divergenzsatzes den Wert des Oberflidchen-

integrals
# (F,N)dS2
A

iber die AuBlenseite d A des Zylinders.
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Losung Aufgabe 1 Zunichst gilt (1 Punkt)

1 2
d =(6Vx — —
/ «/— t ( v x2> 1
Mit der Substitution y(x) = 1 4+ mx fiir x € [1, 2] (1 Punkt) folgt wegen y(1) =
1+, y2) =1+ 27 und dy = 7 dx (1 Punkt)

2 1 1427
/ cos(l +mx)dx = — / cos(y)dy
1 T J1

+

=62 — -

sin(y) 1+27

_ sin(1 4+ 27) — sin(1 4+ ) _ 2sin(1)
7T 9

T b/

I+
womit wir insgesamt (Linearitit des Riemann-Integrals beachten)

2sin(1)
4 b4

+ cos(l +mx)dx = 62 —
/ f

erhalten.

Losung Aufgabe 2 Zur Ubersicht unterteilen wir die Losung in zwei Teile:

(a) Sei ab jetzt immer (x, v, z)T € R? beliebig. Mit einer kleinen Rechnung folgen
(3 Punkte)

Oy f1(x,y,2) = ysin(z), 3y f1(x, y,z) = xsin(z), 9 f1(x, y,2) = xycos(z),
O fo(x,y,2) =2x, Ay fa(x,y,2) =¢", 9. fr(x,y,2) =—
oy f3(x,y,2) =1, dy f3(x,y,2) = —cos(2z), 9, f3(x,y,2) =2ysin(2z),
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also (Jakobi-Matrix der Funktion f)
ysin(z) xsin(z) xycos(z)
Jr(x,y,2) = 2x e’ -2z
1 —cos(2z) 2y sin(2z)
(b) Seinun (x, y)T € R?2 beliebig. Es gelten (1 Punkt)
deg(x,y) = 12xy°,  dyg(x,y) = 18x%y?

und (2 Punkte)

axaxg(xa )’) = 12)737 axayg(.x, y) = 36Xy2,
0yoxg(x,y) = 36xy2, 0ydyg(x,y) = 36x2y.

Die Hesse-Matrix der Funktion g lautet also

12y3 36xy?
Hg(xv J’) = <36.xy2 36x2y N

Losung Aufgabe 3 Das Taylorpolynom erster Ordnung beziiglich dem Entwick-
lungspunkt (xg, yo)T = (0, 0)T ist die Funktion 7 : R? — R mit (2 Punkte)

Ti(x,y) = f(x0, y0) + (V.f (x0, y0), (x, »T = (x0, y0)T) = £(0,0) +(V£(0,0), (x, )7T).
Dabei bezeichnet (-, -) wie tiblich das Euklidische Skalarprodukt. Wegen (1 Punkt)
VG, y) = (9 f(x, y), 8y f(x, )T = (26213, 36237

folgt somit (2 Punkte)

Tl(x,y)=1+<<§),<§>>=1+2x+3y

fiir alle (x, y)T € R2.
Losung Aufgabe 4

(a) Die Differentialgleichung ist separabel. Mit Hilfe von Trennung der Variablen
folgt somit wegen der Anfangsbedingung y(1) = 1 (1 Punkt)

X/ X
In(|y(x)]) = In(ly(x)]) — In(1) =/ v dr =/ —dr =1In(x|) — In(1) = In(|x]),
1 y@® 1t

also y(x) = x fiir x € R\ {0} (1 Punkt).
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(b) Es handelt sich um eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung, die wir
mit dem Prinzip der Variation der Konstanten 16sen werden. Eine Losung der
homogenen Differentialgleichung y'(x) + y(x) = 0 konnen wir direkt (Tren-
nung der Variablen verwenden) bestimmen (1 Punkt):

In(ly(0)]) = / YO 4y = —/mx - it
y(x)

Folglich gilt y; (x) = ce™™ (1 Punkt) fiir alle x € R mit einer Konstanten ¢ € R
(homogene Losung). Wir ersetzen die Konstante nun formal durch eine (stetig
differenzierbare) Funktion ¢ : R — R. Somit folgt (Produktregel beachten)

y(x) = (c(x)e_x)/ =c@e™ —cx)e ™ = (c/(x) - c(x))e_x

(1 Punkt). Einsetzen (!) in die Differentialgleichung liefert somit

!

Y (@) +y@) = () —c@)e™ +ex)e™ =c'(x)e™ Y sin(x) + cos(x).
Wir konnen also aus der letzten Gleichung
¢'(x) = e (sin(x) + cos(x))

fiir x € R ablesen. Mit partieller Integration folgt

/ex sin(x) dx = e* sin(x) — /ex cos(x) dx,

sodass wir insgesamt

c(x) = /c’(x) dx = /ex(sin(x) + cos(x)) dx
= /ex sin(x) dx + /ex cos(x) dx = e”* sin(x)

erhalten (1 Punkt). Setzen wir dies in die homogene Losung ein, so erhalten
wir die partikuldre Losung

yp(x) = c(x)e™™ = sin(x).

Die Losung der Differentialgleichung lautet also gerade
V() = yp(x) + yp(x) = ce™ +sin(x)
mit ¢ € R. Wegen der Anfangsbedingung y.(;r) = e™" konnen wir schlief3lich

¢ = 1 ablesen (1 Punkt). Die Losung des Anfangswertproblems lautet damit
ye(x) = e™* +sin(x) fiirx € R.
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Losung Aufgabe 5 Der GauBlsche Divergenzsatz liefert direkt (1 Punkt)

ﬂ (F, N) dsgz///div(F)d,\3.
JOA A

Wegen div(F)(x,y,z) =0+ 142 =3fiir(x,y,2)T € R3 (1 Punkt) erhalten wir

weiter
/// div(F)da? = 3/// 1d23 =3234) = 127
A A

(2 Punkte). Dabei haben wir im letzten Schritt verwendet, dass das Volumen A3 (A)
des Zylinders 47 (1 Punkt) betrigt — die Grundfldche des Zylinders ist ein Kreis mit
Radius 1 und Fldcheninhalt 7 wihrend die Hohe des Zylinders 4 betrégt.
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